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Uvod

@ longitudinalne experimenty zohravaju dolezit( tlohu v réznych
bio-medicinskych, sociologickych, psychologickych, Ci
behavioralnych vyskumoch

@ opakované merania urcitej vlastnosti na viacerych subjektoch v
réznych €asovych okamihoch
@ na zéklade ziskanych pozorovani odhalit vplyv ¢asu na meranu
veli€inu
@ popisat zmenu meranej veli¢iny pocas sledovaného ¢asového
obdobia

@ pri analyze sa v poslednych rokoch vo velkej miere vyuziva
linearny zmieSany model

@ k odhadovaniu neznamych parametrov modelu je vhodné pouzit
REML funkciu vierohodnosti

@ presné rozdelenie takto ziskaného odhadu pevnych efektov
(regresnych parametrov) nie je vo vSeobecnosti zname

o Statistické inferencie ohl'adne nich su prevaZzne zaloZené na
asymptotickych vlastnostiach odhadu regresnych parametrov v
pripade znamych kovariancnych parametrov modelu
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Priklad 1

Glykemicky test

@ Udaje predstavené v ¢lanku od Zerbe, G., O. (1979)
Zerbe, G., O. (1979), Randomization Analysis of the Completely Randomized Design
Extended to Growth and Response Curves, Journal of the American Statistical Association,
Vol. 74, No. 365, 215—221
@ Standardnym glykemickym testom na 20 obéznych pacientoch
@ pre kazdy sledovany subjekt bolo merané mnoZzstvo anorganického
fosfatu v krvnej plazme (mg/dl) v €asoch 0,0.5,1,1.5,2,3,4,5
hodiny po oralnom poZiti roztoku glukézy
@ snaha popisat Casovy priebeh mnoZstva anorganického fosfatu
v krvnej plazme obéznych pacientov pocas sledovaného
casového Useku
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Glykemicky test

hodina 0 0.5 1 15 2 3 4 5
subjekt

43 33 30 26 22 25 24 34
50 49 41 37 37 41 47 49
46 44 39 39 37 42 48 50
43 39 31 31 31 31 36 40
31 31 33 26 26 19 23 27
48 50 29 28 22 31 35 36
37 31 33 28 29 38 43 44

NOoO o~ WNPR

Tabul'ka: MnoZstvo anorganického fosfatu v krvnej plazme (mg/dl) pre 7
vybranych sledovanych subjektov pocas obdobia 0,0.5,1,1.5,2,3,4,5
hodiny po oralnom poZziti roztoku glukézy.
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mnozstvo anorganického fosfétu v krvnej plazme / mg/dl

Glykemicky test

1 I I I I I I I I I
3 35 4 45 5

25
¢as / hodina

MnoZstvo anorganického fosfatu v krvnej plazme (mg/dl) pre 20
sledovanych subjektov pocas obdobia 0,0.5,1,1.5,2, 3,4,5 hodiny
po ordlnom poZiti roztoku glukozy.
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Priklad 2

Hmotnost' prasiat

@ Udaje predstavené v knihe od Diggle, P., J., Heagerty, P, Liang,
K., Y., Zeger, S., L. (2002)
Diggle, P., J., Heagerty, P, Liang, K., Y., Zeger, S., L. (2002), Analysis of Longitudinal Data,
Oxford University Press

@ tyZdenné meranie hmotnosti 16 prasiat pocas 9 tyZdnov

@ z nameranych hodnét popisat’ tento spolocny trend rastlicej
hmotnosti zvierat v danom ¢asovom obdobi
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Hmotnost prasiat

tyzden 1

prasa

24.0
22.5
22.5
24.0
245
23.0
22.5
23.5

O~NOO O DMWN PR

32.0
30.5
28.0
315
315
30.0
28.5
30.5

39.0
40.5
36.5
39.5
37.0
355
36.0
38.0

42.5
45.0
41.0
44.5
42.5
41.0
43.5
41.0

48.0
51.0
47.5
51.0
48.0
48.0
47.0
48.5

54.5
58.5
55.0
56.0
54.0
515
53.5
55.0

61.0
64.0
61.0
59.5
58.0
56.5
59.5
59.5

65.0
72.0
68.0
64.0
63.0
63.5
67.5
66.5

72.0
78.0
76.0
67.0
65.5
69.5
73.5
73.0

Tabulka: Hmotnosti 8 vybranych prasiat merané pocas 9 tyzdiiov v

kilogramoch.
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hmotnost / kg

Hmotnost prasiat

90

80

N
S

2
3

@
S

IS
S

30

5
cas / tyzden

Hmotnosti 16 prasiat merané pocas 9 tyzdnov v kilogramoch.
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Mozné "komplikacie"pri analyze

@ vznika mnoZstvo moznych komplikacii pri ich d'alSom
spracovavani
@ pozorujeme rdzne subjekty v nejakych ¢asovych intervaloch
@ zrejme je nevhodné uvazovat, Ze pozorovania ziskané na danom
subjekte budl navzajom nezavislé
@ naopak, jednotlivé vektory pozorovani na r6znych subjektoch budu
zrejme navzajom nezavislé
@ vzajomna korel4cia jednotlivych opakovanych merani na kazdom
subjekte
@ praxi takmer nikdy nepozndme
9 je potrebné ju odhadovat

@ problém nevyvazeného dizajnu
@ vyuZivaju zlozZitejSie modely
@ Specialne linearne modely
@ povolujurozne tvary
@ stredné hodnoty pozorovanych vektorov merani
@ kovarianéné Struktlry vektorov merani

Gejza Wimmer jr.



Longitudinalne data a ich analyza

@ hlavna Crta longitudinalnych experimentov je, Ze jednotlivé

subjekty s merané opakovane v Case
o prei-ty (i =1,...,1) subjekt dostaneme n;-rozmerny vektor (y;)
opakovanych merani ziskanych v r6znych ¢asovych okamihoch

@ primérny ciel analyzy longitudinalnych déat je popisat’ spolo¢nu
¢rtu pozorovanych subjektov

@ navySe je mozné zachytit' aj individualne efekty jednotlivych
subjektov

@ predpoklady

@ jednotlivé vektory pozorovani na roznych subjektoch su navzdjom
nezavislé

@ pozorovania ziskané na danom subjekte vykazuju (zvacsa kladnu)
korelaciu

@ korelacia medzi opakovanymi meraniami musi byt zahrnuta v analyze
@ spodsobuje (znacné) komplikacie pri dafSom spracovani

Gejza Wimmer jr.



Linearny ZmieSany Model

pre longitudinalne data zacali pouzivat Laird a Ware (1982)
Laird, N., M., Ware, J., H. (1982), Random-Effects Models for Longitudinal Data, Biometrics,
Vol. 38, No. 4, 963-974

vyhodny, pretoze uz v samotnom zapise zohladnuje vplyv
jednotlivych subjektov na svoje opakované merania
@ tieto individualne efekty sa mdzu pre jednotlivé subjekty navzajom
odliSovat
@ odhadovat celkovi zmenu spolocnu pre vSetky subjekty
@ navySe pre kazdy subjekt predikovat jeho odchylku od spolo¢ného
priemeru
pre vektor pozorovani y; na i-tom subjekte plati

Yi = XiB + Zin; + €
Xi s zndme (n; x p)-rozmerné matice planu
3 je neznamy p-rozmerny vektor parametrov
- sl pre vSetky subjekty rovnaké
- pevné efekty
Z; st zndme (n; X r)-rozmerné matice
m; su r-rozmerné vektory nezndmych parametrov
- pre kazdy subjekt sa navzajom odliSuju
- povazujeme ich za nahodné, navzajom nezavislé s rozdelenim N (0, D)
- individualne nahodne efekty jednotlivych subjektov na svoje opakované
merania
€; je nj-rozmerny vektor ndhodnych chyb i-teho subjektu
- predpokladame jeho nezavislost od 7,
- rozdelenie g; ~ N(0, R;)
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Y = (YL, Ys .., Y) aX = (X, X5, ..., X])
kovarianéna matica nahodného vektora pozorovani Y

¥, 0 ... 0 ... 01
0 %, ... 0 ... 0

Var(Y)=2=1| o o 5 ... o |
Lo 0 ... 0 .. %

kde jednotlivé X; predstavuju kovariancni maticu ndhodného vektora
pozorovani i-teho subjektu Y;

Var(Y)) = X = ZDZ +R
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Random intercept Linear Mixed Model
T T

25

weight

time

Yij = Bo + Bty + noi + €ij
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30

Random intercept and trend Linear Mixed Model
T T

weight

time

Yij = Bo + ﬁltii + noi + Nty + &
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Odhady neznamych regresnych parametrov

predpokladajme, Ze kovarian¢na matica ndhodného vektora
pozorovani Y je znamou funkciou r-rozmerného vektora parametrov
0,ateda Var(Y) =X =X(6)

@ 0 je zndmy vektor parametrov, a teda aj X je znama matica a za
predpokladu existencie matice k nej inverznej, je potom odhad
pevnych efektov

3= (x’z—lx)_lx’z—lv

o predpoklad existencie matice (X X~ 1X)™! = &

@ takto ziskany odhad zodpoveda rieSeniu problému odhadovania
neznamych parametrov vazenou metddou najmensich Stvorcov
(VMNS) a za danych predpokladov plati

~ e 1o\t
(ﬂ—ﬁ) NN(O, (xz* x) )
@ najlepsi linearny nevychyleny odhad (BLUE - best linear unbiased
estimator) vektora pevnych efektov 3
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Odhad neznamych kovarian ¢nych parametrov
@ z hfadiska analyzy longitudinalnych dat nas primarne zaujimaju
odhady neznamych regresnych parametrov 3

@ na ich odhadovanie je Casto potrebné odhadnut aj nezname
kovarianéné parametre modelu 6 - neziaduce

@ vo velkej miere vyuziva REML funkcia vierohodnosti, pricom jej
logaritmus je v tvare

lremL(6;Y) = —3(n—r)In(27) — 3In|Z(0)| — 5 In|X'Z~(O)X]
1y {z—l(e) — T HOX [XEHO)X] T XE(O)} Y,
kden=3_,n
@ pre odhady kovarianénych parametrov 6

@ asymptotické rozdelenie (pre n — o0); (napr. Searle, S., R., Casella, G.,
McCulloch, Ch., E. (1992), Variance Components, JOHN WILEY AND SONS)

(6—60) ~N(0,w),
kde W je inverzia Fisherovej informacnej matice
w{E [ thge) )~ (e [Sme])
a 0 je skutoCny vektor kovariancnych parametrov modelu
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@ pomocou funkcie vierohodnosti - ML odhad
@ maximalne invariantny odhad - REML odhad
@ REML funkcia vierohodnosti je hustota pre A'y,Akde A'X=0
@ REML odhad kovarianych parametrov 8, ozn. 8, maximalizuje
REML funkciu vierohodnosti, resp. jej logaritmus
@ preco REML a nie ML
@ ML odhad nie je nevychyleny
REML “redukuje (zjemnuje)“ odchylku
ML odhaduje regresné aj kovariancné parametre modelu sucastne
REML odhaduje len kovariantné parametere modelu
Im(8,0;Y) =
~3nin(2r) - 3In[£(8)| - } (Y — X8) E7(O)(Y - X8)|
lremL(0;Y) =
—%(n —r)In(27) — ; In|X(0)| — % In

¢ ¢ ¢

x’z—l(e)x‘ -

1y {zl(a) ~ =o)X [XE(0)X| - X’Zl(O)} Y
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Struktlry pre kovarian ¢énd maticu v linearnom zmieSanom
modeli pre longitudinélne data

Y=XB+Zn+e

Var(Y) = zD*Z' + R* = ¥ = diag [£1, %>, ..., 5, ..., 5]

var(Y;) = ¥ = Z,DZ, +R;

D* = diag [D,D,...,D]

R* =diag [R1, Rz, ..., Ri,...,R|]

¥ je zvacSa neznama a treba odhadovat i jej hodnotu

tieto odhady ovplyviuju aj efektivnost odhadov neznamych regresnych parametrov

e 6660606 ©

vyhodné uvaZovat r6zne Struktary pre kovarianénd maticu vektora opakovanych pozorovani
@ nezavislé nahodné chyby R; = o2y,
o MA(p) model

@ MA(1) model - pre nahodné chyby plati, ze gij = Tij+ efi,j—lv kde T; Niad N(O, crz) a 6 je koeficient
1+ 62 -0 0 o 0
—0 1462 —6 o 0
2_o?
MA(1) modeluR = o Vi 0 —6 1462 ... 0
1-—p
0 0 0 S 14062

o AR(p) model
o ARMA(p,q) model
"] ARMA(1, 1) - chyby spifiaju autoregresny-moving average model prvého radu
gij = Peij—1t Tt 97’i,j—1v kde Tij o~ N(O, 02), p e AR koeficient a 0 je MA koeficient
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Linearny zmieSany model pre Longitudinalne Data s AR(1)

chybami

Yi = XiB +Zin; + €

@ nech pre i-ty subjekt plati
° n; ~ NT(OvD)
9 &ij = peij-1+Ti

@ 7 ~ N(0,02) a p je autoregresny koeficient
@ stacionarny pripad, teda |p| < 1

@ kovarianéna matica vektora chyb ma tvar

@ parametrizicia matice D

2
01
0_2
eD=oil,, D= 2

3

@ potom 0 = (d]_]_, dip,...,do, ..

1
g
p

n—1

Pl

kovarianénych komponentov
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Vlastnosti odhadu pevnych efektov
@ okrem vektora pevnych efektov si nezname navyse aj
kovariancné parametre modelu 6
@ ¥ neznama
@ mame k dispozicii jej REML odhad, oznacme T = 2(5)
@ prirodzenym postupom k ziskaniu odhadu neznameho vektora
pevnych efektov 3

~ , N —~
3= (x z—l(e)x) X E=-48)Y
@ empiricky najlepsi linearny nevychyleny odhad (EBLUE - empirical
best linear unbiased estimator)
@ podla Demidenko (2004) nevychyleny odhad vektora pevnych
efektov modelu 3
Demidenko, E. (2004), Mixed Models Theory and Applications, Wiley Series in Probability
and Statistics, New Jersey
e (8) =5
@ kovarianéna matica 3 Zial vo v&eobecnosti nie je znama
@ zvacsa je odhadovana ako
®= (x'z—l(é)x)
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@ pre ,malé" rozsahy vyberov je uvedena aproximacia Var (ﬁ)

pomocou ® nevhodna
@ nezahfha v sebe neistotu spojent s odhadovanim neznamych
kovarian€nych parametrov modelu 68
o ® nie je nevychylenym odhadom &
@ Kackar, Harville (1984) ukéazali, ze priblizna kovarian¢na matica
EBLUE pre pevné efekty modelu 3 je
Kackar, R., N., Harville, D., A. (1984), Approximations for Standard Errors of Estimators of
Fixed and Random Effects in Mixed Linear Models, Journal of the American Statistical
Association, Vol. 79, No. 388, 853 -862

Var (ﬁ) =&+ Aq,
kde
Mo~ d {3 5 {W}y (Qu — Pc®P))} &,
Py = —X T T oEFIX,
Qu=XE 'ZZy &y IX
@ je funkciou kovarianénych parametrov modelu, ktoré vSak nie su

zname
@ je potrebné ju pre d'alSiu analyzu odhadnut

@(B)I&erl
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@ Kenward, Roger (1997) odvaodili, na zaklade prac Harville, Jeske
(1992) a Prasad, Rao (1990), aproximaciu Var (B) tak, aby v

sebe zahrnula aj odchylku ®
Var (B) -
®+20 {Zk D { } (le — Py®P; — —Rkl)}&; = ®oa,
kde

_vw'sy-1| &% -1
Ra =X =7 [555; | £7'X

@ uvedeny postup predpokladé nevychylenost odhadu
kovarian¢nych parametrov modelu 6
@ REML odhady kovariancnych parametrov vSak vo vSeobecnosti
nie su nevychylené
@ odchylka sa vo vacSej miere prejavuje najma v pripadoch, ktoré
predpokladaju nelinearne Struktiry kovarianénej matice
nahodného vektora pozorovani Y

Kenward, M., G., Roger, J., H. (1997), Small Sample Inference for Fixed Effects from Restricted
Maximum Likelihood, Biometrics, Vol.53, No. 3, 983 -997

Harville, D., A., Jeske, D., R. (1992), Mean Squared Error of Estimation or Prediction Under a
General Linear Model, Journal of the American Statistical Association, Vol. 87, No. 419, 724 -731
Prasad, N., G., N., Rao, J., N., K. (1990) The Estimation of the Mean Squared Error of Small-Area
Estimators, Journal of the American Statistical Association, Vol. 85, No. 409., 163-171

Gejza Wimmer jr.



@ Kenward, Roger (2009) odvodzuji odchylku REML odhadu 0
kovarian¢nych parametrov modelu

Bias(dy) = E [(67 eo)k} =

S DD P erzl {Wh; {W}, trace [‘agkge. Ck} *
kde

C = <(| —x 7t (xex ) ) ErZE (1-x (xq)x’))/)

@ zahrnuli do postupu k ziskaniu odhadu kovariancnej matice
odhadu vektora pevnych efektov z ich predchadzajiuceho €lanku,
¢im dosiahli modifikovany odhad kovariancnej matice odhadu
vektora pevnych efektov

Var (3) = $mod +B= D od1
kde
a2 -
B = 1 S0is Sopy L Sy (W (W) trace [22-c ] [22] =

~ Yy Bias(B) [ 42 ]

Kenward, M., G., Roger, J., H. (2009), An Improved Approximation to the Precision of Fixed Effects
from Restricted Maximum Likelihood, Computational Statistics and Data Analysis,
doi:10.1016/j.csda.2008.12.013
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ESte mali ¢ké vylepSenie

@ zahrnat znalost' o vztahu pre vypocet odchylky REML odhadu 0
uz do postupu uvedeného v Kackar, Harville (1984)
@ pri vypocte korekcného Clena Ay
@ do odhadu kovarian&nej matice 3 nielen pomocou korekéného
Elena B matice ®,o4; vzhladom na maticu ®moq, ale aj do Elena

26 {ZLzl Yia {W}kl (akl — PP - %ﬁkl) } ®
@ upustenim od predpokladu nevychylenosti REML odhadu
kovariancnych parametrov modelu 6
Var (B) =
®+B+20 {ZLZl Sy Wi (le — Py®P; — %ﬁkl)} ® = ®oun,
kde
wg = E [(5 - eo)k (5 - OO)J = {W},, + Bias(d)Bias(d))
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Konfiden ¢né oblasti pevnych efektov

@ inferencie ohladne | linearnych kombinacii prvkov 3

@ zostrojenie konfidencej oblasti pre L'B, kde L je zndma (p x 1)
rozmerna matica

Kovariancné parametre modelu 8 si zname
@ pozname rozdelenie 3 a teda
= (L'B-Lg)(L'oL)H(L'B-L'B)
@ asymptoticky presné konfidencné oblasti pre L3
Kovariancné parametre modelu 8 st nezname

@ nahradit 6 ich REML odhadmi 6
o &= (X'=!X)~! sanahradi ® = (X' £ 'X)~*
@ predpokladat, ze y2 = (L'B —L'8) (L'®L)"X(L'B8 - L'B) ma
taktiez x? rozdelenie s | stupfiami volnosti

@ prevazna Cast zakladnej literatdry o longitudinalnych datach
@ pouzitelné pre ,velké" rozsahy vyberov
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@ v pripade dostatocného poctu pozorovani je predchadzajuci
pristup prijatelny, pretoZze odhady kovarian€nych parametrov
modelu 0 (resp. X;) vnaSaju do inferencii ohladne prvkov 3
navyse len zanedbatelnu neistotu

6 su nezname; "maly" pocet pozorovani
@ neistota spojena s odhadovanim kovariancnych parametrov
modelu 8 musi byt zahrnuta do inferencii ohladne regresnych
parametrov 3
@ pouzitim vhodnejSieho odhadu kovariancnej matice pre E}
@ pouzitim F rozdelenia namiesto klasického x? rozdelenia
@ rozdelenie pre
={LB-L'pg/ L'’ L)H(L'B-L'B)
° 0 je bud' ,naivny* odhad kovariancnej matice vektora pevnych
efektov modelu ¢ alebo jej modifikovany odhad ¢m0d
@ pre | = 1 - Sattertwaite (1941)
o prel > 1 - zlozZitejSie
@ zohladnit nahodnti Struktiru L®meq L'
@ s vyberovou kovarianénou maticou - Hotellingovo T2 rozdelenie
@ vztah medzi rozdeleniami T2 a F
Fim—i41 = ((M—1+1)/(ml)) - T2(I,m)
@ jednoduché simulacné Stadie F rozdelenia pri pevnom |
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Faiova-Corneliusova metdda

@ odhadn(t pocCet stupfiov volnosti m
@ predpoklada sa, ze
Fec = $(L/B—L'B) (L'SL)H(L'B - L'B)
ma priblizne F, , rozdelenie
@ uvedena metoda pouZiva ako odhad kovariancnej matice EBLUE-u
pevnych efektov maticu ®
@ vyuzitim spektralnej dekompozicie matice (L’t?)L)*l
@ pomocou Satterthwaiteovej aproximacie
Faiovu-Corneliusovu aproximativnu (1 — «) - 100%-n0 konfiden€nu

oblast (a € (0, 1)) tvori mnozina tych vektorov pevnych efektov 3+,
pre ktoré je

LB -L'BT) (L'eL) HL'B - L'BY) <Fa(l—a),

kde F| 5(1 — @) je (1 — a)-kvantil Fisherovho-Snedecorovho

rozdelenia s | a m stupfiami volnosti

Fai, A., H., T., Cornelius, P, L. (1996), Approximate F-tests of Multiple Degree of Freedom
Hypotheses in Generalized Least Squares Analyses of Unbalanced Split-Plot Experiments, Journal
of Statistical Computation and Simulation, Vol. 54, Issue 4, 363378
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Kenwardova-Rogerova metéda

@ odhadn(t pocCet stupfiov volnosti m
@ zaloZena na predpoklade, ze Statistika
Fir = AE(L'B — L'B) (L'®moaL) X(L'B — L'B)
ma priblizne F, , rozdelenie
@ vyuZiva ako odhad kovariancnej matice EBLUE-u pevnych efektov
maticu @0 z €lanku Kenward, Roger (1997)
@ navySe tu vystupuje aj ,Skalovacia“ konstanta X - je potrebné ju
taktiez odhadovat
@ pomocou Taylorovho rozvoja druhého radu matice (L’$mod L)t
okolo skutocného vektora kovariancnych parametrov 6q
@ jeho vyuzitim pri vypocte prvych dvoch momentov nahodnej
premennej F = 1Fygr
Kenwardovu-Rogerovu aproximativnu (1 — «) - 100%-n0 konfidenénud
oblast (« € (0,1)) tvori mnozina tych vektorov pevnych efektov 37,
pre ktoré je

A(L'B—L'BY) (L'®moal) H(L'B ~ L'BY) < Fla(l - a),

kde F 5(1 — @) je (1 — «)-kvantil Fisherovho-Snedecorovho
rozdelenia s | a m stupfiami volnosti

Gejza Wimmer jr.



E[F]="% var[F]= &2

kde

Ar =Sk, 0 {Wh trace ((L/tbL)—lL/tbPktDL) trace ((L'¢L)—1L’¢PS¢L),

A; =S S {W}, trace ((L/cbl_)—ll_’¢Pk¢L(L'¢L)-1L’¢PS¢L)

Al +6A7

B" = =5

Pomocou uvedenych vztahov a porovnanim E [Fxkr] = A E [F] a
Var [Fkr] = A? Var [F] s prvymi dvoma momentami F| , rozdelenia
dostavame

A= m = 4+I'+2

m
E[F[(m—2)°
kde

_ Var[F]
P = 20EFY

Gejza Wimmer jr.



Modifikovana Kenwardova-Rogerova metéda

@ predpokladajme, Ze
F* =ALL'B —L'B) (L'®moa1L) *(L'B — L'B)
ma priblizne Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie s | a m stupnami
volnosti
@ odhad kovarian¢nej matice odhadu pevnych efektov maticu $m0d1
@ na zaklade postupov uvedenych v Alnosaier (2007) a Kenwaed,
Roger (1997) s odvodené vztahy na priblizny vypocet
~Skalovacej“ konstanty A\ a pocCtu stupfiov vofnosti m
Modifikovani Kenwardovu-Rogerovu aproximativnu (1 — «) - 100%-nu
konfidennd oblast (« € (0, 1)) potom tvori mnoZina tych vektorov
pevnych efektov 37, pre ktoré

MLB-LBY) (L'®moail) HL'B-L'BY) < Fi (1 -a),
kde F| (1 — @) je (1 — a)-kvantil Fisherovho-Snedecorovho
rozdelenia s | a m stupfiami vornosti

Alnosaier, W., S. (2007), Kenward-Roger Approximate F Test for Fixed Effects in Mixed Linear
Models, A DISSERTATION, Oregon State University
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A= EFmy M= 4t R

kde

= gy EFF1=1+%, Var[F]=£(1+B),

v ktorych

AL =Y S wtrace ((L’¢L)*1L’¢Pk¢L> trace ((L’¢L)*1L/¢PS¢L>,

A=Y, S wetrace ((L’tbL)‘lL/dJPdeL(L/d)L)‘lL/dJPsd)L)

_ A1 16A;
B= 2|

wg = E [(@ - 9°)k (?o - 9°)|] = {W}, + Bias(f)Bias(%)

Gejza Wimmer jr.



@ uvedené vysledky su takmer totozné s vysledkami pondknutymi
v ¢lanku Kenward, Roger (1997), aZ na pouZitie wy vo vztahoch
pre vypocet A; a A, namiesto pouzitia (k, 1)-tého prvku inverzie
Fisherovej informacnej matice {W},, vo vztahoch pre vypoCet A}
aA;

Gejza Wimmer jr.



Simula ¢né stadie

@ adekvatnost' pouzitia uvedenych metdd pre konstrukciu
konfidencnych oblasti pre linearny zmieSany model v pripade, ze
chyby nie st korelované alebo spifiaji autoregresny proces
prvého radu AR(1)

@ tieto metddy vo vSeobecnosti (najma Kenwardova-Rogerova
metoda) neboli dostatocne preverené v pripade ,malého” poctu
merani pre longitudinalne data

@ overit ich vlastnosti na zaklade simulacii a porovnat' s vlastnostami
modifikovanej Kenwardovej-Rogerovej metédy

@ v simulacnej Studii bolo potrebné uvazovat

@ ,maly"“ poCet subjektov
@ ,maly" rozsah vektorov pozorovani na jednotlivych subjektoch
@ ,maly* rozsah vektorov pozorovani na ,malom* pocte subjektov

@ na zaklade simulécii sme spocitali empirické pravdepodobnosti
pokrytia skuto€nej hodnoty vektora pevnych efektov pre rézne
uvazované metody

Gejza Wimmer jr.



Vysledky simula ¢nej Studie

@ Kenwardova-Rogerova metéda

@ v pripade linearneho zmieSaného modelu s AR(1) chybami takmer
porovnatelné vysledky ako empirické konfiden¢né oblasti
zostrojené pomocou ,haivnej* metody

@ v pripade linedrneho zmieSaného modelu s nekorelovanymi
chybami ponudka tato metdda o nieco prijatelnejSie vysledky ako
,nhaivna“ metéda

@ modifikovana Kenwardova-Rogerova metoda

@ v pripade nelinearnej Struktdry kovarianc¢nych matic nahodnych
vektorov Y; dosahuju nominalnu hladinu konfidencie uz pre mensi
pocet subjektov, ako aj pre mensi rozsah opakovanych merani na
jednotlivych subjektoch ako empirické konfidenc¢né oblasti
zostrojené pomocou Kenwardovej-Rogerovej metédy

@ Faiova-Corneliusova metoda

@ ponuka takmer porovnatel'né vysledky ako modifikovana
Kenwardova-Rogerova metdda, pricom v niektorych pripadoch
dosahuje pozadovanu nominalnu hladinu konfidencie uz pre nizsi
pocet subjektov, ako aj pre mensi rozsah opakovanych merani na
jednotlivych subjektoch

Gejza Wimmer jr.



Dodatok
Aproximacné Konfidencné Oblasti pre Regresné Parametre ak 6 su
Nezname - Parametricky Bootstrap metdda

o
o

(]

predpokladame, ze y ~ N(X3,X*(6))

odhadnut’ nezname parametre modelu 3 a 6

generovat § ~ N(X3, £*(8))

odhadnat fi* ad z y

na zaklade ziskanych odhadov B* ag vycislit prisluSny hodnotu
My =(LB —LB) (L® L) (LB - LB)

posledné tri kroky opakovat B-krat

spocitat prislusny empiricky kvantil Kvogs z T = (I'1,...,g)

zostrojit' prislusnu konfidencnl oblast pomocou
(LB —LB) (LOL)L(LB — LB) < Kvo.gs

zalozené na predpoklade, Zze ak mame rozdelenie s hustotou
F¢(-) zavislou od nejakého parametra ¢ a mame jeho

konzistetnty odhad ¢, tak HFQC(') - Fg(-)Hoo 2o

Gejza Wimmer jr.



Simula ¢na Studia A - Spolo  ¢né Crty
@ Priklad 1 - Glykemicky test
@ mnozstvo anorganického fosfatu v krvnej plazme (mg/dl) v
¢asoch 0,0.5,1,1.5,2,3,4,5 hodiny po ordlnom poZiti roztoku
glukozy
@ linearny zmieSany model

Yi =XiB +Zin; + &,

@ pricom

0.0
0.5
1.0
15
2.0
2.0
2.0
2.0

X; =

WNNPFPOOOOOo

PRRPRRPRRRRR

pre kazdé i
@ 3=[45,-0.7,0.3)
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Simula ¢na Studia A
Pokus ¢€islo 1

@ matice planu Z; =[1,1,1,1,1,1,1,1] pre kazdé i
@ 7 su jednorozmerné nahodné efekty pochadzajice z rozdelenia
N(0,07)
® 05 =025
@ s AR(1) chybami
@ 02=0.16,p=0.7
@ empirické pravdepodobnosti pokrytia linearnej kombinacie
vektora pevnych efektov L’3 pre zvySujuci sa pocet subjektov s
rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte

Gejza Wimmer jr.



Simula ¢na Stadia A
Pokus Cislo 1 - grafické znazornenie

Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’3 pre rozny pocet subjektov s
rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte pre konfidenciu 0.95.

Vsledok 1

095 \.7—4.

°
©
®

Empirické pravdepodabnosti pokrytia
o °
2 2
8 8

0,91

09 I I I I I I I )
10 15

20 25 30 35 40
poget subjekiov s rovnakym poétom 8 pozorovani na ka dom subjekte
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Simula ¢na Studia A
Pokus ¢islo 1 - tabulkové znazornenie

2

pocet subjektov % Fkr Frmodkr Frc
10 0.9179 0.9080 0.9039 0.9441
13 0.9236 0.9106 0.9327 0.9395
15 0.9254 0.9175 0.9400 0.9408
18 0.9306 0.9276 0.9426 0.9421
20 0.9340 0.9304 0.9491 0.9447
25 0.9357 0.9363 0.9500 0.9450
30 0.9393 0.9425 0.9502 0.9467
40 0.9360 0.9411 0.9467 0.9432
50 0.9397 0.9425 0.9470 0.9443

Taburka: Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’ 3 pre rozny pocet subjektov
s rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte pre konfidenciu 0.95.

Gejza Wimmer jr.



Simula ¢na Studia A
Pokus ¢€islo 2

@ matice planu zZ; = X; pre kazdé i
@ 7); sU 3-rozmerné ndhodné vektory pochadzajlice z rozdelenia
N(0,0213), kde I3 je (3 x 3)-rozmerna jednotkovéa matica
° of=4.10"
@ & spifla AR(1) proces
@ 02=0.16, p=0.85
@ empirické pravdepodobnosti pokrytia linearnej kombinacie

vektora pevnych efektov L’3 pre zvysSujlci sa pocet subjektov s
rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte

Gejza Wimmer jr.



Simula ¢na Stadia A
Pokus Cislo 2 - grafické znazornenie

Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’3 pre rozny pocet subjektov s
rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte pre konfidenciu 0.95.

Vysledok 2

095

o
©
I

P

o
©

Empirické pravdepodabnosti pokrytia
°
&
&
T
L

* FKR

* FmodKR

* FFC
075~ —e—58 ]
—o095
07 | I I I I I . I I
"o 5 10 4 45 50

5 20 25 30 35
poget subjekiov s rovnakym poétom 8 pozorovani na ka dom subjekte
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Simula ¢na Studia A
Pokus ¢islo 2 - tabulkové znazornenie

pocet subjektov X2 Fkr FrodkR Fec B
3 0.8265 0.7244 0.7204 0.9756 0.9410
5 0.8831 0.8885 0.9190 0.9540 0.9428
8 0.9163 0.9311 0.9466 0.9592 0.9493
10 0.9256 0.9391 0.9543 0.9603 -
13 0.9365 0.9472 0.9586 0.9613 -
15 0.9430 0.9529 0.9608 0.9625 -
18 0.9431 0.9526 0.9591 0.9596 -
20 0.9446 0.9535 0.9592 0.9598 -
25 0.9470 0.9550 0.9601 0.9603 -
30 0.9488 0.9564 0.9590 0.9588 -
40 0.9568 0.9592 0.9629 0.9619 -
50 0.9578 0.9611 0.9637 0.9633 -

Taburka: Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’ 3 pre rozny pocet subjektov
s rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte pre konfidenciu 0.95.
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Simula ¢na Studia A
Pokus ¢€islo 3

@ matice planu zZ; =[1,1,1,1,1,1,1,1] pre kazdé i
@ 7; sU jednorozmerné nahodné efekty pochadzajlice z rozdelenia
N(0,07)
® 05 =025
@ & ~ N(0,02ln,), kde I, je (n; x n;)-rozmerné jednotkova matica
° ¢2=0.16

@ empirické pravdepodobnosti pokrytia linearnej kombinacie
vektora pevnych efektov L’3 pre zvysSujlci sa pocet subjektov s
rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte

Gejza Wimmer jr.



Simula ¢na Stadia A
Pokus Cislo 3 - grafické znazornenie

Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’3 pre rozny pocet subjektov s
rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte pre konfidenciu 0.95.

Vysledok 3

0941

0881

Empirické pravdepodabnosti pokrytia

0.82 I I L L L |

10 15 20
poget subjekiov s rovnakym poétom 8 pozorovani na ka dom subjekte
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Simula ¢na Studia A
Pokus €islo 3 - tabulkové znazornenie

pocet subjektov X2 Fkr FrodkR Frc
3 0.8296 0.9064 0.9064 0.9146
5 0.8820 0.9292 0.9292 0.9244
8 0.9094 0.9394 0.9394 0.9324
10 0.9264 0.9476 0.9476 0.9434
15 0.9342 0.9464 0.9464 0.9444
20 0.9406 0.9516 0.9516 0.9484
30 0.9468 0.9544 0.9544 0.9528

Taburka: Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’ 3 pre rozny pocet subjektov
s rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte pre konfidenciu 0.95.

Gejza Wimmer jr.



Simula ¢na Studia A
Pokus ¢€islo 4

@ matice planu zZ; = X; pre kazdé i
@ 7); sU 3-rozmerné ndhodné vektory pochadzajlce z rozdelenia
N(0,0213), kde I3 je (3 x 3)-rozmerna jednotkovéa matica

0 05 =025
@ ¢ ~ N(0,02ln,), kde I, je (n; x n;)-rozmernéa jednotkova matica
e 0% =0.09

@ empirické pravdepodobnosti pokrytia linearnej kombinacie
vektora pevnych efektov L’3 pre zvySujuci sa pocet subjektov s
rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte

Gejza Wimmer jr.



Simula ¢na Stadia A
Pokus Cislo 4 - grafické znazornenie

Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’3 pre rozny pocet subjektov s
rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte pre konfidenciu 0.95.

Vsledok 4
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T
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poget subjekiov s rovnakym poétom 8 pozorovani na ka dom subjekte
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Simula ¢na Studia A
Pokus ¢islo 4 - tabulkové znazornenie

pocet subjektov X2 Fkr FrodkR Frc
3 0.8425 0.9165 0.9165 0.9553
5 0.8940 0.9376 0.9376 0.9510
8 0.9234 0.9470 0.9470 0.9506
10 0.9246 0.9462 0.9462 0.9500
15 0.9354 0.9470 0.9470 0.9480
20 0.9440 0.9526 0.9526 0.9540
30 0.9460 0.9514 0.9514 0.9514

Tabul'ka: Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’ 3 pre rézny pocet subjektov
s rovnakym poctom 8 pozorovani na kazdom subjekte pre konfidenciu 0.95.
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Simula ¢na Studia B - Spolo ¢né Crty

(]

e 6 ¢ ¢

Priklad 2 - Hmotnosti prasiat
tyZzdenné meranie hmotnosti 16 prasiat po€as 9 tyZdnov
linearny zmieSany model

Yi = XiB + Zin; + €,

priCom j-ty riadok matice X; je x;j = [1,]]’ pre kazdeé i
B8 =[175,6.2]
Zi =X

n; sU 2-rozmerné ndhodné vektory pochadzajuce z rozdelenia
N(0,o2l,), kde I je (2 x 2)-rozmerna jednotkova matica

Y n
ei spifia AR(1) proces
e 02 =0.25
o 02 = 1.69, po = 0.75
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Simula ¢na Stadia A
Pokus Cislo 1 - grafické znazornenie

Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’ 3 pre zvy3ujlci sa pocet pozorovani
na 16-tich subjektoch pre konfidenciu 0.95.

Vysledok 5
0965~

—o—Fr
0.955 —o— Finoakr
——Frc
—095
005l .\/ A
0.945 \\\/‘

(

Empirické pravdepodobnosti pokrytia
°
2
g
T

10 12
poget pozorovani na 16-tich subjekioch
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Simula ¢na Studia A

Pokus ¢islo 1 - tabulkové znazornenie

pocet pozorovani X2 (= FrnodkRr Fec
3 0.9228 0.9318 0.9464 0.9482
5 0.9153 0.9261 0.9383 0.9434
8 0.9195 0.9339 0.9402 0.9462
9 0.9192 0.9362 0.9438 0.9502
10 0.9247 0.9373 0.9413 0.9473
13 0.9317 0.9483 0.9513 0.9577
15 0.9307 0.9467 0.9483 0.9570
16 0.9277 0.9403 0.9437 0.9510
18 0.9220 0.9370 0.9423 0.9493
20 0.9277 0.9413 0.9443 0.9497

Taburka: Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’ 3 pre rozny pocet
pozorovani na 16-tich subjektoch pre konfidenciu 0.95.
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Simula ¢na Stadia A

Pokus Cislo 2 - grafické znazornenie

Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’ 3 pre zvy3ujuci sa pocet subjektov s
rovnakym poctom 5 pozorovani na kazdom subjekte pre konfidenciu 0.95.

Vysledok 6
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Simula ¢na Studia A
Pokus ¢islo 2 - tabulkové znazornenie

pocet pozorovani X2 (= FrnodkRr Fec
3 0.9228 0.9318 0.9464 0.9482
5 0.9153 0.9261 0.9383 0.9434
8 0.9195 0.9339 0.9402 0.9462
9 0.9192 0.9362 0.9438 0.9502
10 0.9247 0.9373 0.9413 0.9473
13 0.9317 0.9483 0.9513 0.9577
15 0.9307 0.9467 0.9483 0.9570
16 0.9277 0.9403 0.9437 0.9510
18 0.9220 0.9370 0.9423 0.9493
20 0.9277 0.9413 0.9443 0.9497

Taburka: Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’ 3 pre rozny pocet subjektov
s rovnakym poctom 5 pozorovani na kazdom subjekte pre konfidenciu 0.95.

Gejza Wimmer jr.



Simula ¢na Stadia A

Pokus Cislo 3 - grafické znazornenie

Empirické pravdepodobnosti pokrytia L’ 3 pre pre zvy3ujlci sa pocet
pozorovani na 5-tich subjektoch pre konfidenciu 0.95.

Vsledok 7

Empirické pravdepodabnosti pokrytia

—095

0.84 I I I L I L I I |
2 40 45 50

25 30
poget pozorovani na 5-tich subjektoch

Gejza Wimmer jr.



Simula ¢na Studia A

Pokus ¢islo 3 - tabulkové znazornenie

2

pocet pozorovani % Fkr Frodkr Frc B
5 0.8542 0.8668 0.9047 0.9569 0.9425
8 0.8600 0.8902 0.9115 0.9574 0.9453
10 0.8643 0.9038 0.9167 0.9611 0.9508
13 0.8683 0.9097 0.9199 0.9612 -
15 0.8704 0.9128 0.9202 0.9594 -
18 0.8722 0.9167 0.9220 0.9578 -
20 0.8678 0.9144 0.9193 0.9543 -
23 0.8779 0.9223 0.9250 0.9590 -
25 0.8740 0.9194 0.9234 0.9546 -
28 0.8790 0.9206 0.9244 0.9610 -
30 0.8836 0.9254 0.9288 0.9609 -
40 0.8826 0.9282 0.9299 0.9600 -
50 0.8829 0.9293 0.9304 0.9590 -

Tabulka: Empirické pravdepodobnosti pokrytia L' 3 pre pre rozny pocet

pozorovani na 5-tich subjektoch pre konfidenciu 0.95.

Gejza Wimmer jr.
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