
9.4 Kruskaluv-Wallisuv test 

Tento test je neparametrickou obdobou analyzy rozptylu jednoducheho trideni a 
je zobecnenim dvouvyberoveho Wilcoxonova testu. Byva pouzivan zejmena tehdy, 

vybery z rozdeleni znacne se li~icich od normalniho. 
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.. , .. , _ '"1 J" v 1 uo:1 z nCJa.k.Ct.o rozdelenf se spojitou distribucni funkci 
F;, i = 1, . .. , I . Neche v~echny tyto vjbery jsou na sobt nezavisle. Bud erne testovat 
hypotezu · 

Ho : F1 (x) = · · · = Fr(x) pro vsechna x 

proti alternative H1, ze Ho neplati. V~echny veliciny Y;; dohromady vytvoi'i sdru
ieny ncihodny vyjber o rozsahu n = n1 + · · · + n 1 . Usporadaji se do rostouci po
sloupnosti a urci se poi'adi Rt; ka.Zde veliciny Y;1 ve sdruzenem vyberu. Toto poi'adi 
muZeme zapsat do schematu uvedeneho v tab. 9.8. 

Tabulka 9.8: Kruskaluv-Wallisuv test 

Vyber Poradi velicin ve sdruzenem Soucet 
nahodnem vyberu poi'adi 

1 R11 R12 ... R1n 1 T1 
2 R21 R22 ... R2n2 T2 

. . .. . . ••• •• •••••••• ••••••••••• 0 • ••• •••• . ..... 
I Rn Rl2 ... R1n1 TI 

Celkovy soucet v~ech poi'adi je T1 +· · ·+T1 = n(n+ 1)/2. Jako testova statistika 
se pouzije 

Q = 12 I Tl 
n(.n+ 1) ?= n.- 3(n+ 1). 

1=1 I 

Nejprve vysetrime obecny tvar statistik tohoto typu. Pritom pouzijeme oznaceni 
zavedene jiZ. v odst. 8.3. 

Veta 9.11 Neche X1 , ... , XN je n6.hodny vyber ze spojitelw · rozdelen£ a neche 
91, ... , 91 je rozklad mnoiiny {1, ... , N} na disjunktni neprazdne podmnoiiny. 
Nech£ 9, ma n; prvkU, i = 1, ... , I. Neche Rt je pofadi X; , i = 1, ... , N. Neche 
a( i) jsou dana cisla, i = 1, ... , N. Oznacme 

- 1 
a= N La(i), 2 1 "" "a= N L.)a(i)- a]2

. 

Nechf 

Qi = L a(R,), 
·~g, 

N -1 I 1 
Q =-""' -(Q · - EQ ·)2. 

Nu2 ~ n · 3 3 
0 j=l J 

Pak EQ =I- 1. 

DU.kaz. Marne 
N 

Q; = L c;(j) a(Rt), 
i= l 
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c.{j) = 1 pro i E g; a Ci(j) = 0 pro i fl. g;. Oznaeme 
N . 

c(j) = ~ 2: Ci(j). 
i= l 

vety 8.6 plati Nz 2 2 
var Q; = N=J,."a"c• 

1 N 1 N 
"~ = N l:[Ci(j) - c(i)12 = N 2: cHi)- [c(j)1

2 

~1 ~~ 

=...2.- ...2. =...2. 1 -...2. n · (n·)2 n· ( n·) 
N N N N . 

N -1 
1 

1 
EQ = -N 2 2: -var Q; "a j=l n; 

N - 1 ...f:-- 1 N
2 

2 n; (1 n, ) 
= N"2 ~ ~N=J,."o N - N 

Q j=l ' 

I 

= 2: (1 ~~) = 1 - 1. 0 

j=l 

V pfipade I<ruskalova-Wallisova testu je a(i) = i, Q; = T; aN = n. V dukazu 

vety 8.4 jsme vypocitali, i.e 
1 "~ = 
12 

(N + 1)(N- 1) . 

Podle vety 8.6 dale marne 
. N+1n · 1 

EQ; = Nac(J) = N ~ ~ = 7.(N + 1)n;, 

takze 
Q = 12(N - 1) I 1 l 1 2 

N(N + 1)(N _ 1) 2: ~ T,- -2n; (N + 1)1 
J=l ' 

12 l1 T~ 1 1 = N(N + 1) ~ : . - 4.N(N + 1)
2 

J=l 1 

12 I T? 
= N(N + 1) ~ : . - 3(N + 1). 

]=1 ' 

1::!5 

~ 
I 

• -- -- .. - .• , uv<>•dJit:Ine tlffi vyraz uvedeny na zacatku. 0 

Misto Q se nekdy uziva oznaceni H a mluvi se pak o H testv.. Je-li v datech 
vic nez 25 % shod, pouziva se korigovana statistika 

Q 
Q k orig = l _ , "l , -• '('-\ , .'1. , , , 

kde t1 , t2 , .•. jsou pocty shodnych pozorovani v jednotlivych skupinkach velic:n 
majfcich tutez hodnotu. 

Da se dokazat (viz Hajek a Sidcik 1967), ze za platnosti H0 rna Q asymptoticky 
x2 rozdi'Henf, kdyz vsechna n; rostou nade vsechny meze. Jelikoz jsme dokazali, ze 
EQ = I- 1, pujde o asymptoticke x2 rozdeleni majici I- 1 stupnu volnosti. Proto 
hypotezu H0 zamftame, kdyz Q ~ xL1 (a). 

Kruskaluv-Wallisuv test je citlivy zejmena na ty pi'ipady, kdy se jednotlin~ 
distribucni funkce od sebe liSi posunutim. Zamitne-li se Ho, je ti'eba obvykle roz
hodnout, ktere dvojice vyberu se od sebe vyznamne lisi. U analyzy rozptylu byla 
k tomu ucelu pouzita Tukeyova metoda. U Kruskalova-\Vallisova testu se postu
puje nasledovne (viz Miller 1966). Oznacme t; = T;/n;, i = 1, ... , I. Necht: hr-1 (a) 
je kriticka hod nota Kruskalova- Wallisova testu na hladine a. Pi'i malych rozsazich 
vyberu se h1_ 1 (a) najde ve specialnich tabulkach a pri vetsich rozsazich se pouzije 
vyse zminene aproximace h1_ 1 (a) = xL1 (a). Prohlasfme, ze se distribucni funkce 
i-teho a j-teho vyberu od sebe signifikantne lisi, jakmile plati 

it; - t;l > 1 ( 1 1) 12 n; + n; n(n + 1) hr-t(a). (9.5) 

Pravdepodobnost, ze alespon u jedne z I(I- 1)/2 dvojic distribucnich funkci F;, 
F; bude vypocteno, zc se F1 a F; signifikantne liSi, ackoli ve. skutecnosti plati 
hypoteza H0 , pritom neprekroci a. 

Je-li rozsah vsech vyberu stejny, i'eknemc n1 = · · · = nr = m (takze jde 
o vyvaiene trideni), lze pouiit Nemenyiovy metody zalozcne na Tukeyove myslcnce 
uplatnene jiZ pri analyze rozptylu (viz Nemenyi 1963 a Miller 1966). Pro mensi 
hodnoty m a I jsou kriticke hodnoty pro IT; - Til uvedeny v tabulce T15. Pri 
vetsich hodnotach se uzije nasledujici postup. Necht q, ,oo(a) je kriticka hod nota 
rozpeti I nezavislych nahodnych velicin s rozdelenim N(O , 1). Najde sc v posledn!m 
i'adku tabulky Tll, resp. T12, a zavadi se takto. Je-li {1, ... , {r je vyber z N(O, 1), 
oznacime R = {(!) - {(t) jeho rozpeti. Pak QJ,oo(a) je cislo definovane podminkou 

P[R ~ QI,oo(a)] =a. 

Prohlasfme, ze se F; a F; od sebe lisi, kdyz 

it;- t;i > Qr,oo(a)J 
1
1
2

I(Jm + 1). (9.6) 
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v pi'i vyvazenem ti'ideni lze uzit obou zdc uvedenych metod, clava se prednost 
Nemenyiove mctode, protoze je citlivejsL 

Dais! testy, ktere lze uzit mfsto I<ruskalova-Wallisova testu, popisuji Bhapkar 
Deshpande (1968). 

Je treba upozornit na to, ze prirazovani poradi mS.hodnym velicinam je trans
~ormace sice monotonnf, ale nelinearni. P rave tato nelinearita muze nekdy vest 

paradoxnlm v:Ysledkum, jak ukazuje nasledujici priklad (viz Haunsperger a Sa
ari 1991). 

Piiklad 9.12 V tovarne jsou dve dilny. V kazde z nich pracuje 6 stejnych stroju. 
Ale 2 jsou od vyrobce A, 2 od vyrobce B a 2 od vyrobce C. Vykonnost stroju je 
uvedena v tabulkach 9.9- 9.11. 

~-'. 

Tabulka 9.9: Di!na c. 1 

Vyrobce Vykonnost stroju Poradi Soucet poi'adi 

A 5,89 5,98 3 5 8 
B 5,81 5,90 2 4 6 
c 5,80 5,99 1 6 7 

Tabulka 9.10: Dilna c. 2 

Vyrobce Vykonnost stroju Poi'adl Soucet poradi 

A 5,69 5,74 3 5 8 
B 5,63 5,71 2 4 6 
c 5,62 6,00 1 6 7 

Tabulka 9.11: Cela tovarna 

Vyrobce Vykonnost stroju Poradi Soucet poradi 

A 
B 
c 

5,89 5,98 5,69 5.74 
5,81 5,90 5,63 5,71 
5,80 5,99 5,62 6,00 

8 10 3 5 
7 9 2 4 
6 11 1 12 

26 
22 
30 

V dilne 1 je z hlediska souctu poi'adi usporadanf v:Yrobcu stroju dano relad 
A >- C >- B. Rovnez v dllne 2 plati A >- C >- B, dokonce soucet pofadi je pro 
kaideho v)·robce stejny v dilne 1 jako v dHne 2. V cele tovarne je vsak naproti tomu 
uspoi'adani C >- A >- B , ktere je v naprostem rozporu s uspoi'adanfm v dilnach. 
0 
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~ 
- .--· ........ VA.C<.U V:GUlKaJICicn Pil porovnavaru nekolika vybeni a 0 pi'ibuzne te

matice pojednavaji clanky Haunsperger (1992) a Saari (1989). 

Prikla d 9.13 Pouzijeme dat z pi'fkladu 9.9. Hodnoty uvedene v tab. 9.3 seradime 
podle velikosti a pi'ii'adime jim jejich poi'adi. Dostaneme tab. 9.12. 

Tabulka 9.12: Poi'adi hektarovych vynosu brambor 

Odruda Poradi vynosu brambor 
A 8 61517121022 
B 20 27 26 25 24 14 28 
c 21 11 9 23 16 18 19 D 4 2 3 5 13 1 7 

Marne n; = 7 pro i = 1, 2, 3, 4 a postupne vypocteme 
T1 =90, T2 = 164, T3=ll7, T4 = 35, Q = 18,369. 

Protoze Q ? x§(0,05) = 7,81, zamitame hypotezu, ze vsechny ctyi'i dilci vybery 
pochazeji z rozdeleni se stejnou distribucni funkci. Pro mnohonasobna porovnavanf nejdiiv vypocteme 

tJ = 12,857, t2 = 23,429, t3 = 16,714, t4 = 5. 
Kriticka hodnota podle (9.5) je rovna 12,3. V na.Sem pi'ipade jsou ve vsech ti'idach 
stejne rozsahy, a tak muzeme vypocitat take kritickou hodnotu podle (9.6). Ta 
vyjde 11,3. Vsimnete si, ze je take rovna kriticke hodnote z tabulky T15 delene 
rozsahem podskupin 7, tj. cfslu 79,1/7. Pouzijeme tuto druhou kritickou hod
notu, jelikoz je mensi a tudiz vyhodncjsi. Diference hodnot t; .,._ ti jsou uvedeny 
v tab. 9.13. Vyznamnostje oznaeena hvezdickou. Vysledek shrneme tak, ze odnidy 

Tabulka 9.13: Hodnoty t; - ti 

j 
i 2 3 4 

1 -10,57 -3,86 7,86 
2 6,72 18,43" 
3 11,71• 

sei'adime podle hodnot t; a podtrzenim souvislou carou vyznacime ty skupiny, mezi 
jejichz cleny jsou jen nevyznamne rozdily. Dostaneme tab. 9.14. 

Je tedy prokazano, ze se D vyznamne lisi od C i od B. Tyto zavery jsou mene 
urcite nei pi'i zpracovaru analyzou rozptylu v pi'ikladu 9.9. 0 
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< F2,s(0,05) = 5,79. 
Zjistime, ktere podklady se od sebe vjznamne li§i. Protoze J = 4, t~ = 5, 
a= 0,05 marne q4,5 (0,05) = 5,22. Kriticka hodnota pro rozdily sloupcovych 

pak je 8,93. Prumery sei'adime do neklesajfd posloupnosti. Dostaneme 
9.25. Souvislou carou podtrhneme vzdy tu skupinu, mezi jejfmiz cleny jsou 

mens! nez 8,93. Je tedy statisticky vyznamny rozdil mezi podkladem H 4 a. 
a. take mezi podkla.dy H4 a H2. Ostatnf rozdily jsou sta.tisticky nevyznamne. 

Friedmanuv test 

Nech£ Yi; jsou nezavisle nahodne veliciny se spojitymi distribucnimi funkcemi F;; 
pro i = 1, ... , I, j = 1, . . . , J. Friedmanovym testem se testuje hypoteza H0 , ze 
F;; nezavisi na j (za.timco na i zaviset muze). 

Pro ka.Zde i zvlas£ se urci poradi R;; veliciny Y;;. Jde tedy jen o urceni poi'adi 
mezi veliCinami Yi1, ... , Yi1. Za. platnosti Ho je splnena podminka 

pro kaZde i je vektor (~1 , ... , RiJ )' roven kten!koli permutaci Cisel 1, ... , J 
se stejnou pravdepodobnosti 1/ J! a. vsechny vektory (~1, ... , Ru )' pro i = 
1, ... , I jsou na sobe nezavisle. 

Protoze vsechny vlastnosti Friedmanova testu jsou odvozovany pouze za pi'ed
pokladu platnosti H~ , lze casto tento test pouzit za obecnejsfch podminek, nez 
vyplyva z jeho puvodni formulace. 

Teoreticky tvar statistiky Friedmanova testu je 

12 J [ I 1 ]
2 

Q = T Tl T • , \ ~ £; ~j - 2 I ( J + 1) (9.1{ 

Veta 9.17 Plati-li H~, pak EQ = J - 1. 

Dukaz. Snadno se zjisti, ze ER;; = (J + 1)/2 pro vsechna i a j. Proto 

lt.R.,- i!(J + l)r = lt.(R.,- ER;;)r 
I 

= 2)Ri;- ER;;)2 + L2)Ri;- E~;)(Rt;- ERt;) 
i=1 i¢1 

1: 
}17-



Vzhledem k nezavislosti marne cov(R;i, Rti) = 0 pro i ::/; l. Dale platf var R;i = 
(J + 1){J- 1)/12. Proto 

12 J [ I ] 
EQ = __ . . ~ 8 var R;i + I;¢~ cov(R;j, R1i ) 

= 12 J I (J + 1)(J- 1) = J _ 1. 
I J(J + 1) 12 0 

Da se dokazat, ze za platnosti H0 ma Q pi'i I -7 oo asymptoticky x2 rozdcleni, 
ktere ma J - 1 stupM volnosti. 

Veta 9.18 Plati 

12 J ( I ) 
2 

Q = __ , _ . ~ ~ R;i - 3I(J + 1). (9.15) 

Dukaz. Tvrzeni se ziska upravou vzorce (9.14). o 

Vypocty se provadejf podle vzorce (9.15). Hypotezu H0 (a tedy take hypotezu 
Ho ) zamftame, kdyz Q pi'ekroci kritickou hodnotu na hladine a (viz tab. T16). 
Pri vetsfch hodnotach I se za tuto kritickou hodnotu bere x]_

1 
(a). Podrobnc 

o kritickych hodnotach a jejich aproximacich pojednava Michaelis (1971). 

Zamltneme-li Ho, zajfma nas, pro ktcre dvojice j a t se distribucni funkce F;
1 a Fit od sebe vyznamne lisi. Oznacme 

I 

R.j = LR;i. 
i= l 

J.akmile IR.j- R.tl je vetSi nebo rovno tabelovane kriticke hodnote (viz tab. TI 7), 
zamftne se rovnost F;i = Fit· Tato porovnanf se delajf pro \'Sechny dvojicc j < t. 
Asymptoticky jsou kriticke hodnoty pro tato mnohonasobna porovnavanf rovny 

qJ,oo(a)/
1
1
2

IJ(J + 1). (9.16) 

Kriticke hodnoty qJ,oo(a) byly definov.iny v odst. 9.4. Vzorec (9.16) se pouziva uz pi'i I > 5. 

PHklad 9.19 Celkem 31 dobrovolnfku bylo ncihodne rozdeleno do dvou skupin 
o 16 a 15 osobach. Ka.Zdy clen prvni skupiny dostal citronovou seavu a 30 ml 
alkoholu, clenove druM skupiny jen citronovou stavu. Vsichni pak byli podrobeni 
Danielovu zrychlenemu inteligencnimu testu a zjistoval se jej ich tep pred pokusem 
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Tabulka 9.26: Tep osob 

Prvnf skupina Druha skupina 

t t 
i 1 2 3 i 1 2 3 
1 63 66 77 1 70 64 69 
2 60 70 80 2 66 63 61 
3 89 80 88 3 95 82 80 
4 82 80 83 4 78 71 80 
5 70 72 71 5 64 59 65 
6 53 69 66 6 100 88 84 
7 85 93 92 7 86 85 92 
8 86 81 84 8 65 58 67 
9 58 65 68 9 66 77 73 

10 70 72 71 10 90 70 82 
11 80 76 72 11 76 65 74 
12 95 83 82 12 88 77 86 
13 78 90 84 13 84 81 64 
14 87 82 86 14 83 72 86 
15 85 93 92 15 104 99 86 
16 83 98 88 

(t = 1), na zacatku pokusu (t = 2) a na konci pokusu (t = 3). Lehmacher a Wall 
(1978) uvadeji (pi'evzate) vysledky pokusu (tab. 9.26). 

Pomod Friedmanova testu vyseti'fme pro kazdou skupinu zvlas£, zda se tep 
meni jen nahodne nebo zda se do jeho zmen promita nejaky systematicky vliv 
casu. Proto u ka.Zde sledovanc osoby zjistene vysledky nahradime jejich poi'adim. 
Vznikne tak tab. 9.27 . 

Nejprve budeme analyzovat prvni skupinu. Zde marne I = 16, J = 3 a podle 
vzorce (9.15) dostaneme Q = 2,375. Protoze Q < x~(0,05) = 5,99, nemuzemc 
zamitnout hypotczu, ze se u prvnf skupiny tcpova frckvence mcnf jen ncihodnc. 
U druhe skupiny je I = 15, J = 3 a Q = 8,533. Protozc Q 2:: x~ (0,05) = 5,99, 
zamitame hypotezu, ze se u druhe skupiny meni tepova frekvence jen nahodne. 
Dale tedy vypocteme 

R.,- R.2 = 16, R.,- R.3 = 8, R .2 - R.3 = - 8. 

Pi'fslusna kriticka hodnota z tabulky T17 je 12,8. Mimochodem, jejf aproximace 
pomocf (9.16) cinf rovnez 12,8. l(ritickou hodnotu prekracuje pouze IR.) - R.21· 
Tim je u druM skupiny prokazan signifikantnf rozdil mezi tepovou frekvenci pred 
pokusem a na zacatku pokusu. 0 
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Tabulka 9.27: Tabulka pofadi 

Prvnf skupina Druha skupina 

t t 
i 1 2 3 i 1 2 3 
1 1 2 3 1 3 2 1 
2 1 2 3 2 3 2 1 
3 3 1 2 3 3 2 1 
4 2 1 3 4 2 1 3 
5 1 3 2 5 2 1 3 
6 1 3 2 6 3 2 1 
7 1 3 2 7 2 1 3 
8 3 1 2 8 2 1 3 
9 1 2 3 9 1 3 2 

10 1 3 2 10 3 1 2 
11 3 2 1 11 3 1 2 
12 3 2 1 12 3 1 2 
13 1 3 2 13 3 2 1 
14 3 1 2 14 2 1 3 
15 1 3 2 15 3 2 1 
16 1 3 2 

E 27 35 34 E 38 22 30 

Nekdy se mfsto Friedmanova testu uzfva Andersonuv-Kannemannuv test (viz 
Kannemann 1976, Kiichenhoff a Lehmacher 1985) , ktery nynf popfseme. 

Friedmanuv test odpovfda situaci, kdy na kaZdem z I objektu (resp. bloku) je 
aplikovano J osetreni. Leckdy nejde o osetrenf v pravem slova smyslu, ale proste 
je nejaka velicina na kaZdem sledovanem objektu zaznamenavana v J casovych 
okamzidch. Opet oznacme ~i poradi, ktere je pripsano j-temu osetrenf na i-tem 
bloku. Neche Djm je pocet bloku, ve kterych osetfenf j dostalo poradf m. Matice 

D = ( ~.~.~ ... ·.·.· ... ~~~ ) 
DJ1 · · · DJJ 

se nazyva incidencni._ Oznacme 

J-1 J J ( /)2 
X~K =-~-~I Djm-] 

Plati-li hypoteza Ho, pak x~x rna asymptoticky rozdelenf xfJ- J)2 · V pfipade 
X~x ;::: xfJ-I)2 (a) se Ho zamftne. Je nutne upozornit nato, zeD neni kontingencni 
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(srv. k.a.p. 11), a proto limitni rozdeleni veliciny x~x muselo byt v c1tovane 
u-~~tuie odvozeno jinym zpusobem. Andersonuv-J~annemannuv test je citlivejsi 

vetSi tfide alternativ DeZ f'riedmanUV test. 

9.20 Pouzijeme data z prikladu 9.19. Pro prvni skupinu osob dostaneme 

D = 4 5 7 , X~K = 10. 
( 

10 1 5 ) 

2 10 4 

Protoze x~x ~ x~(0,05) = 9,49, timto t estem se zamita hypoteza, ze se v prvni 
skupine tepova frekvence meni Mhem casu jen na.hodne. Pro druhou skupinu osob 

vyjde ( 1 5 9 ) 
D= 9 5 1 , 

5 5 5 

2 XAK = 8,533. 

V tomto pfipade X~K < X~(0,05) = 9,49, takZe Andersonuv-Kannemannuv test ve 
druhe skupine nezamita (na rozdil od Friedmanova testu) hypotezu o na.hodnem 

kolisani tepu behem pokusu. 0 



o vyber z rozdelenf R(O, 1). Tento pi'fklad vzhledem k velmi malemu rozsahu vyberu 
je ti'eba chapat jen jako ilustraci, ne jako sku teeny test pouziteho generatoru. Pro 
zajimavost je5te uved'me, ze aproximace kriticke hodnoty D

10
(0,05) vypoctena 

podle vzorce (10.16) Cinf 0,429. 0 

~ 

10.6 Kolmogorovuv-Smirnovuv test 

V tomto odstavci pojedncime o jednovyberovem Kolmogorovove-Smim~vove testu. 
Neche X1, ... , Xn je nahodny. vyber z nejakeho rozdeleni se spojitou distribucnf 
funkci. Chceme testovat hypotezu H0 , ze tato distribucnf funkcc je F Neche Fn 
je empiricka distribucni funkce odpovidajici vyberu X

1
, . .. , Xn. Poloz 

Dn =sup IFn(x)- F(x)l. 
:1: 

Vzhledem k vetam 8.9 a 8.10 budou velke hodnoty veliciny Dn svedcit 
poteze Ho. Je-Ji n male, pouzivaji se specialnf tabulky kritickych ho 
tab. Tl8). Pri vetsich hodnotach n se vychazi z limitniho vztahu 

lim P(.fiiDn <A)= K(A), 
n-+oo 

kde funkce K(A) je definovana vzorcem (8.6). Pri velkych hodnotach n se 
hodnoty Dn (a) pro nahodnou velicinu D,. aprox.imuji pomocf 

/1:2 
Dn(a) ='= V 2; In~ 

(10.15) 

(viz Likes a Laga 1978.) To znamena, ze se H0 zamita, kdyz Dn ~ Dn(a). 
Vsimneme si, ze se pri vypoctu veliciny Dn podle (10.15) muzeme omezit jen 

na ta x, v nichZ Fn rna skok. Zato vsak v techto bodech je treba vyseti'it nejen 
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rozdil Fn(x)- F(x), ale i limitu tohoto vjrazu zprava (nato se casto 

· .J e tfeba zduraznit, ze hypoteza Ho musi urcovat distribucni funkci F zcela 
rfnoznaene, vcetne vsech jejich pi'ipadnych parametru. Kolmogorovuv-Smirnovuv 

se tedy muze pouzit treba k testovani hypotezy, ze nahodny vyber X 1 , ... , X n 

z rovnomerneho rozdeleni R(O, 1). To se hodi napf. pri testovanf generatoru 
cisel. Nelze vsak pomoci tohoto testu bez dalsfch modifikaci overovat 

ze na.hodny vyber pochcizi z normalniho rozdeleni. Tato hypoteza totiz 
hodnoty parametru p. a a 2 . V pfipade, ze bychom parametry odhadli 

v:Yberu a za funkci F vzali distribucni funkci normalniho rozdelenf s temito od
parametry, zmenilo by se vyrazne rozdeleni testove statistiky Dn. Pro

vsak uzivatele statistickych metod chteli aplikovat Kolmogorovuv-Smirnovuv 
ina pfipady, kdy se nektere parametry funkce F odhaduji z ,-yberu, byly pi'i

slusne kriticke hodnoty urceny pomoci simulacnich studii. Pro normcilni rozdeleni 
viz Lilliefors (1967) a !man (1982), pro exponencicilnf rozdeleni viz Lilliefors (1969) 
a Iman (1982). Zobecneni na vybery z diskretnich rozdeleni je uvcdeno v pracich 
Conover (1972) a Mantel (1974). Test hypotezy, ze vyber pochazi z Poissonova roz
delenf, lze nalezt v clanku Campbell a Oprian (1979). Kolmogorovuv-Smirnovuv 
test byl zobecnen i na cenzorovane vybcry (viz Barr a Davison 1973) . 

Pfiklad 10.7 Prvnich deset cisel z generatoru nahodnych cisel bylo 

0,93, 0,35, 0,66, 0,93, 0,14, 0,23, 0,08, 0,23, 0,21, 0,59. 

J e treba zjistit, zda lze tyto veliciny skutecne pokladat za v)•ber z R(O, 1). Empi
rick.a i teoreticka distribucni funkce jsou znazorneny na obr. 10.1. 

Dto 
I 

0 0.5 1 

Obrcizek 10.1: Empirickci a teoreticka distribucni funkce 

Vypoctem se zjisti, ze D 10 = 0,27. V tabulce Tl8 se najde kriticka hodnota 
DJo(0,05) = 0,409 25. Protoze D 10 < D 10 (0,05), nelze zamitnout hypotezu, ze jde 
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8.4 Dvouvyberqvy Kolmogorovuv-Smirnovuv 
test 

Di'fve, nez pi'istoupfme k formulaci tohoto dvouvyberoveho testu, uvedeme ne
ktera pomocna tvrzenf. Neche X 1 , ••• , Xm je nahodny vyber z rozdelenf, ktcre rna 
distribucnf funkci F. Budiz X dane realne cfslo. Zaved'me ncihodne veliciny 

~·(x) _ { 1, je-Ji Xi < X, 
• - 0, je-li X; ~ X 

pro i = 1, ... , m. Polozme 

1 m 
Fm(x) =-L~i(X). 

m i=I 
(8.5) 

F\mkce Fm(x) je empirickci distribucni funkce. Pi'i konkretni realizaci vyberu je 
totozna s empirickou distribucnf fun kd, ktera byla zavedena v odst. 1.5. Ukazeme, 
ze se s rostoucfm m funkce Fm(x) blfZf skutecne distribucnf funkci F(x). 

Veta 8.9 Pro kaide x plati 

Fm(x) --* F(x) skoro jiste pro m --* oo. 
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Pro kal.de pevne zvolene x jsou veliciny ~;(x) nezavisle a maji stejne roz
Platf prone 

P(~; (x) = 1] = F(x), E~;(x) = F(x). 

Fm(x) je dana vzorcem (8.5), z Kolmogorovovy vety 6.4 ihned plyne doka-
tvrzeni. 0 

Da se vsak dokazat jeste silnejsf tvrzeni. 

8.10 (Glivenkova) Oznacme Dm =sup"' IFm(x) - F(x)l . Pak plati 

P ( lim Dm = o) = 1. 
m-too 

. Dii.kaz. Viz Gnedenko (1954). 0 

Nyni jiZ pi'ejdeme k vlastnimu tematu tohoto odstavce. Neche X 1 , .. . , Xm je 
nahodny vyber z rozdeleni se spojitou distribucni funkci F a nech£ Y1 , . •. , Yn je na 
nem nezavisly nahodny vyber z rozdeleni se spojitou distribucni funkci G. Budeme 
se zabyvat testem hypotezy H0 : F = G proti alternative H 1 : F :j: G. Oznacfme 
Fm empirickou distribucni funkci prvnfho vyberu a Gn druheho vyberu. Z vet 8.9 
a 8.10 vyplyva, ze se funkce Fm a Gn pi'i rostoudch m a n blizf distribucnim 
funkcim Fa G. Oznacme 

Dm ,n =sup IFm(X) - Gn(x)l. 
% 

Platf-li Ho, pak podle Glivenkovy vety Dm,n -7 0 skoro jiste pi'i m -7 oo, n --* oo. 
Pi'esnejsi vysledek, na nemz se pak da zalozit test, jc popsan v nasledujfci vete. 

Veta 8.11 {S m irnovova) Oznacme M = mnf(m + n). Neche 

00 

I<(>-. )= 1-2:L(-1)k+lexp(-2k2 >-.2 ). (8.6) 
k=l 

Pak pro kaide >-. plati 

lim P(..JM Dm n < >-.) = K(>-. ). 
m,n--too ' 

Dii.kaz. Viz Smirnov (1944). Moderni varianta dukazu se najde v knize Hajek a 
Sidak (1967). o 

Rozdeleni veliciny Dm,n pro konecne hodnoty m, n je uvedeno v knize Hajek 
a Sidik (1967). 

105 



111!1 

IIIII 
II 

I ·,I'll 
Ill 'I 
I '1 il 

,, 

!1:111 

il Iii 

'I' ill 
I II 
I I' 

1 1~ : 
~:111 
1
1! il 
I II 
1

., , , 

. I II I 
I. I 

I 
'I., 
I II ,, 

t>Unkce K(.A) se aprox.imuje pomoci pocatecnich clenu l - 2e-2>.
2 

(viz Likes a 
Laga 1978). Pak 

P (D >. ) . -?>.2 m,n < VM = l - 2e - . 

Vyraz na prave strane je roven 1-a pro>. = A0 = J ~In ~. Aproximativnf kriticka 

hodnota je tudiz 

•() >.Q ~ 
Dm,n a = VM = V 2M In~-

Prakticke provedeni I<olmogorovova-Smirnovova testu tedy spociva v tom, ze 
se z vyberu X11 . .. , Xm a Y1 , ... , Yn vypoctou empiricke distribucni funkce F,11 

a Gn a veliCina Dm,n· Jsou-li cisla m a n mala, porovna se Dm,n s presnymi 
kritickymi hodnotami Dm,n(a) (viz tab. T9 a T10). V pffpade vetsich hodnot m, n 

se vyuzije vety 8.11. Polozf se .X0 = ...fM Dm,n a vypocte se hodnota 1<(>.0 ). Pokud 
vyjde K(.Xo) ~ 1 - a, zamftne se H0 na hladine, ktera se s rostoucimi rozsahy 
vyberu blfzi cfslu a. Pritom se pri vetsich hodnotach m an kritickci hodnota pro 
velicinu Dm,n obvykle aproximuje cfslem D~,11 (a). Hypoteza H0 se pak zamfta, 
kdyz Dm,n ~ D~,n(a). 

I<olmogorovuv-Smirnovuv test byl zobecnen na pripad porovnavanf tfi a vice 
vyberu v clanku Kiefer (1959). Kriticke hodnoty tabelovali Wolf a Naus (1973). 
Viz tez Domanski (1990). 

P Hklad 8 .12 Budeme anafyzovat data z pi'ikladu 8.2. !';a obr. 8.1 jsou znazorneny 
empiricke distribucnf funkce obou vyberu. 

4.U 4.5 

I 
IDs,s 
I --

5.0 5.5 

Obrazek 8.1: Empiricke distribucni funkce 

6.0 

Snadno se zjisti, ze v na.Sem pi'iklade D 8 ,5 = 0,675. Kriticka hodnota podle 
tab. T9 cini 0,75. (Mimochodem, aproximativnf krit icka. hodnota cini D8,5 (0,05) = 
0,774.) Protoze D8,5 < 0,75, Kolmogorovuv-Smirnovuv test nezamita hypotezu 
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tom, ze oba vybery pochazeji ze zakladnich souboru se stejnymi distribucnimi 

nmkcemi. ·. 
Oba vybery maji male rozsahy. Uzitf vety 8.11 se doporucuje aZ pro m+n > 35. 
bychom presto limitni postup pouzili alespon jako velice hrubou aproximaci, 

bychom >.
0 

= 1,184, K(>.o) = 0,879. Protozc K(.Ao) < 0,95, nemuzeme 

hypotezu zamitnout. 0 




