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Uvod, struktura prednasky

Matematicka

Hlavni kapitoly: statistika A

I. Opakovani zakladu pravdépodobnosti a mat.statistiky

Uvod,
struktura
prednasky

IIl. Testy zalozené na poradich
[1l. Mnohorozmérna statistika
IV. Neparametricka regrese

V. Resampling metody

VI. Zaklady Bayesovského pristupu k feseni statistickych
probléma (bude-li Cas, popf. jiné téma)
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|. Opakovaéni zékladnich pojmi

I. Opakovani zakladnich pojmu

Literatura pro uvod

K. Zvara, J.Stépan: Pravdépodobnost a matematicka statistika,
Matfyzpress 1997

J. Andél: Statistické metody, Matfyzpress 1993
R. Bartoszynski, M. Nuewiadomska-Bugaj, Wiley 1996

Pro dalSi ¢asti bude literatura postupné doplhovana
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I. Opakovani
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pojmii



|. Opakovaéni zékladnich pojmi

Matematicka

pravdépodobnost P -mira na (2, A), A —jevy, statistika A
0<PA)<1,P(Q) =1, P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

nahodna veli¢ina X : Q —» R!

distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny I, Gt
zdkladnich
pojmii

stfedni hodnota

rozptyl

binomické rozdéleni, normalnii rozdéleni, t-rozdélenti,
centralni limitni véta a jeji pouziti

zaklady teorie odhadu a testovani hypotéz, nékteré zakladni
odhady a testy

Matematicka statistika A
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Il. Pofadové testy

Matematicka

Il. Poradove testy statistika A
Il. 1. Zakladni pojmy

poradi, zakladni vlastnosti, linearni poradové statistiky,

1.2 Poradova statistika pro test hypotézy symetrie

11.3 Poradové statistiky pro dvouvybérovy problém

Il. Pofadové

obecny test, jednovybérovy Wilcoxon(v test a jeho vlastnosti, testy
znaménkovy test

obecny test, Wilcoxondyv test a jeho vlastnosti, medianovy test,
kvartilovy test

1.4 Nekteré dalsi pouZivané poradové testy

Kruskal -Wallistv test, Friedmanuv test, Spearmantv korelacni
koeficient,
Kolmogorov-Smirnovovy statistiky

Matematicka statistika A




Il. Po¥adové testy

1.1 Zakladni pojmy

Necht X1, ..., X, jsou nezavislé nahodné veli¢iny se spojitou
distribuéni funkci F,

R—poradi X; mezi X1,...,X,, i=1,...,n

Plati P(X; = X;) =0, i#j

Priklad

X; 53 48 45 55 63 51 66 56 50 58

R, 05 02 01 06 09 04 10 07 03 08

Poradové testy jsou zaloZzeny na Ry, ..., R,, jednoduché, maji
fadu vyhod, ale ztracime ¢ast informace

Matematicka statistika A

2014
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Il. Po¥adové testy
Matematicka
statistika A

X, jsou nezavislé nahodné veliCiny se

Véta 1 Necht X, ...,
spojitou distribu¢ni funkci F. Pak plati

1
P(Rlzrl,...,R,,:r,,):—', (ri,...,rm) permutace 1,...,n,
n!
P(RI:J): ) Iv.j:]-’ , N
n
1 .,
P(Rl - r17R2 - r2) = m7 I 75./ 1 S rf7'jj S n r 7é rj LLsfyoFadové
ER,-:( —|—1)/2 izl,...,n
n+1\2
R=; 5%
var 5
Ddkaz PocCet permutaci C|sel 1,...,njenl.
~  (n=1)
P(Ri =J) = n!
n
. ~ 1n(n+1) n+1
ER,':ZJP(R,'ZJ):; =3
isti Pl

Matematicka statistika A



Il. Po¥adové testy

Matematicka

Rozdéleni Ry, ..., R, nezavisi na F!!! statistika A

Il. Pofadové
testy

Matematicka statistika A 2014 12 / 38



Il. Po¥adové testy

Definujeme linearni poradovou statistiku predpisem

5 = Zn: C,'EJ(R,‘),
i=1

kde ¢1,...,cp @ a(l),...,a(n) jsou dana Cisla, napt.
. . .2
a(i)=1i,i,...

Véta 2 Za predpokladu predchozi véty plati

kde

Matematicka statistika A

Matematicka
statistika A

Il. Pofadové
testy

2014



Dukaz Plati:

Il. Po¥adové testy

Matematicka statistika A

Matematicka
statistika A

Il. Pofadové
testy
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Il. Po¥adové testy

Jina pofadova statistika - pofadova statistika pro hypotézu et A
symetrie:
n
St =>"a(R")signX;
i=1
kde R je pofadi |X;| mezi [Xi],...,|X,| @
signx =1, x>0;=-1, x<0; =0x=0.

Il. Pofadové
testy

Véta 3 Necht jsou spIinény piedpoklady véty 1 a necht

F(x) + F(—x) = 1, x € R. Pak jsou | X;| a sign X; nezavislé
nahodné veli¢iny.nezavislé Navic, nahodné vektory (R;", ..., R})
a (sign X1, ..., sign X,) jsou nezavislé.

Matematicka statistika A 2014



Il. Po¥adové testy

Dikaz Plati pro x > 0:
P(|X1] < x,sign X1 =1) = P(0 < X1 < x) = F(x) — F(0),

P(|X1] < x) = P(—x < X1 < x) = F(x) — F(—x) = 2F(x) — 1,

P(sign X1 =1)=P(X1 >0)=1/2, F(0)=1/2
Tedy
P(|X1] < x,sign X1 = 1) = P(|X1] < x)P(sign X1 = 1)
Podobné pro P(|Xi| < x, sign X; = —1).

Véta 4 Necht jsou spinény pfedpoklady véty 3. Pak

1 n
ESt — + - 2( ¢
S 0, varS$S ”J-El a“(Jy)

Dikaz Plati EST = >, (E sign Xi) (E a(R,-+)>
EsignX; =0

Matematicka statistika A

Matematicka
statistika A

Il. Pofadové
testy

2014



11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Matematicka

O Utl I ne statistika A

11.2. Potadov:
statistiky pro
test hypotézy
symetrie

@ 1.2. Poradovs statistiky pro test hypotézy symetrie

2014 17 /38
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11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Matematicka

I1.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie statistika A
Xi,...,X, nezavislé stejné rozdéléné nah. veliciny s distr. fci F
Hypotéza symetrie: formulace

Ho: F(x)+F(-x)=1, xecR!

ex.-li hustota f pak

Ho : f(x) =f(—x), x¢€ R! (az Leb. miru 0) I1.2. Pofadov
statistiky pro
test hypotézy

v tomto pfipadé je median roven 0 o

Matematicka statistika A 2014 18 / 38



11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Matematicka

zobecnéni: ex. arealné, ze f(x + a) = f(a — x) pro vs. x statistiks A
alternativni hypotéza: Hy neplati
pouzivaji se mimo jiné testy zalozené na S+

11.2. Potadov:
statistiky pro
test hypotézy
symetrie

2014 19 / 38
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11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Matematicka

motivace pro Hy a klasicky t-test statistika A
dvojice nezavislych pozorovni (Y1, Z1),...,(Yn, Zn),
(Y;, Z;) ma distribucni funkci F(y, z)

Z; — odpovida oSetfeni (zdravotni stav pred |écbou)
Y; — odpovida kontrole (zdravotni stav po IéCbou)
Ho : F(y,z) = F(z,y)provs. y,z

tedy oSetfeni nema vliv, popt. IéCba nema vliv na zdravotni stav
11.2. Poradov:

statistiky pro

Casto definujeme: X; =Y, — Z;,i=1,... Yoot hypotéey

symetrie

G — distr. fce nahodné veliciny X;

pak Hy : G(x) + G(—x) =1

je-li G distribu¢ni fce N(u, 0?), 1 € R* and 02 > 0 neznrhé
pak Hp : 1 = 0 a aplikujeme tzv. jednovybeérovy t-test

Matematicka statistika A 2014



11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Matematicka

testova statistika: statistika A

sn( x)\/>
=X X sa(x) = i D (Xi — Xa)?

zamltame na hladiné «, jestlize

IT| > th11-a/2

kde t,_11-/2 j€ kvantil t-rozdeéleni on n — 1 stupnich volnosti

11.2. Potadov:
statistiky pro
test hypotézy

Test je vhodny, pokud je spinén predpoklad normality nebo je n s
dost velké a jsou kone¢né momenty (centralni limitni véta).

Matematicka statistika A 2014 21 /38



11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Matematicka

Wilcoxonuv jednovybérovy test statistika A

n
a(i)=i, St=Y signX;R}

i=1
ekvivalentni vyjadreni
n n
* -+ kk —+
s= Y RLST= 3 R
i=1,X;>0 i=1,X;<0 11.2. Potadov:

statistiky pro
test hypotézy
symetrie

2014 22 /38
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11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Plati:

ESt =0, varST= Z 2 =n(n+1)(2n+1)/6

Matematicka statistika A

Matematicka
statistika A

11.2. Potadov:
statistiky pro
test hypotézy
symetrie
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11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Matematicka

Lze dOkézat statistika A
Véta 5 Necht X1, ..., X, jsou nezavislé nahodné veli¢iny se
spojitou distribu¢ni funkci F takovou, Zze

F(x)+ F(—x)=1, pro vs. x€R.
Pak pro n — oo
sup |P(St < xy/n(n+1)(2n 4+ 1)/6) — &(x)| — 0

kde ®(x) je hodnota distribu¢ni funkce normovaného normainino [
rozdéleni N(0,1). sally e
Test:
(i) Statisticky software spocita tzv. p-hodnotu.
(i) Pro mala n Ize pouzit tabulky, napv r. v Andélovi, jsou
tabelovany hodnoty w,(«) takové, ze

P(min(S*,5™) < wy(a)) = «
a hypotézu Hy zamitame, jestlize min(S*, 5**) < wy(a), a je

symetrie

Matematicka statistika A 2014



11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Matematicka

Pfiklad 10 pokusnych osob mélo nezavisle na sobé a bez statitika A
predchoziho tréninku odhadnout, kdy od daného signalu uplyne
1 minuta.

Vysledky ( v sekundach):

53, 48, 45, b5, 63, 51, 66, 56, 50, 58

Ho : F je symetricka kolem 60, tj. F(x — 60) + F(—(x —60)) =1
odeteme 60 od kazdého pozorovani

-7, -—-12, -15 -5 3, -9, 6, -4, -10, -2 2. Porado.
to vede na hypotézu symetrie kolem 0 Bl
spocteme Wilcoxonovu jednovybérovou statistiku: Symetrie
Rf=6, Ry =9, Ry =10, R/ =, RS =2 Rf=

7, RF=5Rf=3 RS =8 Rj=1

10 x 11

S*=245=7, S™= —S5* =48, min(S8%,5™) =7 < wyq

Tedy zamitame Hyp na hladiné o = 0,05

Matematicka statistika A 2014 25 /38



11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Pouzijeme-li limitni véty:

ST =41 > $71(0,975)v/387 = 1,96 x 3,777

Tedy i tady zamitame.

Matematicka statistika A

Matematicka
statistika A

11.2. Potadov:
statistiky pro
test hypotézy
symetrie

2014 26 / 38




11.2. Pofadova statistiky pro test hypotézy symetrie

Matematicka

Znaménkovy test statistika A

ST =sgnX;, S*=pocet X;>0, S*=pocet X;<0
Pouziva se pro test: Hy : median =0

S$* ma binomické rozdéleni (n, P(X; > 0)), jsou-li X1,..., X,
nezavislé stejné rozdélené nahodné veliCiny

Ho: P(X; >0)=1/2
s . v 11.2. Pofadov:
Hy zamitame, jestlize sl
test hypotézy
S*Skla S**Zn_kl

symetrie

kde
PHO(S>k S kl)a/2, PHO(S* 2 n— kl) § a/2
Je-li n velké, ma 2(S* — n/2)/\/n ma priblizné N(0,1) a tedy Hy
zamitneme, jestlize
25* — n|/Vn > (1 - a/2)

Matematicka statistika A 2014




11.3. Dvouvyb&rovy problém

. Matematicka
Outllne statistika A

problém

© 11.3. Dvouvybérovy problém
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11.3. Dvouvyb&rovy problém

11.3. Dvouvybérovy problém Matematick3

statistika A

X1, ..., Xn, jSOU Nezavislé stejné rozdélené nahodné veliCiny se
spojitou distribucni funkci F

Y1,..., Yn, jSOU nezavislé stejné rozdélené nahodné veliCiny se
spojitou distribu¢ni funkci G

vSechny nahodné veli¢iny nezavislé

HoiF:G H1F7éG

Ri,..., Rn,+n, jSOu pofadi odpovidajici Xi, ..., Xn, Y1,..., Yn,
Pouzivaji se testové statistiky:

n ny+ny y
roblém
Si=)Y aR), S= > a(R) i
i=1 i=n1+1
Zfejmeé
ni+nz
S1+5 = a(i)

Matematicka statistika A 2014 29 / 38



11.3. Dvouvyb&rovy problém
Nejéast&ji se pouziva Wilcoxontv dvouvybérovy test. et A
a(i):i, i=1,...,n1 4+ n

Pak Sy + S, = St = w

ES = (n1—|—n2+1)n1/2, var 51 = (n1+n2+1)n1n2/12

Castgji se pouziva tvar:

Ui =nmno + nl(nl + 1)/2 — 51, U = nino + n2(n2 + ].)/2 — 52

problém

U1+U2:n1n2, EU1:EU2:n1n2/2

U, je téz znamo jako Mann-Whitney test

Matematicka statistika A 2014



11.3. Dvouvyb&rovy problém

Matematicka

Test pro malé ny, n, existuji tabulky, bézny software poskytuje p RSN
hodnotu, pro ny, n, velka Ize pouzit aproximaci:

sup |PH0 (Ul — Ep, Up < x/var U1> —d(x)]—0

pro min(ny, np) — oo

problém

Matematicka statistika A 2014 31/38



11.3. Dvouvyb&rovy problém

Matematicka

Priklad Je tfeba zjistit, zda jsou dva druhy hnojeni ekvivalentni statitika A
pri stejnych ostatnich podminkach.

1. skupina (X;) 5,7 5,5 4,3 59 572 56 58 51
2. skupina (Y;) 5,0 4,5 42 54 4.4

problém

Matematicka statistika A 2014



11.3. Dvouvyb&rovy problém

Matematicka

t-test: statistika A

m =28, X=5,3875 s2=0,2698

np =5 Y =4,7000, s;=0,24

t = 2,370 > t11(0,975) = 2,160 -tedy zamitame na hladiné
a = 0,05, ovSem musi byt spinény predpoklady!!!

por adi v sech pozorovani: 11, 9, 2, 13, 7, 10, 12, 6, 5, 4, 2, 8, 3
5:=70, 5=21, Uy =6, U, =34
zamitame

[U—EUl _ 5049 > 1.96 = d—1(0,975)

var Uy

problém

Matematicka statistika A 2014



11.3. Dvouvyb&rovy problém

Zavérecné poznamky k zakladnim pofadovym testim et A

statistika A

(a) vyhody poradovych testl: rozdéleni testovych statistik pfi Hy
nezavisi na distribu¢ni funkci nahodnych veliCin, vypocetné
jednoduché

(b) nevyhoda: ztracime Cast informace, vhodné jen pro
jendoduche situace

(c) existuji poradové testy i pro dalsi situace (testy nezavisloti,
pro regresni modely)

(d) existuji odhady zaloZzené na poradich
(e) existuje teorie tykajici se volby a, zname-li distribu¢ni funkci F
(f) pozor na tzv. shody, jestlize se dvé pozorovani shoduiji.

problém

Matematicka statistika A 2014 34 /38



11.3. Dvouvyb&rovy problém

Matematicka

Kolmogorovovy-Smirnovovy testy szl A

Xi, ..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliCiny s
spojitou distribu¢ni funkci F

empiricka distribu¢ni funkce F, je definovana:

1< 1
Fn(x):;ZI{Xigx}:;pocet Xi < x, xeR
i=1

Plati:

P(sup |Fn(x) — F(x)] >¢) =0, n— oo

problém

pro kazdé £ > 0
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11.3. Dvouvyb&rovy problém

Matematicka

Lze vyuZit pro konstrukci testu: statistika A

(i) X1,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliCiny
se spojitou distribucni funkci F a testujeme hypotézu:

Ho . F:Fo(Fo— dano) H1 . F;ﬁ F()
Test:
sup [Fa(x) — F(x)[v/n > ga(1 — a)

an(1 — «) urceno tak, aby test mél hladinu «, pro mala n existuji
tabulky, pro velka se pouziva limitni rozdéleni. Statisticky
software spocita p- hodnotu. problém

Matematicka statistika A 2014



11.3. Dvouvyb&rovy problém

Matematicka

Existuje i verze, kde v Hy je misto Fy mnozina disttribu¢nich A
funkci, statiticky software existuje i pro tuto variantu.

problém

Matematicka statistika A 2014 37 /38



11.3. Dvouvyb&rovy problém

Matematicka

(i) Dvouvyberovy Kolmogoroviiv-Smirnoviyv test statistika A

Xi,..., Xn, jsOu nezavislé stejné rozdélené nahodné veliCiny se
spojitou distribucni funkci F

Yi,..., Yn, jSOU nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny se
spojitou distribuéni funkci G

vSechny nahodné veliCiny nezavislé

Ho:Fh=F, FA#FR
Test

sup | Foy (x) = G, (X)W1 = Gy (1 — @)

problém

dn,n, (1 — @) urCeno tak, aby test mél hladinu «, pro maléa n; a n»
existuji tabulky, pro velka se pouziva limitni rozdéleni. Statisticky
software spocita p- hodnotu.

Matematicka statistika A 2014
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