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-
Navrhy experimentll v neparametrické regresi

o Parametricka (linedrni) regrese:
e problémy pfi chybné specifikaci regresni funkce.

@ Neparametricka regrese:
e odhad regresni funkce,
e odhad nulovych bodi (polohy extrém),
ZH: zobecnéni pro slabé zavisld pozorovani.
e optimalni navrhy experimentu:

o prehled literatury (odhady regresni funkce),
@ ZH: navrh experimentu pro odhad nulového bodu.
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.
Historickd poznamka

o Linedrni regrese (metoda nejmensich ¢&tverci):

Legendre (1805) Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des
comeétes.

Gauss (1809) Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem
ambientium.

Galton (1886) Regression towards mediocrity in hereditary stature. Journ.
Anthrop. Inst. 15, 246-263.

@ Neparametricka regrese:
Nadaraya (1964), Watson (1964), Gasser & Miiller (1984), Fan & Gijbels (1996).
o Nulové body: Miiller (1985), Ziegler (2003), Wieczorek & Ziegler (2010).

e Optimalni ndvrh experimentu: H.-G. Miiller (1984), Faraway (1990),
W.G. Miiller (1996), Cheng et al (1998), Fedorov et al (1999), Titterington
(2001), Biedermann & Dette (2001a,b), Hlavka (2011, 2012).
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Parametricka regrese

Regresni model

Pozorujeme dvojice (X;, Y;), i=1,...,n.

Predpokladame, ze
\/i = m(XI) +é€i,

kde &; jsou ndhodné chyby (Ec; = 0, Vare; = 02, X; a £; nezévislé), a
chceme odhadnout funkci m(.).

Parametricka regrese:

Nejcastéji se predpoklada, ze m(.) je linedrni a zavisi pouze na nékolika
parametrech (linedrni model).
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Parametricka regrese

Priklad: simulovana data
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Parametricka regrese

Priklad: simulovana data
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Parametricka regrese

Priklad: simulovana data
Linedrni regrese: Yi=a+ 68X;, i=1,...,n.
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Parametricka regrese

Priklad: simulovana data

Kvadratickd regrese: Y; = a + B1X; + foX?, i=1,...,n.
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Parametricka regrese

Priklad: simulovana data
Kubickd regrese: Y; = a + B1.Xi + B2X? + 33X3, i=1,...,n.

0.5 1.0

0.0

-1.0
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Zdenék Hlavka (KPMS MFF UK) Neparametricka regrese 2.5.2012 6 /25



Neparametricka regrese

Neparametrické regresni modely

Flexibilni modely, které nevyzaduji predpoklady o tvaru regresni funkce:

@ spliny,
@ jadrové vyhlazovani (lokdlné konstantni a lokadlné polynomické),

@ regresni stromy, neuronové sité atd.

Jadrové odhady navrhli Nadaraya (1964) a Watson (1964):

NW > i1 Kn(x — - Kh(x — Xi)

m i
) = SRR TS ST KX
kde Kn(x) = K(x/h)/h, K(.) je jadrovd funkce a h je bandwidth.

Nadaraya (1964) On estimating regression, Theory of Probability and its Applications 9, 141—142.

Watson (1964) Smooth regression analysis, Sankya A 26, 359-372.
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Neparametricka regrese

My se nyni zaméfime na Gasser-Miilleriiv odhad vhodny pro planované
experimenty (pevné zvolené x;), ale obdobné vysledky Ize odvodit i pro jiné
odhady.

Gasser-Miilleruv odhad

n si
meM(x) = 2/ Kn(x — u)duY;,
i=1"%i-1

kde s; = (x(j) + X(i+1))/2 a K(.) je jadrova funkce Fadu (v, k).

Jedna se opét o vazené priméry Y;, protoze

Sim Jo Kh(x — u)du = [ K(x)dx = 1.

Gasser & Miiller (1984) Estimating regression functions and their derivatives by the kernel method, Scand J Statist 11, 171-185.
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Neparametricka regrese

O neparametrické regresi byly napsany desitky monografii.

Zajimavy problém: odhad polohy bodd, ve kterych regresni funkce (nebo
jeji derivace) nabyva dané hodnoty.
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Odhad nulovych bodi

Odhadujeme nulovy bod, t.j. polohu bodu, ve kterém funkce m(.) protina
osu X.
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Odhad nulovych bodi

Neparametricky odhad nulového bodu

Nezndmy parametr (nulovy bod):

§:m(§) =0

Odhad (empiricky nulovy bod):

§n: mi(y;M(fn) =0

Vlastnosti &, jako odhadu £ jsou v ¢lanku Miiller (1985) odvozeny pro iid
ndhodné chyby.

Miiller, H.-G. (1985). Kernel estimators of zeros and of location and size of
extrema of regression functions, Scand. J. Statist. 12: 221-232.
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Odhad nulovych bodi

@ Regresni funkce m(.) je 3x spojité diferencovatelnd, m’(§) # 0.
Jadrové funkce K(.) je diferencovatelnd a K’'(.) je Lipschitzovsky
spojita.

@ liminf nh3 >0, nh3/logn — oo, ¢; jsou iid, Ee; = 0, E|e1|" < oo pro
n—o0
n&jaké r > 2 a liminf h,n*=2/"/log n > 0.

n—o0

@ Existuji xy < £ < x4, ¢ > 0a 1 >1 takové, ze m(.) je ryze monotdnni
na intervalu (x;, x,) a |m(t)| > c|t — &|™ pro t € (x;, Xy, ).

Miiller (1985), Theorem 3.1: Predpokladejme 1-3 a ze body méfeni x;
jsou rovnomérné rozlozené na intervalu (0,1). Pokud nh3 — d? > 0, pak

nh Y2 _ ey B _dm(z)(f)Bz %
(o) En = £) = W ( m(©) Wor)

kde By = (1/2) [ K(s)s?*ds a V = [ K?(s)ds.
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Odhad nulovych bodi

Ui_q/2 o'V Ui—a/2 o'V

P n— »&n > ~1-—
0 ah, m (@) " ks ey ) 7 ¢ o
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Zavislost na bandwidth h,
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.02
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.04
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.06
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.08
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.10
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Odhad nulovych bodi

Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.12
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.14
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Odhad nulovych bodi

Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.16
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.18
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.20
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.22
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.24
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.26
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.28
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Zavislost na bandwidth A,

bandwidth = 0.30
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Optimalni bandwidth

Teoreticky: asymptoticky optimdlni bandwidth plyne z porovnani vychyleni
(rostouci funkce h,) a rozptylu (klesajici funkce hy):

o konstantni bandwidth h, = O(n~1/(2k+1)),

o lokalni bandwidth h,(x) o< [1/{nfx(x)}]*/ %D, kde fx(x) je hustota
mérent,

@ lokalni bandwidth v heteroskedastickém modelu
hn(x) oc [0 (x) /{nfix (x) }]V K+,

V praxi se bandwidth &asto voli az po ukonceni experimentu (kfizové
ovérovant).

Jaka je ale optimalni hustota méreni fx(.)?
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Optimalni ndvrh experimentu

Optimalni navrhy experimenti pro odhad m(.)

Obvyklé kritérium kvality odhadu: MSE (stfedni ¢tvercova chyba).

Prehledovy clanek:
Titterington (2001)

V literature jsou popsany dva rlizné pristupy:

Minimalizace IMSE (integrovana MSE):
Miiller (1984), Faraway (1990), Cheng, Hall & Titterington (1998),
Biedermann & Dette (2001a,b)

Klasicky pristup (kritéria optimality):
W. G. Miiller (1996), Fedorov, Montepiedra & Nachtsheim (1999)

Zdenék Hlavka (KPMS MFF UK) Neparametricka regrese 2.5.2012 16 / 25



Optimalni navrhy experimentd (minimalizace AIMSE)

H.-G. Miiller (1984). Optimal designs for nonparametric kernel regression,
Statistics & Probability Letters 2, 285-290

2

Var{m®M(x)} = .

[ Kt o)

Je-li h(.) kladna a spojitd pravdépodobnostni hustota na (0,1), pak

h(x)l/2

%00 = Fhuyrgy < M0

minimalizuje:

AIMSE = E/{mGM(x) — m(x)}2dH(x).
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Optimalni ndvrh experimentu

Navrhy experimentl pro odhad nulového bodu

V praxi ¢asto mizeme ziskat alespon pribliznou apriorni informaci o poloze
nulového bodu (nebo maxima) diky:

@ pilotni studii,

@ expertnim znalostem a literature.

Nase ocekavani (apriorni informaci) lze vyjadFit pomoci apriorni hustoty
a(.) neznamého parametru &.

v

Dalsi postup: zavislost rozptylu £, na hustoté méreni (i pro slabé zavisld
méreni) a odvozeni optimalni hustoty méreni fx(.).
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Vlastnosti empirického nulového bodu

Zobecnéni ¢lanku Miiller (1985) pro nerovnomérné rozlozené body méreni
a pro slabé zavislé nahodné chyby (motivace: situace, ve kterych po sobé
nasledujici méfeni mohou byt zavisla).

N&stroje: CLV pro nestacionarni slabé zavislé ndhodné veli¢iny (Peligrad,
1996) a Hoeffdingova nerovnost pro “strongly mixing” posloupnosti
ndhodnych veli¢in (Roussas, 1996).

V heteroskedastickém modelu se slabé zavislymi ndhodnymi chybami je &,
asymptoticky normalni a

)V

Var¢, = nh2' T mr+1) (€)Y £ (€)'

Délka konfidenéniho intervalu je p¥imo (imérma o (&)/{fx(£)}/2.
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Optimalni ndvrh experimentu

Optimalni navrh experimentu

V homoskedastickém modelu (0(.) = 02) Ize optimalni ndvrh
experimentu vyjadfit ve tvaru: f5(.) oc a»t(.).

Konstantni bandwidth:

® ropt(MSE) = 1/2 minimalizuje oéekavany rozptyl [ Var(&,|€)a(€)d¢,

@ ropt(MAD) = 2/3 minimalizuje ocekavanou délku konfidenéniho
intervalu.

Lokalni bandwidth:

o ropt(MSE) = (2k +1)/(4k — 2v + 1) minimalizuje oéekavany rozptyl,

o ropt(MAD) = (2k +1)/(3k — v + 1) minimalizuje ocekavanou délku
konfidencniho intervalu.
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Optimalni navrh experimentu

V heteroskedastickém modelu s konstantni bandwidth je optimalni navrh
experimentu:

o £5(.) o {o?(.)a(.)}1/? pro olekdvany rozptyl,

o £5(.) o {o(.)a(.)}?/® pro olekdvanou délku konfiden&niho intervalu.
Pro lokalni bandwidth:

° f;() o {02(.)}(2k72u)/(4k72u+1){a(.)}(2k+1)/(4k72u+1) minimalizuje
oCekavany rozptyl,

o f5(.) o< {o(.)}h=2)/Bk=vH1) [5( )} (2k+1)/(3k=2v+1) minimalizuje
ocekavanou délku konfidencniho intervalu.
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Simulace

@ Apriorni rozdéleni &: a(¢) = 0.1+ 0.9N(0.4,0.12).

@ Regresni funkce: m(x) = {(x + 0.05)? — (£ 4 0.05)2}/(x + 0.05).
© Hustota méfeni fx(x) x a"(x), r € (0,1).

O Lokalni bandwidth he(x) = bf~1/5(x), b € (0.005,0.5).
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Simulace

Simulaéni studie
Vyhodnoceni:

e MSE (Mean Squared Error), optimélni hodnota ropt(MSE),
e MAD (Mean Absolute Deviation), optimalni hodnota r,pt(MAD)

jako funkce parametru bandwidth b a hustoty pozorovani r.

Teoreticky optimdlni hodnota r pro homoskedasticka data a lokalni
bandwidth:

m(.) m'(.)

ropt(MSE) 5/9 = 0.56 7/11 = 0.63
ropt(MAD) 5/7 = 0.71 7/9=0.78
Neparametricka regrese 2.5.2012
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Simulace: lokdlni bandwidth, n = 800, o = 0.5

MSE (optimal value = 0.55)
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