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Uvod

Cilem této diplomové prace je predevsim provedeni statistické analyzy hydrometeorologic-
kych casovych fad. V teoretické ¢asti popisu zakladni typy modelt ¢asovych fad a metody
pouzivané pro identifikaci modelu. Soustfedim se zejména na autoregresni posloupnosti, které
jsou pomeérné dobie interpretovatelné a z vypocetniho hlediska jednoduché.

V praktické ¢asti budu analyzovat tyto casové rady:

1. Roc¢ni prameéry Wolfovych ¢isel od roku 1749 do roku 1992
2. Primérné roc¢ni teploty v Klementinu od roku 1771 do roku 1992
3. Roc¢ni thrny srazek v Klementinu od roku 1876 do roku 1992

Mym cilem je nalezeni vhodného autoregresniho modelu, odhaleni pripadné periodicity
a otestovani vzajemné zavislosti téchto casovych rad.
Vsechny metody pouzité v praktické casti popisu v ¢asti teoretické.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

Necht T C R. Potom ndhodnym procesem nazvu systém ndhodnych veli¢in {X;,t € T}.
Nejcastéji se za mnozinu T bere mnozina celych ¢isel a mluvi se o nahodné posloupnosti,
nebo se za 1" bere mnozina realnych ¢isel a mluvi se o spojitém ndhodném procesu. Mnozina
T se obvykle interpretuje jako cas.

Je-li {X;} komplexni ndhodny proces, definuje se stfedni hodnota procesu jako funkce
e = EX;. Pokud plati, ze EX; = 0 pro v8echna t € T, feknu, Ze proces {X;} je centrovany.

Dale feknu, Ze nadhodny proces {X;} mé koneéné druhé momenty, plati-li F|X;|? < oo
pro vSechna t € T.

Ma-1i proces {X;} kone¢né druhé momenty, definuji kovarianéni funkci ndhodného pro-
cesu jako

R(s,t) = E(Xs — ps)(X¢ — Tiz).- (1.1)
Hodnota R(t,t) je rozptyl procesu v ¢ase t.
Pokud kovarianéni funkce R(s,t) zavisi na svych argumentech pouze prostfednictvim
jejich rozdilu, zavadi se funkce jedné proménné (ktera se také oznacuje R) vztahem

R(s —t) = R(s,1) (1.2)

a o procesu {X;} fikdme, Ze je kovarian¢né stacionarni. Je-li jesté navic p; = p pro vSechna
t € T, nazveme proces {X;} slabé stacionarni. Vétsinou se slovo ,slab&“ vynechava a hovoii
se pouze o stacionarnim procesu.

Rozptyl (slabé&) stacionarniho procesu je ziejmé R(0). Je-li R(0) # 0, zavadi se u stacio-
narniho procesu korela¢ni funkce

R(t)
B(t) = —= 1.3
0= %0 (13)
a u stacionarni ndhodné posloupnosti také parcialni autokorelacni funkce oy, ktera se defi-
nuje jako parcialni korela¢ni koeficient X; a X, pfi pevnych hodnotach X;,q1,..., Xiin_1.



Odhad autokorela¢ni a parcialni autokorela¢ni funkce

Pro napozorovanou realnou casovou fadu zy,...,x, se obvykle pouziva nasledujici odhad
stfedni hodnoty

T (1.4)

S
n

t=1
nasledujici odhad autokovarianc¢ni funkce
n—k = -
cL = Z (20 = 7)(Ters :1:)7 prok=0,1,...,n—1 (1.5)
t=1 n
a nasledujici odhad autokorela¢ni funkce
Ck
ry = —, prok=0,1,...,n— 1. (1.6)
Co

Pro vybérovy korelacni koeficient r* pocitany z n nezavislych dvojic se stejnym regularnim
dvojrozmérnym normaéalnim rozdélenim a s korelacnim koeficientem ¢ = 0 plati, ze Er* =0
avar r* = 1 + O(n=*/?) (viz Cramér [6]). Proto se také smérodatnd odchylka o(r;) odhadu
), autokorela¢ni funkce B(k) vétSinou aproximuje pomoci

5(ry) = \/E (1.7)

Méame-li pak rozhodnout, zda B(k) = 0, porovname hodnotu |r;| obvykle s ¢islem 25 ().
Vyuzitim asymptotické normality odhadu r; tak ziskame jednoduchy test na ptiblizné péti-
procentni hladiné pravdépodobnosti.

Odhady 7. parcidlni autokorelacni funkce g se obvykle pocitaji rekurentné podle na-
sledujicich vzorct (viz [5]):

11 = T1,
k—1
Ty — '21 Th—1,4Tk—j
‘]:
Tk = - , pro k > 1, (1.8)
L= 2 me147j
j=1
kde
Tkj = Tk—1; — TkkTk—1,k—j> proj=12,...,k—1

Quenouille [19] navrhl aproximaci 6 (rg;) pro smérodatnou odchylku odhadu rg. Je-1i g = 0

pro k > kg, pak
1
G (ree) =1/ - pro k > k. (1.9)

Nulovost ggr zamitame, pokud hodnota |y | pfekroc¢i dvojnasobek této smérodatné odchylky.



1.1 Priklady stacionarnich posloupnosti

Posloupnost nekorelovanych nahodnych veli¢in

Posloupnost nekorelovanych ndhodnych veli¢in {&;} s nulovymi stfednimi hodnotami a stej-
nym rozptylem 0% = Elg;/? je nejjednodussim ptikladem stacionarni posloupnosti. Jeji ko-
varian¢éni funkce je ziejmé rovna R(t) = o? pro t = 0, R(t) = 0 pro ¢t # 0. Kvili jejim
spektralnim vlastnostem se posloupnosti {&;} ¥k bily Sum.

Linearni proces
Necht {&;} je bily sum z predchoziho pitkladu a cg, ¢y, . . . jsou takova &isla, ze 372 |cx|* < oo.
Linearni proces je definovan jako
oo
X =D cr, prot=...,—1,0,1,.... (1.10)
k=0
Kovarian¢ni funkce linearniho procesu je

R(t) =0 ciyj6, prot=0,1,.... (1.11)
7=0

Pro t < 0 pouzijeme vztah R(—t) = R(?).

Posloupnost klouzavych souc¢tu radu n

Posloupnost klouzavych soucti je specidlnim piikladem linearniho procesu. Necht {e;} je
bily sum a ag,aq,...,a, jsou konstanty. Pfredpokldadejme, ze ay # 0, a, # 0. Posloupnost
klouzavych souctii fadu n je urcena nasledujicim vztahem

X =) arery, prot=...,—1,0,1,.... (1.12)
k=0
Ztejmé plati £ X; = 0. Pro kovarianc¢ni funkci plati

n—t
R(t) = 0> aa;,  prot=0,...,n (1.13)
7=0

Pro |t| > n je R(t) = 0. Pro t < 0 pouzijeme vztah R(—t) = R(t).

Skutecnost, ze kovarian¢éni funkce je nulova pro t > n, se pouziva k identifikaci modelu
klouzavych souctti. Je dobré si uvédomit, ze v praxi mame vétsinou k dispozici pouze odhad
kovarianc¢ni funkce, ktery pfresné nulovych hodnot nabyvat nemusi. Vétsinou pracujeme s
odhady autokorelac¢ni funkce, jejiz nulovost mtizeme snadno otestovat pomoci aproximace
(1.7).

Posloupnost klouzavych sou¢tti fadu n se zna¢i symbolem MA(n). Oznaceni vzniklo z
anglického ,moving average“.



Kapitola

Testy nahodnosti

Jesté pred tim, nez zacneme hledat pro napozorovanou casovou fadu vhodny model, je
dobré otestovat, zda se nejedna o bily sSum. K tomuto tcelu miizeme pouzit nasledujici testy
nahodnosti.

Test zaloZeny na bodech rustu

Tento test je zalozeny na poc¢tu bodii v nichz dana rada X, ..., X, roste. Pokud jsou nékteré
sousedni hodnoty stejné, tak je az na jednu z nich vyskrtneme. Definujme nadhodné veli¢iny
Viprot=1,2,....,n— 1 vztahem

‘/; = 17 pOkUd Xt+1 > Xt7

V., =0, pokud X;;; < X;. (2.1)

Za platnosti hypotézy ndhodnosti zfejmé P(V; = 1) = P(V; = 0) = 1/2 a pro stfedni
hodnotu Ek poétu bodi ristu k = 3" V; plati

n—1 n—1
Ek=EY V,=)Y EV,=
=1

t=1

(2.2)

Jednoduse lze ukézat, ze za platnosti nulové hypotézy P(V;-V,;1 =1)=1/6a P(V;- Vs =
1, s > 2) = 1/4. Zfejmé V2 = V;. Pro rozptyl po¢tu bodt riistu k plati

n—1 2 n—1 2
VEﬂ"sz(ZV}) —(EZV})
t=1 t=1
To miizeme rozepsat jako

var k= E (ZV2+QZVM+1+Z Z %V)—(EZLX_;W)Q_

t=1 j=1,5#t,t+1

Dale

2
Vark—ZEV2+ZZE%W+1+Z Z EV,V; (EZW).

t=1 j=1,j#t,t+1
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Dosadime za stfedni hodnoty

Vafk:(n—1>;+2(n—1)é+[<n—3)(n—4)+2<n—3)]i_(”;1)

a po upravach dostaneme
n+1
12
Rozdéleni veli¢iny k je tabelovano pro n < 100 v tabulkach [14]. Pro vét$i n mtzeme vyuzit
asymptotickou normalitu k& (viz Wolfowitz [28]) a ndhodnost dat zamitdme na dané hladiné
pravdépodobnosti, pokud veli¢ina

var k =

(2.3)

n—1
sl

\/E
12
prekroci prislusnou kritickou hodnotu normalniho rozdéleni. Pokud tento test zamita nahod-
nost dat, pak mame podezieni zejména na existenci trendové slozky. Pokud je bodi rtstu
prilis malo, znamena to, ze se data s casem zmensuji, pokud je bodi ristu prilis mnoho, data
se naopak s ¢asem zvétsuji. Tento test nema prilis velkou silu, pokud casova fada obsahuje
periodickou slozku, protoze ta pocet bodi ristu prili§ neovlivni.

(2.4)

Test zaloZeny na bodech zvratu

Pokud jsou v dané tadé Xi,...,X, nékteré sousedni hodnoty stejné, tak je opét az na
jednu z nich vyskrtneme. Rikdme, Ze X; je bod zvratu, pokud X;_; < X; > X,,; nebo
Xt—l > Xt < Xt+1.

Definujme nahodné velic¢iny U; prot =1,2,...,n — 2 jako

U, = 1, pOklld X; < Xt+1 > Xt+2 nebo X; > Xt+1 < Xt+2
U = 0 jinak . (2.5)

Pocet viech bodt zvratu ozna¢me r = S'-2 U;. Za platnosti hypotézy ndhodnosti Ize jed-
noduse ukazat, ze P(U, = 1) = 2/3, P(UUpy1 = 1) = 5/12, P(UUpyo = 1) = 27/60 a
P(UUrs = 1,5 > 3) = 4/9. Stfedni hodnotu poétu bodt zvratu mizeme spocitat jako

n—2 n—2 2)
ErzE(Z Ut> =Y EU; = (n—2)=. (2.6)
t=1 t=1 3
Rozptyl spocitame zcela obdobné jako u bodt ristu
n—2 2 n—2 2
Varr:E<ZUt> —<E2Ut> .
t=1 t=1

To miizeme rozepsat jako

t=1 j=1,j£t,t+1,t42

n—2 n—3 n—4 n—1 n—1
varr = F (Z Utz + 2 Z UtUt+l + 2 Z UtUt+2 + Z Z UtU]> —
t=1 t=1 t=1
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n—1 2
- <E S Ut> .
t=1
Dale
n—2 n—3 n—3 n—2 n—1
var r = ZEUt+ZZEUtUt+1+2ZEUtUt+1+Z Z EUtU]—
t=1 t=1 t=1 t=1 j=1,jt,t£1,t+£2
n—2 2
- <E 5 Ut> .
t=1
Dosadime za stfedni hodnoty

2 5 27
var r = (n — 2)§ +2(n — 3)5 +2(n — 4)@4—

+[(n—6)(n—7)+2(n—6)—i—2(n—5)];l—l

a po upravach dostaneme

16n — 29
= —\ 2.7
var r 90 (2.7)
P1i vétsim n hypotézu nahodnosti zamitame, pokud veli¢ina
2(n—2)
/r' —_—
| | (2.8)

16n—29
V90
prekroci prislusnou kritickou hodnotu normalniho rozdéleni. Prilis maly pocet bodt zvratu

miize byt zplisoben zejména rostouci nebo klesajici tendenci dat, velky pocet bodt zvratu
muze byt zptisoben napftiklad pfitomnosti periodické slozky s velkou frekvenci.

Spearmanuv koeficient poradové korelace

Oznaéme ¢, . . ., ¢, pofadi hodnot fady X, ..., X,. Cislo ¢; udava potadi ¢isla X; v uspofa-
dané fadé Xj;) < ... < X,). Pokud jsou néktera cisla X; stejna, pak se pofadi uvniti skupin
stejnych ¢lenti urcuje nahodné.

Spearmantv koeficient poradové korelace p se definuje jako korela¢ni koeficient posloup-

nosti (1,q1),- .-, (n,qn)
Z(z‘—}le)(qz‘—i. qﬂ')
i=1 j=1 Jj=1 . (29)




Tento vztah mtzeme zjednodusit na
o=1 (i — ¢;)? (2.10)

6
n(n? —1) =

7

Pokud je predpoklad ndhodnosti porusen vzestupnou tendenci ¢isel X, projevi se to
kladnou korelovanosti poradi ¢q,...,q, a ¢isel 1,2,...,n a tedy vétsimi hodnotami korelac-
niho koeficientu p, naopak v pripadé sestupné tendence se poruseni predpokladu nahodnosti
projevi malymi hodnotami koeficientu p.

Pro n < 30 jsou kritické hodnoty pro Spearmantiv koeficient tabelovany v knize [2].
Pii vétsim n zamitame hypotézu ndhodnosti, pokud veli¢ina |g|y/n — 1 pfekroéi prislusnou
kritickou hodnotu normélniho rozdéleni. Podrobné je tato metoda vyloZzena v knize [7].

Medianovy test — ovérovani nahodnosti podle poctu sérii

Oznacme vybérovy median fady Xi,..., X, jako M. Pozorovani, ktera lezi pfimo na medi-
anu, z testované fady vyskrtneme. Sérii nazveme co nejvétsi skupinu sousednich pozorovani,
ktera lezi vSechna nad (respektive vSechna pod) medidnem. Pocet sérii oznacme jako u, cel-
kovy pocet pozorovani pod medianem jako m, a celkovy pocet pozorovani nad medidnem
jako m,,.

Pro m, a m,, mensi nez 20 jsou odpovidajici kritické hodnoty uvedené v tabulkich [12].
Pro vétsi m, a m,, (pokud nejsou pfilis riiznd) hypotézu nahodnosti zamitame, pokud veli¢ina

,_m_|

mp+mn
2.11
\/2mpmn(2mpmn—mp—mn) ( )

(mp+mn)2(mp+my—1)

prekro¢i pfislusnou kritickou hodnotu normélniho rozdéleni (viz Fabian [7]).

Prilis maly pocet sérii vznika zejména v pripadé vzestupné nebo sestupné tendence, nebo
pokud je v fadé obsazena periodicka slozka s dlouhou periodou. Velky pocet sérii mtze byt
zptsoben naptiklad periodickou slozkou s velkou frekvenci.

Test zaloZeny na odhadu rozptylu ze sousednich pozorovani

Timto testem mtizeme testovat hypotézu, ze normalné rozdélené nahodné velic¢iny X, ..., X,
jsou nezavislé a stejné rozdélené. Test je zalozen na porovnani odhadu rozptylu

1 & 1&
2= X, — =Y X,)? 2.12
o ) (212)
s hodnotou .
1 &
9= 7 Y (X — Xi)% (2.13)

i=1
Pokud je splnén piedpoklad nahodnosti, budou s? a ¢ nabyvat zhruba stejnych hodnot.
Pokud jsou si sousedni hodnoty pfili§ blizké (napf. rostouci tendence, klesajici tendence,
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dlouh4 periodicita), bude ¢ podstatné mensi nez s*. Pokud jsou sousedni hodnoty vzdalené
vic, nez by vyplyvalo z ndhodnosti dat, bude i ¢ v&t& nez s2. K porovnani hodnot ¢ a s? se
pouziva statistika
n—1
n Z%()Q44 —mX%)2
1=

d= (2.14)

n n 2
i=1 i=1

Kritické hodnoty statistiky d jsou pro n < 20 tabelovany v [7]. Pii vétSim n zamitame
nulovou hypotézu, pokud veli¢ina
1|d—2|

n—2
n2—1

(2.15)

prekro¢i prislusnou kritickou hodnotu normélniho rozdéleni (viz Fabian [7]).



Kapitola 3

Autoregresni posloupnosti

Necht {;} je realny bily Sum s rozptylem o2 a necht ¢1,. .., p, jsou takové realna ¢isla, ze
polynom
Pl)=22— 12"t — ... =, (3.1)

m4 vSechny kofeny uvniti jednotkového kruhu'. Autoregresni posloupnost {X;} fddu p zna-
¢end jako AR(p) je definovand jako

X=X+ .o+ opXip + e (3.2)

Stfedni hodnota autoregresni posloupnosti AR(p) je ziejmé nulové a jeji autokorelaéni funkei
B(t) mizeme spocitat naptiklad tak, Ze obé strany vztahu (3.2) vynasobime X;_j a pfejdeme
ke stfednim hodnotam. Dostaneme

EX X =0 EXi X p+ ...+ EX 1 Xy p + B Xy
Protoze ztejmé plati Fe; X;_,, = 0 pro k > 0, mizeme psat
R(k) =p1R(k—1)4 ...+ ¢, R(k —p) prok=1,2,....
Pokud v8echny tyto rovnice vydélime R(0), dostaneme tzv. Yule-Walkerovu soustavu rovnic
B(t)=o1B(t—1)4+ w2 B(t —2)+ ...+ ¢, B(t — p), prot=1,2,.... (3.3)

Protoze plati, ze B(0) = 1 a B(t) = B(—t), dostaneme z (3.3) prot = 1,...,p — 1
soustavu p — 1 rovnic pro p — 1 nezndmych B(1),..., B(p—1). Pro t > p je (3.3) homogenni
linearni diferen¢ni rovnice, kterou fesime pomoci obecné teorie diferencnich rovnic.

Rozptyl R(0) autoregresni posloupnosti AR(p) mizeme spocitat podobné. Vztah (3.2)
vynasobime X; a prejdeme ke stiednim hodnotam

Eth e SOIEXt—lXt + ...+ SOpEXt—pXt + Etht‘

'Podminka stacionarity pro autoregresni posloupnost.
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Tento vztah mtzeme dale upravit jako
R(0) = p1R(1) + ...+ ¢, R(p) + Fe, X,
a vyuzitim vztahu R(k) = R(0)B(k) dostaneme
R(0) = o1 R(0)B(1) + ...+ ¢, R(0)B(p) + Ee X4,

takze

. Ec?tXt
L=@B(1) —... = ¢, B(p)

Znésobime-li (3.2) &, a prejdeme ke stfednim hodnotdm, dostaneme Fe, X, = Ee? = 02 a

pro R(0) mame vzorec

R(0) (3.4)

0_2

RO= 1 ¢1B(1) — ... — ,B(p) (35)
Velmi snadno pak miizeme spocitat i autokovarian¢ni funkci, protoze
R(t) = R(0)B(t). (3.6)
3.1 Odhad parametra a odlehla pozorovani
Uvazujme autoregresni posloupnost fadu p
X =1 Xem1+ 02 Xio+ ..+ 0, X p + €1 (3.7)
kde {&;} je norméalni bily sum s rozptylem o2. Oznacme
7] = (X; 1, Xo oy, X p)
a
BT = (p1, 02, ).
Ted mtzeme vztah (3.7) pfepsat timto zptisobem
X, =2 ® +¢,. (3.8)
Méame-li pozorovani Xj, ..., X,,, dostaneme nésledujici soustavu rovnic
X=T®+e¢, (3.9)

kde X = (X1, X, ..., X,,)T je vektor pozorovani, € = (g1,€,...,&,)T je chybovy vektor a

XO X_1 e X—p—H Z{
X X oo X z!

I — ! 0 LA I (3.10)
anl Xn72 ce anp Z;Z;
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je tzv. matice experimentu. Hodnoty X;,7 < 0 se voli pevné, nejjednodussi moznost je jejich
stfedni hodnota, tj. nula?.
Odhad @ vektoru parametrii € metodou nejmensich ¢tvercti je urcen vztahem

d = (') 'r'x. (3.11)

Necht X = I'd jsou vyrovnané hodnoty. Vektor residui & = (€1,82,...,é,)T, je definovan
jako A

e=X-X. (3.12)

Dale plati X = I'® = I'(I'7T)~'I'"X, neboli
X = HX, (3.13)

kde H = T'(I'TT")~'I'". Matici H se v anglické literatute ¥ik4 ,hat matrix“, protoZe ,poklada
stiisku na X“. Cesky se matici H nejéastéji iika ,,projekéni®.
Vektor residui € miize byt také jednoduse vyjadien pomoci projekéni matice H. Plati
totiz vztahy
e=I-H)X,
e=(I-H)e. (3.14)

Jako odhad rozptylu bilého $umu o? se pouziva

AT A~
.o EE
= —. 3.15
=< (315)
Od této chvile budu znacit diagonalni prvky matice H jako h;, tedy
ht = Z?(FTF)_IZt. (316)

Daéle plati, Ze pokud n — oo, pak n~}(I''T') — ¥ v pravdépodobnosti (viz Tong [25]),
kde

R(0) R(1) ... R(p—-1)
B R(1) R(0) ... R(p—2)
R(p—1) R(p—2) ... R(0)
je kovarian¢ni matice. Definujeme-li d; = z] X'z, pro t = 1,2,...,n, pak
T\
nht = Z? (n) Zy (317)

konverguje v pravdépodobnosti k d;. To znamena, ze nh; mizeme interpretovat jako jistou
vzdalenost mezi z; a nulovym vektorem (tj. vektorem stfednich hodnot).

2Nekdy se k volbé X;,i < 0 vyuZivd tzv. princip zpétné extrapolace (viz [1],[5]).
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Pristup k detekci odlehlych pozorovani, zalozeny na diagonalnich prvcich pro-
jekéni matice

Nésledujici postup navrhl Tong v knize [25]. Autoregresni posloupnost (3.7) mizeme zapsat
v nasledujicim tvaru
Zt+1 = BZt + ét (318)

Xt = (1,07 e ,O)Zt+1,
kde & = (&,0,...,0)T a

Y1 P2 - Pr-1 Pp

1 0 0 0

B=]| 0 1 0 0

0 0 1 0
Nyni ptedpokladejme, Ze mame realizaci X, X, ..., X,, autoregresni posloupnosti AR(p).
Z hlediska zapisu (3.18) je mnohem rozumnéjsi zabyvat se polohou vektoru z;.; =
(Xe, Xiq, ..., Xi—pt1) v p-rozmérném prostoru, nez jenom velikosti jeho prvni soutfadnice

X;. Proto bychom pfi detekci odlehlych pozorovani v autoregresni posloupnosti méli hledat
odlehly vektor z;.
K meéreni ,,odlehlosti“ z; mizeme pouzit vzdalenost d;, kde

d; =zl 27z, (3.19)

Za platnosti hypotézy, ze autoregresni posloupnost je gaussovska a ze se v ni nevyskytuje
zadné odlehlé pozorovani, ma vektor z; p-rozmérné normalni rozdéleni s varian¢ni matici 3,
a tedy d; mé rozdéleni xJ prot = p+1,...,n. Proto, diky (3.17), mizeme pro vétsi n pouzit
nh; jako uzite¢ny nastroj pro detekci odlehlych pozorovani. Pokud je nh; vétsi nez prislusna
kritickd hodnota rozdéleni X]%’ mizeme Fict, ze z, = (X;_1, X;_2, ..., X;—p)" je odlehly vektor.

Piedpokladejme, Ze ndhodné veli¢ina X;_; je velka; pak ovlivni vektory z;, 211, ..., Z¢1p—1
a Cisla hy, hyqq, ..., hyyp—1 budou velka. Proto, jestlize h;—; je malé a h; je velké, miZeme
identifikovat X; ; jako odlehlé pozorovéani. Bohuzel pti tomto postupu dochézi ke kumulaci
obycejnych testl a tak jeho vysledky musime interpretovat opatrné.

3.2 Urceni radu autoregresniho modelu

Prvnim problémem, na ktery se narazi pii praktickém hledani vhodného autoregresniho
modelu, je otazka urceni spravného radu autoregrese.

Pristup zaloZeny na parcialni autokorela¢ni funkci

Tento pristup je zalozen na faktu, ze parcidlni autokorelac¢ni funkce og. autoregresni po-
sloupnosti fadu p, AR(p), je nulova pro vSechna k > p. Hleddme tzv. identifika¢ni bod ky, tj.
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takovy bod pro ktery plati oxr = 0 pro k > ky. V praxi pracujeme pouze s odhadem parcialni
autokorelacni funkce 7., ktery samoziejmé presné nulovych hodnot nabyvat nemusi. Nulo-
vost 1, mizeme testovat pomoci Quenouilleovy aproximace pro smérodatnou odchylku 7y,
viz (1.9). Pokud se ndm podafi najit rozumny identifika¢ni bod ko, volime Fad autoregrese
praveé jako kg. Je vSak nutné mit na paméti, ze pracujeme pouze s odhadnutymi hodnotami
parcialni autokorelac¢ni funkce, takze nase zavéry mohou byt zkreslené.

Mizeme se také podivat na odhad r, autokorela¢ni funkce B(k). Pokud se dané ¢asova
fada Fidi autoregresnim modelem, nema autokorela¢ni funkce identifika¢ni bod. Vyznamnost
hodnot r; miZeme posoudit pomoci aproximace (1.7). Podrobné je tato metoda vyloZzena
v knize [5].

Pristup zaloZeny na odhadu rozptylu bilého Sumu

Ozna¢me 67 odhad (3.15) rozptylu bilého $umu za piedpokladu, Ze uvazovana fada se iidi
modelem AR(k). Odhad 67 méa sestupnou tendenci a pii dosaZeni spravného fadu modelu
za¢ina kolisat kolem spravné hodnoty o2. Diky tomu miizeme aspon piiblizné odhadnout
rad autoregrese. V praxi se neosvédcilo volit fad, pro ktery je odhad rozptylu bilého Sumu
minimalni, protoze pfi tomto postupu jsou neimérné preferovany jako odhady radu velké
hodnoty k. Proto byly navrzeny metody, které velké fady autoregrese penalizuji.

Kritérium AIC

Toto kritérium pro hledani nejvhodnéjsiho modelu v urcité predem zvolené tiidé modeld
odvodil Akaike na zékladé teorie informace ve tvaru

AIC = —2In(maximalizovana vérohodnost) + 2(pocet parametri) (3.20)

V piipadé hledéni spravného fadu autoregresniho modelu (za predpokladu normality) se
AIC pouziva ve tvaru (viz [24])

2k
AIC(k) = log 67 + —. (3.21)
n

Odhad f4du modelu ziskany minimalizaci tohoto kritéria se oznac¢uje MAICE (z anglického
Minimum AIC Estimator).

Kritérium BIC

Toto kritérium odvodili nezavisle na sob& Schwarz [22] na zakladé bayesovského pfistupu a
Rissanen [20] na zakladé informad¢niho pfistupu, ktery souvisi s hospodarnym ulozenim po-
tfebnych informaci o daném modelu s odhadovanym fadem v paméti samocinného pocitace.

BIC kritérium mé tvar 51
BIC(k) = log 62 + 8", (3.22)
n

Néazev BIC je zkratka z anglického Bayesian Information Criterion.
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Kritérium HQ

Kritérium HQ navrhli Hannan a Quinn [10], podle jejichz inicidl je oznaceno.

log(logn)
n

HQ(k) = log 6} + ck (3.23)
Toto kritérium je zaloZzeno na zakonu iterovaného logaritmu. Hannan a Quinn ho pouzivali
pro ¢ = 1 a dokéazali jeho silnou konzistenci pro ¢ > 1.

3.3 Ovérovani modelu

Po zkonstruovani autoregresniho modelu je vhodné ovérit jeho platnost. K tomuto tcelu se
vét§inou pouzivaji metody zaloZené na autokorelacich residui &, ze vzorce (3.12).

Asi nejjednoduseji se spravnost zkonstruovaného autoregresniho modelu ovéruje pomoci
tzv. portmanteau testu. ,Portmanteau“ znamena francouzsky ,vésak* a toto oznaceni pry
vzniklo z toho, Ze na portmanteau statistiku () jsou ,navéseny“ odhady autokorelac¢ni funkce
residui 74 (€). Portmanteau statistika se definuje jako

Q=n kZ_: 2 (€), (3.24)

Cislo K se doporucuje volit tak, aby bylo srovnatelné s y/n, kde n je délka analyzované
fady. Velikost portmanteau statistiky je urcena autokorela¢nimi vlastnostmi residui. Pokud
jsme zvolili Spatny model, tak residua nebudou navzajem nezavisla a jejich zavislost se pro-
jevi v portmanteau statistice (). Jestlize ovéfujeme pomoci () spravny model AR(p), pak
statistika () mé pii vétsim n piiblizné rozdéleni x% _, (viz [5]).

Jako modifikace portmanteau statistiky byla navrzena Box-Pierceova statistika ve tvaru

Q* =n(n+2) fj ’%él)f (3.25)

Statistika Q* ma za platnosti ovéfovaného modelu, stejné jako portmanteau statistika @),
asymptoticky rozdéleni x% _, (viz napf. [15]).

McLeod a Li v préci [16] navrhli pro test linearity podobny test zaloZeny na odhadnutych
autokorelacich ¢tverct residui

rp(e) = , (3.26)

kde



McLeod-Liova statistika
(3.27)

m4 za platnosti ovéfovaného modelu asymptoticky rozdéleni % .
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Kapitola 4

Spektralni analyza

P1i spektralni analyze se na casovou fadu divame jako na nekonecnou smés periodickych
slozek. Zakladni nastoje spektralni analyzy jsou spektralni hustota a periodogram, které
udévaji intenzitu zastoupeni jednotlivych periodickych slozek v dané casové radé. V celé
této kapitole budu predpokladat, ze {X;} je centrovany (slabé) stacionidrni ndhodny proces
s konenymi druhymi momenty a kovarianéni funkei R(t).

Frekvence

Pii analyze ¢asovych fad se frekvence (pocet cykli uskutecnénych za casovou jednotku)
udava v radidnech. Napi. frekvence A = 27 radiant znamena, Ze za casovou jednotku pro-
béhne pravé jeden cyklus. Odpovidajici délku periody d (¢as, za ktery probéhne jeden cyklus)
dostaneme z jednoduchého vztahu d = 27 /\. Dalsi dulezity pojem je Nyquistova frekvence,
tj. nejvetsi frekvence, kterou mizeme z pozorovani konanych v diskrétnich ekvidistantnich
¢asovych okamzicich rozlisit. Nyquistova frekvence ma hodnotu 7, odpovidajici délka periody
je tedy 2. Pokud c¢asova rada obsahuje periodické slozky s frekvenci vétsi, nez je Nyquistova
frekvence, muze se stat, ze je viibec neobjevime (pokud je frekvence nasobkem 27), nebo Ze
se budou projevovat jako frekvence mensi (tomu se ¥ikd nerozliSitelnost frekvenci, anglicky
aliasing).

4.1 Teorie

V této kapitole budu pracovat s komplexnimi ndhodnymi procesy.

Spektralni rozklad kovarianc¢ni funkce

Je-li {X,;} komplexni stacionarni posloupnost s kovarian¢ni funkci R(t), pak existuje pravé
jedna neklesajici, zleva spojita funkce F'()), F'(—7n) =0, F(w) = R(0) takova, ze

R(t) = f "™ dEF(N). (4.1)

—T
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Toto vyjadieni R(t) se nazyva spektralni rozklad kovarianéni funkce. Funkci F'(\) se fika
spektralni distribu¢ni funkce. Pokud je F'(\) absolutné spojita funkce, pak existuje spektralni
hustota f(\), ktera spliiuje vztah

a spektralni rozklad (4.1) miZeme pfepsat ve tvaru

™

R(t) = / G F(N) dA, (4.2)

—Tr

vvvvvv

zitu, s jakou je pfislusna periodicka slozka zastoupena v casové radé.

Nahodna mira a nahodny integral

Méjme prostor (R,B), p nechtf je koneéna mira na B. Nahodnd mira je definované jako
mnozinova funkce Z na B takovd, ze pro B € B je Z(B) ndhodna veli¢ina spliujici vlastnosti

1. EZ(B) =0 pro vsechna B € B
2. Bla BQ € B,Bl ﬂBQ = O, pak Z(Bl UBQ) = Z(Bl) + Z(BQ) SJ
3. By, B, € B, pak EZ(B,)Z(B,) = n(B1 N By).

Nyni budu definovat nahodny integral, nebo pfesnéji integral funkce f podle ndhodné
miry Z: [f(A\) dZ(N). Je-li f(A\) jednoduchad méfitelna funkce, tj.

fA) = Z arXr, (M), (4.3)
k=1
kde a4, ..., a, jsou konstanty, I, ..., I, disjunktni borelovské mnoziny a x;, oznacuje indi-

kator mnoziny I, pak
[10) dz() = - acz(1). (4.4)
k=1
Déle necht f()) je libovolna funkce z Lo(p). Pak existuje posloupnost jednoduchych méfitel-

nych funkei { f,}, kterd konverguje k f podle stfedu vzhledem k mife p. Potom posloupnost
nahodnych veli¢in { [ f,,(A) dZ(\)} konverguje podle stfedu a mizeme definovat

/f(/\) dZ(\) = Lim. /fn()\) dzZ()). (4.5)
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Spektralni rozklad stacionarni posloupnosti

Centrovanou stacionarni posloupnost {X;} se spektralni distribu¢ni funkci F'(\) muizeme

vyjadrit ve tvaru
™

th/eit)‘ dZ(\)  prot=...,—1,0,1,..., (4.6)

—Tr

kde pro vSechny borelovské podmnoziny B, Bs intervalu < —m, 7w > plati

EZ(B)Z(B,) = / dF (). (4.7)

B1() B2

Toto vyjadieni dostaneme ze spektralniho rozkladu kovarianéni funkece (4.1) pouzitim Kar-
hunenovy véty (viz Andél [1]).

4.2 Periodogram a testovani periodicity

Periodogram I(\) realné casové fady Xj, ..., X, se definuje vzorcem
Ly 2
= -1 <AL .
IO = 5N+ PO, —m<A<n (49
kde

a(N) = z": X; cos(At)

t=1

b = 3 X, sin(Ae).

t=1

P1i numerickém vypoctu se tento vzorec pouziva ve tvaru

1 n—1
IN) = —[co+2)_ crcos(k) |, (4.9)
27 —_
kde cg, ..., c,_1 jsou odhady autokovariancni funkce podle vzorce (1.5).

Periodogram byl ptivodné navrzen jako vhodny nastroj pro hledani neznamych frekvenci
A1, ..., Ap pii konstrukei modeli typu

p
Xo = lajeos(\jt) + Bysin(A\jt)] +&,  t=1....n (4.10)

J=1

Lze ukézat, ze pro fadu X; tohoto tvaru jsou hodnoty periodogramu malé a pohybuji se
piiblizné kolem hodnoty 02 /27, vyjma bodi Ay, ..., \,, v nichZ periodogram nabyva velkjch
hodnot tadu n (viz [1]).
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Fisheruv test

Pomoci Fisherova testu mizeme rozhodnout, jestli jsou nékteré hodnoty periodogramu vy-
znamné velké. Nulova hypotéza ma tvar

Xt = &y, (411)

kde &; je normélni bily $um s rozptylem o? a testujeme ji proti alternative
p
Xy = [ajcos(\t) + B;sin(A\jt)] + &, t=1,...,n, (4.12)
j=1
kde >F_ (o + 37) > 0 a & je normalni bily Sum. s rozptylem o2. Spocitdme hodnoty
periodogramu v bodech

o
)\;fzﬂ proj=1,...,m, (4.13)
n
kde m je nejvétsi celé ¢islo nepresahujici (n — 1)/2, a normujeme je do tvaru
I(\;
Y}-:m<73) proj=1,...,m. (4.14)
5 1)
Testova statistika ma tvar
W = max Y;. (4.15)
j=1l,...m

Rozdéleni statistiky W za platnosti nulové hypotézy je dano vyrazem

m
2

kde 0 < = < 1 a na pravé strané séitame tak dlouho, dokud jsou ¢leny (1 — kz) kladné.
Diikaz lze nalézt napf. v knize [1]. Pro m < 50 se doporucuje aproximace

P(W >z) =m(l—z)"! - ( )(1 e K (4.16)

PW >x)=m(l —z)" 1, (4.17)
pro velkd m mizeme pouzit aproximaci
1
P (y > ”“m> — 1 — exp{—exp(—2)}. (4.18)
m

Kritické hodnoty f(m, «) zaloZzené na téchto aproximacich maji pro zvolenou hladinu testu

o tvar

o\ 1/(m=1)
f(m,a) =1— <) pro m < 50 (4.19)
m

f(m, a) {=In] ln(lm a)l +Inm}
Nulovou hypotézu zamitame, pokud statistika W prekroci pfislusnou kritickou hodnotu
f(m,a). Jestlize chceme pokracovat v hledéni dalsich periodicit, mizeme pouzit postup,
ktery navrhl Whittle [27]. Nejvétsi hodnotu periodogramu vynechédme a cely postup zopaku-
jeme pro m—1. Takhle mtizeme pokracovat tak dlouho, dokud nezjistime vSechny periodicity.

V praxi se ukazalo, ze Fishertiv test nema prilis velkou silu, pokud se v casové rfadé vysky-
tuje vice nez jedna periodicita. Proto Siegel navrhl test, ktery tento nedostatek odstranuje.

pro m > 50. (4.20)
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Siegeluv test

Siegeltiv test je zalozen na statistice
= S, — M(m. o)) (421)
j=1

kde ()" je kladn4 ¢ast ¢isla z a 0 < A < 1 je pfedem zvolend konstanta. Doporucuje se volit
A = 0.6. Rozdéleni statistiky T za platnosti nulové hypotézy je ddno vzorcem

n

P(Ty > t) = Zg(—mkﬂﬂ (?) <l . 1) (” . 1)%{[1 N f(m,a) — YR (4.22)

=1

Tento vzorec odvodil Siegel [23].

4.3 Odhad spektralni hustoty

Za predpokladu spojitosti spektralni hustoty je jejim asymptoticky nestrannym odhadem
periodogram, bohuzel vsak rozptyl periodogramu nekonverguje k nule a tak se periodogram
miize i pro velkd n od spravné spektralni hustoty znacné lisit. Tuto nepfijemnou vlastnost
periodogramu miizeme obejit pouzitim ,,vyrovnaného® periodogramu tvaru

F00) = [s(=x)I(N) dx, (4.23)

—T

kde s()\) je omezend, po ¢astech hladka funkce. Je-li {X;} normalni redlna centrovana staci-
onarni posloupnost se spektralni hustotou f(\), pak je odhad (4.23) asymptoticky nestranny
a asymptoticky konzistentni odhad vyrazu

/ SO0 — o) f(A) dA, (4.24)

—T

ale volime-li s(\) tak, aby byla soustfedéna kolem bodu 0, miZeme dosdhnout toho, Ze
tento vyraz je dostatecné blizky odhadované hodnoté f(\g). Je mozné ukazat, ze (4.23) lze
ekvivalentné prepsat jako

n—1

F(Xo) = woco + 2 wiek cos(Aok), (4.25)

k=1
kde c;, jsou odhadnuté autokovariance (1.5) a wy, jsou vhodné volené vahy. Casto se pouzivaji
Parzenovy vahy

Wy = i( —%(1—%)) prok‘zO,l,...,%
W %( —%)3 prok=%+1,..., K
wy, = 0 pro k > K,

kde K se obvykle voli jako sudé ¢islo v rozmezi od n/6 do n/5.
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Kapitola 5

Testovani nezavislosti mezi ¢asovymi
radami

Casto je zapotiebi testovat nezavislost dvou ¢asovych fad. Nejjednodussi testy jsou zalozené
na korela¢nim koeficientu. V celé této kapitole budeme pracovat pouze se stacionarnimi
casovymi fadami.

5.1 Metody zalozené na korelaci

Vzajemna korela¢ni funkce

P11 vySetfovani nezavislosti dvou stacionarnich fad {Y;} a {Z;} miZeme spocitat korela¢ni
koeficient ¢ z dvojic (Y1, Z1), . .., (Yn, Z,). Tento postup je vSak nevhodny, pokud se zavislost
mezi ¢casovymi fadami projevuje s urcitym zpozdénim. Proto se definuje vybérova vzajemna
korela¢ni funkce r, jako vybérovy korelacni koeficient z ¢asovych fad {Y,,,} a {Z;} s nulovymi
stfednimi hodnotami vzorcem

min(n,n—s)

> YeuZ
. k=max(1,1—s)

ry = pros=0,£1,+£2 ..., £(n—1). (5.1)

S VRS 72
k=1 k=1

Prestoze az na vyjimky neni znam objektivni test pro vyhodnoceni vybérové vzajemné kore-
la¢ni funkce r,, mizeme z jejiho pribéhu nékdy vycist dilezitou informaci o typu zavislosti
mezi ¢asovymi fadami.

Bartlettuv test

Bartletttv test se tyka testu vyznamnosti korelac¢niho koeficientu r¢, takze je vhodny zejména
v pripadech, kdy se zavislost mezi ¢asovymi fadami projevuje bez zpozdéni. Nyni necht jsou
{Y;} a {Z,;} stacionarni, linearni a centrované ndhodné posloupnosti:

Y = bony +bimp—1 + ...,
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Zy = Pogr + Bigp1 + ...,
kde

o0 o0
sz < oo,ZB,f < o0
k=0 k=0

a {n:} a {&;} jsou centrované normalni procesy a var 1, = o2, var ; = 03, cov(n;, &) = po102,

cov(ns,nt) = cov(es, ;) = cov(ns,e;) = 0 pro s # t. Pro kovarianéni funkce Ry (t) a Ryz(?)
procesu {Y;} a {Z;} plati

Ry (t) =01 busrbs

prom >0 (5.2)
k=0
a o0
Rz(t) =03 BusrBx  prom >0.
k=0
Polozme

(5.3)

T =

L3 Yz,
k=1

/Ry (0)R(0) o4

Veli¢ina r je zjednodusenim korela¢niho koeficientu ry a mnohem lépe se s ni pocita. Jsou-li
procesy {Y;} a {Z;} nezavislé, pak plati

Er =0,
> Y. EY;Z;Y4 7
Jj=1k=1
var r = 5

Z predpokladané nezavislosti fad {Y;} a {Y;} méame

(5.5)

EY; 2,12y = EY;Y,EZ, 2y,
a (5.5) muzeme prepsat nasledujicim zptsobem

3

> ¥ Ry(j—k)Rz(j — k)
j=1k=1
var r =

5.6
Pro obycejny vybérovy korelacni koeficient r*

pocitany z nezavislych dvojic
(U1, V1), ..., (Up, Vi) se stejnym reguldrnim dvojrozmérnym norméalnim rozdélenim, které
mé nulovy korela¢ni koeficient, plati

Viz napi. Cramér [6].

(5.7)
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Bartlett usoudil, ze by r a r* mohly mit velmi podobné rozdéleni, protoze vzorce pro
tyto veli¢iny jsou témér stejné. Aby se dosahlo alespon asymptoticky shody prvnich dvou

momentil, polozme
1

var r

M = (5.8)
Prakticky provadime Bartletttiv test takto:
1. Vypocteme vybérovy korelacni koeficient ry.

2. Nalezneme vhodny model pro fady {Y;} a {Z;} a spocitdme pfislusné kovarian¢ni
funkce Ry (t) a Rz(t) dané modelem.

3. Vypocteme var r podle vzorce (5.6).
4. Vypocteme M = 1/var 7.

5. Vyznamnost rg testujeme stejné, jako by se jednalo o obycejny korelacni koeficient
pocitany z M nezavislych dvojic pozorovani.

Podrobné;jsi informace a ptesnéjsi zdivodnéni je mozné nalézt ve skriptech [3].

Korelace residui

Necht {Y;} a {Z;} jsou stacionarni autoregresni posloupnosti fadt p; a pa:
Yi=aYia+.. . +apYip +m, (5.9)
kde 7; jsou nezéavislé nahodné veli¢iny se stejnym rozdélenim N(0,0%); 02 > 0 a
Zi=01Zy 1+ ... 4y, Zypy F Ers (5.10)

kde &; jsou nezdvislé nahodné veli¢iny se stejnym rozdélenim N (0, 02); 03 > 0. Pokud bychom
méli k dispozici realizaci procest {n;} a {e;}, mohli bychom odhadnout jejich vzajemnou
korela¢ni funkci pomoci vzorce (5.1) jako

min(n,n—s)

k 1,1 n8+k€k
7, = Fomaxlzs) pro s = 0,+1,42, ..., +(n—1). (5.11)
> 07

k=1 k

M=

ol

3

1

Jsou-li procesy {n:} a {&:} nezévislé, pak pfi pevné zvoleném h ma veli¢ina

h
r=n Y 7 (5.12)

s=—h

asymptoticky rozdéleni x3,, . Podrobnéji viz skripta [3].
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V praxi mame k dispozici pouze odhady residui 7; a &;, poc¢itané rekurentné ze vztahi
(5.9) a (5.10). Nabizi se vzit misto 7s odhad

min(n,n—s)

L L ﬁs+kék
p, = Fomax(ll-o) pro s = 0,41, £2,...,£(n — 1). (5.13)
> E
k=1 k=1

Haugh [11] dokazal, Ze i pak ma veli¢ina
Sp=mn Y 7 (5.14)

pii n — oo asymptoticky rozdéleni 3, ;.

5.2 Spektralni metody

Zavislost mezi casovymi fadami miizeme vysetfovat také pomoci spektralni analyzy viceroz-
mérnych casovych rad.

Jsou-li {X};t €T}, ..., {X?P;t € T} redlné ndhodné posloupnosti (tj. 7' je mnozina celych
¢isel) s kone¢nymi druhymi momenty a stfednimi hodnotami i}, . . ., u, zavddime vzéjemnou
kovarianc¢ni funkci j-té a k-té ndhodné posloupnosti vztahem

Jsou-li stiedni hodnoty p}, ..., ¥ konstantni a zavisi-li viechny vz4jemné kovarian¢ni funkce
R;i(s,t) na svych argumentech pouze prostiednictvim jejich rozdilu, fikdme ze p-rozmérny
nahodny proces {(X},..., X}7);t € T} je (slab&) stacionarni. Podobné jako v jednorozmér-

ném piipadé se pak misto R (s,t) piSe R;i(s —t).
Pokud plati, ze R;;(0) > 0 pro vSechna j = 1,...,p, zavadi se vzajemné korela¢ni funkce

Rjp(t
Bji(t) = i (?) . (5.16)
1;;(0) Ry (0)

Spektralni rozklad vzajemné kovarian¢ni funkce

Dé se dokézat (viz napf. [1]), Ze kazdou vzdjemnou kovarianéni funkei Rjj(t) lze vyjadfit ve

tvaru
iy

Ru(t) = / et dF(N), (5.17)

—T

kde Fji(\) jsou spektralni distribu¢ni funkce. VSechny funkce Fji(\) jsou zleva spojité.
Funkce F};()) jsou navic redlné a Fj;(—m) =0, F;;(7) = R;;(0).
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Jsou-li vSechny funkce Fjjz(A) absolutné spojité a oznacime-li Fj,(\) = fjx(A), mizeme
pfepsat (5.17) ve tvaru

Rji(t) = ]ei”fjk(A) dA. (5.18)

Funkcim f;,()\) se fika spektralni hustoty. D4 se dokazat, ze spektralni hustoty existuji,
pokud plati podminka

> Rt <o proj=1,2,...,p. (5.19)
t=—00

Spektralni hustota f;,()\) s riznymi indexy j # k je obecné komplexni funkce a plati pro ni

fik(N) = fri(A) a fir(N) = fir(=N).

Koherené¢ni koeficient a faze

Nyni predpokladdejme, Ze vSechny spektralni hustoty f;i(\) pro j,k = 1,....p existuji a
fij(A) > 0proj =1,....pa -7 < A < 7. Jako mira zdvislosti mezi odpovidajicimi
periodickymi slozkami procestt { X7} a { X[} se zavadi koherenc¢ni koeficient

| fir(V)]

\V Fii(A) fre(A)

Tento vzorec pripominé definici korela¢niho koeficientu a také interpretace korelacniho a
koheren¢niho koeficientu je podobna. Hodnoceni koherenc¢niho koeficientu zavisi na metodé
jeho odhadu.

Pro nezavislé slozky je prislusny koheren¢ni koeficient nulovy. Déle se da dokazat (opét
viz [1]), ze

Cir(\) = pro A €< —m,m > . (5.20)

0<Ci(N) <1 pro A €< —m, ™ > . (5.21)

Necht ¢;,(A\) je redlna Cast spektralni hustoty fjx(A) a g¢x(A\) je jeji imagindrni Cast.
Potom
Fie(A) = cir(A) +igin(A). (5.22)

Funkci c¢ji()\) se Tikd kospektrum (anglicky ,cospectral density“) a funkei g;,(A\) kvadra-
tické spektrum (,,quadrature spectral density“). Pomoci ¢;(\) a ¢jx(\) mizeme koheren¢ni
koeficient napsat ve tvaru

NEXPSERAPY

Cik(\) = pro A €< —m,m > . (5.23)
Fii (M) fre(A)
Je-li kospektrum ¢ () # 0, definuje se faze
ij(/\)]
®,,(N\) = arctan . 5.24
) B (5:24)
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Ve fazovém koeficientu se promita casové zpozdéni odpovidajicich periodickych slozek. Pred-
pokladejme, Ze kazda periodicka slozka s frekvenci A fady X¥ je rovna periodické sloZce se
stejnou frekvenci A\ fady X} zpozdéné o hodnotu ¢()). Pak lze ukézat (viz [5] a [1]), Ze
Cik(A) = 1 a ®,;,(\) = arctantanp(N)]. Je-li —7/2 < p(A\) < 7/2, pak se fazovy ko-
eficient ®,;(A\) rovna piimo fazovému posunu ¢(A). Je-li napt. 7/2 < ¢(\) < 37/2, pak
®,,(\) = o(\) — 7 atd. Casové zpozdéni fady X} za fadou X/ v ramci frekvence A dosta-
neme jako p(\)/A.

Odhad vzajemného spektra, koheren¢niho koeficientu a faze

Pro zjednodusSeni predpokladejme, Ze mame k dispozici kone¢nou realizaci dvou c¢asovych
fad Yy,...,Y, a Zy,...,Z,. Kovariancni funkci {Y;} budu znadit Ry (t), kovarian¢ni funkci
{Z;} Rz(t) a vzajemnou kovarianéni funkci procesti {Y;} a {Z;} budu znacit Ry z(t). Zcela
obdobné budu indexovat i prislusné spektralni hustoty, koherenc¢ni koeficient, fazi a jejich
odhady.

Vzéajemna spektralni hustota fyz(\) se odhaduje zcela obdobné jako obycejna spektralni
hustota.

Necht nadhodné posloupnost {(Y;, Z;)} je normalni a centrovana. Vzajemny periodogram
{Y;} a {Z;} je definovén jako

1 & n .
Lix 2— S Ve ST Ze pro A €< —m,w > . (5.25)
=1 s=1

K ,rozumnému® odhadu vzajemné spektralni hustoty fyz()) se dojde obdobné jako pfi
odhadu oby¢ejné spektralni hustoty. Jako odhad fyz(\) dostaneme

frz(A Z wicy z(N)e ™, (5.26)
t=—n+1

kde w; je vahové funkce (nejéastéji se pouzivaji Parzenovy véhy (4.26)) a cyz(t) je odhad
vzajemné kovarianc¢ni funkce

n—t
cyz(t) = %ZYS“ZS prot=0,1,...,n—1,
s=1
cyz(t) = czy(—t) prot=-n+1,...,—-2, —1.

(5.27)

Rozepsanim vzorce (5.26) na redlnou a imaginirni ¢ast dostaneme nésledujici odhady
pro kospektrum

n—1
éyz()\) = wWp + Z wt[Cyz(t) + Czy(t)] costA (528)
t=1
a kvadratické spektrum
ijz()\) = Z wt[Czy(t) — Cyz(t)] sin tA. (529)
t=1
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Za odhad koherenc¢niho koeficientu Cy () se bere vybérovy koherenéni koeficient

V&) + ()

Cyp(n) = YL (5.30)
fr(N)fz(A)
Pokud pfi odhadu spektralnich hustot pouzijeme Parzenovy vahy, plati
0<Cyz(\) <1, (5.31)

pri pouziti jinych vah neni tato vlastnost odhadu koherenc¢niho koeficientu zarucena. Rozdé-
lenim vybérového koheren¢niho koeficientu se zabyval Goodman [8] [9]. Ukazal, zZe rozdéleni
Cyz(Xo) lze za predpokladu Cyz(Ag) = 0 aproximovat rozdélenim s distribuéni funkci

Fu)=1—(1—u?)"", (5.32)

kde b je tzv. ekvivalentni pocet stuptii volnosti. P¥i pouziti Parzenovych vah je b = 1.8n/m.
Faze ®y () se odhaduje pomoci

®y4(\) = arctan [ZZ&H . (5.33)
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Kapitola 6

Wolfova c¢isla

Wolfova ¢isla jako miru slunec¢ni aktivity zavedl profesor Rudolf Wolf z Curychu v roce 1849.
Definoval je jako W = K(10g + f), kde g je pocet skupin slune¢nich skvrn, f je celkovy
pocet slunecnich skvrn a K je konstanta pro danou observatof. Profesor Wolf je zpétné
z nejrizné€jsich prament urcil pro roky 1749 az 1848.

Casova fada ro¢nich primért Wolfovych ¢isel je asi nejéastéji analyzovanou ¢asovou fadou
viibec. Nékteré pristupy k predpovidani slunec¢niho cyklu vyuzivaji vztahy mezi velikosti
maxima, dobou ristu, dobou poklesu a ostatnimi charakteristickymi rysy slune¢niho cyklu.
Napt. Waldmeier (1968) rozttidil cykly podle jejich vlastnosti a navrhl tabulku pro predpovéd
slune¢ni aktivity zaloZenou na ,standardnich“ cyklech. Yule [29] pouzil pro Wolfova ¢isla
autoregresi druhého fadu, ale Moran [17] ukazal, ze model AR(2) pro ¢asovou fadu ro¢nich
pruméri Wolfovych ¢isel od roku 1751 do roku 1950, ktery odhadl jako

z; = 14.524 + 1.3507,_, — 0.6613z;_5

neposkytuje uspokojivé predpovédi. Schaerf [21] pouzil signifikantni koeficienty a pro vycen-
trovanou c¢asovou fadu roc¢nich primeért Wolfovych ¢isel od roku 1749 do roku 1924 dostal
model

2y = 1.2392; 1 — 0.552;_o + 0.1282;_g.

Box a Jenkins [4] uvazovali obecnéjsi ARMA modely a dosli také k autoregresi druhého fadu
zp = 14.9 + 1.327,; — 0.63z,_,

pro ¢asovou Ffadu ro¢nich pramért Wolfovych ¢isel od roku 1770 do roku 1869. Morris [18]
pouzil krokovou regresi na autoregresni model

Ty =0ag+a1xi_1+ ...+ ApTt—p + &

pro p = 30, a pro ro¢ni pruméry Wolfovych ¢isel od roku 1755 do roku 1964 dostal autore-
gresni model
xy = 5.055 + 1.250x; 1 — 0.538z;_9 + 0.189x;_g.
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Ro¢ni priméry Wolfovych ¢isel z let 1749 az 1992 jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
Stejna data jsou graficky znazornéna na obrazku 6.1. Dale budu pracovat pouze s vycen-
trovanymi daty. Vybérovy pramér Wolfovych ¢isel je 52.45656. Centrovanou c¢asovou fadu
ro¢nich primértt Wolfovych ¢isel od roku 1749 do roku 1992 budu v dal$im textu znacit
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1749 1780 1811 1842 1873 1904 1935 1966

Obrazek 6.1: Rocni primeéry Wolfovych cisel

‘1/i,. .. ,14/é44.

1749 | 809 834 477 478 30.7 122 9.6 10.2 324 47.6
1759 | 54.0 629 8.8 61.2 451 364 209 114 378 698
1769 | 106.1 100.8 81.6 66.5 34.8 306 7.0 198 925 1544
1779 | 126.2 84.8 68.1 385 228 102 241 829 132.0 130.9
1789 | 118.1 89.9 66.6 60.0 46.9 41.0 21.3 16.0 6.4 4.1
1799 | 6.8 145 34.0 45.0 43.0 475 422 281 10.1 8.1
1809 | 2.5 0.0 14 5.0 122 139 354 458 411 30.1
1819 | 240 15.6 6.6 4.0 1.8 86 166 36.6 49.6 64.2
1829 | 67.0 709 478 275 85 13.2 56.9 121.5 1383 103.2
1839 | 8.7 647 36.7 242 10.7 15.0 40.1 61.5 98.4 124.7
1849 | 96.3 66.6 645 541 39.0 206 6.7 43 227 548
1859 | 93.8 958 77.2 59.1 44.0 470 305 16.3 7.3 37.6
1869 | 74.0 139.0 111.2 101.6 66.2 44.7 170 11.3 124 3.4
1879 | 6.0 322 543 596 636 635 520 254 131 6.8
1889 | 6.2 7.1 35.6 729 8.1 78.0 64.0 41.8 26.2 26.7
1899 | 12.1 9.5 2.7 5.4 244 420 63.5 539 620 485
1909 | 43.9 18.6 5.7 3.6 1.4 96 474 571 1039 80.6
1919 | 636 376 26.1 142 58 16.7 443 639 69.0 77.8
1929 | 649 357 212 111 5.7 87 36.0 79.7 1144 109.6
1939 | 88.8 67.8 475 306 161 9.8 33.1 925 151.5 136.2
1949 | 135.1 839 694 314 139 44 380 141.7 189.9 184.6
1959 | 158.8 112.3 53.9 376 279 10.2 151 46.9 93.7 105.9
1969 | 105.6 104.7 66.7 689 382 344 155 126 275 92.7
1979 | 155.3 154.7 140.4 116.3 66.6 455 179 134 29.2 100.0
1989 | 157.8 142.3 1458 94.5
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Obrazek 6.2: Periodogram pro Wolfova c¢isla
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Obrazek 6.3: Odhad spektralni hustoty pro Wolfova cisla

Testy nahodnosti

Prestoze uz na prvni pohled Wolfova ¢isla rozhodné nevypadaji jako posloupnost nezavislych
nahodnych veli¢in, provedl jsem vSechny testy ndhodnosti popsané v teoretické casti.

V casové fadé ro¢nich pramért Wolfovych ¢isel je 99 bodt ristu. Stfedni hodnota poctu
bodit ristu je 121.5, rozptyl je 20.42. Testové statistika 22-25 — | — 4.9796] > 1.96 a
na pétiprocentni hlading pravdépodobnosti hypotézu ndhodnosti dat zamitdme kvili prlis
malému poctu bodi ristu.

Pocet bodu zvratu je 61. Testova statistika % = | — 15.2908| > 1.96 a ndhodnost
dat tedy zamita i test zalozeny na bodech zvratu. '

Spearmantv koeficient poradové korelace je 0.1511 a opét je prekroc¢ena kritickd hodnota
na pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti.

P1i medidnovém testu lezi nad medidnem 122 pozorovani, pod medianem 121 pozorovani
a na medidnu jedno pozorovani (median je 43.9). Pocet vytvorenych sérii je 47. Testova
statistika nabyva hodnoty —9.5781 a je prekrocena kritickd hodnota. Pocet vytvorenych
skupin je vyrazné mensi nez by mél byt.

Test pomoci odhadu rozptylu ze sousednich pozorovani nahodnost dat na pétiprocentni
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hladiné pravdépodobnosti také zamita (hodnota statistiky d je 0.3588), protoze sousedni
pozorovani jsou blizsi nez plyne z predpokladu ndhodnosti.

Fisheriv test je zalozen na periodogramu, ktery je na obrazku 6.2. Nejvyssi hodnota pe-
riodogramu je dosazena pro frekvenci odpovidajici délce periody 11.09. Hodnota statistiky
W z Fisherova testu je W = 0.2431 a je piekrocena pfislusna kritickd hodnota (0.0642). Po-
moci postupu, ktery navrhl Whittle pro testovani vyznamnosti dalsich periodickych slozek
dostaneme postupné periody: 10.61, 10.17, 244, 122, 8.41, 12.2, 8.13, 11.62, 9.38, 81.33, 9.76,
40.67, 61, 14.35, 48.8. Hodnota statistiky 7" ze Siegelova testu je T'= 0.3730 a kritickd hod-
nota (0.0327) je také prekro¢ena. Odhad spektralni hustoty je na obrazku 6.3. V nasledujici
tabulce jsou podrobné uvedeny vysledky Fisherova testu.

délka periody | statistika W | aproximace kritické hodnoty
11.09 0.2431 0.0642
10.61 0.1790 0.0646
10.17 0.1144 0.0651
244 0.1128 0.0656
122 0.1101 0.0661
8.41 0.0799 0.0666
12.20 0.0789 0.0671
8.13 0.0797 0.0676
11.62 0.0854 0.0681
9.38 0.0915 0.0686
81.33 0.0902 0.0692
9.76 0.0874 0.0697
40.67 0.0935 0.0703
61.0 0.1011 0.0709
14.35 0.0817 0.0714
48.80 0.0861 0.0720

Vysledky testi ndhodnosti jenom potvrzuji, co je na obrazku 6.1 vidét na prvni pohled.

Autoregrese

Prvnim problémem pfi konstrukci autoregresniho je hledani spravného radu modelu. K to-
muto Uucelu mizeme vyuzit odhady autokorelaci a parcidlnich autokorelaci, které jsou uve-
deny v nasledujici tabulce.

1 2 3 4 5 6 7 8
autokorelace 0.817 0.443 0.033 -0.275 -0.411 -0.352 -0.136 0.169
parcialni autokorelace | 0.817* -0.679* -0.111  0.036 0.024  0.146* 0.184* 0.229*

9 10 11 12 13 14 15 16
autokorelace 0.462 0.628 0.608 0.420 0.146 -0.108 -0.272 -0.317
parcialni autokorelace | 0.191* 0.016 -0.004 0.028 0.011 0.064 -0.050 -0.104

Vyznamné hodnoty parciadlni autokorela¢ni funkce jsou oznaceny hvézdickou. Identifika¢ni
bod parcidlni autokorela¢ni funkce je zfejmé 9.
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Obrazek 6.4: Odhad rozptylu bilého $sumu pro Wolfova ¢isla jako AR(k)

Na obrazku 6.4 jsou odhady rozptylu bilého Sumu po autoregresi k-tého radu. Odhad
rozptylu bilého Sumu vyrazné klesne pro model AR(2) a déle se uz pfilis neméni. Po optickém
posouzeni obrazku 7.2 bych ziejmé zvolil model AR(2).

Nejobjektivnéjsi nastroj pro volbu radu autoregrese jsou informacni kritéria popsana
v teoretické casti. Hodnoty kritérii AIC, BIC a HQ jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Stejné
hodnoty jsou graficky znazornény na obrazku 6.5. VSechna kritéria urcuji jako nejlepsi model
autoregresi fadu 9. Nejmensi hodnoty kritérii jsou v tabulce oznaceny hvézdickou.

f4d AR modelu | odhad 02  AIC BIC HQ

0 1733.3956  7.4578  7.4578  T7.4578
1 569.9029  6.3537 6.3680  6.3525
2 305.9278  5.7397  5.7684  5.7373
3 300.9487  5.7315  5.7745  5.7279
4 300.5520  5.7384  5.7957  5.7336
5 300.5304  5.7465  5.8182  5.7405
6 292.1088  5.7263  5.8123  5.7190
7 279.6277  5.6908  5.7912  5.6824
8 264.6641  5.6440  5.7587  5.6343
9 253.4878  5.6091* 5.7381* 5.5982*
10 253.4579  5.6172  5.7605  5.6050
11 253.4506  5.6253  5.7830  5.6120
12 253.4196  5.6334 5.8054 5.6189
13 253.4182  5.6416  5.8279  5.6258
14 252.1320  5.6447  5.8454  5.6277
15 251.3096  5.6496 5.8646  5.6315

Vzhledem ke shodé vSech informacnich kritérii jsem se rozhodl pro model AR(9). Odhad
parametri autoregresniho modelu fadu 9 pro Wolfova ¢isla podminénou metodou nejmensich
¢tverct je

Xy =1.1642X; 1 — 0.4056.X;_o — 0.1542X,;_3 + 0.1280X;_4 — 0.0933X;_5 +
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Obrazek 6.5: AIC, BIC a HQ pro stanoveni fadu autoregrese Wolfovych ¢isel

+0.0335X;_6 + 0.0048X;_7 — 0.0209.X;_g + 0.2157X;_g + &, (6.1)

kde {e;} je bily Sum s rozptylem o? = 253.488. Hodnota portmanteau statistiky je
Q17 = 7.9470, hodnota Box-Pierceovy statistiky je ()7, = 8.4738, prislusna kritickd hod-
nota rozdéleni x? o 8 stupnich volnosti je 27.9, hodnota McLeod-Liovy statistiky je 18.7796
a prislusna kritickd hodnota je 42.9. Adekvatnost tohoto modelu tedy nezamita zadny test
popsany v teoretické ¢asti. Konfidencéni intervaly pro autoregresni parametry, hodnota t-
statistiky pro test hypotézy, ze dany parametr je nula, a nejmensi hladina pravdépodobnosti,
na které zamitame nulovost parametru jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

parametr | odhad  95% interval spolehlivosti  t-statistika  hladina pravdépodobnosti
1 1.1642 (1.0384,1.2900) 18.1396 0.0000
2 -0.4056 (-0.6030,-0.2081) -4.0256 0.0001
3 -0.1542 (-0.3622,0.0536) -1.4540 0.1459
4 0.1280 (-0.0837,0.3397) 1.1853 0.2359
5 -0.0933 (-0.3050,0.1184) -0.8636 0.3878
6 0.0335 (-0.1793,0.2463) 0.3084 0.7578
7 0.0048 (-0.2078,0.2173) 0.0440 0.8387
8 -0.0209 (-0.2257,0.1839) -0.2001 0.8414
9 0.2157 (0.0844,0.3470) 3.2189 0.0013

Odhad parametri podminénou metodou nejmensich ¢tvercti tizce souvisi s detekci odleh-
Iych pozorovani pomoci diagonalnich prvka projekéni matice H. Touto metodou dostaneme
odlehlé vektory pro t = 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 203,
204, 205, 206, 207, 210, 211, 212, 213, 214, 215, 216, 217, 218, 232, 237, 243, 244. Jako odlehla
pozorovani muzeme tedy identifikovat pozorovani Wsg, Wisz, Woge a Wogg. Tato pozorovani
odpovidaji letim 1778, 1871, 1950 a 1957.

U Sesti (z celkového poc¢tu deviti) parametri modelu AR(9) nezamitame na pétiprocentni
hladiné pravdépodobnosti jejich nulovost. Proto jsem se pokusil najit vhodnéjsi model, ve
kterém W, zavisi pouze na néjaké podmnoziné z velicin W;_q,...,W,_g, kde K je maxi-
malni pocet parametri. Vhodnost téchto modeltt mizeme (stejné jako vhodnost obycejnych
autoregresnich modelt) posoudit pomoci informad¢nich kritérii AIC, BIC a HQ. Zvolil jsem
K = 15 a hledal model, pro ktery jsou AIC, BIC a HQ nejmensi. VSechna kritéria shodné
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urcila model
Wy = 1.2048W,_1 — 0.5163W;_o + 0.2072W;_g + &4, (6.2)

kde {&;} je bily um s rozptylem o2 = 256.6822. Odhad rozptylu bilého Sumu se oproti
modelu AR(9) zvétsil pouze nepatrné a pfitom se t¥ikrat snizil pocet parametri. Hodnota
portmanteau statistiky je ()17 = 9.9360, hodnota Box-Pierceovy statistiky je ()7, = 10.4322,
prislugna kritickd hodnota rozdéleni x? o 14 stupnich volnosti je 38.1, hodnota McLeod-Liovy
statistiky je Q75 = 18.7796 a piislusna kritickd hodnota je 42.9. Ani jeden test tedy nezamita
adekvatnost tohoto modelu. Konfiden¢ni intervaly pro autoregresni parametry jsou uvedeny
v nasledujici tabulce.

parametr | odhad  95% interval spolehlivosti  ¢-statistika  hladina pravdépodobnosti
1 1.2048 (1.1056,1.3040) 23.8009 0.0000
2 -0.5163 (-0.6159,0.4167) -10.1583 0.0000
9 0.2072 (0.1475,0.2669) 6.7998 0.0000
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Kapitola 7

Teploty

V nasledujici tabulce jsou uvedeny roc¢ni primérné teploty v Klementinu od roku 1771 do

roku 1992. Stejné hodnoty jsou graficky znazornény na obrazku 7.1.

1771 | 84 109 10.0 10.2 10.7 88 89 102 104 8.9
1781|103 89 101 84 79 74 102 98 102 10.2
1791 | 11.1 103 106 11.5 10.0 10.1 11.0 10.7 7.7 10.1
1801 | 10.9 10.2 92 96 &1 11.0 108 9.2 99 9.7
1811 | 11.2 86 95 84 95 9.0 99 101 104 9.2
1821 99 11.0 97 105 104 99 98 100 74 93
1831 9.7 94 99 114 97 97 83 72 91 76
1841 | 95 87 95 83 83 100 82 91 84 87
181 | 85 99 78 89 76 89 91 79 100 384
1861 | 9.2 98 104 74 91 100 91 112 94 81
1871 | 72 103 98 92 84 91 94 97 79 94
1881 | 82 96 90 95 94 94 80 84 88 89
1891 | 86 89 89 93 84 86 91 101 89 95
1901 | 87 82 96 98 93 95 92 87 87 95
1911 | 103 86 94 93 92 101 88 100 86 9.7
19211101 83 93 86 95 99 94 97 84 101
1931 | 88 96 89 11.3 10.0 98 102 10.1 9.7 7.5
1941 | 82 86 102 9.6 100 9.8 9.8 104 104 10.2
1951 | 104 9.7 105 91 89 83 101 9.7 102 938
1961 | 104 88 90 97 90 104 107 98 93 94
1971 | 10.1 9.8 10.0 10.8 10.7 10.2 103 9.6 99 9.0
1981 | 10.1 10.6 109 9.8 93 100 93 109 11.2 114
1991 | 10.0 11.4

Nejdrive jsem na data pouzil vSechny testy nahodnosti popsané v teoretické casti.

V ¢asové Tfadé rocCnich prumérnych teplot je 113 bodi ristu. Po vyskrtnuti stejnych
sousednich hodnot v fadé ztstalo 214 pozorovani. Stfedni hodnota poctu bodu ristu je
106.5, rozptyl je 17.92. Testova statistika [113-1065] _ 1 54 < 1.96 a na pétiprocentni hladiné

. VAT92
pravdépodobnosti hypotézu ndhodnosti dat nezamitame.
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Obrazek 7.1: Primeérné roc¢ni teploty v Klementinu

Pocet bodl zvratu je 150. Testova statistika % = 1.41 < 1.96 a ndhodnost dat
tedy nezamita ani test zalozeny na bodech zvratu. .

Spearmanuv koeficient poradové korelace je 0.0951 a opét neni prekrocena kriticka hod-
nota na pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti.

P1i medidnovém testu lezi nad medianem 107 pozorovani, pod medidnem 109 pozorovani
a na medidnu 6 pozorovani (medién je 9.6). Pocet vytvofenych sérii je 76. Testova statistika
nabyva hodnoty —4.36 a je pfekrocena kritickd hodnota. Pocet vytvorenych skupin je mensi
nez by mél byt. To by mohlo byt zptisobeno napriklad pfitomnosti rostouci nebo klesajici
tendence nebo pritomnosti periodické slozky s dlouhou periodou.

Test pomoci odhadu rozptylu ze sousednich pozorovani nahodnost dat na pétiprocentni
hladiné pravdépodobnosti také zamita (hodnota statistiky d je 1.48), protoze sousedni po-
zorovani jsou blizsi nez plyne z predpokladu ndhodnosti.

Vysledky testti ndhodnosti ukazuji na pritomnost rostouci nebo klesajici tendence nebo
periodické slozky. Vzhledem k tomu, Ze ndhodnost dat nezamitly testy zalozené na bodech
ristu a na Spearmanové koeficientu, bych se priklanél spise k té periodické slozce. Tuto
domnénku potvrzuji i vysledky Fisherova a Siegelova testu, které jsou uvedeny dale.

Dale budu pracovat pouze s vycentrovanymi daty. Vybérovy primér této casové fady je
9.4937. Centrovanou casovou fadu primérnych ro¢nich teplot od roku 1771 do roku 1992
budu v dalsim textu znacit jako 77, ..., T5oo.

7.1 Autoregrese

Nejdfive je zapotiebi urcit vhodny rad autoregrese. Odhady autokorelacni a parcidlni auto-

korela¢ni funkce 7, a rg pro k =1,...,16 jsou uvedeny v nasledujici tabulce.
1 2 3 4 5 6 7 8
autokorelace 0.244 0.240  0.102 0.167 0.089 0.171 0.147  0.067
parcilni autokorelace | 0.244*  0.192* 0.009 0.109 0.017 0.108 0.077 -0.044
9 10 11 12 13 14 15 16
autokorelace 0242 0.118 0.122 0.016 0.166 0.124 0.238 0.189
parcialni autokorelace | 0.210* -0.000 -0.001 -0.054 0.103 0.077 0.126 0.068

37



0.85

0.8 1

0.75 1

0.7 1

065 4—+—F+—+—F—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—

Obréazek 7.2: Odhad rozptylu bilého Sumu pro teploty jako AR(k)

K urceni radu autoregrese slouzi predevsim odhady parcialni autokorelace ry, které by
se pro k vétsi nez je spravny rad autoregrese nemeély vyznamné lisit od nuly. Vyznamnost ry
mizeme posoudit pomoci Quenouilleovy aproximace (1.9) pro smérodatnou odchylku ryy. V
nasem piipadé je n = 222 a tedy 6(rg) = 1/4/222 = 0.067. Jednoduchy test vyznamnosti
odhadi parcidlni autokorelacni funkce ziskame jejich porovnanim s hodnotou 2 - 0.067 =
0.134. Vyznamné hodnoty jsou v tabulce oznaceny hvézdickou. Vysledek tohoto postupu
ukazuje, ze by se méla pouzit autoregrese radu 2 nebo 9.

K urceni fadu autoregrese mohou poslouzit i odhady rozptylu bilého sumu na obrazku
7.2. Vidime, ze odhady kolisaji priblizné kolem stejné hodnoty pro fady 2 az 8 a u devitky
jesté o néco klesnou. Tato metoda tedy také ukazuje na model AR(2) nebo AR(9).

Dalsi a nejobjektivnéjsi moznost je pouziti informacnich kritérii. V nasledujici tabulce
jsou uvedeny hodnoty odhadu rozptylu bilého Sumu, AIC, BIC a HQ.

f4d AR modelu | odhad o2 AIC BIC HQ

0 0.8255  -0.1918 -0.1918 -0.1918
1 0.7752  -0.2456  -0.2303  -0.2470
2 0.7460  -0.2750 -0.2443* -0.2778
3 0.7459  -0.2661 -0.2202  -0.2704
4 0.7353  -0.2714 -0.2101  -0.2771
5 0.7348  -0.2631 -0.1864 -0.2701
6 0.7254  -0.2670  -0.1750  -0.2755
7 0.7206  -0.2646  -0.1574  -0.2745
8 0.7192  -0.2575  -0.1348  -0.2687
9 0.6857  -0.2963* -0.1583 -0.3090*
10 0.6856  -0.2873  -0.1340 -0.3014
11 0.6856  -0.2784  -0.1098  -0.2939
12 0.6838  -0.2720 -0.08819 -0.2889
13 0.6760  -0.2745 -0.0752  -0.2928
14 0.6717  -0.2717  -0.0572  -0.2915
15 0.6589  -0.2820 -0.0521  -0.3031
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Obrazek 7.3: AIC, BIC a HQ pro stanoveni fadu autoregrese teplot

Minimalni hodnoty jednotlivych kritérii jsou v tabulce oznaceny hvézdickou. Kritéria AIC
a HQ se shoduji na modelu AR(9), kritérium BIC uré¢ilo model AR(2). Hodnoty informacnich
kritérii jsou graficky znazornény na obrazku 7.3.

Nakonec jsem se rozhodl pro prumérné ro¢ni teploty v Klementinu pouzit model AR(9).
Pomoci podminéné metody nejmensich ¢tvercti popsané v teoretické ¢asti jsem dostal nasle-
dujici model:

T, = 0.1957T; 1 + 0.14327;_5 — 0.0395T;_5 + 0.10447;_4 — 0.02827}_5 +
+0.11287;_¢ + 0.05907;_7 — 0.08071}_g + 0.22167;_g + &4, (7.1)

kde {&;} je bilj $um s rozptylem o2 = 0.6857.

Model (7.1) jsem ovéfil vSéemi metodami popsanymi v teoretické ¢asti. Hodnota portman-
teau statistiky ) pro m = 16 je ()1 = 8.3396, prislusna kritickd hodnota na pétiprocentni
hladiné pravdépodobnosti je 26.0. Hodnota Box-Pierceovy statistiky Q7 je 8.9622, kriticka
hodnota je stejna jako pro portmanteau statistiku. Portmanteau ani Box-Pierceova statistika
platnost ovérovaného modelu nezamitaji. McLeod-Liova statistika Q)75 = 17.3851 a prislusna
kritickd hodnota je 41.3, takze ani tento test nezamita platnost modelu AR(9).

Z programu SOLO jsem dostal néasledujici tabulku, ve které jsou uvedeny intervaly spo-
lehlivosti, hodnota t-statistiky pro test hypotézy, ze dany parametr modelu AR(9) je nula a
prislusna hladina pravdépodobnosti.

parametr | odhad  95% interval spolehlivosti  ¢-statistika  hladina pravdépodobnosti
1 0.1957 (0.0638,0.3276) 2.908 0.0036
2 0.1432 (0.0091,0.2773) 2.0934 0.0363
3 -0.0395 (-0.1752,0.0962) -0.5699 0.5687
4 0.1044 (-0.0313,0.2401) 1.5078 0.1316
5 -0.0282 (-0.1648,0.1085) -0.4039 0.6863
6 0.1128 (-0.0234,0.2490) 1.6229 0.1046
7 0.0590 (-0.0779,0.1959) 0.8445 0.3984
8 -0.0807 (-0.2170,0.0555) -1.1611 0.2456
9 0.2216 (0.0871,0.3562) 3.2294 0.0012

S odhadem parametri tzce souvisi pristup k detekci odlehljch pozorovani zalo-
Zzeny na diagondalnich prvcich projekéni matice popsany v teoretické c¢asti. Pouzitim
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tohoto postupu dostaneme odlehlé vektory z, = (X;_1,...,X;9) pro indexy t =
22,24, 30,31, 32,33,36,37,38,71,72,73,101, 102, 103, 104, 105, 106, 107. Jako odlehla pozoro-
vani muzeme identifikovat Xog, X79 a Xi99. Tato pozorovani odpovidaji rokim 1799, 1840 a
1870.

U modelu AR(9) na pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti nezamitame nulovost 6 z cel-
kového poc¢tu 9 parametri (ani na desetiprocentni hladiné to neni o nic lepsi). Bylo by
vhodné pokusit se najit né€jaky model, kdy T; zavisi pouze na néjaké podmnoziné z posu-
nuti 73 _4,...,T; g, kde T;_ je ¢asové nejvzdalené€jsi pozorovani na kterém mize T; zavi-
set. K vybéru nejlepsiho ,,podmnozinového® autoregresniho modelu mezi velkym mnozstvim
(2%) modelii miizeme vyuzit informacni kritéria popsana v teoretické ¢dsti. Nejmensi AIC
(—0.3414) a nejmensi HQ (-0.3484) pro K = 15 (mezi 32768 moznostmi) dostaneme pro
nasledujici model:

T, = 0.18157; 1 + 0.13397;_2 + 0.18671;_9 + 0.09637;_13 4+ 0.16387}_15 + &, (7.2)

kde {&;} je bily $um s rozptylem o = 0.6795. Portmanteau statistika Q15 = 9.3707, ptislusna
kriticka hodnota na pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti je 33.1. Hodnota Box-Pierceovy
statistiky Q74 je 9.8635, kriticka hodnota je stejna jako pro portmanteau statistiku. Portman-
teau ani Box-Pierceova statistika platnost ovéfovaného modelu nezamitaji. McLeod-Liova
statistika Q75 = 18.2443 a prislusna kriticka hodnota je 41.3, takze ani tento test nezamita
platnost ovétovaného modelu. Intervaly spolehlivosti pro jednotlivé parametry jsou uvedeny
v nasledujici tabulce:

parametr | odhad  95% interval spolehlivosti  t-statistika  hladina pravdépodobnosti
1 0.1815 (0.0551,0.3078) 2.8148 0.0049
2 0.1339 (0.0053,0.2625) 2.0410 0.0413
9 0.1867 (0.0578,0.3155) 2.8398 0.0045
13 0.0963 (-0.0394,0.2274) 1.4387 0.1502
15 0.1638 (0.0312,0.2963) 2.4221 0.0154

Pokud tento model porovname s modelem AR(9), zjistime, Ze se snizil jak pocet para-
metri, tak i odhad rozptylu bilého sumu.
Stejnym postupem pomoci kritéria BIC bychom dostali model

T, = 0.20987T}_ + 0.2157T;_g + 0.19987T;_15 + &, (7.3)

kde {&;} je bily Sum s rozptylem o2 = 0.7006. Portmanteau statistika (Q5 = 14.5386), Box—
Pierceova statistika (Qjs = 15.1571), ani McLeod-Liova statistika (Qj5 = 19.0359) platnost
modelu nezamitaji. U tohoto modelu se oproti modelu (7.2) o néco zvysil odhad rozptylu
bilého Sumu, ale zato mtizeme na pétiprocentni hladiné zamitnout nulovost vSech parametr,
viz nasledujici tabulka.

parametr | odhad  95% interval spolehlivosti  ¢-statistika  hladina pravdépodobnosti
1 0.2098 (0.0853,0.3342) 3.3035 0.0010
9 0.2157 (0.0874,0.3439) 3.2962 0.0010
15 0.1998 (0.0692,0.3304) 2.9987 0.0027
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Obréazek 7.4: Periodogram pro teploty
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Obrazek 7.5: Odhad spektralni hustoty pro teploty

7.2 Spektrum

Spektralni analyza je vhodna zvlasté pro zjistovani pripadné periodicity. Na obrazku 7.4 je
periodogram pro teploty.

Nejvétsi normovana hodnota periodogramu, kterda se pouziva jako testova statistika ve
Fisherové testu je W = 0.1717 a odpovida délce periody 222. Aproximace kritické hodnoty
Fisherova testu je 0.0697 a Fishertiv test tedy na pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti
nadhodnost dat zamita. Pak jsem pouzil postup, ktery navrhl Whittle pro hledani dalsich
vyznamnych periodickych slozek, ale zadnéa dalsi periodickad slozka uz kritickou hodnotu
Fisherova testu neprekrocila.

Hodnota statistiky 7T ze Siegelova testu je T = 0.1298, pfislusna kritickd hodnota je
0.0350 a Siegeliiv test nulovou hypotézu také zamita.

Odhad spektralni hustoty ziskany pomoci Parzenovych vah je na obrazku 7.5. Vzhledem
k tomu, ze Fisheriv test objevil vyznamnou periodicitu a vzhledem k jeho konstrukci, kdy
se vlastné testovala pritomnost periodickych slozek odpovidajicich periodam 222 111, ...
(o chovani periodogramu pro periody napf. mezi 111 a 222 nemame zadnou informaci),
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Obrazek 7.6: Periodogram teplot pro délky period
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Obrazek 7.7: Pramérné teploty a odhadnutéa perioda

je vhodné spocitat periodogram odpovidajici periodam 2,3, ...,222 abychom mohli urcit
periodu, pro kterou skutecné periodogram nabyva svého maxima. Periodogram pro periody
2,...,222 je na obrazku 7.6 a nejvétsi hodnoty nabyva pro periodu délky 197.

Metodou nejmensich ¢tvercii jsem prolozil daty sinusoidu s periodou 197

T, = 0.1707 sin(27t/197) + 0.4682 cos(2mt/197) + (7.4)

kde z; jsou odchylky T} od prolozené sinusoidy, které se pokusim dale modelovat. Odhadnuta
sinusoida je i s primeérnymi roc¢nimi teplotami na obrazku 7.7. Intervaly spolehlivosti pro
odhadované parametry z programu SOLO jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

parametr | odhad  95% interval spolehlivosti  t-statistika  hladina pravdépodobnosti
sin 0.1707 (0.0095,0.3318) 2.0761 0.0379
cos 0.4682 (0.3177,0.6187) 6.0985 0.0000

Pro c¢asovou radu z; jsem se pokusil najit vhodny autoregresni model. Podle kritéria

vz

dale autoregresné nemodelovat a prohlasit ji za bily Sum s rozptylem 0.6889. Pro tento
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Obrazek 7.8: Vzajemna korelacni funkce pro teploty a Wolfova cisla
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Obrazek 7.9: Koherencéni diagram pro teploty a Wolfova cisla

model je portmanteau statistika ()16 = 20.4186, Box—Pierceova statistika ()74 = 21.4676 a
McLeod-Liova statistika ()75 = 22.8730. Ani jedna statistika nepfekracuje pfislusnou kritic-
kou hodnotu.

Kritéria AIC a HQ se pro ¢asovou fadu z; shodla na modelu

2z = 0.10852;—1 — 0.10712;_g + 0.13242;_9 — 0.13342;_12 + 0.11332;_15 + &4, (7.5)

kde {e;} je bily sum s rozptylem o2 = 0.6415. Pro tento model je portmanteau statistika
Q16 = 5.1423, Box-Pierceova statistika ()73 = 5.3201 a McLeod-Liova statistika Q5 =
17.5816. Opét ani jedna statistika nepiekracuje piislusnou kritickou hodnotu rozdéleni 2.
Intervaly spolehlivosti pro autoregresni parametry jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

parametr | odhad  95% interval spolehlivosti  t-statistika  hladina pravdépodobnosti
1 0.1085 (-0.0215,0.2385) 1.6361 0.1018
8 -0.1071 (-0.2393,0.0251) -1.5877 0.1124
9 0.1324 (-0.0007,0.2655) 1.9486 0.0513
12 -0.1334 (-0.2663,-0.0004) -1.9672 0.0492
15 0.1133 (-0.0198,0.2464) 1.6690 0.0951
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7.3 Zavislost na Wolfovych cislech

Odhad vzajemné korela¢ni funkce rrw (k) pro teploty a Wolfova ¢isla je na obrazku 7.8.
Vzhledem k tomu, ze zavislost slunecni aktivity na priameérnych teplotach v Klementinu by
se velice Spatné zdivodriovala, pocital jsem hodnoty rry (k) jenom pro k > 0. Protoze méame

k dispozici Wolfova ¢isla uz od roku 1749, mtzeme rry (k) pro k = 0,. .., 22 pocitat jako
> TWiy
r TW( —

k) = |
\/Z T2S Wik
=1 =1

Jednoduchy odhad smérodatné odchylky rrw (k) je 6, = 1/4/n, kde n je pocet pozorovani, v
nasem piipadé 222. Porovnanim |ryy (k)| s dvojnasobkem této smérodatné odchylky ziskdme
jednoduchy test vyznamnosti dané hodnoty vzajemné korela¢ni funkce. Meze ziskané touto
metodou jsou na obrazku 7.8 také vyznaceny a je vidét, ze jsou prekroceny az pro prilis velké
zpozdéni, nez aby se dala tato zavislost rozumné interpretovat.

V réamci spektralni analyzy mitzeme hodnotit zavislost ¢asovych fad pomoci koheren¢niho
koeficientu (obr. 7.9), ktery nikde neptekracuje kritickou hodnotu zaloZenou na Goodmanové
aproximaci.
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Kapitola 8
Srazky

V nasledujici tabulce jsou uvedeny roc¢ni thrny srazek v Klementinu namérené v letech 1876
az 1992. Stejna data jsou graficky znazornéna na obrazku 8.1.

1876 | 632 613 637 679 819 662 830 602 657 560
1886 | 700 541 750 677 850 665 625 B557 775 738
1896 | 704 803 630 758 804 702 688 691 545 700
1906 | 699 674 543 732 799 505 757 660 677 821
1916 | 746 573 624 693 641 526 822 734 616 730
1926 | 840 662 647 549 706 688 632 529 555 631
1936 | 700 693 748 880 769 863 542 485 79T T28
1946 | 726 570 646 628 631 551 678 499 761 710
1956 | 717 696 804 498 717 650 565 587 648 833
1966 | 841 724 670 560 747 576 545 547 801 612
1976 | 579 781 631 745 724 886 531 623 635 658
1986 | 727 751 726 579 549 570 627

Nejdrive jsem na data pouzil vSechny testy ndhodnosti popsané v teoretické Casti.
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Obréazek 8.1: Rocni thrny srazek v Klementinu
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Celkem je v c¢asové fadé roc¢nich thrni srézek 117 pozorovani. Vedle sebe nikde nejsou
stejné hodnoty. Stiedni hodnota poc¢tu bodi ristu je 58, rozptyl je 9.83. Skutecny pocet
bodi ristu je 56. Testova statistika % = | — 0.64] < 1.96 a na pétiprocentni hladiné
pravdépodobnosti hypotézu nahodnosti dat nezamitéme.

Pocet bodi zvratu je 73. Stredni pocet bodi zvratu je 76 , rozptyl je 20.48. Testova sta-
tistika |\7/3;%12| = | —0.81| je mensi nez kritickd hodnota norméalniho rozdéleni na pétiprocentni
hlading pravdépodobnosti 1.96 a ndhodnost dat tedy nezamita ani test zalozeny na bodech
zvratu.

Spearmanuv koeficient poradové korelace je —0.0848 a opét neni prekrocena kriticka
hodnota na pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti.

P1i medianovém testu lezi nad medianem 57 pozorovani, pod medidnem 58 pozorovani a
na medidnu 2 pozorovani (medién je 677). Pocet vytvofenych sérii je 51. Testova statistika
nabyva hodnoty —1.22 a neni prekrocena kriticka hodnota.

Test pomoci odhadu rozptylu ze sousednich pozorovani nahodnost dat na pétiprocentni
hladiné pravdépodobnosti také nezamita (hodnota statistiky d je 1.94).

Vysledky Fisherova a Siegelova testu jsou podrobné uvedeny dale, ale ani tyto dva testy
nahodnost dat na pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti nezamitaji.

Zadny test ndhodnosti popsany v teoretické ¢asti na pétiprocentni hladiné pravdépodob-
nosti nezamitl nahodnost dat. Zatim se ¢asova fada ro¢nich thrnii srazek jevi nejspise jako
posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in.

Déle budu pracovat pouze s vycentrovanymi daty (od dat ode¢tu jejich vybérovy pramér,
abych mohl pfedpoklddat, Ze analyzovana ¢asova Ffada mé nulovou stfedni hodnotu). Vybé-
rovy prumér této casové fady je 674.1025. Centrovanou casovou fadu roc¢nich thrnd srazek
v Klementinu od roku 1876 do roku 1992 budu v dal$im textu znacit jako S, ..., Si17.

8.1 Autoregrese

I kdyz vysledky testti ndhodnosti nejsou prilis povzbudivé, pokusil jsem se nalézt autoregresni
model. Odhady autokorelacni a parciadlni autokorela¢ni funkce jsou uvedeny v nasledujici
tabulce:

1 2 3 4 5 6 7 8
autokorelace 0.028 -0.016 -0.120 -0.024 -0.206 -0.022 -0.078 -0.061
parcialni autokorelace | 0.028 -0.016 -0.119 -0.018 -0.212* -0.029 -0.099 -0.119

9 10 11 12 13 14 15 16
autokorelace 0.026 0.110 -0.087 -0.109 0.088 0.001 0.005 0.126
parcialni autokorelace | 0.004 0.034 -0.137 -0.154 0.060 -0.053 -0.021 0.102

Vyznamnost hodnot parcidlni autokorela¢ni funkce mizeme opét posoudit pomoci Que-
nouilleovy aproximace pro smérodatnou odchylku parcialni autokorela¢ni funkce. Vyznam-
nost hodnot 74 uréujeme porovnanim s ¢islem 2/ V117 = 0.185. Vyznamna hodnota 75 5 je
oznacena hvézdickou.

Odhady rozptylu bilého sumu po autoregresi fadu k jsou na obrazku 8.2. Odhad rozptylu
bilého Sumu se zmensi pro rady autoregrese 5 a 12.

Jako dalsi nastroj pro urceni fadu autoregrese jsem pouzil informacni kritéria AIC, BIC
a HQ, popsana v teoretické ¢asti. VSechna kritéria se shodla na fadu autoregrese 0 a ziejmé
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Obréazek 8.2: Odhad rozptylu bilého $umu pro srazky jako AR(k)

tedy neméa smysl pokouset se hledat vhodny autoregresni model. Informac¢ni kritéria AIC,
BIC a HQ jsou uvedena v nasledujici tabulce, nejmensi hodnoty jednotlivych kritérii jsou
oznaceny hvézdickou. Tytéz hodnoty jsou graficky znazornény na obrazku 8.3.

fad AR modelu | odhad 02  AIC BIC HQ

0 9106.6561 9.1168* 9.1168* 9.1168*
1 9099.4096 9.1331  9.1567  9.1293
2 9096.9006 9.1499  9.1971  9.1424
3 8964.5496  9.1523  9.2231  9.1410
4 8960.3103  9.1689  9.2634  9.1539
) 8534.9392 9.1374  9.2554  9.1186
6 8524.2425 9.1532  9.2949  9.1307
7 8433.9602 9.1597  9.3249  9.1334
8 8302.6842 9.1611 9.3499  9.1310
9 8302.6665 9.1782  9.3906  9.1444
10 8294.2883 9.1943  9.4303  9.1567
11 8113.0475 9.1893  9.4490  9.1480
12 7859.4656 9.1746  9.4579  9.1295
13 7836.9485 9.1888  9.4957  9.1400
14 7810.1466  9.2025  9.5330  9.1499
15 7808.0723 9.2193  9.5734  9.1630

Opét jsem se pokusil najit autoregresni model, ve kterém S; zavisi pouze na néjaké
podmnoziné posunutych pozorovani S;_1,...,S;_15. Kritérium AIC jako nejvhodnéjsi (mezi
215 = 32768 moznostmi) vybralo nasledujici model:

St = —02318515,5 - 0.15245,5,12 + Et, (81)

kde {&;} je bily sum s rozptylem o> = 8519.7. Pro tento model je portmanteau statis-
tika @12 = 6.9819, Box—Pierceova statistika )], = 7.5064 a McLeod-Liova statistika
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Obrazek 8.3: AIC, BIC a HQ pro stanoveni fadu autoregrese srazek

15 = 9.7027. Kritickd hodnota pro portmanteau a Box—Pierceovu statistiku je 31.4, kriticka
hodnota pro McLeod-Liovu statistiku je 34.8. Ani jeden test nezamita platnost zkonstruo-
vaného modelu.

Intervaly spolehlivosti pro autoregresni parametry ziskané z programu SOLO jsou uve-
deny v nasledujici tabulce.

parametr | odhad  95% interval spolehlivosti  t-statistika  hladina pravdépodobnosti
5 -0.2318 (-0.4153,0.0483) -2.5026 0.0137
12 -0.1524 (-0.3433,0.0386) -1.5809 0.1166

Kritérium BIC je nejmensi pro model
St = —021415’,575 + Et, (82)

kde {&;} je bily sum s rozptylem o2 = 8704.9. Hodnota portmanteau statistiky Qi pro
tento model je Q)12 = 9.6247, Box—Pierceova statistika ()7, nabyva hodnoty @7, = 10.4765
a McLeod-Liova statistika ()75 se rovna 6.0807. Kritickd hodnota pro portmanteau a Box—
Pierceovu statistiku je 33.1, kritickd hodnota pro McLeod-Liovu statistiku je 34.8. Na péti-
procentni hladiné pravdépodobnosti tedy platnost tohoto modelu nezamitame.

Intervaly spolehlivosti pro autoregresni parametry ziskané z programu SOLO jsou uve-
deny v nasledujici tabulce.

parametr odhad 95% interval spolehlivosti  t-statistika  hladina pravdépodobnosti
5 -0.2141 (-0.3975,-0.0308) -2.3139 0.0224

Kritérium HQ je nejmensi pro model

S, = —0.16385,_5 — 0.25935,_5 — 0.12505,_7 — 0.13895,_5 —
—0.12655;_11 — 0.1743S;_15 + &4, (8.3)

kde {g;} je bily sum s rozptylem o> = 8001.4. Portmanteau statistika Q12 nabyva hod-
noty Q12 = 2.6208, Box—Pierceova statistika @)}, = 2.8063 a McLeod-Liova statistika
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Obrazek 8.4: Periodogram a odhad spektralni hustoty pro srazky

15 = 8.0102. Kritickd hodnota pro portmanteau a Box—Pierceovu statistiku je 24.1, kri-

tickd hodnota pro McLeod—Liovu statistiku je 34.8. Ani platnost tohoto modelu tedy na
pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti nezamitame.

Pouze u jednoho parametru nezamitame na pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti jeho
nulovost. Proto se mi tento model nezda ptilis vhodny. Nejmensi hladina pravdépodobnosti,
na které jesté zamitame nulovost parametri a intervaly spolehlivosti jsou uvedeny v néasle-
dujici tabulce.

parametr | odhad  95% interval spolehlivosti  ¢-statistika  hladina pravdépodobnosti
3 -0.1638 (-0.3481,0.0204) -1.7619 0.0808
5 -0.2593 (-0.4420,-0.0766) -2.8120 0.0058
7 -0.1250 (-0.3102,0.0601) -1.3381 0.1836
8 -0.1389 (-0.3264,0.0486) -1.4681 0.1449
11 -0.1265 (-0.3118,0.0587) -1.3538 0.1786
12 -0.1743 (-0.3677,0.0191) -1.7855 0.0769

8.2 Spektrum

Periodogram pro roc¢ni thrny srazek je na

obrazku 8.4. Nejvyssi hodnota normovaného pe-

riodogramu je dosazena pro periodu 3.25, W = 0.0793. Kritickd hodnota Fisherova testu na
pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti (0.1212) neni pekro¢ena a hypotézu ndhodnosti dat
nezamitame. Hodnota Siegelovy statistiky 7" je 0.0065 a kritickd hodnota na pétiprocentni
hladiné pravdépodobnosti (0.0554) neni piekroc¢ena ani v tomto ptipadé.

Odhad spektralni hustoty pomoci Parzenovych vah je na obrazku 8.4.

8.3 Zavislost na Wolfovych c¢islech a teplotach

Zavislost na Wolfovych ¢islech

Vzéjemna korelaéni funkce rgyy (k) pro srazky a Wolfova ¢isla je na obrazku 8.5 a mé na prvni
pohled velice pravidelny prubéh. Zajimavé jsou predevsim nizké hodnoty vzajemné korelacni
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Obrazek 8.5: Vzajemna korela¢ni funkce pro srazky a Wolfova ¢isla
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Obrézek 8.6: Koheren¢ni a fazovy diagram pro Wolfova ¢isla a srazky

funkce pro k = 2, 3, 4, které svédci o ponekud opozdéné zavislosti srazek na Wolfovych ¢islech.

Prislusny koherenc¢ni diagram je na obrazku 8.6. Kriticka hodnota zalozena na Goodma-
noveé aproximaci je prekrocena pro délky period vétsi nez 110 a pro délky period zhruba mezi
10.5 a 8.8. Nejvétsi hodnota koherenéniho diagramu pro délky period mezi 10.5 a 8.8 je do-
sazena pro délku periody 9.57. Odpovidajici hodnota faze @y g(N)je —1.3381, coz odpovida
¢asovému zpozdéni srazek za Wolfovymi ¢isly (—1.3381 + 7) - 9.57/27 = 2.7469. Vyznamna
hodnota koheren¢niho koeficient pro délku periody i odpovidajici ¢asové zpozdéni v ramci
této periody pékné odpovidaji pribéhu vzajemné korelaéni funkce rgy (k). Fazovy diagram
pro Wolfova cisla a srazky je na obrazku 8.6.

Zavislost mezi srazkami a teplotami

Vzéjemna korelaéni funkce mezi srazkami a teplotami rgr(k) je na obrazku 8.7. Vyznamné
se lisi od nuly pro £ = 0 a £ = 1. Tento vysledek se da interpretovat tak, ze hodné srazek
snizuje v daném roce prumeérnou teplotu a vyssi prameérné teploty snizuji v pristim roce
mnozstvi srazek. Pro k < 0 jsou hodnoty vzajemné korela¢ni funkce malé, takze primeérné
ro¢ni teploty na mnozstvi srazek v minulych letech ziejmé nezavisi.
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Obrazek 8.8: Koheren¢ni a fazovy diagram pro teploty a srazky

Koherené¢ni koeficient (obr. 8.8) Crg(\) vychéazi vyznamné pro délky period vétsi nez 16 a
pro délky period mezi 2.62 a 2.72. Nejvétsi hodnota koheren¢niho diagramu pro délky period
mezi 2.62 a 2.72 je dosaZzena pro délku periody 2.65. Odpovidajici hodnota faze ®75())je
1.1878, coz odpovidd ¢asovému zpozdéni srazek za teplotami 1.1878 - 2.65/2r = 0.5010.
Toto ¢asové zpozdéni pékné odpovida vzéjemné korela¢ni funkei rgr(k), kterd také ukazuje
obdobné zpozdéni. Fazovy diagram pro teploty a srazky je na obrazku 8.8.

Odhad modelu

Model, ktery bere do tivahy zavislost na teplotach a Wolfovych ¢islech jsem pomoci kritéria
AIC odhadl jako

Sy = —0.20335;_3 — 0.21425;_5 — 0.1636S;_s — 0.17795;_11
—0.16425;_15 — 24.4743T;, 1 — 0.5198W;_4 + &, (8.4)

kde {&;} je bily $sum s rozptylem o2 = 7230.45. Pro tento model je portmanteau statis-
tika Q12 = 8.46412, Box—Pierceova statistika @7, = 9.0728 a McLeod-Liova statistika
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15 = 9.5907. Kritickd hodnota pro portmanteau a Box—Pierceovu statistiku je 22.1, kri-
tickd hodnota pro McLeod—-Liovu statistiku je 34.8. Ani jedna statistika neptekrocila kri-
tickou hodnotu na pétiprocentni hladiné pravdépodobnosti a platnost tohoto modelu tedy
nezamitame. Intervaly spolehlivosti pro parametry tohoto modelu jsou uvedeny v nasledujici
tabulce.

parametr odhad 95% interval spolehlivosti  t-statistika  hladina pravdépodobnosti
St—3 -0.2033 (-0.3806,-0.0261) -2.2732 0.0250
St—5 -0.2142 (-0.3899,-0.0384) -2.4150 0.0174
Si—g -0.1636 (-0.3432,0.0160) -1.8054 0.0737
St—11 -0.1779 (-0.3579,0.0022) -1.9577 0.0528
St—12 -0.1642 (-0.3478,0.0194) -1.7724 0.0791
Ti—1 -24.4743 (-45.8005,-3.1481) -2.2743 0.0249
Wi—a -0.5198 (-0.9050,-0.1347) -2.6749 0.0086

Pomoci kritéria BIC jsem dostal model
Sy = —0.20455;_5 — 26.20917T}_1 + &4, (8.5)

kde {&;} je bily sum s rozptylem o2 = 8308.58. Hodnota portmanteau statistiky pro tento
model je Q15 = 14.0720, Box—Pierceova statistika Q], je 15.2433 a McLeod-Liova statis-
tika Q)75 = 7.6440. Kritickd hodnota pro portmanteau a Box-Pierceovu statistiku je 31.4,
kritickd hodnota pro McLeod-Liovu statistiku je 34.8. Platnost tohoto modelu na pétipro-
centni hladiné pravdépodobnosti nezamitame. V néasledujici tabulce jsou uvedeny intervaly
spolehlivosti pro parametry.

parametr odhad 95% interval spolehlivosti  t-statistika  hladina pravdépodobnosti
Si—5 -0.2045 (-0.3845,-0.0245) -2.2502 0.0263
Ti—1 -26.2091 (-48.2302,-4.1879) -2.3575 0.0201

Kritérium HQ jako nejlepsi uréilo skoro stejny model jako kritérium AIC:

Sy = —0.1966S5;_5 — 0.20785,_5 — 0.1616S,_s — 0.20325;_1;
—0.16115;_12 — 29.40817}_1 + 14.95187}_5 — 0.5722W,_4 + ¢4, (8.6)

kde {g;} je bily Sum s rozptylem ¢ = 7125.69. Pro tento model je portmanteau sta-

tistika Q12 = 7.2270, Box—Pierceova statistika ()], = 7.7260 a McLeod-Liova statistika

15 = 10.4361. Kritickd hodnota pro portmanteau a Box—Pierceovu statistiku je 20.0, kri-
tickd hodnota pro McLeod—Liovu statistiku je 34.8. Na pétiprocentni hladiné pravdépodob-
nosti tedy platnost ovérovaného modelu nezamitadme. Konfidenc¢ni intervaly pro parametry

tohoto modelu jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

parametr odhad 95% interval spolehlivosti  t-statistika  hladina pravdépodobnosti
Si_3 -0.1966 (-0.3737,-0.0196) -2.2008 0.0299
St—s5 -0.2078 (-0.3833,-0.0322) -2.3454 0.0208
Si_g -0.1616 (-0.3408,0.0175) -1.7879 0.0766
St—11 -0.2032 (-0.3871,-0.0193) -2.1898 0.0307
St—12 -0.1611 (-0.3442,0.0221) -1.7429 0.0842
Ti—1 -29.4081 (-52.0378,-6.7784) -2.5756 0.0113
Ti—o 14.9518 (-8.4582,38.3618) 1.2659 0.2083
Wi_a -0.5722 (-0.9650,-0.1794) -2.8873 0.0047
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