I. Uvod

1.1. Vyroky a metody dukazu

e Vyrok je tvrzeni, o kterém mé smysl Fici, ze je pravdivé ¢i ne.

e Vytvafeni novych vyroku: Logické spojky & a Vv, Implikace =, Ekvivalence
&, Negace —.

e Obecny kvatifikator V a existenéni kvantifikator 3.

e Negace vyroku.

Metody dukazu tvrzeni:

Pifmy dikaz: (A= Cy = Cy=---= B) = (A= B).
Nepiimy dukaz: (A = B) < (—-B = -A4)

Dukaz sporem: (A = B) < —(A & —B)

Matematicka indukce:

V(1) & (VneN; V(n) = V(n+1)) = (VneN, V(n))

1.2. Mnozina redlnych ¢&isel

Definice. Necht M C R. Rekneme, ze M je omezend shora (omezend zdola),
jestlize existuje a € R tak, ze pro viechna x € M plati x < a (z > a).

Definice. Necht M C R je shora omezend. Cislo s € R nazyvame supremem M
pokud

(i) Ve e M :xz <s;

(i) VyeR, y<sIreM:y<uzx.

Necht M C R je zdola omezena. Cislo i € R nazyvame infimem M pokud

(i) Ve e M i <u;
(i) VyeR,i<yIreM:z<y.

Definice. Na mnoziné R je ddna relace < (C R x R), operace s¢itdni 4, operace
néasobeni - a mnozina R obsahuje prvky 0 a 1 tak, ze plati

I()Ve,y,zeR: 2+ (y+2)=(x+y)+= asociativita +
W) Ve,ye R: c4+y=y+a komutativita +
wi)VeeR: z+0=zx existence 0
w)VeeRI—zeR: 2+ (—z)=0 existence opacného prvku +

(
(
(
(
(iv) Vx,y,z € R: z(yz) = (zy)z asociativita -
(v) Ve, y e R: zy = yx komutativita +
(vi)VxeR: zl =1z existence 1
(vii) Ve e R\ {0} Izt eR: zz ' =1 existence opac¢ného prvku -
(

viii) Vo,y,z € R: (x+y)z =2z +yz distributivita
1



II (i)Ve,yeR: (a<y&y<z)=zx=y slabd antisymetrie
(i) Ve,y,zeR: (e <y &y<z)=x<z transitivita
(tit) Ve,y e R: (2 <y)V (y < x) dichotomie
() Va,y,zeR: z<y=>ax+2<y+z séitanf a <
(V)Ve,yeR: (0<2&0<y=0<ay) ndsobeni a <

11T Je-li M C R neprazdnda shora omezenad mnozina, pak existuje supremum M.
Konec 1. predndsky

Véta L 1 (o existenci infima). Necht M C R je neprdzdnd zdola omezend mnoZina.
Pak existuje inf M.

Véta L 2 (Archimedova vlastnost). Ke kaZdému x € R existuje n € N tak, Ze
x < n.

Véta L 3 (hustota Q a R\ Q). Nechtf a,b € R, a < b. Pak existuji ¢ € Q a
r e R\ Q tak, Ze q € (a,b) ar € (a,b).

Véta T 4 (o n-té odmocning). Nechf n € N a z € [0,00). Pak existuje prdvé
jedno y € [0,00) tak, Ze y™ = x.

II. Posloupnosti

2.1. Uvod
Definice. Jestlize ke kazdému n € N je pfifazeno a,, € R, pak fikdme, ze {a,}52, =

{a1,a9,as3 ...} je posloupnost redlnych cisel.

Definice. Rekneme, ze posloupnost {a,}necn je omezend, jestlize mnozina ¢lenti
posloupnosti {a,} je omezend podmnozina R. Analogicky definijeme omezenost
shora a omezenost zdola.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a, }nen je:
neklesagict, jestlize Vn € N a,, < ap41,
nerostouct, jestlize Vn € N a,, > an41,

klesajici, jestlize Vn € N a, > apy1,

rostouct, jestlize Vn € N a,, < apy1.

2.2. Vlastni limita posloupnosti

Definice. Necht A € R a {a,}5, je posloupnost. Rekneme, ze A je (vlastni)
limitou posloupnosti {a,, }, jestlize

Ve>03ng e NVn>np, n€N :la, — Al <e.
Znacime lim,, .o a, = A.

Véta L 1 (jednoznacnost vlastni limity). KaZdd posloupnost md nejvyse jednu
limatu.

Konec 2. prednasky

Véta L 2 (o omezenosti konvergentni posloupnosti). Necht {a,,} md vlastni limitu.
Pak je {a,} omezend.
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Definice. Rekneme, Ze posloupnost {b; }ren je vybrana z posloupnosti {a, }nen,
jestlize existuje rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel {n;}72, tak, ze by = ayp, .

Véta BD 3 (o limité vybrané posloupnosti). Nechf lim,, .o, a, = A € R a nech?
{bi.} je vybrand a {a,}. Pak limy_. b, = A.

Véta T 4 (aritmetika limit). Nechf lim,, o a, = A € R a lim, . b, = B € R.
Pak plati

(i) lim an,+b,=A+ B

(#4) lim a,b, = AB
n—oo
A
(#i1) pokud b, # 0 pro kazdé n € N a B # 0, pak lim Z— =5
n—oo n

Véta L 5 (limita a usporaddni). Nechtlim, o a, = A € R, lim,, oo b, = B € R.
(i) Jestlize A < B, pak ezistuje ng € N, Ze pro kazdé n > ng plati a,, < by,.
(i1) Jestlize existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati a, > by, pak A > B.

Véta L 6 (o dvou strédznicich). Necht {a,}, {bn}, {cn} jsou posloupnosti splriugici:
(1) Ing e NVneN, n>ng: a, <c¢, < by,

(#) lima,, = limb, = A € R.

Pak limec,, = A.

Véta BD 7 (o limité sou¢inu omezené a mizejici posloupnosti). Nechf lima,, =0
a {b,} je omezend. Pak lima,b, = 0.

2.3. Nevlastni limita posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze poloupnost {a, }nen mé (nevlastni) limitu +oo (respektive
—00), pokud :

VKeRIngeNVR>ng, neN: a, > K
(VK eR3IngeNVn>ng, neN: a, < K).
Vety 1, 3, 5 a 6 plati i v pfipadé, ze uvazujeme nevlastni limity.

Definice. Rozsitend redind osa je mnozina R* = RU{400}U{—00} s ndsledujicimi
vlastnostmi:

Uspotadani: Vaoe R —oo<a<oo
Absolutn{ hodnota: |+ ool = | — oo| = 40
Seitant: Va e R*"\ {+0} —oo+a=-x
Va e R*\ {—0} +oo+a=+x

Nésoben: YVaeR"*, a>0 a-(foo)==+00
VaeR", a<0 a-(foo)=Foo

Délent: Va € R é =0.

too  cokoli

Vyrazy —oo + 00, 0 (£00), T2, “¢> nejsou definovany.

Konec 3. prednasky



Véta BD 4 (aritmetika limit podruhé). Nechflim, .o, a, = A € R* alim,,— o, b, =
B € R*. Pak plati

(1) lim a, +b, = A+ B, pokud je vjraz A+ B definovdn

n—oo

(¢i) lim anpb, = AB, pokud je vijraz AB definovdn

n—oo

n A
(#i1) pokud b, # 0 pro kazdé n € N a B # 0, pak lim Z— =35

n
A
pokud je vyraz 5 definovan.
Véta L 8 (limita typu A/0). Nechflim, ,oca, = A€ R*, A >0, lim,_o b, =0
a existuje ng € N, Ze pro kazdé n € N, n > ng plati b, > 0. Pak lim,,_, ’Z—: = 0.
2.4. Monoténni posloupnosti

Véta L 9 (o limité monoténni posloupnosti). KaZdd monoténni posloupnost md
limatu.

Véta T 10 (Bolzano-Weirstrass). Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat konver-
gentni podposloupnost.

Véta T 11 (BC podminka). Posloupnost {an}nen md vlastni limitu, prdveé kdyz
splnuje Bolzano-Cauchyovu podminku, tedy

Ve>03dng e NVm,ne N, n>ng, m>ng: |an— an| <e.

Konec 4. prednasky
ITI. Rady

3.1. Uvod

Definice. Necht {a, }nen je posloupnost. Cislo 8, = aj+as+. . .4a,, nazveme m-
tym Edstecnym souctem Tady > -, an. Souctem nekonetné fady > - | a, nazveme
limitu posloupnosti {s,, } men, pokud tato limita existuje. Je-li tato limita koneén4,
pak fekneme, ze fada je konvergentni. Je-li tato limita nekone¢na nebo neexistuje,
pak fekneme, ze fada je divergentni. Tuto limitu budeme znacit > - | ay.

Véta L 1 (nutnd podminka konvergence). Jestlize je > - | a,, konvergentni, pak
lim, o an = 0.

Véta BD 2. (i) Necht o € R\ {0}, pak

o0 o0
Z an konverguje < Z aa, konverguje .

n=1 n=1

(i) Necht >"°7_ | ay, konverguje a Y., b, konverguje, pak

o0

Z(an + by,) konverguje.

n=1

3.2. Rady s nezdpornymi &leny
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Véta L 3 (srovndvact kritérium). Necht> 7 | an a oo by jsou fady s nezdporngmi
cleny a necht existuje ng € N tak, Ze pro véechna n € N, n > ng plati a, < b,.
Pak

oo oo
(¢) an konverguje = Z an konverguje,

n=1 n=1
(oo} (oo}
(44) Zan diverquje = an diverguge.
n=1 n=1

Véta L 4 (limitn{ srovndvaci kritérium). Necht Y " a, a Y., by jsou fady s

nezdpornymi ¢leny a necht lim dn _ K e R*. Pak

n—oo n

(1) Jestlize K € (0,00), pak Z b, konverquje < Zan konverguje,

n=1 n=1

(i1) Jestlize K =0, pak Z b, konverguje = Zan konverguge,

n=1 n=1
o0 o0
(13) Jestlize K = oo, pak Zan konverguje = Z b, konverguje.
n=1 n=1
Véta L 5 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Nechty . | a,, je fada s nezdpornymi

cleny.

(1) g€ (0,1) Ing e NVReN, n>ng: {Ya, <qg= Z an, konverguge,

n=1

oo
(1) lim Ya, <1= Z a, konverguje,
n—oo

n=1
o0

(#4i) lim Ya, > 1= Z ay, diverguje,
n—oo n:1

Véta BD 6 (d’Alambertovo podilové kritérium). Necht Y " | a,, je Fada s kladngmi
cleny.

oo
. a .
(1) 3g € (0,1) Ing e NVn e N, n>ng: ntl o q= g a, konverguje,
An n=1
a o0
(74) lim o= g an konverguge,
n—oo (O
n=1
a oo
(iii) lim —* > 1= E an, diverguge.
nee Gn n=1

Konec 5. prednasky
Véta BD 7 (konvergence fady 1/n®). Necht o € R.

o0

1
Z — konverquje < a > 1.
na

n=1

3.3. Neabsolutni konvergence rad
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Definice. Necht pro fadu Y .- | a, plati, ze > -, |a,| konveguje. Pak fikdme, ze

>0 an konverguje absolutné.

[e%S)
n=1

Véta L 8 (Bolzano-Cauchyho podminka pro konvergenci fad). Rada >
konverguje, prdvé tehdy, kdyz je splnéna ndsledujici podminka

an

m
Ve >0dng e NVm,ne N, m>ng, n>ng: ‘Zaj <e.
j=n

Véta L 9 (vztah konvergence a absolutn{ konvergence). Nechf fada > -,

verguje absolutné, pak rada >, a, konverguje.

a, kon-

Véta T 10 (Leibnitzovo kritérium). Necht {a,}>2, je nerostouci posloupnost
nezdpornyjch cisel. Pak

o0
Z(—l)"an konverguje < lim a, =0.
1 n—oo

3.4. Prerovnavani rad

Definice. Necht 77 a, je fada a p : N — N je bijekce. Radu 307 a,(n)
nazyvame prerovndnim fady Y .. | Gn.

Véta BD 11 (o pierovnani absolutné konvergentni fady). Nechl > o~ a, je ab-
solutné konvergentni fada a > oo, ap(n) Je jeji prerovndni. Pak > Ap(n) Je ab-
solutné konvergentni fada a md stejny soucet jako > >~ | an.

Véta BD 12 (Riemann). Neabsolutné konvergentni tadu lze prerovnat k libo-
volnému souctu z R*. Neboli: Necht pro konvergentni fadu - | an, platid oo | |an| =
o0o. Pak pro libovolné s € R* existuje bijekce p: N — N takovd, Ze

o
Z ap(n) = S.
n=1

IV. Funkce jedné realné proménné

4.1. Zakladni definice

Definice. Funkci jedné redlné proménné rozumime zobrazeni f : M — R, kde

M CR.
Definice. Rekneme, ze funkce f: M — R, M C R, je

rostouct, jestlize Ve,ye M, z<y: f(z) < f(y),
klesagict, jestlize Ve,ye M, x<y: f(z)> f(y),
nerostouct, jestlize Vax,ye M, x<y: f(z)> f(y),
neklesajict, jestlize Vax,ye M, z<y: f(z) < f(y).
Definice. Rekneme, 7e funkce f: M — R, M C R, je
sudd, jestlize Vee M: (—zeM)&(f(x)=f(-x)),
lichd, jestlize Vee M: (—zeM&(f(x)=—-f(-x)),

periodickd, jestlize Ip>0,Vee M: (z+pe M)&(z—pe M)&(f(x)= f(z+p)).
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Definice. Rekneme, ze funkce f : M — R, M C R, je omezend (omezend
shora, omezend zdola), jestlize f(M) je omezend (shora omezend, zdola omezend)
podmmnozina R.

Konec 6. prednasky
Definice. Necht § > 0 a a € R. Prstencové okoli bodu je
P(a,8) = (a—6,a+6)\ {a}; P(+00,0) = (3,400); P(—00,8) = (—o00,—

|
~—

Pravé a levé prstencové okoli bodu a je
Py(a,d) = (a,a+96); P_(a,0)=(a—0d,a).
Okoli bodu je
U(a,8) = (a—d0,a+6); U(+00,8) = (5,+00); U(—00,8) = (—00,—%).
Pravé a levé okoli bodu a je
Ui(a,d) =[a,a+6); U-(a,d) = (a—0d,al.

Definice. Nechf f: M — R, M C R. Rekneme, ze f mé v bodé a € R* limitu
rovnou A € R*, jestlize plati

Ve >035>0Ve € P(a,d): f(x) e U(4A,e).
Znacime lim, . f(z) = A.

Definice. Nechf f: M — R, M C R. Rekneme, ze f mé v bodé a € R* limitu
zprava (zleva) rovnou A € R*| jestlize plati

Ve>030>0Ve € Pi(a,0): f(z)eU(Ae)

(Ve>036>0Vz € P_(a,8): f(z)€U(Ae)).
Znacime lim, 4 f(2) = A (limy—,— f(z) = A).
Definice. Necht f: M — R, M C R, a € M. Rekneme, ze f je v a spojitd (spojitd

zprava, spojitd zleva), jestlize

lim f(z) = f(a) (lim f(x) = f(a), lim f(z) = f(a).

r—a—

4.2. Véty o limitach

Véta T 1 (Heine). Necht A€ R*, f: M — R a f je definovdna na prstencovém
okoli bodu a € R*. Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni:

(1) lim f(z)=A
r—a
(it) pro kazZdou posloupnost {x, }nen takovou, Ze
Ty € M, Yn €N z, #a, lim x, =a plati lim f(z,) = A.
n—oo n—oo
Véta L 2 (o jednoznacnosti limity). Funkce f md v daném bodé nejuyse jednu
limitu.

Véta L 3 (limita a omezenost). Necht f md vlastni limitu v bodé a € R*. Pak
existuje § > 0 tak, Ze f je na P(a,d) omezend.
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Véta L 4 (o aritmetice limit). Nechfa € R*, lim,_,, f(z) = A € R* alim,_,, g(z) =
B € R*. Pak plati

(1) lim(f(x) +g(x)) = A+ B, pokud je vgraz A+ B definovin

(i) lim f(x)g(z) = AB, pokud je vjraz AB definovdn
A A
(#i1) ;13; ggg =5 pokud je vijraz 3 definovdn.

Disledek Véty 4: Necht jsou funkce f a g spojité v bodé a € R. Pak jsou funkce
f+g, f-gspojité v a. Pokud je navic g(a) # 0, pak je i funkce g spojitd v a.

Véta L 5 (limita a uspofddani). Nechf a € R*.
(i) Necht lim,_,q, f(x) > lim,_q g(x). Pak existuje prstencové okoli P(a,d) tak, Ze

Vz € P(a,0): f(x)> g(x).
(#3) Necht existuje prstencové okoli bodu P(a,d) tak, Ze

Vo € P(a,0): f(x) <g(x).
Necht existuji lim, ., f(z) alim,_, g(x). Potom plati

lim f(z) < lim g(x).
r—a r—a
(#31) Necht na néjakém prstencovém okoli P(a,d) plati f(z) < h(z) < g(x). Necht
limg ., f(z) = limg—, g(x). Pak existuje lim,_., h(x) a vSechny tri limity se rov-
naji.
Konec 7. prednasky
Véta T 6 (limita slozené funkce). Nechf funkce f a g splriugi:
(i) lim g(z) = A,
(i) lim f(y) = B.
y—A
Je-li navic splnéna alespon jedna z podminek
(P1) f je spojitd v A,
(P2) 3n > 0Vz € P(e,n) : g(z) # A,

pak plati lim,_. f(g(z)) = B.

Véta BD 7 (limita monoténni funkce). Necht f je monotdnni na intervalu (a,b),
a,b € R*. Potom ezistuje limy_,q1 f(x) @ lim,_p— f(2).

4.3. Funkce spojité na intervalu
Definice. Vnitinimi body intervalu J rozumime ty body z J, které nejsou krajnimi.

Definice. Necht f je funkce a J je interval. Rekneme, Ze f je spojitd na J,
jestlize je spojitd ve vSech vnitinich bodech J. Je-li poc¢ateéni bod J prvkem J,
tak pozadujeme i spojitost zprava v tomto bodé a je-li koncovy bod J prvkem J,
tak pozadujeme i spojitost zleva v tomto bodé.

Véta T 8 (Darboux). Nechf f je spojitd na intervalu [a,b] a plati f(a) < f(b).
Pak pro kazdé y € (f(a), f(b)) existuje x € (a,b) tak, Ze f(x) =y.

Konec 8. prednasky
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Véta L 9 (zobrazen{ intervalu spojitou funkei). Necht J je interval. Necht funkce
f:J — R je spojitd. Pak je f(J) interval.

Definice. Necht f : M — R, M C R. Rekneme, 7e funkce f nabyva v bodé
aeM

maxima na M jestlize Vo € M : f(z) < f(a),
minima na M jestlize Vo € M : f(x) > f(a),
ostrého mazima na M jestlize Ve € M, x #a: f(z) < f(a),
ostrého minima na M jestlize Ve € M, x #a:  f(z) > f(a),

lokdlniho mazima (ostrého lokdlniho maxima, ostrého lokdlniho minima, lokdlniho
minima), jestlize existuje § > 0 tak, ze f nabyvd na M N U(a,d) svého maxima
(ostrého maxima, ostrého minima, minima).

Véta T 10 (spojitost funkce a nabyvani extrému). Necht f je spojitd funkce na
intervalu [a,b]. Pak funkce f nabyva na [a,b] svého mazima a minima.

Véta L 11 (spojitost funkce a omezenost). Necht f je spojitd funkce na intervalu
[a,b]. Pak je funkce f na [a,b] omezend.

Definice. Necht f je funkce a J je interval. Rekneme, ze f je prostd na J, jestlize
pro vSechna z,y € J plati ¢ # y = f(z) # f(y). Pro prostou funkci f : J — R
definujeme funkci f=!: f(J) — R predpisem f~1(y) =z & f(x) = y.

Véta T 12 (o inverzni funkei). Necht f je spojitd a rostouct (klesajici) funkce na
intervalu J. Potom je funkce f=1 spojitd a rostouct (klesajici) na intervalu f(J).

4.4. Elementarni funkce
Véta T 13 (zavedeni exponenciely). Existuje funkce exp : R — R spliugici:

a) exp(x) je rostouci na R,

b) Vz,y € R exp(z +y) = exp(z) exp(y),

c) exp(0) =1,
d) lim M - 1.
x—0 €T

Definice. Funkci inverzni k exponenciele exp je logaritmus log.
Véta T 14 (vlastnosti logaritmu). Funkce log spliuje:

a) log: (0,00) — R je spojitd rostouct funkce,
b) Y,y >0 log(zy) = log(z) + log(y),

1
c) limwzl.
z—1 ¢ —1

Definice. Necht a > 0 a b € R. Pak definujeme a® = exp(blog(a)). Je-li b > 0

pak definujeme log, a = llf)i‘;

Konec 9. prednasky
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Véta BD 15 (zavedeni sinu a cosinu). FEzistuji funkce sin: R — R acos: R — R
spliiugici:
a) Vz,y € R sin(z + y) = sinz cosy + cosxsiny,
cos(z 4+ y) = cosxcosy — sinxsiny,
cos(—x) = cosz, sin(—z) = —sinz,
b) ezistuje kladné ¢islo w tak, Ze sin je rostouci na [0, 17| a sin(im) =1,

. sinzx
¢) lim =1.
z—0 X

Definice. Pro 2 € R\ {§ +km, k€ Z} ay € R\ {kn, k € Z} definujeme funkce
tangens a cotangens predpisem

sin
tanx =

Véta L 16 (spojitost sinu a cosinu). Funkce sin, cos, tan a cotg jsou spojité na
svém definicnim oboru.

Definice. Necht
sin® x = sinz pro x € [FF, §],

cos™x = cosx pro z € [0, 7],
tan® x = tanz pro z € (5, %) a
cotg® x = cotgx pro z € (0, 7).

Definujeme arcsin (respektive arccos, arctan, arccotg) jako inverzn{ funkei k funkei
sin® (respektive cos*, tan*, cotg*).

4.5. Derivace funkce

Definice. Necht f je redlnd funkce a a € R. Pak derivaci f v bodé a budeme

rozumeét

derivact f v bodé a zprava budeme rozumét

iy d@th) = fa)
o) = iy, TS

h )
derivact f v bodé a zleva budeme rozumét

oy i J@th) = fla)
o) = g TS

Véta L 17 (vztah derivace a spojitosti). Necht md funkce f v bodé a € R derivaci
f'(a) € R. Pak je f v bodé a spojitd.

Véta T 18 (aritmetika derivaci). Necht f'(a) a ¢'(a) existuji.
(i) (f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a), pokud md pravd strana smysl.
(i) Necht je g spojitd v a, pak (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

pokud md pravad strana smysl.

: "y fy f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
N = =
(#i1) Necht je g spojitd v a a g(a) # 0, pak <g) (a) () ,
pokud md pravd strana smysl.
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Véta T 19 (derivace slozené funkce). Necht f md derivaci v bodé yo, g md derivaci
v xo aje vy spojitd a yo = g(xg). Pak

(fo9)(zo) = f'(y0)g'(x0) = f'(9(%0))g' (z0),
je-li vyraz vpravo definovdn.
Konec 10. predndsky

Véta L 20 (derivace inverzni funkce). Necht f je na intervalu (a,b) spojitd a
rostouct (respektive klesagict). Necht f md v bodé xo € (a,b) derivaci f'(xq) vlastni
a riznou od nuly. Potom md funkce f=1 derivaci v bodé yo = f(xo) a plati

1
(= (o) = S -
S (f~ (o))
Véta L 21 (Fermatova). Nechl a € R je bod lokdlniho extrému funkce f na M.
Pak f'(a) neexistuje, nebo f'(a) = 0.
Véta L 22 (Rolleova véta). Necht f je spojitd na intervalu [a,b], f'(z) existuje
pro kazdé x € (a,b) a f(a) = f(b). Pak existuje £ € (a,b) tak, Ze f'(€§) = 0.

Véta L 23 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté). Necht je funkce f spojitd na
intervalu [a,b] a md derivaci v kaZdém bodé intervalu (a,b). Pak existuje £ € (a,b)

tak, Ze
f/(f) — f(bl)) : z(a)

Véta BD 24 (I'Hospitalovo pravidlo).

1) Nechta € R*, lim,_ ., f(z) =lim,_ .1 g(x) = 0 a necht existuje lim,_., @
+ + + @)
Pak
/
lim @ = lim f/(x)
e—at g(z)  a—at g'(2)
(#3) Necht a € R*, limy_,q4 |g(z)| = 00 a necht existuje limy,_,q4 %. Pak

f@) o f@)

smat g(z) et g'(x)

Véta L 25 (derivace a limita derivace). Necht je funkce f spojitd zprava v a a
necht existuje limy_q4 f'(r) = A€ R*. Pak f! (a) = A.

Definice. Necht J je interval. Mnozinu v8ech vnitinich bodu J nazyvame vnitiek
J a znacime int J.

Véta L 26 (o vztahu derivace a monotonie). Nechtf J C R je interval a f je spojitd
na J a v kazdém vnitinim bodé J md derivaci.

(i) Je-li f'(z) >0 na intJ, pak je f rostouci na J.
(1) Je-li f'(z) <0 na intJ, pak je f klesagici na J.
(i13) Je-li f'(x) > 0 na int J, pak je f neklesajici na J.
(iv) Je-li f'(x) <0 na int J, pak je f nerostouci na J.

Definice. Necht n € N, a € R a necht f ma vlastni n-tou derivaci na okoli bodu
a. Pak n + 1-ni derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

n _ ™t h) = f(a)
f (@) = lim h ‘
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Konec 10. predndsky
4.6. Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht f ma vlastni derivaci v bodé a € R. Oznacme
T, ={[z,y}; z € R, y = f(a) + f'(a)(z — a)}.
Rekneme, 7e bod [z, f(x)], € Dy lezi nad (pod) tecnou T,, jestlize plati

f@) > f(a) + f(a)(z —a) (f(2) < [f(a)+ [ (a)(x—a)).

Definice. Funkce f md v bodé a inflexi (a je inflexni bod), jestlize f'(a) € R a
existuje A > 0 tak, ze

(i) Ve € (a — A,a) : [z, f(2)] lez{ nad teénou,
(i1) Vo € (a,a+ A) : [z, f(x)] lezi pod tecnou,

nebo
(i) Ve € (a —A,a): [z, f(x)] lezi pod tetnou,

(i3) V € (a,a+ A) : [z, f(x)] lezi nad tec¢nou,

Véta T 27 (nutnd podminka pro inflexi). Neché f”(a) # 0. Pak a neni inflexni
bod funkce f.

Véta BD 28 (postacujici podminka pro inflexi). Necht f md spojitou proni derivaci
na intervalu (a,b). Necht z € (a,b) a plati

Vz € (a,2): f"(z) >0 aVz € (2,b) : f’(z) <O0.
Pak z je inflexnd bod f.
Definice. Funkce f na intervalu I nazveme konvexni (konkdvni), jestlize

f(x2) — f(1) < f(z3) — f(21)

To — T - T3 — T1

flxe) — flz1) _ flas) — f(x1)
(=t =)

T2 — 1 T3 — T1

VII,’l,ZL’Q,lL'g GI, 1 < To < T3 =

Funkci nazveme ryze konvexnd (ryze konkdvni), je-li piislusnd nerovnost ostra.

Lemma. Necht je funkce f je na intervalu I konvexnt, pak
f(xs) — f(a2)

fle2) = 1) _ flws) = flo) _ .

To — 1 o T3 — 21 T3 — T2

V$1,1'2,$3 GI, 1 < Xo < T3 =

Lemma’. Necht je funkce f je na intervalu I ryze konvexni, pak

Vi1 o € I, x1<x2<x3§f($2)—f(x1)<f($3)—f($1)<f(x3)—f($2).
To — T1 r3 — 1 I3 — T2

Véta T 29 (konvexita a jednostranné derivace). Necht f je konvexni na intervalu
J aacintJ. Pak fi (a) € R a f (a) € R.

Véta L 30 (konvexita a spijitost). Necht f je konvexni na otevreném intervalu J.
Pak je f spojitd na J.
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Véta T 31 (vztah druhé derivace a konvexity (konkdvity)). Necht f md na inter-
valu (a,b) spojitou proni derivaci.

Jestlize Vo € (a,b) : f

Jestlize Vo € (a,b) : f

Jestlize Va € (a,b) : f

(a,b) : f"(x) <0, pak f je konkdvnd.
4.7. Prabéh funkce

"(x) >0, pak f je ryze konvexn.
/
"

()
"(z) <0, pak f je ryze konkdvni.
(x) >0, pak f je konvexni.

Jestlize Vx €

Definice. Rekneme, e funkce ax + b, a,b € R, je asymptotou funkce f v oo (resp.
—00), jestlize
lim (f(z) — (az+b)) =0 (resp. lim (f(z)— (az +b)) =0).

r—00 r— —0Q

Véta L 32 (tvar asymptoty). Funkce f md v oo asymptotu ax + b, prdvé kdyz

lim M:0L€Ra lim (f(z) —az) =beR.

rT—00 €T Tr— 00
Konec 12. predndsky
Pii vysetieni prubéhu funkce provadime nésledujici kroky:
Uréime defini¢éni obor a obor spojitosti funkce.
Zjistime pruseciky se soufadnymi osami.
Zjistime symetrii funkce: lichost, sudost, periodicita.
Dopocitame limity v ’krajnich bodech definiéniho oboru’.
5. Spocteme prvni derivaci, uréime intervaly monotonie a nalezneme lokalni a
globalni extrémy.
6. Spocteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde je f konvexni nebo konkavni.
Uréime inflexni body.
7. Vypocteme asymptoty funkce.
8. Naétneme graf funkce a uré¢ime obor hodnot.

4.8. Taylortv polynom

Ll e

Definice. Necht f je redlnd funkce, a € R a existuje vlastni n-ta derivace f v bodé
a. Pak polynom

1
T](x) = fla) + f(a) (@ —a) + ... + Ef(")(a)(ﬂf —a)"
nazyvame Taylorovym polynomem Fadu n funkce f v bodé a.
Véta T 33 (o nejlepsf aproximaci Taylorovym polynomem). Nechfa € R, f(™(a) €

R a P je polynom stupné nejvyse n. Pak
- P
L (@)~ Pl)

z—a (z—a)®

=0s P=ThH

Lemma. Necht @ je polynom, a € R, stQ <n alim,_., LT)Z =0. Pak Q =0.

(z—a)
Véta BD 34 (Taylor). Necht funkce f md vlastni (n + 1)-né derivaci v intervalu
[a,z], a necht ¢ je spojitd funkce v [a,z] a md vlastni derivaci v (a,x), kterd je v
kazdém bodé tohoto intervalu riznd od nuly. Pak existuje £ € (a,x) tak, Ze

2 — Tha(p _ 1 (@) = ¢(a) (i) L n
f(z) =Ty %(x) nooE f )z —&"
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Specielné existuje & € (a,x) tak, Ze

flx) =T (x) = ;'f("ﬂ)({l)(x —a)"! (Lagrangeiv tvar zbytku)

(n+1)

a existuje & € (a,x) tak, Ze

flx) —TH(x) = %f(”“)(&)(x —&)"(z — a). (Cauchyuv tvar zbytku)



