
1. cvičeńı

Vyšetřete konvergenci následuj́ıćıch integrál̊u (α, β ∈ R jsou parametry):

1.
∫ ∞

0

dx√
x3 + 5x+ 3

, 2.
∫ 1

0

log x
1− x2

dx, 3.
∫ ∞

0

x− sinx
xα

dx

4.
∫ ∞

0

1
xα + xβ

dx, 5.
∫ π

2

0

log(cosx) tanα x dx .

Naleznte objemy
6.jednotkov koule, 7.anuloidu

Výsledky a návody:

1. Konverguje ; U ∞ limitně srovnáme s
1
x

3
2
.

2. Konverguje; U 1 v́ıme lim
t→0

log x
1− x

= 1, a proto limitně srovnáme s 1.

U 0 srovnáme s log x a
∫ 1

0

| log x| <∞ zjist́ıme z per partes.

3. Konverguje pro α ∈ (2, 4); U 0 limitně srovnáme s
x3

xα
.

U ∞ (nelimitně) srovnáme s
x+ 1
xα

.

4.Konverguje pokud max{α, β} > 1 > min{α, β}; U 0 limitně srovnáme s
1

xmin{α,β} .

U ∞ limitně srovnáme s
1

xmax{α,β} .

5. Konverguje pro α ∈ (−3, 1); U 0 limitně srovnáme s (1− cosx)xα ∼ x2+α.

U
π

2
se chová jako

log(cosx)
cosα x

. Vzhledem k lim
x→π

2

cosx
π
2 − x

= 1

je tato funkce stejně integrovatelná, jako funkce
log y
yα

u 0, tedy pro α < 1.

6.
4
3
π; Koule vznikne rotaćı funkce f(x) =

√
1− x2 okolo osy x.

Objem je tedy V = π

∫ 1

−1

(
√

1− x2)2 dx =
4
3
π .

7.4π2; Uvažujme anuloid vzniklý rotaćı kruhu {[x, y] : x2+(y−2)2 ≤ 1} okolo osy x.

Anuloid vznikne jako rozd́ıl tělesa vzniklého rotaćı y1 = 2+
√

1− x2 a tělesa y2 = 2−
√

1− x2 .

V = π

∫ 1

−1

[
(2 +

√
1− x2)2 − (2−

√
1− x2)2

]
dx = 16π

∫ 1

0

√
1− x2 dx .

2. cvičeńı

Vyšetřete konvergenci následuj́ıćıch integrál̊u (α ∈ R je parametr):

1.
∫ ∞

0

1− cosx
x

5
2

dx, 2.
∫ ∞
−∞

e−x
2
dx, 3.

∫ π
2

0

sin
( 1

sinx

)
dx

4.
∫ ∞

0

sin
(√

x2α + 1− xα
)
dx, 6.

∫ 1

0

arccosx
logα(1/x)

dx, 7.
∫ ∞

0

(π − 2 arctanx)αdx.

Pomoćı Riemanova integrálu spočtěte

5. lim
n→∞

1p + 2p + . . .+ np

np+1
, p > 1 .

1
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Výsledky a návody:

1. Konverguje; U 0 srovnej s
1√
x

a u ∞ srovnej s
2
x

5
2
.

2. Konverguje ; Na (−∞,−1] a [1,∞) srovnej s e−x nebo limitně srovnej s
1
x2
.

Na [−1, 1] je funkce spojitá .
3. Konverguje; Srovnávaćı kritérium a |f(x)| ≤ 1.

4. Konverguje pro α > 1; U ∞ limitně srovnáme se sin
( 1√

x2α + 1 + xα

)
∼ 1
xα
.

pro α > 0 a pro α ≤ 0 u ∞ limitně srovnáme s 1.
To konverguje pro α > 1 a pro α > 1 je funkce u 0 spojitá.

5.
1

p+ 1
;

1p + 2p + . . .+ np

np+1
=

1
n

(( 1
n

)p +
( 2
n

)p + . . .+
(n
n

)p) =

Toto je Riemannovský součet funkce xp, a tedy lim =
∫ 1

0

xp dx =
1

p+ 1
.

6. Konverguje pro α <
3
2

; U 0 se chová jako
1

logα(1/x)
,

a tedy limitńım srovnáńım s
1√
x

konverguje. U 1 limitně srovnáme s
√

1− x
(1− x)α

.

7. Konverguje pro α > 1; U 0 spojitá. U ∞ limitně srovnáme s
1
xα
,

nebot’ pomoćı l’Hospitala zjist́ıme lim
x→∞

π − 2 arctanx
1
x

= 2.

3. cvičeńı

1. Nalezněte obsah povrchu jednotkové koule vR3.

2. Nalezněte těžǐstě homogenńıho drátu tvaru p̊ulkružnice.
Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci následuj́ıćıch integrál̊u (α ∈ R je
parametr):

3.
∫ ∞

0

cosx√
x

dx, 4.
∫ ∞

0

sin(2x+ 1)
log(log(10 + x))

dx, 5.
∫ ∞

0

x cos(x4) dx

6.
∫ ∞

0

sin3 x

xα
dx, 7.

∫ ∞
0

(cosx− e− x
2
2 )xα dx, 8.

∫ ∞
0

sin(x+ 1
x )

xα
dx

Výsledky a návody:

1. S = 4π; Koule vznikne rotaćı funkce f(x) =
√

1− x2, x ∈ [−1, 1], kolem osy x.

Tedy S = 2π
∫ b

a

f
√

1 + (f ′)2 = 2π
∫ 1

−1

√
1− x2

√
1 +

( x√
1− x2

)2 = 2π
∫ 1

−1

1 dx.

2. T = [0, 2
π ]; Půlkružnici parametrizujeme [x, y] = [cos t, sin t] pro t ∈ [0, π].

Délka je π, a tedy Ty =
1

délka

∫ π

0

y(t)
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt =
1
π

∫ π

0

sin t dt.

Analogicky Tx =
1
π

∫ π

0

sin t dt.

3.Konverguje neabsolutně ; Na (0, 1] limitně srovnáme s
1√
x
. Na [1,∞) použijeme

Dirichletovo kritérium na f = cosx a g =
1√
x
. U absolutńı konvergenci odhadneme



3∫ ∞
0

| cosx|√
x

dx ≥ 1
2

∑
k∈N

∫ π
4 +kπ

−π4 +kπ

dx√
x
≥ 1

2

∑
k∈N

π

2
1√

π
4 + kπ

=∞

4. Konverguje neabsolutně ; Použijte Dirichletovo kritérium na f = sin(2x+ 1).
5. Konverguje neabsolutně ; Subtitućı a = x4 převedeme na 1.

6. Konverguje pro α ∈ (0, 4) a absolutně pro α ∈ (1, 4); U 0 limitně srovnáme s
x3

xα
.

Na [1,∞) můžeme použ́ıt Dirichleta, nebot’ sin3 x má omezenou primitivńı funkci.
Divergence pro α ≤ 0 se dá zjistit např́ıklad pomoćı Bolzano-Cauchyho podmı́nky.

7. Konverguje pro α ∈ (−5, 0) a absolutně pro α ∈ (−5,−1);
Na (0, 1] za pomoćı Taylora limitně srovnáme s x4+α. Na [1,∞)

použijeme mimo jiné Dirichletovo kritérium. Divergence pro
α ≥ 0 se dá zjistit napřiklad pomoćı Bolzano-Cauchyho podmı́nky.

8. Konverguje pro 0 < α < 2; Bolzano-Cauchyho podmı́nka dá divergenci∫ ∞
1

sinx
xα

dx pro α ≤ 0. Z Dirichleta
∫ ∞

1

sinx
xα

dx konverguje pro α > 0.

Dále na
∫ ∞

1

sinx− sin(x+ 1
x )

xα
dx =

∫ ∞
1

2 sin( 1
x ) cos(x+ 1

2x )
xα

dx použij Abela.

cos je omezený a
sin( 1

x )
xα

∼ 1
xa+1

konverguje. Tedy
∫ ∞

1

sin(x+ 1
x )

xα
dx konverguje

právě když α > 0.
∫ 1

0

sin(x+ 1
x )

xα
dx substitućı y =

1
x

převedeme na předchoźı př́ıpad.

4. cvičeńı

Vyšetřete bodovou a stejnoměrnou konvergenci následuj́ıćıch posloupnost́ı funkćı:

1.
xn

1 + xn
na [0, 1], 2. xn − x2n na [0, 1],

3. sin
(x
n

)
na [−100, 100] a na R , 4. n

(√
x+

1
n
−
√
x
)

na (0,∞) ,

5. n
√

1 + xn na [0,∞), 6. n
(
x

1
n − 1

)
na [1, 100] a na [1,∞).

Výsledky a návody:

1. Konverguje nestejnoměrně k 0 na [0, 1) a
1
2

v 1; σn =
1
2
.

2.Konverguje nestejnoměrně k 0; Derivaćı zjist́ıme, že max xn−x2n je v n

√
1
2

a to σn =
1
4
.

3. Konverguje stejnoměrně k 0 na [−100, 100] a nestejnoměrně na R;

Pro n ≥ 100 je sin
x

n
monotónńı na [−100, 100] a tedy σn = sin

100
n
→ 0. Na R je zjevně σn = 1.

4. Konverguje nestejnoměrně k
1

2
√
x

; Standartně rozšǐrujeme
√
a−
√
b.

1√
x+ 1

n +
√
x
− 1

2
√
x

=

√
x−

√
x+ 1

n

2
√
x(
√
x+

√
x+ 1

n )
=

1
n

2
√
x(
√
x+

√
x+ 1

n )2
x→0+→ ∞ = σn.

5. Konverguje stejnoměrně k max{1, x}; Na [0, 1], | n
√

1 + xn − 1| ≤ n
√

2− 1→ 0.
Na [1,∞) použijeme (an − bn) = (a− b)(an−1 + . . .) a odhadneme

| n
√

1 + xn − x| = ( n
√

1 + xn)n − xn

( n
√

1 + xn)n−1 + ( n
√

1 + xn)n−2x+ . . .+ xn−1
≤ 1
n− 2

→ 0.

6. Konverguje stejnoměrně k log x na [1, 100] a nestejnoměrně na [1,∞);
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n
(
x

1
n−1

)
=
e

1
n log x − 1
1
n log x

log x→ log x. Na [1,∞) je lim
x→∞

n
(
x

1
n−1

)
−log x =∞ = σn.

Na [1, 100] je potřeba provést rozumný odhad : −).

5. cvičeńı

Vyšetřete stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci následuj́ıćıch posloup-
nost́ı funkćı:

1. en(x−1) na (0, 1), 2. sin
(
πxn

)
na [0, 1], 3.

nx

1 + n+ x
na (0,∞),

4. nxe−nx
2

na R, 5.
log nx
n

na (0,∞) , 6.
(

1+
x

n

)n
na [0,∞), 7. x arctan(nx) na R.

Výsledky a návody:

1. Konverguje lokálně stejnoměrně k 0 na (0, 1); Nekonverguje stejnoměrně:

Moore-Osgood u 1. Na [0, 1− δ] bud’ Dini, nebo σn = e−nδ → 0.
2. Konverguje lokálně stejnoměrně k 0 na [0, 1); Nekonverguje stejnoměrně:

σn = fn( n

√
1
2 ) = 1. Na [0, 1− δ] je σn ≤ supπxn = π(1− δ)n → 0.

3. Konverguje lokálně stejnoměrně k x na (0,∞); Nekonverguje stejnoměrně:

σn ≥ lim
x→∞

|fn(x)−f(x)| =∞. Na [0,K] odhadneme σn = sup
x+ x2

1 + n+ x
≤ K +K2

1 + n
→ 0.

4. Konverguje lokálně stejnoměrně k 0 na (0,∞) a na (−∞, 0);
Pomoćı derivace zjist́ıme, že fn − f roste na (0, 1√

2n
), klesá na ( 1√

2n
,∞)

a maximum má v 1√
2n

a to σn =
√
ne−1. Tedy nekonverguje stejnoměrně.

Na [δ,∞), fn−f klesá, pokud je n dost velké:
1√
2n

< δ. Tedy σn ≤ nδe−nδ
2
→ 0.

5. Konverguje lokálně stejnoměrně k 0 na (0,∞); Nekonverguje stejnoměrně:

σn ≥ lim
x→∞

|fn−f | =∞. Na [δ,K] odhadneme
∣∣∣ log nx

n

∣∣∣ ≤ max
{∣∣∣ log nδ

n

∣∣∣, ∣∣∣ log nK
n

∣∣∣}→ 0.

6. Konverguje lokálně stejnoměrně k ex na (0,∞); Nekonverguje stejnoměrně:

lim
x→∞

ex −
(

1 +
x

n

)n
=∞, nebot’ ex roste u ∞ rychleji než polynom.

Z Taylora v́ıme, že existuje C > 0 takové, že | log(1 + y)
y

−1| ≤ Cy pro všechna 0 < y < 1.

Na [0,K) tedy pro n > K odhadneme∣∣∣(1 +
x

n

)n
− ex

∣∣∣ = ex
∣∣∣e( log(1+ x

n
)

x
n

−1)x − 1
∣∣∣ ≤ eK(eC

K
nK − 1)→ 0.

7.Konverguje stejnoměrně k
π

2
|x| na R; Pomoćı l’Hospitala lim

y→∞

π
2 − arctan y

1
y

= 1.

Na [0, 1√
n

] je |x arctan(nx)− π
2x| = |x(arctan(nx)− π

2 )| ≤ 1√
n
π → 0.

Na [ 1√
n
,∞] je nx velké . Tedy d́ıky lim

y→∞

π
2 − arctan y

1
y

= 1

odhadneme |x(arctan(nx)− π
2 )| ≤ x C

nx
=
C

n
→ 0.

6. cvičeńı
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U následuj́ıćıch řad funkćı zjistěte : a) Pro jaká x řada konverguje? b) Na jakém
intervalu konverguje řada stejnoměrně nebo lokálně stejnoměrně? c) Na jakém
intervalu je součet řady spojitá funkce?

1.
∞∑
n=1

xn, 2.
∞∑
n=1

1
n2x2 + 1

, 3.
∞∑
n=1

x2e−nx, 4.
∞∑
n=1

log
(

1 +
x2

n log2 n

)
,

5.
∞∑
n=1

arctan
( 2x
x2 + n3

)
, 6. Na (0,∞) vyšetřete

∞∑
n=1

nx

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
.

Výsledky a návody:

1. Konverguje lokálně stejnoměrně na (−1, 1) a tedy je tam i spojitá;

Podle nutné podmı́nky nekonverguje stejnoměrně na (−1, 1).

Na [−1 + δ, 1− δ] použijeme Weierstrasse: |xn| ≤ (1− δ)n a
∑
n

(1− δ)n <∞.

2. Konverguje lokálně stejnoměrně na (−∞, 0) a (0,∞) a tedy je tam i spojitá;

Konverguje na R \ {0}. Podle nutné podmı́nky nekonverguje stejnoměrně.

Na R\(−δ, δ) použijeme Weierstrasse:
∣∣∣ 1
n2x2 + 1

∣∣∣ ≤ 1
n2δ2 + 1

a
∑
n

1
n2δ2 + 1

<∞.

3. Konverguje stejnoměrně na [0,∞) a tedy je tam i spojitá;

Derivováńım zjist́ıme, že |un(x)| ≤ un( 2
n ) =

4
n2
e−2. Weierstrass a

∑
n

4
n2
e−2 <∞.

4. Konverguje lokálně stejnoměrně na R a tedy je tam i spojitá;

Podle nutné podmı́nky nekonverguje stejnoměrně na R.

Na [−K,K] použijeme Weierstrasse: |un(x)| ≤ log
(

1 +
K2

n log2 n

)
≤ K2

n log2 n

a
∑
n

K2

n log2 n
konverguje podle kondenzačńıho kritéria.

5. Konverguje stejnoměrně na R a tedy je tam i spojitá;

Derivováńım zjist́ıme, že |un(x)| ≤ un(n3/2). Weierstrass a
∑
n

arctan
(2n3/2

2n3

)
<∞.

6. Konverguje lokálně stejnoměrně na (0,∞);

Na [δ,∞) odhadneme
∣∣∣ nx

1 + nx

1
(1 + x) · · · (1 + (n− 1)x)

∣∣∣ ≤ 1
1

(1 + δ)n−1

a použijeme Weierstrasse
∑
n

1
(1 + δ)n−1

<∞. Nekonverguje stejnoměrně :

log
(
(1 + x) · · · (1 + nx)

)
≤ log(1 + x) + . . .+ log(1 + nx) ≤ x+ . . .+ nx ≤ n2x,

a tedy un(x) ≥ nx

exp(n2x)
. Neńı splněna Bolzano-Cauchyho podmı́nka, nebot’

2n0∑
n=n0

un( 1
n2

0
) ≥

2n0∑
n=n0

1
n0

exp(4)
≥ 1

exp(4)
.

7. cvičeńı

Ve dnech 1.12 a 2.12 bude zápočtová ṕısemka na stejnoměrnou konver-
genci posloupnost́ı a řad funkćı a na konvergenci integrál̊u.
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Vyšetřete stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci následuj́ıćıch řad funkćı:

1.
∞∑
n=1

(−1)n

n+ x
na (−1,∞), 2.

∞∑
n=1

(−1)n(1−x)xn na [0, 1], 3.
∞∑
n=1

cosnx
ns

na R, s ∈ R,

4.
∞∑
n=1

cosnx
n

arctan(nx) na [0, 2π] , 5.
∞∑
n=1

sinx sinnx√
n+ x

na (0,∞).

Rozhodněte, jestli jsou následuj́ıćı funkce diferencovatelné na (−1,∞):

6. F (x) =
∞∑
n=1

(−1)n

n+ x
, 7. G(x) =

∞∑
n=1

(−1)nx
n+ x

.

Výsledky a návody:

1. Konverguje stejnoměrně; Dirichlet s εn(x) = (−1)n.

2. Konverguje stejnoměrně; Dirichlet s εn(x) = (−1)n.
Pr̊uběh funkce (1− x)xn dá stejnoměrnou konvergenci an(x) k 0.

3. Konverguje stejnoměrně pro s > 1 a lokálně stejnoměrně pro 0 < s ≤ 1;

Pro s > 1 Weierstrass s an =
1
ns
. Pro 0 < s ≤ 1 lze lokálně Dirichlet s εn = cosnx.

Na celém (0, 2π) neplat́ı B-C, nebot’
2n0∑
n=n0

un

( 1
n0

)
≥ 1

1000
.

4. Konverguje lokálně stejnoměrně; Na [0, 2π] neńı splněna B-C:
2n0∑
n=n0

un

( 1
n0

)
≥ 1

1000
. Na [δ, 2π − δ] lze už́ıt Abel s εn = arctannx

a an(x) =
cosnx
n

konverguje stejnoměrně z Dirichleta.

5. Konverguje stejnoměrně; Dirichlet s εn(x) = sinx sinnx.
Lze ukázat, že částečné součty εn(x) jsou omezené - i u 0!!!

6. Je diferencovatelná na (−1,∞);F (0) =
∞∑
n=1

(−1)n

n
konverguje z Leibnitze.

∞∑
n=1

u′n(x) =
∞∑
n=1

(−1)n(−1)
(n+ x)2

a na [−1 + δ,∞) : |un(x)| ≤ 1
(n− 1 + δ)2

.

∞∑
n=1

1
(n− 1 + δ)2

<∞ a d́ıky Weierstrassovi existuje F ′ na [−1+δ,∞), a tedy na (−1,∞).

7. Je diferencovatelná na (−1,∞); Zřejmě G(x) = xF (x), a tedy to plyne z 6.

Jde i znovu oveřit předpoklady věty:
∞∑
n=1

u′n(x) =
∞∑
n=1

(−1)nn
(n+ x)2

a tato řada konverguje stejnoměrně z Dirichleta s εn(x) = (−1)n na (−1,K].

Z
∂

∂n

n

(n+ x)2
zjist́ıme, že monotonie v n plat́ı pro n ≥ n0 ≥ K!

8. cvičeńı

Za pomoci věty o implicitńıch funkćıch spočtěte:

1. yx a yxx, pokud x3 + y3 = 2xy v bodě [1, 1].

2. xv, yv a zv, pokud u = x2 + y2, v = x2 − 2xy2 a z = log(y2 − x2)
v bodech u = 5, v = −7, x(5,−7) = 1 a y(5,−7) = 2.
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3. Dokažte, že existuj́ı funkce z(x, y) a t(x, y) splňuj́ıćı na okoĺı
x = 1, y = −1, z = 2, t = 0 vztahy x2 + y2 − 1

2z
2 − t3 = 0 a x+ y + z − t− 2 = 0.

Spočtěte druhé derivace z(x, y), t(x, y) a dále
∂w

∂x
, kde w = z2et.

4. zxy v bodě u = 2, v = 1 jestliže x = u+ v2, y = u2 − v3 a z = 2uv.
Výsledky a návody:

1. y′(1) = −1 a y′′(1) = −16; Derivováńım rovnice dostaneme 3x2+3y2y′ = 2y+2xy′.

Odtud po dosazeńı x = 1 a y = 1 dostaneme y′ = −1.
Opětovným zderivováńım 6x+ 6yy′y′ + 3y2y′′ = 2y′ + 2y′ + 2xy′′.

2. xv = −1
2
, yv =

1
4

a zv =
2
3

; Derivaćı rovnic
∂

∂v
dostaneme

0 = 2xxv+2yyv a 0 = 2xxv−2xvy2−2x2yyv−1. Dosad́ıme x = 1, y = 2 a vyřeš́ıme.

Podle řet́ızkového pravidla zv = zxxv + zyyv =
−2x

y2 − x2

1
2

+
2y

y2 − x2

−1
4

= −2
3
.

3. zx = 1, zy = −1, tx = 2, ty = 0, txx = zxx =
1
2

= zyy = tyy, txy = zxy =
1
2

a wx = 12;

Derivaćı rovnic dostaneme 2x− zzx − 3t2tx = 0 a 1 + zx − tx = 0.

Tedy zx =
2x− 3t2

z + 3t2
a derivováńım zxx =

(2− 6ttx)(z + 3t2)− (2x− 3t2)(zx + 6ttx)
(z + 3t2)2

.

Dále wx = 2zzxet + z2txe
t = 4 + 8 = 12.

4. zxy =
26
121

; Z prvńıch dvou rovnic můžeme imlicitně určit pro u(x, y), v(x, y)

vx =
4
11
, ux =

3
11
, vy =

−1
11
, uy =

2
11

atd. Z posledńı rovnice dostaneme

zx = 2uxv + 2uvx, a tedy zxy = 2uxyv + 2uxvy + 2uyvx + 2uvxy.

10. cvičeńı
Ve dnech 5.1 a 6.1 bude zápočtová ṕısemka na Abelovu sč́ıtaćı metodu,

větu o implicitńıch funćıch, převod diferenciálńıch rovnic do jiných souřadnic
a na homogenńı a Bernouliovy diferenciálńı rovnice.

Do polárńıch souřadnic převed’te:

1.
∂2z(x, y)
∂x2

+
∂2z(x, y)
∂y2

= 0.

2. x
∂z(x, y)
∂y

− y ∂z(x, y)
∂x

= 0. Nalezněte jedno nekonstatńı řešeńı této rovnice.

4.
∂2z(x, y)
∂x∂y

.

Do nových souřadnic u a v převed’te rovnici:

3. xzxx − yzyy = 0, kde x = (u+ v)2 a y = (u− v)2.

Výsledky a návody:

1. hrr+
hϕϕ
r2

+
hr
r

= 0, kde z(x, y) = h(r, ϕ); Parciálńı derivaćı h(r, ϕ) = z(r cosϕ, r sinϕ)

dostaneme hr = zx cosϕ+ zy sinϕ a hϕ = −zxr sinϕ+ zyr cosϕ.
Ze soustavy těchto 2 rovnic dostaneme zx = hr cosϕ− 1

rhϕ sinϕ a zy = hr sinϕ+ 1
rhϕ cosϕ.

Dosazeńım zy za z do předchoźı rovnice dostaneme zyy = ∂
∂r (zy) sinϕ+ 1

r
∂
∂ϕ (zy) cosϕ =

= ∂
∂r (hr sinϕ+ 1

rhϕ cosϕ) sinϕ+ 1
r
∂
∂ϕ (hr sinϕ+ 1

rhϕ cosϕ) cosϕ
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= hrr sin2 ϕ+ hϕϕ
cos2 ϕ
r2

+ hrϕ
sin 2ϕ
r

+ hr
cos2 ϕ
r
− hϕ

sin 2ϕ
r2

.

Analogicky zxx = hrr cos2 ϕ+ hϕϕ
sin2 ϕ

r2
− hrϕ

sin 2ϕ
r

+ hr
sin2 ϕ

r
+ hϕ

sin 2ϕ
r2

.

2. hϕ = 0 a jedno řešeńı je např́ıklad z(x, y) = x2 + y2;

xzy − yzx = r cosϕ(hr sinϕ+ hϕ
cosϕ
r )− r sinϕ(hr cosϕ− hϕ sinϕ

r ) = hϕ.

3. wuv+2
vwu − uwv
u2 − v2

= 0 kde z(x, y) = w(u, v); Derivaćı w(u, v) = z((u+v)2, (u−v)2)

dostaneme wu = zx2(u+ v) + zy2(u− v) a wv = zx2(u+ v) + zy2(v − u).

Odtud spočteme zx =
wu + wv
4(u+ v)

a zy =
wu − wv
4(u− v)

. Dosazeńım zx za z do prvńı rovnice

zxx = 1
4(u+v)

(
∂
∂u (zx) + ∂

∂v (zx)
)

= 1
4(u+v)

(
∂
∂u (wu+wv

4(u+v) ) + ∂
∂v (wu+wv

4(u+v) )
)

=
1

16(u+ v)2
(wuu+2wuv+wvv)−

1
16(u+ v)3

(wu+wv) a zbytek se spočte analogicky.

4.hrr sinϕ cosϕ− hϕϕ
sinϕ cosϕ

r2
+ hrϕ

cos 2ϕ
r
− hϕ

cos 2ϕ
r2

− hr
sinϕ cosϕ

r
;

Dosazeńım zx za z do zy = hr sinϕ+ 1
rhϕ cosϕ dostaneme

zyx = ∂
∂r (zx) sinϕ+ 1

r
∂
∂ϕ (zx) cosϕ =

= ∂
∂r (hr cosϕ− 1

rhϕ sinϕ) sinϕ+ 1
r
∂
∂ϕ (hr cosϕ− 1

rhϕ sinϕ) cosϕ.

11. cvičeńı
Ve dnech 5.1 a 6.1 bude zápočtová ṕısemka na Abelovu sč́ıtaćı metodu,

větu o implicitńıch funćıch, převod diferenciálńıch rovnic do jiných souřadnic
a na homogenńı a Bernouliovy diferenciálńı rovnice.

Nalezněte řešeńı následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic:

1. y′ =
y

x
+ x, 2. xy2y′ = x2 + y3

3. xy′ = xe
y
x + y, 4. y′ + 2xy = 2xy3

5. (x−y−1)+y′(y−x+2) = 0, , 6. xy′ = 4y+x2√y, 7. (x+y−2)+y′(x−y+4) = 0.
Výsledky a návody:

1. y = x2 + Cx na (−∞, 0) a (0,∞) pro C ∈ R;

Po substituci y = zx vyjde z′x+ z = z + x.

2. 3
√
−3x2 + Cx3 na (−∞, 0), (0, 3

C ) a ( 3
C ,∞) pro C > 0;

na (−∞, 3
C ), ( 3

C , 0) a (0,∞) pro C < 0; na (−∞, 0) a (0,∞) pro C = 0.

V problémových bodech 0 a
3
C

neńı 3
√
−3x2 + Cx3 diferencovatelná.

Po substituci z = y3 vyjde rovnice z′ − z 3
x

= 3x.

3. − x log(− log |x| − C) na (−e−C , 0) a (0, e−C), C ∈ R;

Po substituci z =
y

x
vyjde rovnice z′x2 = xez.

4. 0 na R a ± 1√
1 + Ce2x2

na R pro C ≥ 0

a na
(
−
√

1
2 log −1

C ,
√

1
2 log −1

C

)
pro − 1 < C < 0;

Po substituci z = 1
y2 vyjde rovnice − 1

2
z′ + 2xz = 2x.

5. y1(x) = x− 2 +
√
C − 2x a y2(x) = x− 2−

√
C − 2x na (−∞, C2 ), C ∈ R;
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Po substituci z = y − x vyjde rovnice 1 + z′(z + 2) = 0,

což vede na kvadratickou rovnici
z2

2
+ 2z = −x+ C.

6. Po substituci z =
√
y vyjde rovnice z′ − 2z

x
=
x

2
.

Mechanickým postupem zjist́ıme, že x4( 1
2 log |x|+ C)2 je řešeńı.

Toto řešeńı je ovšem možné lepit s y ≡ 0 a nezapomı́náme na podmı́nku z ≥ 0.
Celkem: y(x) = 0 je řešeńı na R; Dále necht’ C,C1, C2 ∈ R, pak

y(x) =

{
x4( 1

2 log |x| − C)2 pro x ∈ (−∞,−e−2C ]
0 pro x ∈ [−e−2C ,∞)

je řešeńı na R.

y(x) =

{
0 pro x ∈ (−∞, e−2C ]
x4( 1

2 log |x| − C)2 pro x ∈ [e−2C ,∞)
je řešeńı na R.

y(x) =


x4( 1

2 log |x| − C1)2 pro x ∈ (−∞,−e−2C1 ]
0 pro x ∈ [−e−2C1 , e−2C2 ]
x4( 1

2 log |x| − C2)2 pro x ∈ [e−2C2 ,∞)
je řešeńı na R.

7. y1,2(x) = 3 + (1±
√

2)(x+ 1) na R a y3,4(x) = 3 + (x+ 1)(1±
√

2 + C(x+ 1)−2)

na (−∞,−1) a (−1,∞) pro C > 0 a na (−1−
√
−C
2 ,−1) a (−1,−1+

√
−C
2 ) pro C < 0;

Po substituci u = x+ 1 a v(u) = y − 3 vyjde rovnice (u+ v) + (u− v)v′ = 0,

a po substituci z =
v

u
dostaneme rovnici (1− z)z′u = z2 − 2z − 1.

12. cvičeńı

Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice

1. y′′ − y = 2ex − x2 splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku y(0) = 1 a y′(0) = 2.

Nalezněte obecné řešeńı následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic:

2. y′′ − 2y′ + y =
ex

x
; 3. y(5) − y′′ = sinx;

4. y′′ + y = x sinx; 5. x2y′′ − xy′ − 3y = 0, 6. 5y′′ − 6y′ + 5y = e
3
5x sin

4
5
x.

Výsledky a návody:

1. − e−x + xex + x2 + 2; Obecné řešeńı je C1e
x + C2e

−x + xex + x2 + 2.

2. C1xe
x + C2e

x + exx log |x|; Partikulárńı řešeńı hledáme variaćı konstant
ve tvaru C1(x)xex + C2(x)ex. Standartńım zp̊usobem dostaneme soustavu

C ′1xe
x + C ′2e

x = 0 a C ′1(ex + xex) + C ′2e
x =

ex

x
.

3. C1 + C2x+ C3e
x + C4e

− 1
2x cos

√
3

2 x+ C5e
− 1

2x sin
√

3
2 x+

1
2

cosx− 1
2

sinx.

4. C1 cosx+ C2 sinx+
x sinx

4
− x2 cosx

4
;

Partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru y0(x) = x(a+ bx) sinx+ x(c+ dx) cosx.
5. C1x

3 + C2
1
x ; Substitućı y(x) = z(log x) převedeme na rovnici

z′′ − 2z′ − 3z = 0. Ta má řešeńı C1e
3x + C2e

−x, které snadno převedeme.

6. − 1
8
xe

3
5x cos 4

5x+ C1e
3
5x cos 4

5x+ C2e
3
5x sin 4

5x.

Přeji Vám mnoho úspěch̊u při zkouškách.


