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KAPITOLA 1
Pf*iklady na integrovani

Z teorie zname a budeme pouzivat integraly nasledujicich elementarnich funkci

/Cdx:Cx prox € R
1
/x”dx— +1x”+1 prox e Ran € NU{0}
n
1
/x”‘dx: +1x°‘+1 prox € (0,00) aax € R\ {—1}
o
1
/xz dx:Z+1xz+1 pro x € (0,00) necho x € (—00,0) a —z € N\ {1}
/exdx:ex prox € R
1
/—dx:10g|x| pro x € (0,00) nebo x € (—o0,0)
X
/sinx dx = —cosx prox € R
fcosx dx = sinx prox € R
1
f1+x2 dx = arctan x prox € R
1
[_2 dx = —cotgx prox € (km,m +kn)ak € Z
sin” x
1
/ -— dx =tanx prox € (=5 +kn,5 +kn)ak € Z
cos? x

1.1. Per partes a substituce

1.1. Poznamka. Nedilnou soucasti vypoctu primitivni funkce je také urceni defini¢niho
oboru integrované funkce a urceni, na kterém intervalu je spoctena funkce primitivni
funkci.
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Pripomenme také, ze podle Véty PP? je vysledna primitivni funkce urcena jednoznac-
né¢ az na aditivni konstantu. Tento fakt nebudeme neustale pfipominat a spokojime se s
tim, ze uréime jednu z primitivnich funkeci.

1.2. Priklad. Spocitejte
1
/ dx .
2x + 3

Reseni. Tento piiklad nejprve vytesime formalné za pouziti Véty o substituci a poté uka-
zeme standardni zkraceny zapis, ktery se bézné pouziva. Pouzijeme Vétu ???? o substi-

tuci pro ZKONTROLU]J ZNACENI S VETOU AZ BUDE SEPSANA

o(x) = 2x +3, f(y) = ; F(y) = log |y, (@.b) = (0.00) a (@. ) = (~2.00) .

Leva strana ve vété je rovna

[ 1w ax = [

2dx
2x + 3

a prava strana je rovna
Fop(x) =log|2x + 3] .
Odtud tedy dostavame, ze

1 1
/2x—|—3 dx = 510g|2x—|—3|prox €(—2,00).

Stejny postup miizeme pouzit i pro
3
(a,b) = (—00,0) a (&, B) = (=00, —3)
a dostaneme, Ze vysledna funkce je primitivni i na intervalu (—oo, —%).
Predchozi postup je pfilis formalni a zdlouhavy, a proto se bézné pii vypoctu po-
uziva pouze jeho zkracena verze. Je ale dobré si alespon jednou poradné promyslet,

ze formalnim dosazenim do véty a timto zkracenym postupem dostavame to samé. Pri
zkraceném postupu si ozna¢ime y = 2x + 3 a derivaci dostaneme

d
y=2L<-x+3y=2.
dx

Z této rovnice si neformalné spocteme

_dy
2

a prili§ se nestarame, Ze vyrazy nemaji formalné smysl. Tuto identitu si dosadime do
integralu za dx a dostaneme

1 ldy 1 (1 1 1
/2x—|—3 ¥ fy 2 2/y Y=g logbi= g lose

dx
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Vzhledem k tomu, Ze funkce %log || je primitivni na intervalech (—o0, 0) a (0, 00), tak
snadno dostaneme, Ze vysledna funkee je primitivni na intervalu (—co, —2) a na intervalu

%, o0). V dalsich prikladech uz budeme pouzivat pouze tento zkraceny neformalni
postup. r

1.3. Priklad. Spocitejte
/x logx dx .

Resent. Integrovana funkce je definovana na intervalu (0, 00) a tam budeme hledat i jeji
primitivni funkci. U tohoto ptikladu si mizeme v§imnout, ze derivaci logaritmu dosta-
neme funkei 1/x, ktera je vyrazné jednodussi a 1épe se integruje. Zkusime tedy pouzit
per partes pro

u'(x) = x av(x) = log(x) .

Snadno spocteme, ze
¥2

u(x) = —av'(x) =
Za pouziti Véty PP? o vypoctu metodou per partes tedy dostaneme

/xlogx dx = /u'(x)v(x) dx = u(x)v(x) —/u(x)v/(x) dx

x2

- 1 / d 1 1/ ax =1
= ng X = OgX 2 X dx = 2 ng 4 .

Béhem vypoctu nemame zadné dalsi problemy s definiénim oborem, a proto je vysledna
funkce primitivni na celém intervalu (0, c0). Yy

1.4. Priklad. Spocitejte

1
/—dx
x24+2x+2

Reseni. Zadanou funkci si mizeme upravit jako

1 1
X242x+2  (x+D24+1°
coz nam pripomene derivaci funkce arctan. Proto pouzijeme substituci y = x + 1 a

snadno si spocteme

d
y/zﬁz(x-kl)/:l,atedydx=dy.

Podle véty o substituci dostaneme

1 1 1
/mdx:fmdx:fy2+ldy:arctany:arctan(x_kl).

Nikde nenastanou zadné problémy s defini¢cnim oborem, a proto je vysledna funkce pri-
mitivni na celém R. Yy
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1.5. Priklad. Spocitejte
[xz cosx dx .

Reseni. Pri derivovani se nam funkce x? zjednodusi na polynom nizsiho stupné a cos se
integrovanim zméni na zhruba stejné slozitou funkci sin. Proto za pomoci per partes pro

up(x) = x?, vj(x) = cosx, atedy u}(x) = 2x, vi(x) = sinx
dostavame
/xzcosx dx = x?sinx —/2x sinx dx .
Zbyly integral dopocteme opétovnym pouzitim per partes, nebot derivace 2x je jiz kon-
stantni funkce. Ozna¢me tedy
us(x) = 2x, vy(x) = sinx, atedy up(x) =2, va(x) = —cosx

a dostavame

[2xcosx dx = —2x cosx —f2(—cosx) dx = —2xcosx + 2sinx .
Celkové tedy vychazi
/x2 cosx dx = x?sinx —/2x sinx dx = x?sinx + 2x cos x — 2sin x

a snadno zjistime, ze funkce je primitivni na celém R. 'y

1.6. Priklad. Spocitejte
/ |x| dx .

Reseni. Toto je prvni priklad, u kterého si vysvétlime techniku takzvaného lepeni primi-
tivnich funkci. Zadana funkce je na intervalu (0, o) rovna x, a proto je zde jeji primitivni

funkce rovna % + C;. Naintervalu (—o0, 0) mame funkci —x a primitivni funkce je tedy
rovna —% + Cs.

Otazkou je, jestli existuje i né¢jaka primitivni funkce definovana na celém R. Podle
Véty PP? je kazda primitivni funkce spojita, a tedy by muselo platit

X2 2

C2: lim ——+C2: hm X—+C1:C1
2 x—>0+ 2

x—>0—

Jedinym kandidatem na primitivni funkci na celém R je tedy funkce

—%2 +C prox € (—00,0)

F(X): %2
> +C pro x € [0,00) .

Podle Véty ??? pro kazdou spojitou funkei existuje primitivni funkce na celém intervalu,
a proto je tato F primitivni k zadané funkci na celém R. Tento fakt se da odtvodnit 1
jinak. Funkce F je podle prvniho odstavce primitivni na intervalu (—oo, 0) i na intervalu
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(0, 00) a zbyva ovérit F'(0) = f(0) = |0] = 0. Tento fakt by $el ovérit pfimym vypoctem
z definice derivace, nebo se da snadno ovérit pomoci Véty PP? o limité jednostrannych
derivaci. Funkce F je totiz spojita a pro limitu jednostrannych derivaci plati

lim F'(x) = lim |x| =0,
x—>0 x—0
a tedy F’(0) = 0. Funkce F je tedy skute¢né primitivni na celém R. '

1.7. Priklad. Spocitejte
/xe_x2 dx .

Reseni. Funkee x vypada skoro jako pfipravena derivace funkce —x2. Zvolime proto sub-
stituci y = —x? a dostavame
, _dy

yi=—s = —2x, atedy xdx =

Podle véty o substituci dostavame

d 1 1
/xe_x2 dx = /ey D ey = eV ;
-2 2 2

a tato funkce je zfejmé primitivni na celém R. &

1.8. Priklad. Spoditejte

dy
2

_ logx
x/1 +logx

Reéseni. Defini¢ni obor zadané funkce snadno uréime z nerovnosti 1 + logx > 0 jako
interval (1, 00). Funkce 1 je derivaci funkce 1+ log x, a proto se ndm cely vyraz vyrazné
zjednodusi pti pouziti substituce y = 1 4 logx. Dostavame
dy 1 1
_— =, t d —dx - d
dx x ardy X Y
a podle véty o substituci
logx y—1 /
dy = dy — / — dy
xy/1+ logx f vy
2 1

_ .3 5,3 3 _
_3y2 2y2 = \/(l-l—logx) 2\/1+logx.

Nejsou zadné dalsi problémy s defini¢nim oborem, a proto je vysledna funkce primitivni
na celém intervalu (%, 00). Yy

1.9. Priklad. Spoditejte

/x arctanx dx .
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Reseni. Funkce arctan se nam zjednodusi pfi derivovani, a proto zkusime pouzit per par-

tes Pro
2

X
= t ) ! - ) t d ! = 5 - — .
u(x) = arctanx, v'(x) = x, atedy u'(x) T v(x) >
Dostaneme
2 1 2 2 1 1 2y 42
/x arctanx dx = arctanxx— —/ il dx = arctanxx— - — M dx
2 14+x22 2 2 14+ x2

xz 1 1 1 x2 x 1
=arctanx— — - | ldx + - | —— dx = arctanx— — — + — arctan x
2 2 2) 1+ x2 2 2 2

a tato funkce je zfejmé primitivni na celém R. ry
1.10. Priklad. Spocitejte
cos® x+/sinx dx .

Reseni. Defini¢ni obor snadno zjistime z nerovnosti sin x > 0 jako

\J 2k, +2kn] .

keZ
Funkce +/sin x je prili§ slozita na integrovani, a proto nas urcité napadne si ji zjednodusit
pomoci substituce y = sinx. Snadno dostaneme

d
% = cosx, atedy cosxdx =dy .

> x = cos x(cos? x)? si piepiSeme pomoci identity

Zbylou funkci cos
sin®x +cos?x =1

a podle véty o substituci dostaneme

cos’ xV/sinx dx = f(l —sin” x)?/sinx cos x dx = /(1 —yH2/y dy

1 5 9 2 3 2 7 2 1
= 2 —2y2 i)d = —y2 —2—y2 4+ —
f(y y2+y y=3Y =Y +11

N

y
. 4 . 2 .
= g(smx)% — 5(smx)% + ﬁ(smx)% .
Tato funkce je primitivni na libovolném z intervalt (2km, w + 2kn) pro k € Z. 'y

1.11. Priklad. Pro a.b € R spoditejte

/e“x coshx dx .
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Reseni. Zadana funkce je spojita, a tedy podle Véty ??? existuje jeji primitivni funkce
Fa5(x) vsude na R. Pro a # 0 pouzijeme per partes pro

1
uy(x) = coshx, vi(x) = e, atedyu)(x) = —bsinbx, vi(x) = —e*”
a

a dostaneme

1 b .
Fap(x) = /e‘”‘ coshbx dx = —e“** cosbx + / —esinbx dx .
a a

Na zb}’rvajici integral pouzijeme per partes pro

1
us(x) = sinbx, vy(x) = e**, atedy uy(x) = bcosbx, vy(x) = —e®”
a

a dostaneme

: 1 . b 1 . b
/e"x sinbx dx = —e** sinbx — / —e? cosbx dx = —e® sinbx — —F, p(x) .
a a a a

Celkové tedy dostavame

1 b 4 . 1 b : >
Fap(x) = Ee"x cosbx + f Ee"x sinbx dx = ge“x cosbx + ;e“x sinbx — a_zFa»b(x) :

Z této rovnice jiz snadno dopocteme

a )
Fap(x) = az—e“" cosbx + 4 sinbx

—e

_|_ b2 a2 _|_ b2
a toto je primitivni funkce na celém R. Pfipomenme jesté, Ze veskeré integrované funkce
byly spojité, a tedy primitivni funkce vzdy existovaly a veskeré vypocty tedy byly korekt-

ni. Snadno ovéfime, ze tato funkce je primitivni i pro a = 0. Iy
1.12. Priklad. Spocitejte
arctan e*
/ arctane”

ex
Reseni. Nejprve zkusime poutzit per partes pro

u(x) = arctane”, v'(x) =e™~* — 5, v(x) = —
(x) (x) e v

, atedyu'(x) =

a dostaneme

arctan e* 1
——dx = —arctane’e™ + | ————eFe " dx .
ex e2x + 1

Na zbyvajici integral pouZzijeme substituci y = e** a za pomoci
dy dy
— =2e%*, atedy e¥dx = —
dx aredy 2
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dostaneme

1 1 dy
dx= [ ——— e dx= [ ————— =2 =
/e2x+1 g /eu(ezwne * /y(y+1) 2

1 1 1 1 1 e2x
= _ —— ——)dy==( —1 1) = = log —— .
2/(y y+1) y 2(oglyl ogly + 1|) 3198 g
Celkové tedy dostavame
arctan e® 1 e%x
e dx =— t X X 4 " oo ——
/ pr X arctane~e —|—2 Oge2x+1
a tato funkce je primitivni na celém R. Y

1.13. Priklad. Spocitejte

1
/ . dx .
sin x

Reseni. Defini¢ni obor snadno uréime z sinx # 0 jako

|Jkn. (k + D).

keZ
Pozdéji se naucime, jak takovéto piiklady resit ’algoritmickym’ postupem. V tuto chvili
nas muze napadnout nasledujici mirné ’trikova’ Gprava

1 1 1

; - i X x T x 2x "
s x 2sm20052 2tanzcos >

Nyni j1Z nds mtze napadnout substituce y = tan Z, pro kterou plati
ynlj P y 2> P p

dy 1 1

dx 2cos? ¥’

Pomoci véty o substituci dostaneme

1 1 1 .
—dx= [ o dx= [ —2dy =log|y| = log|tan |
/smx * /2tan§C052§ X /Zy y = log|y| =log an2

a tato funkce je primitivni na kazdém z intervala (kn, (k + 1)) pro k € Z. 'y

1.2. Integrace racionalnich funkci

V této sekci se naucime integrovat racionalni lomené funkce. Podle Kapitoly ??? z
prednasky vime, Ze kazda racionalni lomena funkce lze rozlozit jako soucet nékolika
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jednodussich typt racionalnich funkci. Tyto typy funkci lze pak jednoduchou substituci
prevést na jeden z nasledujicich znamych integralt:

1
/;dx—log|x|, €))
Lare ke \ {1} 2
xk —k +1 P ’
1
/ T dx = arctan x , 3)
2x _ 5
/1+x2 dx = log(l + x7), 4)
2x 1 1
/(1 Ty T T, Ty ®)
1
f 2oy &= ©

kde 1, 1ze spocitat rekurzivné pomoci znamého integralu I, a vzorecku ziskaném per

partes (viz ???)
I 1 1 " n 2n — 11
= —X .
o L+ 22 on "

Napriklad pro n = 1 dostaneme

; / LR DS DR P N NN B
= —_— X = - X— — = - X—F —arctan x .
2 (1 + x2)2 27142 27T 271422 2

Vysledna funkce bude vzdy primitivni na kazdém intervalu, ktery neobsahuje zZadny
koten polynomu z jmenovatele.
4
X
/ e dx .

1.14. Priklad. Spocitejte

Resent. Cely vypocet rozdélime do ctyfech kroki. Tyto ctyfi kroky u tohoto prvniho pii-

kladu detailné okomentuje a provedeme. U dalsich prikladt jiz budeme stru¢néjsi.
1.krok Zajistime, aby stupen polynomu ve jmenovateli byl vyssi nez stupen poly-

nomu v citateli. Obecné vydélime polynom polynomem. U zadaného jednoduchého

prikladu si to muzeme také elementarné rozepsat

x4 x4t —x X

x3—1 - x3—1 +x3—1 :x+x3—1 '
2.krok Rozlozime jmenovatel vysledného zlomku na soucin co nejjednodussich re-
alnych polynomt stupné jedna nebo dva. U zadaného ptikladu dostavame

FP=-D=x-D&*+x+1).
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3.krok Vyslednou racionalni funkci rozlozime na parcialni zlomky podle postupu z
Kapitoly ???. Podle Véty P?? existuji jednoznacné urcené a, b, ¢ € R takové, ze
X a bx +c¢

= . 7
x3—1 x—1+x2—l—x+1 @

Nyni musime tyto neznamé hodnoty a, b, ¢ nalézt. Rovnost 1} si vynasobime jmenova-
telem a dostaneme

x=ax*+x+ D)+ bx+c)x—-1)=@+b)x>+@—b+c)x+(a—c).

Dva polynomy se rovnaji pravé tehdy, kdyz se rovnaji koeficienty u vsech mocnin x, a
proto dostavame soustavu tif rovnic o tfech neznamych

O=a+b
l=a—-b+c
O=a—c.

Tuto soustavu vyresime za pomoci znalosti z linearni algebry. Predpokladame, ze Cte-
nar umi resit soustavy rovnic, a proto se timto nebudeme detailné¢ zaobirat. NEBO TO

ALESPON U JEDNOHO PRIKLADU DETAILNE UDELAT??? Re$enim zadané

soustavy dostaneme a = %, b= —% ac= % Celkové tedy zatim mame
4 1 1 1
X X 3 —3X+ 3
_ _ 3 3 3
3_1—x—|— 3_1—x+ 1 > [
X X X X<+ x4+

Poznamenejme jesté, ze cely vypocet neznamych a, b, ¢ se da i urychlit. Do rovnosti
x=a(x*+x+1)+bBx+c)(x—1)

mizeme dosadit jednotlivé kofeny jmenovatele. Naptiklad dosazenim x = 1 ihned do-
stavame

1:a(1+1—|—1)+(b—|—c)(1—1):3a,atedyaz%.

U jednoduchych prikladii s malym poctem neznamych mtzeme klidné pouzit postup

vvvvvv

pocet vyrazné urychlit a také se snizi pravdépodobnost numerické chyby.
4.krok Jednotlivé ¢leny zintegrujeme za pomoci znamych integrald az . U

nascho prikladu dostavame

4 1 1 1 —1
/ al dx:/xdx—i-—/ dx——/x—dx.
x3—1 3 x—1 3) x24+x+1

Prvni integral je jeden ze zakladnich

2
/xdx:x—.
2
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Druhy snadnou substituci y = x — 1 pfevedeme na (1)) a dostaneme

/ ! dx:/ldy:10g|y|=log|x—l|.
y

x—1

Treti integral si rozdélime na dvé ¢asti z nichz prvni spodteme za pomoci substituce
y=2x+1a

—1 lex+1 3
x24+x+1 x2+x+1 x24+x+1

1

1 3
~ oo 1——/—d |
2og(x +x+1) N X

U zbylého integralu si nejprve jmenovatel upravime na ctverec

x2+x+1:(x+§)2+%:%<(\/§(x+§)) +1)

a poté ho za pomoci substituce y = \/g(x -+ %) prevedeme na H a dostaneme

1 4 1 4 1 3
/x2+x+1dx:§/ 2 dx:g/ﬁ 4
<\/§(x+§)) +1 Y
4 4

4 2 1 1 1
/x3x_1 dx = %+§log|x—l|—glog(x2+x+ 1)+%arctan (\/g(x-k%))

a tato funkce je primitivni na intervalu (—oo, 1) a na intervalu (1, c0). '

1.15. Priklad. Spocitejte

Celkové tedy mame

/ x3—4x -6
dx .
x3 —5x2 4+ 6x

Resent. Nejprve si zadané polynomy vydélime na

x3—4x—6 _x3—5x2+6x 5x2—10x — 6 5x2—10x — 6

= + =1+ .
x3 —5x2 4+ 6x x3—5x24+6x x3—5x24+6x x3 —5x2 4+ 6x

Jmenovatel si rozlozime na

x3—5x2 +6x =x(x —2)(x —3),
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a proto hledame rozklad na parcialni zlomky ve tvaru

5x2—10x—6_a+ b N c
x3-5x24+46x x x—-2 x-3°
Do identity
552 —10x — 6 = a(x —2)(x —3) + bx(x —3) + cx(x —2)
mizeme postupné dosadit x = 0, x = 2, x = 3 adostanemea = —1,b =3 ac = 3.

Celkové tedy mame

x3—4x -6 1 1 1
dx= [ 1dx— [ - dx +3 dx+3 | — 4
/x3—5x2+6x o / o /x X+ /x—2 X+ /x—3 o

= x —log|x| + 3log|x — 2| + 3log |x — 3]

a tato funkce je primitivni na intervalech (-0, 0), (0,2), (2, 3) a (3, 00). 'y

1.16. Priklad. Spocitejte
x?—5
/ 1 dx .

Resent. Vydélenim polynomt dostaneme

x° =5 ; s 3 x—5
21 =x"+x +x +x+x2—1 .
Budeme tedy hledat rozklad na parcialni zlomky ve tvaru
x—5 x—=5 _a b
x2—-1 (x+Dkx—-1) x+1 +x—1 '
Z rovnice
x—=5=alx—-1)4+b(x+1)
snadno dostaneme, ze a = 3 a b = —2. Celkov¢ tedy dostavame
/XZ_Sa’x:/x7dx+/x5dx+/x3dx+/xdx—l—/ 3 dx—l—/ —2 dx
x2—1 x+1 x—1
N 2

= §+Z+T+%+3log|x+1|—2log|x—1|
na intervalech (—oo, —1), (—1,1) a (1, 00). Yy

1.17. Priklad. Spocitejte
1
/ pra— dx .

Reseni. Jmenovatel snadno rozlozime jako

M —1=x"-DEX*+D=x-DEx+DH*+1),
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a proto hledame rozklad na parcialni zlomky ve tvaru

1 a N b +cx+d
x4—1 x—1 x+1 x2+1°

Z rovnosti
l=ax+DE*+D+bx—DE*+ D+ (cx+d)(x—1D(x+1)

dostaneme dosazenim x = —lax = 1 postupnéa = i ab = —i. Hodnoty neznamych ¢
ad poté mizeme dopocitat porovnanim koeficientd u ostatnich mocnin x v této identité
adostanemec =0ad = —%. Dostavame tedy

1 1 1 1 1 1 1
/—dx:—/ dx——/ dx——/—dx
x4 -1 4 ) x—1 4 1 x+1 2 ) x24+1

—11 |X 1| 11 | +1| ! t
4Og 4ng 2acax

a tato funkce je primitivni na intervalech (—o0, —1), (=1, 1) a (1, 00). 'y

1.18. Priklad. Spoéitejte
/ 1
Xt + 1 '

Reseni. Pti hledani rozkladu jmenovatele miizeme bud pouzit znalost komplexnich ¢isel
a hleddn{ odmocnin z —1, nebo miizeme vzorec pro a* — b? a pouzit Gpravu

Il =2 D)2 =22 = (2 + 1= V2x)(x2 + 1 + vV2x).
Hledame tedy rozklad na parcialni zlomky ve tvaru
1 ax +b cx +d
x4 +1 :xz—l-\/ix-l-l +x2—«/§x—|—1
a obvyklym postupem dostaneme
1= (ax +b)(x>=V2x + 1) + (cx + d)(x® + V2x + 1)
—@+o)x*+(=v2a+b+vV2c+d)x>+(a—~2b+c+2d)+ (b +d).

Regenim soustavy rovnic
0=a+c
0=—v2a+b+ 2 +d
O=a—+2b+c++2d

l=b+d
dostaneme . | | |
a=—F—, b = -, C=——"F=2a d = —
22 2 2.2 2
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Prvni integral si miizeme rozlozit na dva a pouzit substituci y = x2 + +/2x + 1

11 L_(2x + V2) 1
[ 22 2 dx f‘“ﬁ dx-l—f 4 dx

x2 4+ V2x + 1 x2 4+ V2x + 1 x2 4+ 4/2x + 1
1 1
=——Ilo (x2+ﬁx+1)+/ 4 dx
w2 8 X2+ V/2x + 1

U posledniho integrdlu mtizeme pouzit ipravu na étverec a substituci y = +/2x + 1

1 1
dx=2f dx = /2 arct V2x +1) .
fx2+ﬁx+1 (V2x + 1)2 + 1 arcan( )

Analogicky miizeme postupovat i u druhého ¢lenu a celkové dostaneme

! —_L 2 _ L 2
/x4—+1dx_ 4\/Elog(x ﬁx+1)+4ﬁlog(x +ﬁx+1)+

1 1
+ — arctan (v2x — 1) + arctan (v2x + 1
22 ( 22 ( )

a tato funkce je primitivni na celém R. ry

1.19. Priklad. Spocitejte

/ x4+ x
X6+ 3x4 4+ 3x2 + 1
Reseni. Vidime, 7e jmenovatel se da napsat jako
X 3xt 3P+ 1=+ 1),
Pouzijeme-li standardni znaceni integralt z (@), tak dostaneme

x? 4+ x (x24+1)—1+x x
dx = dx =1, — I _* g4
/x6+3x4+3x2+1 * x2t+1)3 T 3+/(x2+1)3 *

Poslednf integrél je podle (5) (nebo snadno substituci y = x + 1) roven

/ X J 1 1
_— X =
(x2 4 1)3 4 (1 + x2)?

Podle rekurentniho vzorecku pro I, tedy dostaneme

/ x4+ x J 1 x +1 .
X = - —arctan x—
x6 4+ 3x4 +3x2+1 2x24+1 2

1 1 2+3 1 x +1 t 1 1
— | — -1 = —arctanx | | — ——————
4x \ 1+ x? 4\2x2+1 2 4 (1 4+ x?)?

a toto je primitivni funkce na celém R. 'y
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1.3. Integrace funkci, které lze prevést na integraci
racionalnich funkci

V této kapitole si ukazeme nékolik typt funkci, jejichz integral 1ze vhodnou substi-
tuci prevést na integrovani racionalni funkce. Necht R je racionalni funkce jedné nebo
dvou proménnych aa,b,c,d € R.

(A) Prof R(e®) dx volime substituci y = e“*, pokud a # 0.

d
(B) Prof R(log x) i volime substituci y = log x.
X

nfax +b , .. ]ax4b
(®) Pro/ R (x, o d) dx volime substituci y = o td

pokud ad —bc # 0.
(D) Ulohu/ R(x,vax? +bx +c)dx ,kdeax?+ bx + ¢ ma dva riizné kofeny,

prevedeme vhodnou upravou na typ (C).

(E) Pro/ R(x,vax?+bx +c) dx volime substituci
y + Vax = vax? + bx + ¢ pokud a > 0.

Jak se pfi integraci jednotlivych typi postupuje bude jasné z nasledujicich prikladd.
1.20. Priklad. Spocitejte

[ 5 : dx
x(log” x —5logx + 6)

Resend. Jedn4 se o integral typu (B), a proto volime substituci y = logx. Snadno dosta-
neme J . J
y X
— = —, atedy — = dy.
dx x0Ty Y
Podle véty o substituci spocteme

1 1
[ P —
x(log” x — 5log x + 6) ye=5y+6
Tento integral z racionalni funkce pocitame obvyklym zptisobem
1 1 a b

y2=5y4+6 (y-3)(ry—-2 y-3 y-2

Z rovnice
l=a(y—-2)+b(y—3)
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dostaneme postupnym dosazenim hodnot y =3ay =2,2ea = 1ab = —1. Nyni uz
integral snadno dopocteme

1 1 1
dx=/—a’ —/—d
/x(logzx—Slogx+6) y—3 Y y—2 Y

= log|y — 3| —log|y — 2| = log

logx -3
logx —2
P1i urceni vyslednych intervald nezapomeneme na defini¢ni obor logaritmu (0, c0) a na

podminky y # 2 a y # 3. Dostaneme, ze vysledna funkce je primitivni na intervalech
(0,€?), (e*,€%) a (e?, 00). 2

1.21. Priklad. Spocitejte

1
/ X X de'
14+e2+e3 +eo

Reseni. Nez se pustime do vypoctu, tak si uvédomime, ze
1+e2+4e34ec =1+(e€) —|—(e€) +eo .
Jedna se tedy o integrél typu (A) pro a = 3. Volime tedy substituci y = es a dostavame

d 1 &
@ _ %, odkud dostaneme 6dy = esdx .
dx 6

Pomoci véty o substituci dostaneme

1 e 6
l+e2+e3 +es es(l+e2 +e3 +ev) yAd 4y +y*+y)
Rozklad na parcialni zlomky tedy hledame ve tvaru

1 _ 1 _a . b cy +d
yI+y3+y2+y)  yo+DO2+1D)  y  y4+1 0 y241
Neznamé konstanty nalezneme obvyklym zptsobem, ktery jiz zde nebudeme detailné
rozepisovat, a dostaneme

1 2y 1
S xdx—6/ d—3/— __/ cav+s d
/1+ez+eé+e6 Y l-l-y Y 14 y2 Y 1+ y2 Y

= x —3log(1l +e%) — —log(l + e3) + 3arctanes .

Snadno zjistime, Ze tato funkce je primitivni na celém R. Yy

1.22. Priklad. Spocitejte
/ \/ I~ l dx .
1+ xx
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Reseni. Nez se pustime do reseni, tak si ur¢ime defini¢ni obor integrované funkce jako
(=1, 1]\ {0}. Jedna se o integral typu (C), a proto budeme volit substituci

1 —x

1+x ®

Toto je prvni priklad, kde budeme pouzivat druhou vétu o substituci - Vétu PP?. Narozdil
od prvni véty o substituci bude potreba ovéfit, ze funkce udavajici zménu proménnych
je prosta a urcit na jakych intervalech je prosta. Pozdéji uvidime, ze ovéreni tohoto pred-
pokladu je skutecné nutné, aby nam vysel spravny vysledek. Umocnénim a upravou
dostaneme

y:

Y21 +x)=1—x
a odtud lehce odvodime
_1-
NG
Neda velkou praci si uvédomit, ze tato funkce zobrazi interval (0, 1) prosté na interval
(0, 1) a interval (1, 00) prosté na (—1,0). Pokud si chceme pamatovat ’jednoduché pra-
vidlo’, kdy pouzivame substituci prvniho a druhého druhu, tak si sta¢i uvédomit nasle-

dujici. Pti substituci prvniho druhu typicky pocitame Z—)yc a pti substituci druhého druhu
pocitame dx Dostaneme

dx d (1- yz) —4y —4y

-~ = = =—— atedydx = ———dy.

dy ~ dy (1+y2 (+y22 T2

Podle druhé véty o substituci mame

[1—x1 1 —4y 4y?
/ 1+x§dx_/y1—y2 2)2dy_/y4—ldy'
1+y2

Rozklad na parcialni zlomky tedy hledame ve tvaru

4y? 4y? _a b cy +d

= = + + .
yi—-1 (+DHO-DO*+1D) y+1 y—-1 y2+1
Neznamé konstanty nalezneme obvykl)'/m zpusobem a dostaneme

1—x1 1
/,/ x—dxz /—dy 2/ dy
1+ xx 14 y2
| —2arctan /7% .

Tato funkce je primitivni na intervalu (-1, 0) a na intervalu (0, 1). &

1.23. Priklad. Spoditejte

log 1+

log‘l— ==

X
/ dx
Vx24+2x +4
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Reésent. Defini¢ni obor zadané funkee je celé R. Jedna se o integral typu (E), a proto

pouzijeme substituci
y+x=+vVx2+4+2x+4. €©)

y2 +2xy =2x + 4

Umocnénim dostaneme

odkud snadno odvodime
y>—4

2(1 —
PRIDAT NEJAKE KECY O PROSTOT(E AyO)DKUD KAM? Opét tedy pouzijeme
substituci druhého druhu a derivaci posledniho vztahu dostaneme
dx —y*+2y—4 —y2+2y—4
dy — 2(1-y?) 2(1-y?)
Podle druhé véty o substituci mame

, atedy dx = dy

/ X / 2(1 ? —y<+2y 4a’y=/ y-—4 dy .
VX2 +2x +4 + s 21—y 2y2 —4y +2
Rozklad na parcialni zlomky tedy hledame ve tvaru

_ -4 1o 2y-5 1, e b

22 =4y +2 2 200-1)2 2 (-1 (y-D*’
Neznamé konstanty nalezneme obvyklym zptisobem a dostaneme

/m - /3 d”/—dy"/(

3
=—(\/x2—|—2x—|—4—x)+log(\/x2+2x+4—x+1)—|—
2 2(Wx2+2x4+4—-x—-1)

kde jsme dosadili y = v/x2? + 2x 4+ 4—x z rovnice @) Tato funkce je primitivni na celém
R. *

1.24. Priklad. Spocitejte

[

Reéseni. Defini¢ni obor zadaného vyrazu je interval (0, 00). Po chvilce premysleni pfijde-
me na to, ze druha i tfeti odmocnina jsou mocniny Sesté odmocniny, a tedy se jedna o

integral typu
Ix+0
R(x, = | R|x,y
[ (x, ﬁ) dx / (x, Ox + 1) dx,
neboli o typ (C). Volime tedy substituci
y =V,
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odkud mame
x = y°
Toto zobrazeni nam zfejmé zobrazi interval (0, c0) prosté na interval (0, 00). Derivaci

dostaneme
dx

dy

Podle druhé véty o substituci mame

= 6y°, atedy dx = 6y°dy .

x—1 ye—1 5 / ye—1
dx = | ———6y°’dy=6 | ———— d
/x(\/_—l-«/ 2) /y6(y3+y4) re Yo+n @
Rozklad na parcialni zlomky tedy hleddme ve tvaru

yiy +1) Yy +1) y?
1+1 1+1 1
y yr ooydooyt

Integraci dostaneme

[ x—1 :6/(y_1+l_i+i_i)dy

x (VX + Vx?) y yzooy3 oyt
L (x ) 1 1 1
—6(2 _ﬁ+lnﬁ+w_2ﬁ/¥+3ﬁ)'

Tato funkce je primitivni na celém intervalu (0, 0o). Yy
PRIDE]J JEDEN INTEGRAL NA TYP (D)

1.25. Priklad. Spocitejte
1_ 2x
/ \/ 3 ¢ dx .
e*x 4+ 2e* + 1

Reseni. Tento 1ntegral neni na prvni pohled zadny ze zakladnich typi. Na druhy pohled

ovsem zjistime, Ze se da na takovy integral prevést za pomoci substituce

y=e", atedydy =e*dx

Dostaneme

/ 1 —e?x / 1—y _/ 1—y1d
e2x+2ex+1ex y? —|—2y+1y B y+1y

Tento integral jsme spocitali v Prikladu (1.2 2 a proto muzeme rovnou napsat vysledek

/‘ 1 —e2~ dx =1
X =
e2x 4 2% 4+ 1 4+ 2e* + 1 08

1 —e*
1+ e*

1 —e*
14+ ex’

1 —e*
1+ e*

1+ —log |1 — — 2 arctan
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V Prikladu byla funkce primitivni na intervalech (-1, 0) a (0, 1). Nase funkce je tedy

primitivni, pokud y = e* € (0, 1), neboli na intervalu (—o0, 0). 'y

1.4. Integrace trigonometrickych funkci
Pripomenme si, jaké druhy substituci miizeme volit na integraly typu
/R(sinx,cosx) dx ,

kde R je racionalni funkce dvou proménnych.

(A) Pokud R(sinx, —cosx) = —R(sinx,cosx), paklze volit substituci ¢t = sinx.
(B) Pokud R(—sinx,cosx) = —R(sinx, cosx), paklze volit substituci ¢ = cos x.
(C) Pokud R(—sinx, —cosx) = R(sinx,cosx), paklze volit substituci ¢t = tanx.

(D) Vzdy lze volit substituci ¢ = tan 3.

Poznamenejme, ze byva vétsinou snazsi volit jednodussi substituci. Pokud mizeme volit
substituci typu (A) 1 (C), tak radéji volime (A), a substituci typu (D) si nechavame v
zaloze pouze na piiklady, které nelze fesit jinak. Pri pouziti nevhodného typu substituce
miizeme naptiklad rozkladat na parcialni zlomky vyraz, kde stupen ve jmenovateli je
prilis velky a tim zbytecné ztracime cas a zvysi se pravdépodobnost chyby.

Jak se pri integraci jednotlivych typt postupuje bude jasné z nasledujicich prikladd.
Nejprve ale poznamenejme, ze u typt (C) a (D) volime substituci druhého druhu, a
proto se dobré si dopredu rozmyslet, na jakych intervalech tyto substituce provadime.

(C): Je dobré si pamatovat, Ze u substituce typu (C) dostaneme z identity sin® x +
cos? x = 1 rovnost t? + 1 = 1/ cos? x. Odtud jiz snadno dostaneme

1 . t?
cos?x = a sin’x=1—cos’x = .
2 +1 2 +1
Déle derivaci rovnosti x = arctan ¢ odvodime
1
X = dt .
1+ 12

Snadno si rozmyslime, Ze substituci x = arctant mtzeme pouzit na libovolném interva-
lu (=% +kmn, 5 +km), k € Z, nebot tento interval se zobrazi na R prosté.
(D): Pouzitim znamych identit pro trigonometrické funkce dostaneme

2 1 —1¢2

2x _ x
, X L. X cos sin _ > _
1+tan2§ 14 ¢2

COSX = COSs* — —sin” — = j :
2 cos? % 4+ sin

1 — tan?

2

NIx [N]x
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a také .
) X X 2sin 5 cos 5 2t
siINX = 2sIn ~Cos — = —— = .
2 2 sin” 3 +cos? 3 1+ 12
Déle derivaci rovnosti x = 2 arctan t odvodime
2
X = dt .
1+1¢2

Snadno si rozmyslime, ze substituci x = 2arctan ¢ mtzZeme pouzit na libovolném inter-
valu (=7 + 2kn, w + 2kn), k € Z, nebot tento interval se zobrazi na R prosté. KECY
PREDELE]

1.26. Priklad. Spocitejte

1
f—z dx .
cosxsin x

Reseni. Pro nasi racionalni funkci dvou proménnych R(x, y) = # plati

: 1 1 :
R(sinx,—cosx) = —— == —— = —R(sinx, cos x) .
(—cosx)sin” x cos x sin” x

Jedna se tedy o typ (A) a mizeme volit substituci 7 = sin x. Snadno odvodime cos? x =
1 —sin®x = 1 — 2 a derivaci dostaneme
dt
i cosx, atedy dy = cosx dx .
X

Podle véty o substituci tedy dostavame

1 1 1
Cos X sin” x cos2 x sin” x (1 —12)12

Rozklad na parcialni zlomky hledame ve tvaru
1 a b c d

G-me ety

Hodnotu neznamych koeficientii spoc¢itame obvyklym zptisobem a dostavame

1 1 1 1 1 1
———dx= | sdt—= | —dt+ - | —— dt
/cosxsinzx * ftz 2] t—1 +2/t—|—1
1

D log |1 = sinx| + ~ log |1 + sinx|
= — —_— — — SIn x — mxj.
sin x 2 08 S 2 08 s

Vezmeme-li do tivahy defini¢ni obor integrované funkce, tak snadno dostaneme, Zze tato
funkce je primitivni na intervalech (k3,5 + k%) pro k € Z. Fy

2
1.27. Priklad. Spocitejte

T 1
f 1 &
o 1+ 3cos?x
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Reseni. Pro nadi racionélni funkci dvou proménnych R(x,y) = @ plati

: 1 1
R(—sinx,—cosx) =

= = R(sin x, cos x) .
14+ 3(—cosx)> 1+ 3cos?x ( )

Jedna se tedy o typ (A) a mizeme volit substituci t = tan x. Nejprve si zamérné predve-

deme rychly neformalni postup, ktery nebude zcela spravné. Potom si vysvétlime, v ¢em
neni postup korektni a jak to napravit.
Podle navodu z ¢asti (C): mame cos? x = -1

_ 1 /o7
747 adx = 7 zdi. Dostavame tedy

1
/—a’x:/ ! ! dl:/
1 4+ 3cos?x

dt
1+351+12 12+ 4
1 t 1 tan x
= —arctan - = — arctan
2 2

Nyni bychom mobhli zkusit ‘'mechanickym zptsobem’ dosadit do ur¢itého integralu a
dostaneme

m 1 1 tanx1* 1 tanw 1 tan 0
———dx = | = arctan = — arctan =0.
o 1+ 3cos?x 2 2

— —arctan
. 2 2 2
Dostali bychom, ze integral nezaporné nenulové funkce je roven nule. To by nas mélo

trochu znervéznit a pfinutit zamyslet se, kde udélali soudruzi z NDR chybu :-).
Pti pouziti substituce druhého druhu totiz musime ovéfit, Ze zadané funkcee je prosta
a na. Funkce

1

tan x
— arctan
2

+C

T 3w
2° 2 />
ale neni primitivni na celém intervalu (0, ). Zadana funkce je spojita, a proto podle Véty

PP? existuje jeji primitivni funkce na celém intervalu (0, 7). Na nalezeni primitivni funkce
na celém intervalu (0, 7) pouzijeme metodu lepeni. Primitivni funkci budeme hledat ve
tvaru

ie tedy primitivni k zadané funkci na intervalu (—Z, Z) a je primitivni na intervalu
J yP 2> 2)a)¢p

1

tan X b1

Fx)= )2 arctan tT 4+ C; nal0,Z%]
an x

5 arctan “2= 4+ €

na [7, ]
Konstantu C; mtzeme zvolit libovolné naptiklad C; = 0. Podle Véty P?? vime, ze hle-
dana primitivni funkce musi byt spojita, a proto se musi rovnat nasledujici limity

) tan x
lim F

1
(x) = lim Earctan

) T
= lim —arctant = a
x—>5— x—>Z— 2 t—o00 2
. . 1 tan x . 1 b4
lim F(x) = lim = arctan 4+ C, = lim —arctant + C,
x—>5+ x—>5+ 2 2 t—>—o0 2

=—+4+0C,.
4+2
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Z rovnosti téchto limit dostaneme, ze musi nutné platit C; = 7. Primitivni funkce exis-

tuje, musi byt spojita a jiny nez hledany tvar mit nemuze. Proto je funkce

arctan “2* na [0, %
tanx b1 b1
arctan “2* + 7 na |7, 7]

1
F(x) = {

primitivni na celém (0, ). Nyni jiz korektné dostavame

T 1 b1 b1
—  dx=F(@)—F0)=0+2>-0="=.
/0 1 4+ 3cos?x Y () © + 2 2

1.28. Priklad. Spocitejte

2 sin?x
— 3 dx .
o 1+sin"x

Resend. Opét snadno zjistime, ze se jedna o typ (A) a muzeme tedy volit substituci ¢ =

tan x. Podle navodu z &sti (C): mame sin® x = 1+t2 adx = 1+t2 dt. Dostavame tedy
/ sin” x ‘= / lit,z 12
1 + sin” x 1+ 251+ z2 (2 + D2 + 1)

1+t2

Standardnim zptisobem rozlozime na parcialni zlomky a ty zintegrujeme

12 1 1 1
dt = — dt = arctant — — arct 2t
f(t2+l)(2t2—|—l) /(t2+1 2t2—|—1) arctan ﬁarc an(f)

1 1
= arctan(tan x) — — arctan(«/itan X)=Xx—— arctan(ﬁtan X) .

V2 V2

Nalezena funkce je tedy primitivni na kazdém z intervalt (=% + kn, 5 + kn), k € Z.
Primitivni funkci na intervalu (0, 27) budeme tedy hledat ve tvaru

X — «/LE arctan(+/2 tan x) na [0, Z]
F(x) = x—%arctan(ﬁtanx)-i—Cl na %,37”
X — «/LE arctan(+/2tanx) + C, na [37” 27]
Primitivni funkce musi byt spojita, a proto lepenim zjistime
1 1
xl_l)l’{l_ F(x) = xkl’;l_ X — E arctan(+v/2 tan x) = g — %

1
lim F(x)= lim x—-— arctan(+v/2 tan x) + C; =

x—>5+ x—>5— ﬁ

\/_
i
2

§\~
|
_l_
Q
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Z rovnosti téchto limit snadno odvodime C; = —%. Lepenim v 37” dostaneme
1 R¥4 1
lim F(x lim x — — arctan(v/2tanx) + C;, = — ——=+C, a
Jim P00 = lim - arctan )HC= T - TCy
1 3 1 n
lim F li — — arctan(v/2t C — +——+0C,.
x_)1131]3+ (x) = x_I)IIl_)C ﬁarc an(v2tanx) + C, = > + 752 + C,
Z rovnosti téchto limit snadno odvodime C, = C; — 5= = /27. Nyni spocteme zadany

urcity integral jako

2
/ ﬂdx_F(zn)—F(O)_zn—\/_n
o 1+sin’x

1.29. Priklad. Spocitejte

1
/—,dx.
1+ smnx

Resent, Nejprve si vsimnéme, ze integrovana funkce je definovana na libovolném interva-
ly neobsahujicim body 37” +2km. Neni obtizné ovéfit, ze se nejedna o typ (A), (B), nebo
(C), a proto bude potieba pouiit substituci z = tan 5 typu (D). Podle navodu ¢asti (D):
mame sin x = adx = —25dt. Dostavime tedy

1+t2 1+t2

/ 1 J / 1 2 2
_— X = =—-——
1 + sinx 1-|—1+121—|-t2 (t—l—l)2 t+1 tan 3 + 1

Jedna se o substituci druhého druhu a ta je obecné korektni na intervalech typu (—pi +
2k, w4+ 2ki), ale nesmime také zapomenout na body + 2k, které vadi definicnimu
oboru. Pro k € Z mame tedy na intervalu (—% + 2km, 3£ + 2ks) primitivn{ funkeci

2
Flx) = —m na (—% + an, T+ 2km)
+ C; na (w4 2km, 37” + 2km)

" tan X+1
Snadno zjistime, ze pro C; = 0 plati

lim F(x)=0= lim F(x).
x—>a+2km— x—>n+2knw+

Funkce

F(x) = %‘m%ﬁ prox € (=5 +2km. 7 + 2km) U (m + 2k, 3 + 2kn)
0

prox = + 2km

je tedy primitivni na celém intervalu (=% + 2k, 2% + 2k7), k € Z. Fy

1.30. Priklad. Spocitejte
1007+ % 1
/ S dx .
0 2 —sinx
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Resend. Opét se jedna se o integral typu (D) a pouzijeme substituci ¢ = tan 7. Podle

navodu ¢asti (D): mame sinx = 1_%_22 adx = H_%dt a dostaneme

1 1 2 1
——  dx= dt = | ————dt
/2—smx o /2— 2t 1 4 ¢2 /tz—t—l—l

1+22

4/ 1 2 (2:-1) 2 (2tan§— )
= — ———— — ——=drctan = ——arctan{ —— .
3 ("1)2+1 V3 V3 V3 N&]

Nejsou zadné problémy s defini¢nim oborem, a proto je tato funkce primitivni na kaz-
dém z intervalt (—n + 2knw, 7 + 2kn), k € Z.
Hledejme tedy primitivni funkci ve tvaru

2tan -1

% arctan (mn—ﬁ) na [—m, ]
2tan3—1

% arctan ( =2 +C;  na|m3n]

_ (*%~)
= < éarctan <2m«/§ ) +Cr  nal-m+ k2w + 2kn]
(*%~)

+ Cs59  na[997, 1017]

Lepenim v 7 zjistime
. T .
lim F(x)=——=a lm F(x)=—-——=+4+C;,
x—>T— 2 x—a+

27

odkud snadno odvodime C; = ek Analogicky lepenim v bod¢ 7 4 2kn dostavame

2w 2w
li F(x)=—=+C li F(x)=——%= +Ciy1,
x—>7t1~|1-121kn— (X) ﬁ 2 +tka x—>7r{|-nZlk7r+ (X) ﬁ 2 + Gl

odkud dostavime Cry; = Ci + 2—’; = (k + 1)3/—’%. Hodnotu ur¢itého integralu nyni
spocteme jako

/1°°”+’1 Lo 2 (Ztan% - ) L2 (—1)
——— adX = ——arctan{ ———— — — —=4arctan{ —— | .
0 2 —sinx J3 J3 J3 /3 V3
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1.5. Aplikace integrala

Necht f : [a,b] — [0, 00) je spojita funkce. Obsah plochy mezi grafem f a osou x se
da spocitat jako

b
obsah ({[x,y]: x € [a,b], 0 <y < f(x)}) = [ f(x)dx . (10)
1.31. Priklad. Spoctéte obsah plochy mezi grafy funkci
_ x2 1
Yy = ) a )y= L2
Resent. Praseciky grafa téchto dvou funkci snadno zjistime z rovnice
x? 1
2 14x2°
Snadno spocitame, ze této rovnici vyhovuji dva kofeny x; = —1 a x, = 1. Jedina ome-

zena plochy mezi grafy téchto funkci tedy lezi v intervalu [—1, 1] nad grafem funkce % a
pod grafem funkce y = # Diky vzorci vime, ze obsah plochy pod grafem neza-
porné funkce je vyjadren pomoci urcitého integralu. Proto nami hledany obsah je roven

obsahu pod grafem funkce y = 7. minus obsah pod grafem funkce %2 Dostavame

tedy
1 1 1.2 391 1
S = / dx —/ % dx = [arctan x]* | — [%] = 2arctan 1 — 28 .
- - —1

11+ x2 1
ry
Délka ktivky zadané pomoci grafu C! funkce f se dd spocitat
b
délka ({[x,y] : x € [a.b], y = f(x)}) = / 1+ (f'(x))? dx . 1D

1.32. Priklad. Spoctéte délku grafu funkce
f(x) = x2 pro x €[0,4].
Reseni. Snadno si spocteme derivaci zadané funkce jako
3
f'(x) = 5«5 :
Podle vzorecku tedy spocteme hledanou délku jako

) 4 4 3 4 3
delka:/O ,/1+(§ﬁ)2dx=/o ,/1+§x:[gg(ugx)z]oz%(mz—l).
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Objem télesa vzniklého rotaci spojité funkce f : [a,b] — [0, 00) okolo osy x se da
spocitat pomoci vzorce

b
objem ({[x,y,z] eR?: xela,b], y>+22< fz(x)}) = n/ f2(x) dx . (12)

1.33. Priklad. Spoctéte objem jednotkové koule v R?.

Resend. Jednotkova koule je zfejmé rotaéni téleso, nebot si ji miizeme napsat jako
B(0,1) = {[x,y,z] eR3: xe[-1,1], y*+ 22 <1 —xz} .

Tedy pouzitim vzorce pro f(x) = V1 — x2 dostavame

objem(B(0, 1)) = nfm —dx =[x -]l = r (=S - L) =S
-1
&

Obsah povrchu télesa vzniklého rotaci C! funkce f : [a,b] — [0, 00) okolo osy x se
da spocitat pomoci vzorce

b

obsah ({[x,y.z] e R’: x € [a.b], y* + 2* = f?(x)}) = 271/ F)V1I+ (f'(x)?dx .

’ (13)
1.34. Priklad. Spoctéte obsah jednotkové sféry v R?.
Resend. Jak jsme vidéli u minulého pifkladu, tak jednotkova koule vznikne rotacf funkce

f(x)=+1-x2 pro xel[-11]
okolo osy x. Snadno spoc¢teme derivaci této funkce jako
, 11
X) = -
N

Podle vzorce dostavame

1 2 1 1
obsah(S(O,l))=2n/ V1 —x2 1+x—dx=2n/ \/l—xz‘ll s dx =4m .
-1 _ — X

2
1—x 1

(—2x) .

)
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