Aritmetika a algebra II

Osnova predmeétu

10.

11.
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13.
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15.

. Linedrni rovnice, feSeni v télesech Q, R, C,Z,, pocet feseni v okruhu Z,, n € N\ P.

Kvadraticka rovnice. Didakticky postup, feseni specidlnich pripadii, odvozeni Viétovych vzorci.
Odvozeni vzorce pro kotfeny: klasické doplnéni na ¢tverec, mezopotdmské Teseni na zdklade
Viétovych vzoret, feseni soustavy z Vietovych vét. Geometrické znazornéni redlnych a komplex-
nich korent rovnice s redlnymi koeficienty.

Kubicka rovnice. Substituce pro odstranéni ¢lenu obsahujictho 22, Cardaniv postup FeSeni
(substituce y = u + v), kvadratickd resolventa, diskriminant kubické rovnice, vyznam vyrazu
21

2 3 e tss Y . . ) .
D = (%) + (%) . Ziskani vsech korent pomoci € = cos 2?” +isin 5. Vlastnosti u, v. Vietovy

vzorce. Casus irreducibilis — feseni pomoci goniometrické substituce.
Rovnice binomické, trinomické, bikvadratické.

Reciprokd rovnice 1. druhu (ay = a,,_, stupné n = 2k + 1 a n = 2k) a 2. druhu (ax, = —a,_x),
vlastnosti, koteny, reseni.

Zékladni véta algebry a jeji dusledky.

Konstrukce oboru celych a racionalnich ¢isel, abstraktni podstata obou konstrukei: rozsireni
komutativniho monoidu na grupu. Podilové pole oboru integrity celych cisel.

. Iraciondlni ¢isla. Dukaz iracionality odmocnin prirozenych c¢isel, ktera nejsou ctverci. Cisla

algebraicka a transcendentni. Mohutnost mnoziny vsech algebraickych ¢isel. Liouvilleovo ¢islo,
mohutnost mnoziny vsech transcendentnich cisel. Bez dikazu: véta Gelfandova—Schneiderova.
Diikaz iracionality ¢isla e. Pro zajimavost: dikaz iracionality ¢isla 7w (nezkousi se). Konstrukce
druhych odmocnin.

Pole redlnych ¢isel — zavedeni: 1) desetinné rozvoje, 2) Dedekindovy Tezy, 3) axiomatické zavedeni
realnych ¢isel, 4) zédkladni myslenka ziplnéni Q, cauchyovské posloupnosti.

Pole komplexnich ¢isel: zavedeni (problémy se zavedenim), vlastnosti, geometrie v komplexni
soutadnici.

Hyperkomplexni ¢isla: netdspésné snahy o aritmetizaci bod (tfirozmérného) prostoru, tj. rozsi-
feni C o jednu dalsi imagindrni jednotku; kvaterniony (zdkladni myslenka).

Retézové zlomky: koneéné, nekoneéné, periodické; vypocet ¢lanki fetézového zlomku &sel racio-
nalnich, iraciondlnich, druhych odmocnin. Aproximace racionalnich a iracionalnich ¢isel retézovy-
mi zlomky, pfesnost aproximace, chovani posloupnosti konvergentii (véta o0 cikcaku®). Reseni
linedrni diofantické rovnice a Pellovy rovnice pomoci fetézovych zlomki.

Priaméry: harmonicky, geometricky, aritmeticky, kvadraticky. Geometrické znédzornéni, tloha
o pohybu a harmonicky prameér.

Grupy, homomorfismy grup, faktorizace. Relace kongruence, normalni podgrupa, jadro homo-
morfismu je normalni podgrupou. Lagrangeova véta. Cyklické grupy.

Délitelnost, prvocinitel, ireducibilni prvek, nsn, NSD, eukleidovské obory integrity.



Literatura k predmeétu:
[BeDla] Bec¢var J., Dlab V.: Od aritmetiky k abstrakini algebre. Serifa, Praha, 2016.

Podminky udéleni zapoctu:

« portfolio: je treba jej prinést ke zkousce (prakticka ¢ast), ovéfuje se samostatné vypracovavani
domacich tkolu (ilohy oznacené hvézdickou) v prubéhu semestru

o Uspésné napsani testiku s tlohami (tzv. prakticka ¢ast) na kterémkoli vypsaném terminu zkousky
(je mozno pouzivat samostatny kalkulator; ne v mobilu, ne graficky)

Pozadavky ke zkousce:
zkouskovy testik (tzv. teoretickd ¢dst) cca 90 min., ovéruje se dobréd znalost teorie (definice, véty,
dikazy) v rozsahu probiraném na seminafich (véetné tloh zadavanych k samostatnému rozmysleni)

Materialy k jednotlivym témattim
o linedrni a kvadratickd rovnice: zde
» kubicka rovnice: zde
e casus irreducibilis, binomické a trinomické rovnice: zde
e odmocniny a reciproké rovnice: zde

o tzv. zdkladni véta algebry: zde

* text o konstrukci (Z, +) na zékladé (N, +), rozsifeni komutativniho monoidu na grupu a o zavedeni
Q: zde

o tabule ke konstrukci podilového pole: zde

« tabule k iraciondlnim ¢islim (a také algebraickym a transcendentnim): zde
« tabule k dikazu iracionality e a 7: zde (dukaz iracionality m se nezkousi)

o redlna cisla: v prislusné kapitole

o komplexni a hyperkomplexni ¢isla: zde

e pro zajemce: hyperkomplexni ¢isla — scan z knihy: zde

o Tetézové zlomky, linedrni diofantickd rovnice a Pellova rovnice: zde (kromé posledni strany
vénované souvislosti RZ s fadami)

o pruméry: zde

o faktorizace grup (zékladni idea) a Lagrangeova véta: zde


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/scan_LS_2021/01_kvadrat_rovnice.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/scan_LS_2021/02_kubicka_rovnice.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/scan_LS_2021/03_casus_irred_binom_trinom.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/scan_LS_2021/04_odmoc_recip.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/ZVA.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/BcSemin/Algebra.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/BcSemin/Q-PodiloveTeleso.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/scan_LS_2021/05_irac.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/scan_LS_2021/06_irac_e_pi.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/komplex.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/kvaterniony.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/retezove_zlomky.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/Prumery.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/Lagrange_Faktorizace.pdf

1 Kvadraticka rovnice

1. * Najdéte vsechna FeSeni rovnice v Zs (tj. v poli):
a)z®+2=0 b) 22 +x+1=0 )P +z+2=0 d) 23 +2x =0

A pro zajimavost — kofeni miize byt vice, nez je stupen rovnice
a) z3 + 5 v Zg b) 23 + 5z + 1 v Zg
2. * Vyfeste mezopotamskym zpusobem kvadratickou rovnici

2 4+2=23zr.

3. * Najdéte soufadnice vrcholu V paraboly y = az? + bx + c.

4. Pomoci prostredkii matematické analyzy objevte diskriminant: najdéte extrém funkce f : y =
ax?® + bx + ¢ a rozeberte nasledujici piipady:

e f mé dva razné pruseciky s osou z (f je konvexni a hodnota extrému je zdporna, f je
konkévni a hodnota extrému je kladnd),

o f se dotykd osy z (hodnota extrému je nulova),

e f nemé pruseciky s osou = (f je konvexni a hodnota extrému je kladné, f je konkdvni

a hodnota extrému je zaporna).

5. Pro nadsence: Pokuste se odvodit, jak by bylo mozno znazornit kofeny kvadratické rovnice
s redlnymi koeficienty, které jsou komplexni.



1.1 Komplexni koreny kvadratické rovnice
Uvazujme kvadratickou rovnici az? + bz + ¢ = 0, kde a,b,c € R, a # 0. M4-li tato rovnice
e 2 ruzné redlné koreny, jsou rovny x-ovym souradnicim prisec¢ik paraboly
=ar® +br +c (1)
S osou ,
e 1 dvojnasobny koren, je roven x-ové souradnici spolecného bodu paraboly s osou ,

2 ruzné komplexni kofeny (tj. komplexné sdruzené), jak je lze znazornit?

Navod:
Uvazujme parabolu
y:(x—@)2+52’
kde , 8 € R, 8 > 0. Soufadnice vrcholu V této paraboly jsou: V = [a, 3?].
Hledejme nulové body; dostaneme rovnici

(z—a) = -5,

jejimiz kofeny jsou

2’172:&:&15.

Porovnejte tento vysledek se znazornénim korenu rovnice, kterda ma kotfeny realné:
_ 2 2
Yy = (Z' - Oé) - ﬁ )

kde a, 8 € R, 8 > 0. Soutadnice vrcholu V' této paraboly jsou: V = [a, —3?].
Hledejme koteny; dostaneme rovnici

(.T—CY)QZ/@g,

jejimiz koreny jsou

ZLQIOé:l:ﬁ.

Zavér
o Redlné koteny lezi na ose x ve vzdalenosti  od z-ové souradnice v vrcholu V.

« Pokud bychom se na rovinu xy docasné divali jako na Gaussovu rovinu, tak komplexné sdruzené
koreny kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty lezi na kolmici k realné ose (ose x) ve vzddlenosti
B od redlné c¢asti a (x-ové souradnice vrcholu V).

Dikladnéjsi vypocet
Urcéeme redlnou a imaginarni ¢ast nulovych bodi funkce komplexni proménné x € C:
y(z) = (z — a)* + % = (z1 +ize — a)* + 5% = [(21 — @) + i) + B

=(r—a) -3+ 6> + 2 (z;—a).
Nulové body lze tedy najit snadno: y(z) =0 <=  Ry(z) = 0 a Sy(r) = 0. Imagindrni cast
se rovna nule pravé tehdy, kdyz ;1 — a = 0 (2 # 0, nebot by pak rovnice méla jen redlné koreny).
Redlna c¢ast x; obou koteni je tedy x; = a.



Redlnd ¢ast funkee y(x) se rovnd nule pravée tehdy, kdyz (z; —«)?*+ 3% = 23, tj. 82 = x3. Imaginarni
¢ast xo obou kofenu je proto zo = £. Celkové ma tedy funkce y(x) nulové body x1 + ize = a £ if.

Otazka pro zajemce. Existuje podobné souvislost komplexnich korenii s vrcholy také u kubické
rovnice?

2 Kubicka rovnice — Cardaniv postup
staCi vypracovavat pouze tlohy oznacené hvézdickou

1. Najdéte jeden koten néasledujici kubické rovnice Cardanovym postupem.
z® 4+ 6z —20 =0

Ostatni kofeny najdéte tak, ze levou stranu vydélite znamym kofenovym cinitelem a vytesite
vzniklou kvadratickou rovnici.

2. * Najdéte jeden kotfen nasledujici kubické rovnice Cardanovym postupem.
2’ —62° + 10z —8 =0

Nasledné najdéte i ostatni koreny této rovnice.
(pro kontrolu: 3 — 2y —4 =0, kvadratickd resolventa je t*> — 4t + % =0)

3. Vyfteste binomickou rovnici (v C): 23 = 1. ReSeni zapiSte v goniometrickém i algebraickém
tvaru.

3

4. * Ukazte, ze vSechny komplexni kofeny binomické rovnice z° = a, a € R, lze zapsat ve tvaru:
) ) )

:zcl:\s/a, 932:5-\3’/5, $3:€2'\3/a.

Je predpoklad a € R nutny?

5. Vsimnéte si, ze pravé v tomto tvaru

3 2 3 2
Vti={u, e-u, & -u}, Vite={v, e-v, & v},
jsou komponenty kotfent
Ty =u-+v,
_ 2
Ty =cu+ev,
T3 = 2u+ev.
kubické rovnice

? +pr+q=0.

6. Dle Vietovych vét plati: o1 +x5+23 = 0; pozorujme, Ze koeficienty € a €2 jsou skuteénd umistény
tak, ze x1 + 9 + 23 = O:

Ty +2Tg+2x3 = uteu+eiu + vHetv4ev

=(4e+e?)-ut+(l+e+e?)-v=0-u+0-v=0.



7. * Oznaéme jednu z tfetich odmocnin z jedné feckym pismenem &:

or .. 2r 1 /3,
€—COS?+ISIH? = —5—‘—71
Ukazte, ze
l+e+e>=0.
8. * Ukazte, ze predchozi tvrzeni lze snadno zobecnit: oznacime-li
2r . . 2w
W = CoS — —+1SIn — ,
n n

tak plati:
l+w+w’+- "' =0.

9. * a) Ukazte, ze plati néasledujici tvrzeni: jsou-li komplexni ¢isla u = r - (cosp + isiny) a v =

r - (cos @ — isin ) komplexné sdruzend, jsou komplexné sdruzenymi také jejich tfeti mocniny.
b) Plati analogické tvrzeni pro druhé mocniny?

3 Kubicka rovnice — diskriminant

1. * U kvadratické rovnice jsme objevili diskriminant prostfedky matematické analyzy. Pokuste se
provést totéz u kubické rovnice (uvazujte funkci y = 23 + px + q).

2. * Najdéte viechny koieny rovnice 23 —3x—2 = 0 standardnim Cardanovym postupem. Vysetiete
pribéh funkce y = 2® — 3x — 2 (najdéte extrémy, inflexni body, intervaly, kde je tato funkce
rostouci, klesajici, konvexni, konkavni) a nacrtnéte jeji graf.

3. Zopakujte si: diskriminantem kubické rovnice x2 + px + ¢ = 0 rozumime vyraz:

q\?  (P\?
p=(3) + ()
2 3
Pokud jsou p, g € R, ma tato kubickd rovnice v pripadé, ze:

o D <0, vSechny tfi kofeny redlné (tzv. casus irreducibilis),
e D >0, jeden redlny a dva komplexné sdruzené koreny,

o D =0, nasobné koreny.

4. Zajimavost. Pro rozhodovani, zda nastava casus irreducibilis, pouzivame vyraz

\?* | (P\?
p=(3) +(5)
coz je modifikovany diskriminant kvadratické resolventy. Pfesné tento vyraz se vyskytuje v Cardanovych
vzorcich pod druhou odmocninou. Pozor: ani diskriminant kvadratické resolventy, ani uvedeny
vyraz D prisné vzato neni diskriminantem kubické rovnice. Diskriminant D, polynomialni

rovnice stupné n je pojem, ktery bude diikladné zaveden v 5. ro¢niku. U kubické rovnice pak
odvodime, Ze jejim diskriminantem je vyraz

- ()

ktery se od nami pouzivaného D lisi nejen faktorem 27 - 4, ale i znaménkem (coz je celkem
nepiijemnost).
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1

Kubicka rovnice — casus irreducibilis

* Pokuste se najit jeden koren nasledujici kubické rovnice Cardanovym postupem.
2 —13x+12=0

Alespon jeden koren dopocitejte az ,,do konce®. (Tato rovnice ma tii redlné koreny,
vSechny jsou celymi ¢isly. Aspon jeden koren vyjadieny pomoci tretich odmocnin komplexnich
c¢isel z Cardanovych vzorct tedy dopocitejte az do podoby celého ¢isla. Treti odmocniny komplexnich
¢isel muzete hledat napt. pomoci goniometrického tvaru a Moiverovy véty.)

* U nésledujicich rovnic ovérte (pomoci diskriminantu), Ze nastavé casus irreducibilis, nasledné
najdéte vsechny jejich koreny pomoci goniometrickych substituci.

a) 23 — 13z +12=0 b) 23 + 322 —4x — 12 =10

Rovnice binomicka, trinomicka a bikvadraticka

. * Najdéte v komplexnim oboru vSechny tfeti odmocniny z ¢isla —8:

a) Teste v C binomickou rovnici 23 = —8;
b) pokuste se ziskand feseni zapsat pomoci € = cos %’r + isin %’r

* Napiste ¢tvrtou odmocninu éisla 16 v R a v C.

* Reste v C binomickou rovnici

A =—1+iV3.
* ReSte v C bikvadratickou rovnici

24+ 22 —-20=0.

* Reste v C rovnici
2 (2P - 7)) =12 (18 + 27).

* Najdéte v C vSechny kofeny néasledujicich trinomickych rovnic.

a) 2% —92° +8 =0
b) 2% —192° — 216 = 0 3, —2(1+£iv3),-2,1 +iV3]

Reciproka rovnice

* Pozorovani, kterd jsou zasadni (viz téz prednaska):

1.

2.

Rovnici
5 4 3 2 _
aor” + a1x” + agx” + asx” + a1x +ap =0

vydeélte korenovym cinitelem x + 1.

Rovnici

aor® + a1zt + asx® — asx® —ayx —ag =0

vydeélte korenovym cinitelem z — 1.



6 Reciproké rovnice — teorie

Necht je dana rovnice ve tvaru

™ + Q12" a0 4 s+ ar +ag =0,

kde a,, # 0.
Reciproka rovnice 1. druhu: a; = an—; pro véechna 7 =0,1,...,n
e lichého stupné: ma koren z; = —1

po vydéleni korenovym ¢initelem x + 1 zbude reciproka rovnice 1. druhu sudého stupné

« sudého stupné: ,prostredni® koeficient az muze byt libovolny
feSime pomoci substituce z = x + %

Reciproka rovnice 2. druhu: a; = —a,_; pro vsechnat=0,1,...,n

- mé vzdy kofen x; = 1 (nezdvisi na parité stupné)

- po vydéleni korenovym ¢initelem z — 1 zbude reciprokd rovnice 1. druhu (snadno se ovéi vydélenim
r—1)

Pozorovdni: Reciprokd rovnice 2. druhu sudého stupné ma jediny ,prostredni® koeficient az. Jak
vypada? Jelikoz musi platit a; = —a,_;, tak musi byt nulovy: az = 0.

Proc¢ se takové rovnice nazyvaji reciproké? Pro reciproké rovnice 1. i 2. druhu plati: je-li «
kofenem této rovnice, pak je jejim kofenem také i A prevracena hodnota se také nazyva reciprokd
hodnota.

Jak tvrzeni dokazat: Staci predpokladat, Ze reciprokd rovnice mé koren «, pak do ni dosadit é a ihned
bude ziejmé, zZe je také korenem.

Reciprokosti 1ze vyuzit pri hledani korenti: Mame-li zaddnu reciprokou rovnici 1. ¢i 2. druhu
s celociselnymi koeficienty, miizeme se pokusit hledat jeji koreny pomoci Vietovych vét. Je-li absolutni
¢len roven prirozenému ¢islu, mizeme zkusit vSechny jeho délitele. Vyhodou je, ze najdeme-li jeden
kofen xp, mame automaticky i dalsi koren, ktery je jeho prevracenou hodnotou: %

Jaké reciproké rovnice lze vyresit v radikalech? Reciproké rovnice jsou ve specidlnim tvaru;
diky symetricnosti (¢i antisymetricnosti) koeficient staci znat jen polovinu koeficienti. Podobné je
to i s koreny: také staci znat jen polovinu kofent, zbylé totiz jsou jejich prevracenymi hodnotami.
Diky tomuto specidlnimu tvaru tedy muzeme vzdy Tesit v radikdlech (tj. vzoreckem® pro kofeny
obsahujicim pouze +, —,-,: a k-té odmocniny) rovnice nejen stupné nizstho nez patého, ale az do
stupné ,,dvojnasobného®, tj. do stupné devatého vcéetné.

1. Priklad reciproké rovnice, ktera je fesitelna i po redukci na rovnici poloviéniho stupné, prestoze
je to rovnice patého stupné:

204528 41025+ 25+ 102 +5224+1=0.

Urcete vSechny jeji koteny v C. Plati i pro jeji komplexni kofeny, zZe je-li jejim kotfenem o € C,
je také jejim korenem é e C?



2. Priklad reciproké rovnice, ktera po redukci na rovnici poloviéniho stupné neni fesitelna:
204528 1128 42 F 112t + 522 +1=0.

Provedte redukci na rovnici poloviéniho stupné. Plati presto pro kazdy z jejich deseti korent,
ze je-li jejim kofenem « € C, je také jejim kofenem é e C?

Dokazte nasledujici tvrzeni (viz téz prednaska).
1. Jestlize je n liché a a;, = a,_ pro kazdé k =0,1,...,n, pak mé tato rovnice koren x; = —1.
2. Jestlize ap = —a,,_ pro kazdé k =0,1,...,n, pak ma tato rovnice koten z; = 1.

3. V obou predchozich ptripadech plati: je-li a kofenem této rovnice, pak méa také koren é

Pozorovani, ktera jsou zasadni (viz téz prednaska):

1. Rovnici
5 4 3 2 _
aor” + a1 + asx” + asx” + a1x +ap =0

vydeélte korenovym cinitelem x + 1.

2. Rovnici

a0x5 + a1zt + agx® — asx? — ayx — ag =0

vydélte korenovym cinitelem x — 1.

6.1 Reciproké rovnice — ukazkovy priklad
Reste v R néasledujici rovnici.

62° + 112" — 332° — 332° + 11z + 6 = 0
Reseni:

« Jedna se o reciprokou rovnici 1. druhu. Je lichého stupné, tj. jeden koten je zy = —1. Vydélime
tedy kofenovym cinitelem z + 1, dostaneme:

6t + 5 — 3822 + 52 + 6 = 0.

« Mame tedy reciprokou rovnici (opét 1. druhu, na tom se nic neméni) sudého stupné. Je-li stupen
2n, vydélime rovnici z". Toto je klicovy trik vedouci k Teseni. Dostaneme:

6 5
6x2+ﬁ —i—5m—|—; —38=0.

« Zavedeme substituci z = 2+ +. Uvédomime si, Ze 2> = 2® +2+ =5, tj. 2° + -5 = 2> — 2. Podobné
piizniva situace nastane i v pfipadé vyssich mocnin z (coz bychom potiebovali, pokud bychom
fesili reciprokou rovnici vyssiho stupné).

e Rovnice prejde po substituci na tvar:

6(2*>—2) +52z —38=0.



« Tuto kvadratickou rovnici (62% + 5z — 50 = 0) snadno vytesime: z; = —%, 29 = g

« Vrdtime se k pivodni nezndmé x (pomoci substituéniho vztahu z = z 4 1). Prvn{ dva kofeny
reciproké rovnice tedy ziskame Tesenim rovnice —% = T+ 9_167 druhé dva kofeny z rovnice

g =+ % Jsou to vlastné kvadratické rovnice (po vynasobeni x # 0).

e Rovnice — 3 =+ L tj. 322 + 102 + 3 = 0md kofeny x; = —3,

rovnice g—x+; tj. 222 — 5x + 2 = 0ma kofeny x3 =2, x4

N[ ||

o Vsechny koteny zadané reciproké rovnice tedy jsou:

11
~1, -3, —=, 2, =.
) ) 37 72

6.2 Reciproké rovnice — praxe

1. * Urcete typ nésledujicich reciprokych rovnic a najdéte vSechny jejich koreny v R.

a) 625 —41xt 4+ 9723 — 9722 + 412 — 6 =0 [1,2,1,3,3]
b) 10x* — 772% + 1502% — 772 + 10 = 0 2,3,5, ]
c¢) 82° — 6x* — 8323 — 8322 — 62+ 8 =0 [—1,-2,—1,4, 1]
d) 625 +112*—3323-3322+112+6=0

7 Tzv. Zakladni véta algebry

Pozor: tzv. zédkladni véta algebry sice na prvni pohled vypadd, ze se tyka hlavné polynomi, ale
v podstaté jde spise o vlastnost pole komplexnich ¢isel: je algebraicky uzavrené.

Pocet koreni polynomu

Jeden z dusledku ZVA je, ze polynom stupné n > 1 nad C ma v C pravé n korenu (pocitano véetné
nasobnosti). Tohle vsak nad jinymi poli neplati. Na zacatku semestru jsme na to méli piiklady. Pro
pripomenuti:

Nasledujici rovnice 1ze fesit zkusmo — dosazenim vsech hodnot z koneéné mnoziny Z,,.
1. * Najdéte v poli Zsz vSechna feSen{ rovnice z?+ax+2=0.

2. * Najdéte v okruhu Zg viechna feSeni rovnice a3+ 52 = 0.



8 Racionalni cisla
1. * Dokazte, Ze ndsobeni racionélnich ¢isel je asociativni.

2. * Dokazte, ze zobrazeni f: (Z,+,-) — (Q,+, ) pritazujici celym ¢islim tiidy ekvivalence dle
nasledujiciho predpisu je homomorfismus. Pro kazdé n € Z definujeme

f(n) = T(n, 1)) .
Je tedy treba dokézat, ze pro kazdé k,n € Z plati:
fln+k)=fn)+f(k) a  fn-k)=f(n) fk).
Tento homomorfismus realizuje vnoreni Z do Q, Q je tedy rozsitenim Z.
3. Pripomente si, jaké struktury tvori nasledujici mnoziny s bindrnimi operacemi:
(N,+) a (Z,+)
(Z\{0},) a (Q\{0},")

4. Zkuste si rozmyslet, jak byste na tirovni druhého stupné ZS vylozili sé¢itani zlomki.

9 Iracionalni éisla

—_

. Zopakujte si dikazy tvrzeni:
- mohutnost mnoziny raciondlnich ¢isel je spocetna,

- mohutnost mnoziny realnych ¢isel je nespocetna.
2. * Umeli byste dokézat, ze logs 2 je iraciondlnim ¢islem?
3. * Zkonstruujte tsecku délky /3 cm.
4. * Prevedte desetinné ¢islo 0, 12 na zlomek.
5. * Prevedte zlomek % na desetinné ¢islo.

6. * Kterd z nasledujicich ¢isel jsou transcendentni? Uzijte Gelfandovu—Schneiderovu vétu, ovérte
splnéni jejich predpokladi.

VB 25 22 (V2)V2 1T e gf

10 Realna cisla
Opakovani:
1. Pripomente si zavedeni realnych ¢isel pomoci desetinnych rozvoju.

2. Pripomente si vétu o supremu a Cantortiiv princip uzavienych do sebe vlozenych intervalt.
(Matematickd analyza I)



10.1 Riuazné zpisoby zavedeni R

Redlna cisla je mozno zavést rtiznymi zptsoby, napr.:
1. pomoci desetinnych rozvoju (je nutno vyloucit periodu 9 a oSetfit periodu 0),
2. zuplnénim Q (pomoci cauchyovskych posloupnosti).
3. axiomaticky: zde v pdf (pouze pasize oznacené svislym Cervenym pruhem),

4. pomoci Dedekindovych fezii: zde v pdf,
studovat pouze: Def. 1.7, V 1.10, Pozn. 1.11, V 1.12, Uml. 1.13, Def. 1.14, Def. 1.15, V 1.18 +
Disl., Def. 1.21, V 1.22 a 1.23,

Pro zajemce: Vyvoj predstav o realnych cislech

Mit s sebou na pristim seminafri (19. 4.):
- zavedeni realnych ¢isel axiomaticky: zde v pdf (pouze pasaze oznacené svislym ¢ervenym pruhem),

- zavedeni redlnych ¢isel pomoci Dedekindovych fezii: zde v pdf


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/R_axiomatika.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/R_rezy.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/R_historie.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/R_axiomatika.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/R_rezy.pdf
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