Vysledky testiku:

splnili vsichni, kdo jej psali.

Testik I:

uspeésneé jej

budeme odevzdavat 13. prosince v 11:30

Nepsali jsme jej na hodiné, ale dohodli jsme, zZe si jej kazdy napise samostatné doma.
zadani ostré verze testiku je na nasledujici strané

Je treba testik samostatné vypracovat a odevzdat na prednasce z Aritmetiky a algebry I

13. prosince v 11:30.



Testik I (ostra verze)

¢as: 75 minut Jméno:

Prohlasuji, Ze jsem test vypracoval(a) samostatné a bez nahlizeni do jakychkoli materidla.

Podpis:
1. Na jaké vyrokové formuli je zalozen diikaz neptimy?
2. Rozhodnéte, zda je potencni mnozina P(M) mnoziny M = {a,b,c} relaci C usporadana
castecné ¢i linearné.
(P(M), <)

Najdéte vsechny minimalni a maximéalni prvky, nejvétsi a nejmensi prvek (pokud existuji).

3. Rozhodnéte, zda je relace mit stejny zbytek po déleni trem: na mnoziné celych cisel Z relaci
ekvivalence. V kladném pripadé vypiste vSechny tiidy rozkladu mnoziny Z indukovaného touto
relaci ekvivalence.

4. Ukazte, ze pro kazdou relaci R na mnoziné M plati: (Rfl)_l = R.
5. Rozhodnéte, jakou algebraickou strukturu tvoii (Z \ {0}, ®, ®).
Va,b € Z\{0}: a®b=a+b, a®b=a—2ab+b.
6. Rozhodnéte, jakou algebraickou strukturu tvoii (R?, o).
VY (a,b), (c,d) € R*:  (a,b) o (c,d) = (ac — bd,ad + be) .
7. Znéazornéte svaz vsech délitela cisla 72.

8. a) Danou permutaci P rozlozte na nezavislé cykly i na transpozice a urcete jeji znaménko.
K dané permutaci P uréete permutaci P~!.

. 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
2 5 7 8 3 9 1 6 4 12 10 11

b) Permutaci P z bodu a) umocnéte na 2023.

c¢) Uréete pocet inverzi permutace @ = (1,3,5,4,7,2) - (4,7,5) - (6,2,7,8).



ARITMETIKA A ALGEBRA [

Literatura k predmeétu:
[BeDla] Dlab V., Be¢var J.: Od aritmetiky k abstraktni algebre. Serifa, Praha, 2016.
[Be] Becvar J.: Linedrni algebra.| Matfyzpress, Praha, 2010. (pouze po stranu 60)

Podminky udéleni zapoctu:

1. ispésné napsani prubézné pisemné prace v semestru, 2. samostatné vypracovavani domécich
tkolt v priubéhu semestru (bude ovéreno u testu 2), 3. Gspésné napsani zdvéreéné pisemné prace
ve zkouskovém obdobi (priklady pokryvajici cely semestr).

Pozadavky ke zkousSce:
Zkouska je zameérena teoreticky, pozaduje se dobra znalost teorie v rozsahu probiraném na seminarich
(véetné tloh zadavanych k samostatnému rozmysleni).

Zapocet a zkouska
S sebou:

« portfolio (vyfesené ulohy oznacené hvézdickou z tohoto souboru, pozndmky a shrnuti teorie
neni potfeba opisovat),

 samostatny kalkulator (nikoli v mobilu),
e néco na psani.

Na zkousce je zadan testik obsahujici priklady (podobné tém z tohoto souboru), pri jeho zadavani
se odevzdava portfolio. Portfolio po prohlédnuti vracim.

Portfolio + tspésny testik z prikladi = zapocet.

Thned ¢ na kterémkoli dalsim terminu lze psat teoretickou ¢ast (dikazy vét, definice, ...). Na
zakladé tohoto testiku se udéluje hodnoceni zkousky.

Na oba tyto testiky zpravidla navazuje rozhovor nad vypracovanymi tlohami a otazkami.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/becvar_-_linearni_algebra.pdf

Osnova predmétu

1.

10.

11.

12.

Definice, véta, dukaz. Typy dikazi vét ve tvaru implikace: pfimy, nepiimy, sporem. Pozndmka
k rozdilu mezi rovnici a rovnosti. a” 4+ b”, soucet prvnich n ¢lentd geometrické posloupnosti.

Mohutnost (kardinalita) mnoziny, mnoziny spocetné a nejvyse spocetné, |N| = Ny, charakterizace
nekoneénych mnozin pomoci vlastnich podmnozin. Mohutnost jednotlivych ¢iselnych obori: N, Z, Q, R, C.

Uvod do algebraickych struktur. Zakon komutativni, asociativni, distributivni. Bindrni operace.
o Algebraické struktury s jednou bindrni operaci: grupoid, pologrupa, monoid, grupa.
Grupa: motivace, definice, piiklady (¢iselné grupy, translace, matice, ...).
o Algebraické struktury se dvéma bindrnimi operacemi: pole, téleso; piiklady pole (R,C,Z,).
Pocitani v poli.

Relace, zobrazeni, funkce. Definice zobrazeni, injekce, surjekce, bijekce, graf zobrazeni. Rozklad zobrazeni
na surjekci a injekci. Transformace a permutace mnoziny.

Priklady relaci. Usporadand a neusporadand dvojice, kartézsky soucin, n-ta kartézska mocnina mnoziny.
Binarni relace, relace z mnoziny do mnoziny, relace v mnoziné, kartézsky graf. Relace slozend, inverzni.
Relace reflexivni, symetrickd, tranzitivni, antisymetricka. Asociativita skladani relaci (a z toho plynouci
asociativita skladan{ zobrazeni i funkc), (Ry o Rg)™' = Ry o Ry .

Relace ekvivalence na mnoziné, rozklad mnoziny, tfida (blok) ekvivalence, faktorovad mnozina; ekvivalence
na mnoziné indukuje jeji rozklad.

Hassetv diagram, svaz déliteli. Prvek nejmensi, nejvétsi, minimalni, maximalni. Mnozina usporadana
¢astecneé, tplné (linedrné). Lexikografické usporadani.

Permutace: skladédni permutaci, inverzni permutace, inverze, znaménko, rozklad na nezavislé cykly,
transpozice, umocnovani permutaci.

Algebraické struktury II:
e algebraické struktury se dvéma bindrnimi operacemi: okruh, obor integrity; motivace, priklady.

Prirozend ¢isla, zavedeni genetickou metodou, c¢isla von Neumannova. Zavedeni sc¢itdni a nasobeni
prirozenych ¢isel. Princip matematické indukce a princip dobrého usporadani, ekvivalence téchto
principt. Dikaz matematickou indukci. Sou¢ty mocnin prirozenych ¢isel.

Prvocdisla. Eukleidova véta o nekoneéném poctu prvocisel. Eratosthenovo sito. Matijasevicova parabola.
Mersennova cisla a prvocisla, suda dokonald ¢isla, vztah mezi nimi: véta Eukleidova a Eulerova.
Fermatova ¢isla a jejich vlastnosti, véta o konstruovatelnosti pravidelnych n-thelnikii pomoci pravitka
a kruzitka.

Délitelnost. Délitel, ndsobek, nejvétsi spolecény délitel, nejmensi spoleény nasobek, ¢éisla nesoudélné.
(N, <) jako svaz, Hasseovy diagramy. Kongruence modulo n, aritmetické operace v Z,, déleni v Z,
a v Zp. Mald Fermatova véta. Zakladni kritéria délitelnosti, odvozeni.

Déleni se zbytkem, eukleidovské déleni a jeho aplikace (pfevod mezi ¢iselnymi soustavami o rizném
zékladu, ndsobeni ¢isel zapsanych fimskymi ¢islicemi). Eukleidiv algoritmus, véta Bézoutova. Gaussova
véta a Eukleidovo 1émma, Zakladni véta aritmetiky. Porovnani Malé Fermatovy véty a véty Bezoutovy.
Vyjadreni NSD a nsn pomoci sou¢inu mocnin prvocisel.

Retézové zlomky: vyjadreni racionalnich ¢isel fetézovymi zlomky, rozvoj iracionalniho ¢isla do fetézového
zlomku, konvergenty a jejich efektivni vypocet pomoci rekurentnich formuli. Chovani posloupnosti
konvergentu (stfidavé jsou vétsi a mensi nez presnd hodnota fetézového zlomku), ideové zduvodnéni.

Konstrukce aditivni grupy celych cisel.



1 Definice, véta, dikaz

Definice:

» pozor: netvrdime, ze ctverec je ctyruhelnik takovy, Ze..., ale mély by se vyskytnout vyrazy typu:
rikame, Ze...; nazyvdme; oznacujeme; ...

o definice musi definovany pojem skutecné charakterizovat

o definice by neméla obsahovat nadbytecné podminky, predpoklady, ...

Véty (matematické): pozor: neni-li pravdivost vyroku dokazéna, nejednd se o matematickou vétu
(muze se jednat o hypotézu).

V matematice mame zpravidla véty ve tvaru:
+ elementirniho vyroku (napf. v/2 je iracionélni ¢islo),
« implikace (napf. Va,b,c e R: a=b = ac = be),

« ekvivalence (napt. Va,b e R: >+ =0 < (a=0 A b=0)).

Dikazy vét ve tvaru ekvivalence:

 Jak dokazujeme ekvivalenci A <= B? Dokdzeme (A = B) A (B = A).

« Jak dokazujeme ekvivalenci tii vyrokt A, B, C? Stac¢i dokazat ,kolecko®, tj. dokdzeme

(A= B)N (B = C) AN (C = A).

Dikazy vét ve tvaru implikace:
Typy dikazi vét ve tvaru implikace, tj. ve tvaru A = B:

° pﬁm}'f A = Bl, Bl — BQ, BQ — B3, cery Bn — B

e nepifimy: je to vlastné primy dikaz obménéné implikace: =B = —A. Vychazi z toho, ze
implikace je s ni ekvivalentni:

(A = B) < (B = —-A)

e sporem: misto A = B dokazujeme —(A A =B), nebot plati
(A = B) — —-(AAN-DB)

Predpokladame tedy A a to, ze neplati tvrzeni, tj. =B. Typicky zacatek diukazu sporem je:
kdyby neplatilo B, tak by ...

Pokud A neplati, je A = B splnéno automaticky, nemusime nic dokazovat.

Piiklad dukazu sporem: Jestlize md posloupnost {a,} limitu, pak je tato limita prdavé jedna.
Dikaz sporem: Kdyby neplatilo B, tj. kdyby méla posloupnost vice limit, tak by méla aspon dveé
razné limity, ozn. jea a b, tj. ... a —e <a, <a+cab—c <a, <b+c. Bez Gjmy na obecnosti
necht napr. je a < b. Pak z predpokladu A a negace =B plyne (po tvahich a dpravéch):

a, <a+e<b—e<a,,



tj. a, < a,, coz neni mozné; rikame, ze jsme dosli ke sporu. Neplati tedy AA—B, tj. plati =(AA—B),
coz je ekvivalentni s A = B, takze je tato implikace dokazana. ]

Poznamka k rozdilu mezi rovnici a rovnosti L(x) = P(x)
(pro jednoduchost uvazujeme jednu nezndmou / proménnou):

e rovnice: uloha najit vSechna z z dané mnoziny takové, aby L(z) = P(z),

« rovnost: vyrok, ze pro vSechna x z dané mnoziny plati: L(z) = P(z).

2 Mnoziny

Jak je tomu s definici mnoziny? Mnozina je tzv. primitivni pojem, je to tedy cokoli, co vyhovuje
axiémum teorie mnozin. S axiémy teorie mnozin (existuje nékolik riznych pristupi) se sezndmime
v 5. roc¢niku.

Axiomaticky budovana teorie je zalozena na souboru axiémii, které vypovidaji néco o vlastnostech
jinak nespecifikovanych a nedefinovanych pojmu, tzv. primitivnich pojmai. Naptiklad v planimetrii
jsou primitivnimi pojmy bod a primka.

Vyhoda axiéomatického pristupu k matematice: za primitivni pojmy 1ze dosadit cokoli, co vyhovuje
podminkdam (axiémum). Matematika se tak stava abstraktni, tj. nemé konkrétni obsah.

S nadsazkou a humorem lze Fici: matematika budovana axiomaticky je o nicem, coz je moc dobfte.

Mohutnost (kardinalita) mnoziny
Rikdme, 7e mnoziny A a B maji stejnou mohutnost, existuje-li bijekce mnoziny A na mnozinu 5.
(samoziejmé pak také existuje bijekce mnoziny B na mnoZinu A, je to inverzni zobrazeni k ptivodni
bijekci)

bijekce — vzajemné jednoznacné zobrazeni, tj. zobrazeni, které je zaroven prosté (injektioni) a na
(surjektivni).

Jak si predstavit mohutnost mnoziny intuitivné? U koneéné mnoziny jako pocet jejich prvki.
U nekonecné to zac¢ne byt skuteéné zajimavé, lze napriklad dokézat, ze

IN| = [2] = Q| < [R] = |C] .

Mohutnost mnoziny A znac¢ime |A|. Mohutnost mnoziny N zna¢ime R, ¢teme alef nula (alef je prvni
pismeno hebrejské abecedy). O mnozinach, které maji mohutnost Xy (neboli stejnou mohutnost,
jako mnozina prirozenych ¢isel), fikdme, ze jsou spocetné. Mnoziny, které jsou bud kone¢né, nebo
spocetné, nazyvame nejvyse spocetné.



Priklady spocetnych mnozin:

« mnoZina viech pfirozenych ¢éisel vétsich nez milion {106 + 1,10° + 2, 10° + 3,10° + 4, ...},
« mnozina viech uspoifddanych dvojic pfirozenych &sel N2,

« mmnoZina vSech uspofddanych trojic pfirozenych ¢isel N3,

e mnozina vSech prvocisel P,

« mnozina vSech kladnych sudych cisel 2N,

e mnozina vSech celociselnych nasobki sedmnacti 177,

» mnozina vSech usporadanych n-tic racionalnich ¢isel Q.

Priklady nespocetnych mnozin:

e mnozina vSech usporadanych n-tic realnych ¢isel R™.

e mnozina vSech komplexnich ¢isel C,

« mnozina vSech usporadanych n-tic komplexnich ¢isel C",
« mnozina vSech funkei {f : R — R}.

Pozor: mnozZina vSech funkei {f : R — R} ma mohutnost ostte vétsi nez |R|.

Charakterizace nekonec¢nych mnozin:
Pro nekone¢nou mnozinu je charakteristické, ze existuje néjaka jeji Vlastniﬂ podmnozina, s niz je cela
mnozina ekvivalentni.

o VsSimnéte si, ze nekoneénou mnozinu od konecné odlisuje tato vlastnost: nekonecnd mnozina
obsahuje vlastni podmnozinu, ktera je s ni ekvivalentni (tj. maji stejnou mohutnost, tj. existuje
mezi nimi bijekce). U kone¢nych mnozin uz tohle neplati. Takto definoval nekone¢nou mnozinu
Richard Dedekind, viz [BeDla|, str. 26 nahore:

Rekneme, ze mnozina M je nekonecnd, jestlize existuje injektivni (neboli prosté) zobrazeni

f: M — M takové, ze f(M) # M.

o Probadejte definici kartézské mocniny. Zpocatku to vypadd jednoduse: A% := A x A, dale
AP =AxAxA, ..
Dohodneme-li se, Ze misto [a] budeme psat pouze samotny prvek a, mizeme dodefinovat A' :=
A.
Pro¢ vsak (pouze pro A # @) dodefinovavame A" := {()}? Bude pak platit, ze

A™ X AT = AT

Konkrétné: bude A™ x A° = A™?

I Vlastni podmnozina mnoziny A — takto se nazyva podmnozina mnoziny A, kterd nenf rovna celé mnoziné A.



2.1 Mohutnost ¢iselnych obort

Jak ukazeme, ze mnoziny Z, QQ jsou spocetné? Staci zkonstruovat bijekci téchto mnozin na mnozinu N
(jednoduse Feceno: staci ukazat, ze 1ze vSechny prvky téchto mnozin oéislovat prirozenymi ¢isly).

7Z je spocetna mnozina: 0 +— 1, 1+— 2, —1+—3,2—4, —2+—5 3—6, -3—7,4—8, —4—9,

Zkonstruovali jsme tedy bijekci mezi mnozinami N a Z, maji tedy stejnou mohutnost, tj.

IN| = [Z] .

Q je spocCetna mnozina: stac¢i ukazat, ze mnozina kladnych zlomku je spocetné.

T L@ sw M 0y (6
2@ 2e) i ay tan e
SO SO 303 (03 Ze) e
‘%(10) %(14) %(19) %(25) 3(32) %(40)
?(15) 2(20) 2(26) 2(33) 2(41) 2(50)
Sy s SeH @) LE) ¢ 6

Cislovani jednotlivych zlomki probiha ve sméru vedlejsi diagonély. Je ziejmé, Ze stejné bychom
postupovali u mnoziny vsech usporadanych dvojic prirozenych ¢isel — jeji prvky by Slo ocislovat
pfirozenymi ¢isly stejnym zptisobem, tj. |N| = |N?|.

Pokud bychom chtéli ¢islovat nejen kladné, ale i zaporné zlomky, tak bychom vyse uvedeny postup
snadno modifikovali (podobné jako u ¢islovani celych ¢isel): 0 +— 1, % — 2, —% — 3, % — 4, —% — D,
256, -2 7,38, —5—9, .t

N[ = 1Q] -

Pro prehled:
Ro = [N| = [P| = [2N| = |Z| = |Q| = [A] .

Pomoci Cantorovy diagondlni metody lze dokazat, Zze mnozina realnych ¢isel neni spocetna;
rikdme, ze ma mohutnost kontinua c.
¢ = [R| = [C|] = |T| = [I] = {0, 1)] .

P — mnozina vSech prvocisel, A — ¢isla algebraickd (jsou kofenem polynomu s celoéiselnymi
koeficienty), T — ¢isla transcendentni (nejsou kofenem polynomu s celoc¢iselnymi koeficienty), I —
¢isla iracionalni.



Mnoziny vétsi mohutnosti lze zkonstruovat snadno, lze napt. vzit potencni mnoiinuﬂ, tj. systém
vsech podmnozin dané mnoziny. Lze ukéazat, ze ma vzdy vétsi mohutnost nez pivodni mnozina.
Mohutnost mnoziny vsech realnych ¢isel (tj. mohutnost kontinua) je nejmensi nespoc¢etnou mohutnosti.

Ekvivalentné vyjadreno:
2% = N;.

Pokud byste to chtéli dokdzat pomoci axiému teorie mnozin (napt. Zermelo-Fraenkeliv systém
axiéomu), tak by se Vam to nepovedlo: trvalo nékolik desetileti, nez se podarilo dokazat, ze toto
tvrzeni je na axiémech teorie mnozin nezavislé (tzv. hypotéza kontinua).

3 Algebraické struktury
Domaci cviceni
1. * Ukazte, ze algebraické struktury (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) jsou komutativni grupy.
[neni tfeba to podrobné rozepisovat, staci si uvédomit splnéni jednotlivych axiémi]

2. * Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny s predepsanou operaci tvori komutativni grupu. Opét
neni potieba to podrobné rozepisovat, staci si splnéni jednotlivych axiémt uvédomit.

(Z,-) (@) (@\{0},)  (R\{0},-)  (C\{0},)
[Z ne (inv. prvky), Q ne (inv. prvek k 0), ostatni ano]

3. * Rozhodnéte, zda mnozina R* = {(a,b,c); a,b,c € R} viech usporfddanych trojic redlnych
c¢isel s operaci sc¢itani trojic po slozkach, tj.

Va,b,c,d,e, f € R definujeme (a,b,c)+ (d,e, f) = (a+d,b+e,c+ f),

tvori komutativni grupu.

[ano, tvorf komutativni grupu, obecné (R", +) tvoif kom. grupu]

4. Nahlédnéte do uéebnice Linearni algebra. a zopakujte si definici télesa (def. 2.1 na str. 18),
pole (neboli komutativniho télesa) a definici grupy (def. 5.1a a 5.1b na str. 45).

Nazvy prvka v algebraickych strukturach:

obecné: neutralni prvek n, inverzni prvek a=*

aditivné: nulovy prvek 0 ¢i o, opacny prvek —a

multiplikativnd: jednotkovy prvek 1 ¢ie, inverzni prvek a=*

2 Kolik podmnozin mé dvouprvkové mnozina? A kolik podmnozin mé tifprvkovd mnozina? Je tieba zahrnout
i prazdnou mnozinu i celou samotnou mnozinu. Poten¢éni mnozinu mnoziny A znacime P(A) nebo 24.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/becvar_-_linearni_algebra.pdf

Dalsi cviceni
1. * Rozhodnéte, jakou algebraickou strukturu tvori (G, o).

) G=Z,aob=a+2b

) G=Q,aocb=a+b+1
¢) G=R*t aob=In(a-b)
d) G=Z,a0b=(a—1b)*
)

)

)

a

b

e) G={u+vV3uvecZ}aob=a+b
f) G={u+vv3uv€Z},aob=a-b
g) G=4Z ={4n;n € Z},aob=a+1b

[a) grupoid, b) kom. grupa (n = —1), ¢) o nen{ operace na R (a =b = 3]
[d) kom. grupoid, e) kom. grupa, f) kom.monoid (inv. prvek k 0), g) kom. grupal
2. * Rozhodnéte, zda mnozina vSech
a) posunuti v roving;
b) otoceni v roviné kolem jednoho pevné daného bodu S;
spolecné s operaci skladani tvori grupu. V kladném pripadé rozhodnéte, zda je tato grupa
komutativni.

[a) kom. grupa, b) kom. grupal



4 Zobrazeni, funkce
1. Zopakujte si definici zobrazeni. Cerpejte ze stiedni $koly i z matematické analyzy.
« Rikdme, 7e relace f C A x B je zobrazenim z mnoziny A do mnoziny B, je-li

Ve e AVyr,yo € B: (z,y1) € fA(z,y2) €Ef = 1 =1

Tento zapis je mozny, nebot y je danym = € Dy urceno jednoznacné; u relace tomu tak
byt nemusi, proto je tento zapis vyhrazen pouze zobrazenim a funkcim.

Defini¢nim oborem rozumime mnozinu Dy = {z € A: 3y € B: (z,y) € f}.
Oborem hodnot rozumime mnozinu Hy = {y € B: 3z € A: (z,y) € f}.

Vsimnéme si, ze pomoci stru¢né notace lze psat Hy = {f(x): x € Dy}.

« Rikdme, 7e relace f C A x B je zobrazenim mnoziny A do mnoziny B, jestlize
Vee A3y e B; (z,y) € f.

Defini¢nim oborem je v tomto pripadé piimo mnozina A. Je-li f zobrazeni mnoziny A do
mnoziny B, mizeme tento fakt struc¢né zapisovat takto: f: A — B.

Pokud by takové y existovalo nejvyse jedno (nikoli tedy nutné pravé jedno), tak bychom
obdrzeli definici zobrazeni z A do B.

2. Terminologické perlicka — rozlisuje se:

e Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B: zde se zobrazuje kazdy prvek mnoziny A. Definice
defini¢niho oboru je v tomto pripadé snadné: je to samotna mnozina A.
Zapis A — B oznacuje pravé zobrazeni mnoziny A do mnoziny B.

e Zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B: zde se zobrazuje ne nutné kazdy prvek mnoziny A.

Proc¢ ta dvojznacnost, tj. pro¢ nedefinujeme napt. pouze zobrazeni mnoziny A do mnoziny B?
Tento pristup je oblibeny na SS, definice D je velmi jednoduchd, také nékteré dalsi formulace
mohou vypadat prehlednéji.

Ale: hovori se napiiklad o realnych funkcich (obor hodnot je podmnoZinou R) jedné redlné
proménné (defini¢ni obor je podmnozinou R), stru¢né o funkcich ,,z R do R“ Neni vsak nutné,
aby byl defini¢ni obor roven celé mnoziné R (napt. y = %), nebo obor hodnot roven celé

mnoziné R (napf. y = sinz).

3. Pozor: z definice zobrazeni mnoziny A do mnoziny B plyne, Ze integralni soucasti zadani
takového zobrazeni (a samoziejmé i funkce) je mnozina, na niz je toto zobrazeni definovano.
oy 1 . 1 Ve v . o /
Napfiklad y = _ na intervalu (0,+00) a y = - na mnoziné¢ R\ {0} jsou rtizné funkce.
V této souvislosti také upozornéme na problémy, které piinasi ,definice” zobrazeni (¢i funkce)
jako néjakého predpisu, napr.:

o funkce mohou byt zadany i jinak, nejen néjakym predpisem (napr. tabulkou namérenych
hodnot),

e samotny predpis nestaci, je nutno zadat mnozinu, na niz tento predpis budeme uvazovat.



« V této souvislosti uvazte, co znamena formulace, ktera se objevuje v nékterych sbirkach
uloh: Urcete definicni obor ndsledujicich funkci... Pokuste se navrhnout lepsi formulaci.

4. Jaky je rozdil mezi funkci a zobrazenim? Predné: funkce je specialnim pripadem zobrazeni,
kazda funkce je tedy zobrazenim.

Funkci zpravidla nazyvame takové zobrazeni, jehoz obor hodnot je podmnozinou néjaké ¢iselné
mnoziny.

Proc¢ jsou zobrazeni, jejichz hodnoty jsou ¢isla, tak dulezita? Lze s nimi pocitat. Napr. soucet
funkei f a ¢ (na neprazdném pruniku jejich defini¢nich obort) je definovan pomoci souctu
funkénich hodnot (tj. pomoci souc¢tu obrazi):

(f +9)(x) = f(x) + g(2).

Jelikoz jsou obrazy ¢isla, je definovan jejich soucet (a dalsi operace s nimi).

Pocitat 1ze i s jinymi objekty, nez jen s ¢isly. Hovorime tedy také napt. o vektorovych funkcich
(obrazy jsou vektory), maticovych funkcich (obrazy jsou matice) a podobné.

5. Zopakujte si definici zobrazeni prostého, na, vzajemné jednoznacného (injekce, surjekce, bijekce).

Rikame, ze zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B je:

« prosté (injektivni), je-li Vay, 29 € Dy: 21 # 20 = f(21) # f(22);
« na (surjektivni, zobrazenim na mnozinu B), jestlize Vy € B dx € A; y = f(x);

o vzdjemné jednoznacné (bijektivni), je-li zaroven prosté a na.

Jednoduché charakterizace injekce: také f~! je zobrazeni.
Injekci 1ze definovat i takto (obménénd implikace): Va1, 20 € Dy: f(21) = f(23) = 21 = 2o.
Jednoduchd charakterizace surjekce: Hy = B.

6. * Rozmyslete si, ze pro kazda dvé zobrazeni f: A — B a g: B — C plati:

o Je-li sloZeni zobrazeni g o f (vlastné to znamend ¢(f)) injektivni, pak je f injektivni.

o Je-li g o f surjektivni (tj. zobrazeni na), pak je g surjektivni.

[ndvod: nakreslete si mnoziny A, B, C' s nékolika prvky a pozorujte obrazek]

Rozklad zobrazeni na surjekci a injekci
1. * RozloZzte néasledujici zobrazeni na surjekei a injekei.

1
a) y =sgnz na R b) y=—na R\ {0} c)y =tgrna R\ {] +km kcZ}
T



5 Binarni relace

Definice: Mnozina R C A x B se nazyva binarni relaci z mnoziny A do mnoziny B.
Je-li A = B, fikdme, Ze R je (binarni) relaci v mnoziné A.
Jednotkovou (bindrni) relaci v mnoziné A rozumime relaci E(A) = {(a,a): a € A}.

Poznamenejme, Ze i prazdnd mnozina muze byt relaci.

[43

1. * Zapiste relaci ,=*“ na mnoziné N jako mnozinu usporddanych dvojic. Rozhodnéte, zda se
néjak 1isi od jednotkové relace E(N) a nakreslete jeji graf.

2. * Zapiste relaci ,,<* na mnoziné N jako mnozinu uspofadanych dvojic. Nakreslete jeji graf.

3. * Mame-li zakreslen graf relace R C A x B, kde A, B jsou ¢iselné mnoziny, jak potom ziskame
graf relace R~! k nf inverzni?

Definice: Bindrni relace R v mnoziné A (tj. R C A x A) se nazyva:
o reflexivni, jestlize Vo € A: xRz
o symetrickd, jestlize Vx,y € A: xRy — yRx
o tranzitivni, jestlize Vx,y,z € A: xRy N yRz — xRz
o antisymetrickd, jestlize Vx,y € A: xRyANyRx — =y

o antireflexivni, jestlize Vx € A: = (zRx)

Rikame, ze relace R v mnoziné A je relaci ekvivalence, je-li reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Rikédme, Ze relace R v mnoziné A je (¢dstecnym) usporaddnim, je-li reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.
Jesté miizeme rozliSovat ostré a neostré usporadani:

o neostré usporaddni — tak se nazyva relace, ktera je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni;

o ostré usporadani — tak se nazyva relace, ktera je antireflexivni, antisymetricka a tranzitivni.

Je-li v mnoziné A déna relace usporadani R, pak usporadanou dvojici (A4, R) nazyvame uspofadanou
mnozinou.

Neni tézké si rozmyslet, ze relace R C A x A je:
o reflexivni <=  FE(A) CR,

o symetrickd <= RCR'! <<= R=R"!

Rozklady mnoziny

1. * Provokace: uvazujme dvouprvkovou mnozinu My = {a, b}. Kolik rozkladi je mozno vytvorit?
Dva: My = {a,b} a My = {a} U {b}.
U tiiprvkové mnoziny Mz = {a,b,c} je rozkladi uz pét:

Ms ={a,b,c} M;z={a,b}U{c} M;s={a,ctu{b} M;={bctu{a} M;={a}U{b}U{c}

Kolik jich ma ¢tyrprvkova mnozina My = {a,b,c,d}? [15]



A pro labuzniky: lze to néjak rozumné zobecnit na M,? Ano. Oznacme b(n) pocet vSech
rozkladl n-prvkové mnoziny M,,. Ukazte, ze

bn+1)=1+ (?)b(l) + <Z)b(2) + (g) b(3)+ -+ (Z)b(n).

[vypiste si jednotlivé moznosti, sefadte je do vhodnych skupinek]

2. Terminologickd perlicka 1: ¢islim b(n) ikame Bellova ¢isla. Podaif se Vam pomoci pocitace
najit b(4),6(5),b(6)?

B(0) = 1, b(1) = 1, b(2) = 2, b(3) = 5, b(4) = 15, b(5) = 52, b(6) = 203, b(7) = 877,
b(8) = 4140, b(9) = 21147, ...]

3. Bellova ¢isla: viz téz [BeDlal, str. 31. Na str. 32 je vypsdno nékolik prvnich ¢lent Bellovy
posloupnosti; posledni z nich je 5832742 205 057. Jakou hodnotu ma ¢len po ném bezprostredné
nasledujici? Podari se Vam to zjistit pomoci pocitace?

4. Terminologicka perlicka 2: rozklad mnoziny M indukovany relaci ekvivalence ~ se téz nazyva
faktorovd mnoZina mnoziny M podle ekvivalence ~, pisSeme A / ~.

Ekvivalence

1. VSimnéme si, ze pocitani modulo n je vlastné pocitani s tfidami ekvivalence. Mnozinu celych
c¢isel rozlozi relace ekvivalence ,mit stejny zbytek po déleni 5% na pravé n trid, strucné je
oznacujeme postupné 0,1,2,3,...,n — 1, nebo jesté struénéji jen pomoci jejich reprezentanti:
0,1,2,3,...,n — 1. Je tifeba si uvédomit, ze napt. 0 neni ¢islem nula, ale tridou obsahujici
nasobky &isla n, tj. mnozinou {k - n, k € Z}, znac¢ime ji bud nZ, nebo 0; podobné

o 1 nenf ¢islem jedna, ale tifdou {1+ k- n, k € Z}, znac¢ime ji 1 + nZ, nebo 1,
2 nenf ¢islem dva, ale tifdou {2 + k- n, k € Z}, znacime ji 2 + nZ, nebo 2,

o ceey

o n—1 neni ¢islem n — 1, ale tiidou {(n — 1) + k- n, k € Z}, znac¢ime ji (n — 1) + nZ, nebo
také n — 1.

2. * Na seminéri jsme uvadéli nékolik prikladu relaci ekvivalence, které se tykaly skolské matematiky.
Najdete néjaké dalsi priklady? Napr.:
- jaky je vztah mezi orientovanou tseckou a vektorem,
2 4 6 8

- jaky je vztah mezi zlomky 2,%,8, 5, ...

3. * Filoména rada popisuje okolni svét pomoci matematiky. Tentokrat si vzala na paskal své
¢tyti spoluzaky: Pepicka, Manicku, Celestyna a Andélina. VSimla si, ze néktefi z nich si spolu
povidaji natolik, Ze novinku stac¢i fici jen jednomu z nich a brzy o tom vi i ten druhy. Situace
se ma takto: Celestyn si hodné povida s Manickou; Andélin si hodné povida s Pepickem.
Filoména tedy definovala mnozinu M = {P, M,C, A} a jeji prvky uspofadala do podmnozin
M, ={C,M} a My ={A, P}.

Rozhodnéte, zda timto Filoména definovala na mnoziné M svych spoluzaki relaci ekvivalence.
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Castecné usporadani
1. Pro pfipomenuti: Binarni relace na mnoziné M, kterd je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni,
se nazyva cdstecné uspordaddani na mnoziné M (nékdy jen strucné uspordddni na mnoziné M).

Cdstecné usporddanou mnozinou rozumime dvojici (M, <), kde M je mnozina a =< je ¢astecné
usporadani na této mnoziné. Casto strucné hovorime jen o usporddané mnoziné tj. prislovce
,castecné” vynechavame.

Je-li ¢astecné usporadani < na M navic dichotomické, tj.
Va,be M: a=bV b=Xa,

rikdme, ze je toto usporadani dpiné (nebo také linedrnt).
Vsimnéme si, ze dichotomie je vlastné podminkou vyjadrujici pozadavek, ze kazdé dva prvky

jsou porovnatelné. Odtud také plyne nazev tohoto usporadani: ,uplné*.

2. * Uvazujme systém P (M) vSech podmnoiinﬂ neprazdné koneéné mnoziny M. Urcete, jakou
mé potencni mnozina P(M) mohutnost. [Navod: sectéte vhodna kombinacni ¢isla...|

3. * Ukazte, ze je-li M neprazdnd konefnd mnoZina, potom je relace C na P(M) ¢astecnym
usporadanim.
Je nutny predpoklad, aby mnozina M byla:  a) neprazdna; b) konecnd?
[Overime R, A, T, pripadné i ukdzeme, ze usp. neni tiplné: M = {a, b}, {a} a {b} jsou
neporovnatelné, nebot neplati {a} C {b} ani {b} C {a}.]
4. Definice: Rikdme, Ze prvek a € M uspofddané mnoziny (M, <) je

e mnejvetsi, pokud je Vb € M: b < a,

e nejmensi, pokud je Vb € M: a < b,

o maximalni, pokud neexistuje zadné b € M takové, ze a < b,
o minimalni, pokud neexistuje zadné b € M takové, ze b < a.

o v/

5. * Znazornéte svaz vSech délitelu ¢éisla 200 pomoci Hasseova diagramu.

6. * Znazornéte svaz vsech délitela ¢isla 360 pomoci Hasseova diagramu.

[Rovnobéznostén..., prvocisla z rozkladu jsou totiz tri: 2,3,5.]

7. * Rozhodnéte, zda mnozina s danou relaci je usporaddna ¢astecné ¢i linearné.

(N,<) R,<) (N]) (N\{1}])

Relace | je na Z definovana takto: fikame, ze a déli b, piSeme alb, existuje-li ¢ € Z takové, zZe
b=gq-a.

Ve vsech ptripadech najdéte, pokud existuji, nejvétsi a nejmensi prvky i minimalni a maximélni
prvky.

[(N, <) linedrné, min.=nejm.=1, max. a nejv. neex.; (R, <) linedrné, min., nejm., max. a nejv.:
neex.; (N,|) ¢dstecné, min.=nejm.=1, max. a nejv. neex.; (N\{1},|) cdstecné, min.: vSechna
prvocisla, nejm. neex, max. a nejv. neex.|

3 Tzv. potencni mnoZina.



8. * Je mnozina vSech usporadanych trojic prirozenych ¢isel usporadana lexikografickym usporaddnim
uplné, nebo pouze ¢astecné?

[tiplné]
9. * Krati¢ce zapremyslejte: je definovano standardni iplné usporddéni na C (analogické tiplnému

usporadani mnoziny R)? Zvazte napiiklad, co by byly kladné prvky (1 — ¢, nebo ¢ — 17), ¢i
které komplexni ¢islo by bylo vétsi: (1 — 4, nebo i — 17).

6 Permutace
Kompletni teorie k tématu permutace je v knize Bec¢var J.: |Linedrni algebra na stranach 51 —60.

1. K dané permutaci P urcete permutaci P~ 1.
p_ 123456789
~\3986 57214
Jak na to? Staci zaménit obrazy za vzory, tj. zaménit prvni a druhy radek:
p1_ 39 5 7 2 1 4
1 2 56 78 9)
A je dobrym zvykem vse usporadat:
p1_ 123456789
8 7195 46 3 2)

2. * Skladani zobrazeni obecné neni komutativni. Stejné tak je tomu se skldddnim permutaci.
Vypoctéte Po (@ a Qo P.

1 2 3 4 1 2 3
P= ( 31 4 2 ) @= ( 3 1 2 )
3. * UrCete pocet inverzi dané permutace a jeji znaménko a urcete permutaci k ni inverzni.

a)

8 6
3 4

p_ (1234567809
T \3 98657214
[Pocet inverzi: in P = 26, znaménko: sgn P = (—1)* = 1]
b)
Q- 1234567289
S \8 719546 3 2
[Pocet inverzi: in P = 26, znaménko: sgn P = (—1)* = 1]


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/becvar_-_linearni_algebra.pdf

1. * Rozlozte permutaci P na nezavislé cykly.
P=(53 1 )
2. * Rozlozte permutaci P na nezavislé cykly a urcete permutaci P!,
P_(1234 6789)
3519 2 46 7
3. * Cyklus (2,4, 3,5) zapiste jako permutaci (dvourddkova notace). Je zfejmé, ze obrazem 1 bude

1. Tuto permutaci umocnéte na druhou (tj. vypoctéte P? = P o P) a na tiet{ (tj. vypoctéte
P3 = Po Po P). Obé permutace P? i P3 rozloZte na nezavislé cykly. Jak se tyto cykly ligi?
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4. * Vsimnéme si: kazdy cyklus lze zapsat pouze pomoci transpozic. Napiiklad:
(1,3,2,7,5) = (1,5)(1,7)(1,2)(1, 3).

Ovérte, ze tato rovnost skutecné plati; postupujte tak, ze transpozice na pravé strané slozite.

Obecné:
(ay,a9,a3,...,a,_1,a,) = (a1, a,)(ar,ar—1) ... (a1,a4)(a1,a3)(a, as).

Umime-li rozlozit na transpozice kazdy cyklus, mizeme rozlozit na transpozice kazdou permutaci:
stac¢i tuto permutaci rozlozit na nezavislé cykly a kazdy z téchto cykli rozlozit na transpozice.

5. * Urcete pocet inverzi dané permutace a jeji znaménko, rozlozte ji na nezavislé cykly, urcete
jeji znaménko, rozlozte ji na transpozice, urcete permutaci k ni inverzni.

a)
p_ 123456789
~\3 98657214
1, rozklad na nezavislé cykly:
(1,3,8)(2,9,4,6,7)(5), rozklad na transpozice: (1,8)(1,3)(2,7)(2,6)(2,4)(2,9).]

b)
Q= 123456789
~\8 719546 3 2
[Pocet inverzi: in P = 26, znaménko: sgn P = (—1)?® = 1, rozklad na nezavislé cykly:
(1,8,3)(2,7,6,4,9)(5).]
c)
P (1234567809
- \6 78943215
[Pocet inverzi: in P = 26, znaménko: sgn P = (—1)?® = 1, rozklad na nezavislé cykly:

(1,6,3,8)(2,7)(4,9,5).]



6. * Urcete pocet inverzi dané permutace a jeji znaménko, rozloZte ji na nezavislé cykly, umocnéte
ji na 11, urcete jeji znaménko, rozlozte ji na transpozice, urcete permutaci k ni inverzni.

p_ 12345678 9 10
~\5 1724369 10 8

[Pocet inverzi: in P = 11, znaménko: sgn P = (—1)' = —1, rozklad na nezdvislé cykly:

(1,5,4,2)(3,7,6)(8,9,10), tj. sgn P = (—1)10=3 = —1. P!l = (1,2,4,5)(3,6,7)(8, 10,9)]

p_ 12345678 9 10
~\3154896 210 7

[Pocet inverzi: in P = 13, znaménko: sgn P = (—1)!¥ = —1, rozklad na nezdvislé cykly:

(1,3,5,8,2)(4)(6,9,10,7), tj. sgn P = (—=1)1%3 = —1. P =(1,3,5,8,2)(6,7,10,9).]
7. * Umocnéte permutace z tlohy

« najdéte permutace Q7 a Q7

 najdéte permutace R” a R*.

8. * Zopakujte si vSe az po permutace (vCetné permutaci) a vypracujte samostatné nasledujici
testik (je na cca 75 minut).



7 Testik I (ukdzkova verze)

¢as: 75 minut

1
2

* Na jaké vyrokové formuli je zalozen dukaz sporem?

* Rozhodnéte, zda mnozina s danou relaci je usporaddna ¢asteéné ¢i linedrné.

(NA\{1},])
Najdéte vSechny minimélni a maximalni prvky, nejvétsi a nejmensi prvek (pokud existuji).

* Rozhodnéte, zda je relace mit stejnou paritu (sudost, lichost) na mnoziné celych ¢isel relaci
ekvivalence.

* Ukaite, #e pro kazdou relaci R na mnoziné M plati: (R™1)"" = R.

* Rozhodnéte, jakou algebraickou strukturu tvoii (Q, ®, ®).
1
Va,be Q: a@b:a+b—§, a®b=a—2ab+b.
* Rozhodnéte, jakou algebraickou strukturu tvori (Q \ {0}, o).
1 1
Va,b € Q\ {0}: aOb:—~|—E.
a

* Znézornéte svaz vsech délitelu ¢isla 200.

. *a) Danou permutaci P rozloZte na nezavislé cykly i na transpozice a urcete jeji znaménko.

K dané permutaci P uréete permutaci P~ *.
1 2 3 45 6
P= <7 § 6415

78
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b) Permutaci P z bodu a) umocnéte na 2023.
¢) Urcete pocet inverzi permutace @ = (1,3,5,4,7,2) - (4,7,5) - (6,2,7,8).



8 Genetickd metoda a prirozena cisla

8.1 Geneticka metoda

Ve formalnim axiomatickém systému jsou primitivni pojmy specifikovany pouze pomoci vztaht
(axiom), ¢imz dostaneme soustavu abstraktnich objektu. P¥i tomto postupu vSak nemusi byt ziejmé,
Ze je soustava axiomil konzistentni.Je tedy tfeba ovérit, zda soustava vychozich objektti neni prazdna.
To je mozno provést konstruktivneé.

Dostavame se tak k dalsi metodé, kterd je hojné vyuzivana k vystavbé matematickych teorii.
Upozornil na ni David Hilbert ve svém ¢lanku Uber den Zahlbegriff, Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung, vol. 8 (1900), 180-184. Jednd se o genetickou metodu, kterd vychazi
z prvotnich pritomnych objekti, z nichz se danymi procedurami vytvareji vSechny dalsi objekty.
Odpada tak problém jejich existence, nebot za existujici objekty se povazuji pravé ty, které lze
zkonstruovat.

Na genetickou metodu se muzeme divat jako na protipol metody axiomatické. Na pocatku
kazdé teorie totiz stoji prvotni objekty a jejich vlastnosti. Zatimco v axiomatické metodé vychazime
z vlastnosti (axiom), které popisuji blize neurcené objekty, v genetické metodé nejprve vytvorime
objekty pomoci zvolenych procedur. Zkonstruované objekty jsou navic ¢asto nazornéjsi, nez soustava
objekttu Cisté abstraktnich, tj. urc¢enych pouze tim, ze vyhovuji dané soustavé axiomtl.

Pro nékteré sméry (intuicionizmus, konstruktivizmus) se genetickd metoda stala zakladni metodou.
Pti budovani matematické teorie pak nemusime na zacatku predpokladat existenci jisté dané mnoziny
objektt, které vyhovuji danym podminkdm (axiomum).

Myslim, ze budovani nékterych matematickych teorii genetickou metodou miize byt inspiraci
i pro vyucovani matematice. Povazuji za prijemnéjsi si objekty svého zkoumani sestrojit, nez je mit
urceny zdanlivé arbitrarni soustavou podminek. Navic je také 1épe patrné, jakymi objekty byly tyto
podminky inspirovany; zajimavé je také sledovat samotny postup formalizace objekti. Po ziskani
zkusenosti v dané teorii je pak snazsi prejit k jeji formalizaci axiomatickou metodou.

8.2 Zavedeni prirozenych cisel

[lustrujme pouziti genetické metody na zndmém postupu zavedeni prirozenych cisel. Méjme jeden
prvotni objekt, ozna¢me jej napiiklad 0, a proceduru ’, kterd z kazdého objektu n vytvori (jeden)
dalsi objekt n’ (jeho naslednika). Dostavame tak objekty:

O O/ 0// O/// 0//// O/////
Tento postup muzeme shrnout do tii krokii:
1. 0 je prirozené cislo.
2. Je-li n prirozené ¢islo, pak také n' je prirozené ¢islo.
3. Prirozenymi ¢isly jsou pouze objekty vytvorené v krocich 1 a 2.

V této induktivni definici jesté chybi explicitni vyjadieni predpokladu rtznosti objekti, které byly
vytvoreny rtiznymi zptsoby. V kazdém kroku totiz chceme vygenerovat novy prvek. Induktivné tak
zavedeme novy predikat = pomoci nasledujicich podminek.

4. Pro kazdé prirozené ¢islo n plati, ze n’ # 0.

5. Pro kazd& prirozena ¢isla m, n plati m’ = n’ pravé tehdy, kdyz m = n.



Vidime, jak se opakovanim zékladni procedury ’ vytvareji z prvotniho objektu vSechny dalsi objekty.
Tyto objekty bychom vsak vytvareli zbytecné, kdybychom neméli moznost o nich ziskavat pravdiva
tvrzeni. K tomu nam poslouzi zavedeni dalSich predikatt a zejména operaci. Predikat < lze zavést
snadno: procedurou ’ je prirozené dédno usporadani prirozenych ¢isel. Operaci + zavedeme pomoci
rekurze:

a) n+ 0 =n pro kazdé prirozené ¢islo n,
b) (n+m) =mn+m’ pro kazda dvé prirozena ¢isla m, n.

Nyni jiz lze dokazat komutativitu a asociativitu s¢itani, zavést pomoci rekurze nasobeni (existuje
jedind operace na N takova, ze pro kazda dvé m,n € N plati: n-0=0, n-m' = n-m+ n), dokazat
asociativitu, komutativitu a distributivitu nasobeni, a nasledné odvozovat vSechny podstatné véty
aritmetiky prirozenych cisel.

V konstrukci je také mozno pokracovat, ¢imz vzniknou postupné cisla celd, raciondlni, realna,
komplexni. Vyznamnym a vSeobecné uznavanym konstitutivnim prvkem je zde princip permanentnostzﬂ
kdy pfi rozsitrovani néjakého pojmu a pri zobecnovani pozadujeme zachovani co nejvice vlastnosti
puvodnich objektt. Napriklad pri rozsirovani pojmu ¢isla vychazime z pozadavku zachovani vlastnosti
s¢itani a nasobeni (komutativni, asociativni a distributivni zakon). Tyto vlastnosti jsou pak fixovany
v axiomech komutativniho télesa (pole).

8.3 Poznamky k zavedeni prirozenych cisel

1. a) Uvazujme prvotni objekt 0 a vytvoreného néaslednika 0': v momenté, kdy prislusnou teorii
teprve vytvarime, nemame k dispozici numerac¢ni soustavu (zpusob zépisu Cisel, napf. poziéni
desitkovou soustavu). Prvotni objekt sice (pro nazornost) zpravidla nazyvame nulou (a o 0’
pak budeme nejspise hovorit jako o ¢isle jedna), muzeme jej vsak také nazyvat Cislem jedna
(a 0’ pak nejspise nazveme ,dva“).

b) Nézvy a oznaceni vsak nejsou v tomto pripadé podstatné. Dilezité je, zda bude prvotni
objekt nulovym prvkem (tj. neutrdlnim prvkem vidi zavedené operaci séiténi), nebo jednotko-
vym prvkem. V ptipadé volby 0 jako nulového prvku budou podminky jednoznacné definujici
operaci s¢itani nasledujici:

a) n+ 0 =n pro kazdé prirozené ¢islo n,

b) (n+ k) =n+ k pro kazda dvé prirozenad ¢isla k, n.
Pokud bychom k tomuto vytvareli alternativni teorii a zvolili za prvotni objekt misto 0 objekt
0’ (oznac¢me jej 1), bylo by potfeba podminky z definice s¢itani upravit:

a) n+ 1 =n' pro kazdé prirozené ¢islo n,

b) (n+ k) =n+ K pro kazda dvé prirozena ¢isla k, n.

4 Jako prvni jej zformuloval némecky matematik Hermann Hankel (1839-1873) roku 1867 v praci Prinzip der
Permanenz der formalen Gesetze.



2.

Von Neumannova ¢isla lze vytvaret snadno:

# von Neumannova cisla
c =[]
i range(5):
c =c+ [c]
print(len(c), c)

9 Soucty prirozenych cisel

1.

10

* (pozor, toto byla puvodné tloha 2 z predchozi kapitoly)
Zopakujte si jednoduchy trik malého Gausse umoznujici snadno secist prvnich n pfirozenych
Cisel.
Sin) =1+2+34+4+-+(n—-2)+(n—1)+n
Vsimnéme si, ze soucet prvniho a posledniho ¢lenu je n + 1, druhého a predposledniho je také

n + 1. Takto pokracujeme ve vytvareni soucti rovnych stale n + 1, az vycerpame vsechna
sc¢itand ¢isla (je-li n sudé), pripadné az zbude jediné ¢islo (”7“7 tj. ,to uprostied®, je-li n liché).

Soucet Si(n) pak bude roven (n + 1) -2 (pro n sudé), resp. pro n liché: (n+1) - 25+ + 2L =
(n+1)- (52 +1) =(n+1)- 2 Mizeme tedy psat jednotné pro n suda i licha:

Sin) =5 - (n+1).

. * Odvodte z predchoziho vztahu pro S;(n) vzorec pro soucet prvnich n ¢lentt obecné aritmetické

posloupnosti zadané vzorcem a, = a; + (n — 1)d.

Névod: s, = a1 +as+---+a, = a1+ (a1 +d)+ (a1 +2d)+ (a1 +3d) +- - -+ (a1 +(n—1)d) = ...

* Odvodte ze vztahu pro Sa(n) = 12 + 22+ 324+ -+ 4+ (n — 1)? + n? (odvozen na prednasce)
vzorec pro soudet

. . |
Smw:1W+T+33+~44n—1F+n%=Zﬁm+1ﬁ.

* Dokazte, ze pro vSechna n € N plati:

P42 +3+ o 4nd=(1+2+3+--+n).

Eukleidtv algoritmus

Funkeci vracejici nejvétsiho spolecného délitele dvou zadanych celych ¢isel vypocteného pomoci
Eukleidova algoritmu je snadné naprogramovat.



Zde je klasicka verze:

NSD(a, b):
b !=0:
a, b=>b, a%b
a

A zde pomoci rekurze:

NSDr(a, b):
b ==0:
a
NSDr(b, a % b)

1. * Pomoci Eukleidova algoritmu najdéte nejvétsi spolecény délitel ¢isel a a b.
a) a =204, b = 54, b) a = 353623, b = 244 571.

2. * Dokazte, Ze nejvétsi spolecny délitel ¢isel 2878 325 a 2878 322 nemuze byt vétsi nez 3.
3. Vsimnéte si: posloupnost zbytkia v Eukleidové algoritmu je ostie klesajici. Tento algoritmus

tedy nutné konci po koneéné mnoha krocich.

Navic ,,postupnym odec¢itanim*, které je ideovym zakladem Eukleidova algoritmu, se nakonec
dostaneme k nejvétsimu spolecnému déliteli d. Nutné se tedy po konecné mnoha krocich
dostaneme k tadku, ktery vypada takto (predposledni radek):

ai="bi-q+d.

Jelikoz je d nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel a;, b;, déli d ¢islo b;, zbytek po déleni tedy bude
nutné nula.
bi = ¢i+1d +0
4. Pozorujme, jak ,rychly “ je Eukleidiv algoritmus.

Zde algoritmus kon¢i pomérné rychle, nebot jsou celoéiselné podily velké (3, 7, 15).

333 =106-3 + 15
106 =15-7+1
15=1-15+0

Nejhorsi scénar nastane, kdyz budou podily nejmensi mozné, tj. vzdy rovny jedné. Tehdy bude
Eukleidtav algoritmus probihat nejdéle, tj. v nejvice krocich.

55 =34-1+4+121
34=21-1413
21=13-1+8
13=8-14+5
8=5-1+3
5=3-1+2
3=2-1+1

2=1-240



Vsimnéme si, ze kazdy radek mizeme interpretovat tak, ze postupné kazdé cislo je souctem
predchazejicich dvou a zac¢ina Cleny 1 a 2, (3 = 2+1, ...), takze tvori Fibonacciho posloupnost.

5. * Na zakladé predchoziho pozorovani dokazte, ze kazdé dva po sobé jdouci ¢leny Fibonacciho
posloupnosti (poc¢inaje 2,3,...) jsou nesoudélné.

[pozorujte predposledni fadek v predchozim piikladé 3 = .. .]

11 Retdzové zlomky

1. * Najdéte raciondlni ¢islo, jehoz fetézovy zlomek je
[1;1,4,4,1,2].
Vypoctéte vsechny konvergenty tohoto retézového zlomku.

2. * Retézovy zlomek iraciondlniho ¢isla a je nekoneény, tj. a = [qo; q1, g2, 43, @4, G5, - - - ]. S pomoci
kalkulatoru lze jeho c¢lanky ¢; hledat velmi snadno, staci stale opakovat tutéz sekvenci:

a) odectu celou ¢ast, kterou zaznamenam (to je totiz ¢;),

b) ze zbylého ¢isla (mensiho nez jedna) vypoctu prevracenou hodnotu (ta uz je > 1).
Vypoctéte prvnich sedm ¢lanku (tj. ¢isla ¢; proi = 1,2,...,7) fetézovych zlomkt nésledujicich
iraciondlnich ¢isel:

1
¢—+2“5 e V3 VB

U cisel ¢ (tzv. zlaty Tez), m a e také vypoctéte prvnich sedm konvergentt %ﬁ, 1=1,2,...,7.

[ =1[1;1,1,1,1,1,1,...], konvergenty: 1/1,2/1,3/2,5/3,8/5,13/8,21/13
e=12;1,2,1,1,4,1,...], konvergenty: 2/1,3/1,8/3,11/4,19/7,87/32,106/39

7 =[3;7,15,1,292,1,1,...], konvergenty: 3/1,22/7,333/106,355/113, 103993 /33 102, . ..
V3=[1;1,2,1,2,1,2,...], konvergenty: 1/1,2/1,5/3,7/4,19/11,26/15, 71 /41

V5 =[2;4,4,4,4,4,4,...], konvergenty: 2/1,9/4,38/17,161/72,682/305, 2889/1292, 12238 /5473]

3. * U disla e doporucuji vypocitat mnohem vice clanki. Vynikne tak struktura (ve starsich
knihéch se ji fikd vytvarné zakony“) tohoto nekonecného fetézového zlomku.

4. Pozorujme vétu ,,0 cikcaku® na konvergentech retézového zlomku, ktery je rozvojem c¢isla :

3/1=3,0

22/7 = 3,142857142857143

333/106 = 3, 141509433962264
355/113 = 3, 1415929203539825
103993,/33102 = 3, 1415926530119025

104348/33215 = 3, 141592653921421
208341/66317 = 3, 1415926534674368
312689/99532 = 3, 1415926536189365

833719/265381 = 3, 141592653581078



Pro porovnani: 7 =3,141592653589793 . ..

. Poznamka ke konvergentum ¢isla ¢ (tj. zlatého tezu): Fibonacciova posloupnost je zadéna
rekurentné:
Fi=F=1 F=F.,+F

pro vsechna n € N. Lze ukézat, ze tuto posloupnost zadanou rekurentné lze také snadno

(1+V5)" —(1—5)" 1+5

. Tento vztah lze zapsat pomoci cisla ¢ =
27 /5 14 2

zadat vzorcem: F,, =

(p také nazyvame zlaty fez):
oo
V5

. Pozorujte jednoduchy programek, ktery vypise prvnich n ¢lank fetézového zlomku cisla x.

# Retezovy zlomek zadaneho iracionalniho cisla x
# prvnich n clanku

import math

x = math.e
pocet_clanku = 10

print(x)
q =[] # retezovy zlomek
for k in range(pocet_clanku):
g.append( int(x) )
x =1/ (x - int(x) )

print(q)

. * Vypocététe nasledujici soucin matic.

L) GGG

Jak to souvisi s Tetézovymi zlomky?



12 Deélitelnost

Poznamky k délitelnosti, Mersennovym a Fermatovym c¢islim jsou zde v pdf.

1. Ukazte pomoci rozkladii na soucin prvocisel, ze pro kazdé a,b € N plati

a-b=NSD(a,b)-nsn(a,b).

13 Mersennova ¢isla a dokonala céisla

Mersennova a Fermatova ¢isla jsou mimo jiné skvélou hrackou. Nékteré jejich vlastnosti lze
pomérné snadno dokézat.

1. Zndmé Mersennova prvocisla: https://www.mersenne.org/primes/

2. * Pozorujte uvedend prirozend ¢isla, pocet cifer v jejich zapisu v poziéni desitkové soustavé
a jejich dekadicky logaritmus.

n pocet cifer logn

1 1 0
10 2 1
100 3 2
1000 Z 3
10000 5 4
7 1 0,8451
o8 2 1,7634
782 3 2,8932
3428 4 3,535

Urcete pocet cifer (v pozi¢ni desitkové soustave) éisel 53 a 319, vyjadiete jej pomoci dekadického
logaritmu.

3. * Kolik cifer ma Mersennovo ¢islo Mja77? [Névod: uzijte dekadického logaritmu. (39)]

4. * Ovérte pomoci logaritmu, Ze Mersennovo ¢islo Mga 59933 mé 24 862 048 cifer. Pro zajimavost
muzete zkusit spustit kéd v Pythonu, ktery to potvrdi:

print(len(str( 2**82589933 - 1 )))

5. * V nésledujici tabulce pozorujte posledni cifry Mersennovych ¢isel M,, = 2" — 1.
Pozorujte posledni cifry cisel 2" pron =1,2,3,...,8.
Jakou posledni cifru mohou Mersennova ¢isla mit?


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/delit_ferm_mers.pdf
https://www.mersenne.org/primes/

11 26 67108863 51 2251799813685247

2 3 27 134217727 52 4503599627370495

3 7 28 268435455 53 9007199254740991

4 15 29 536870911 54 18014398509481983

5 31 30 1073741823 55  36028797018963967

6 63 31 2147483647 56 72057594037927935

7 127 32 4294967295 57 144115188075855871

8 255 33 8589934591 58  288230376151711743

9 511 34 17179869183 59 576460752303423487

10 1023 35 34359738367 60 1152921504606846975

11 2047 36 68719476735 61 2305843009213693951

12 4095 37 137438953471 62 4611686018427387903

13 8191 38 274877906943 63 9223372036854775807

14 16383 39 549755813887 64 18446744073709551615
15 32767 40 1099511627775 65 36893488147419103231
16 65535 41 2199023255551 66 73786976294838206463
17 131071 42 4398046511103 67 147573952589676412927
18 262143 43 8796093022207 68 295147905179352825855
19 524287 44 17592186044415 69 590295810358705651711
20 1048575 45 35184372088831 70 1180591620717411303423
21 2097151 46 70368744177663 71 2361183241434822606847
22 4194303 47 140737488355327 72 4722366482869645213695
23 8388607 48 281474976710655 73 9444732965739290427391
24 16777215 49 562949953421311 74 18889465931478580854783
25 33554431 50 1125899906842623 75 37778931862957161709567

6. * Pozorujme dokonala ¢isla: 6, 28, 496, 8 128, 33 550 336, 8 589 869 056, 137 438 691 328. Posledni
cifrou je vzdy 6 nebo 8. Ukazte, Ze to plati pro vSsechna suda dokonala cisla, tj. ¢isla ve tvaru
2r—1. (2P — 7).

7. * Pozorujme soucty prevracenych hodnot vsech déliteli dokonalych ¢isel:

6: 1+1+1+1—2 28: 1+1+1+1+1+1—2
1 2 3 6 7 102 4 7 14 28

Dokazte, ze jsou takovéto soucty rovny dvéma pro kazdé sudé dokonalé cislo.

8. Hledani dokonalych ¢isel hrubou silou neni efektivni. Uz najit ¢tvrté dokonalé ¢islo chvilku
trva.

soucet _delitelu(n):
soucet = 0
d range(1, n):
n%d==0:
soucet = soucet + d
soucet

n range(2, 10**4):
soucet_delitelu(n) == n:
print(n, end=", ")



Efektivitu lze zvysit hledanim délitelit mensich nebo rovnych odmocniné prosetrovaného cisla.
Presto trva nalezeni patého dokonalého ¢isla timto postupem hodné dlouho (opravdu nedo-
porucuji).

soucet _delitelu(n):

soucet = 0
odmoc = int( n**(1/2) )

d range(1, odmoc+1):
n%d==0:
soucet = soucet + d + n// d
n == odmoc**2: # odstraneni duplicity u druhych mocnin
soucet = soucet - odmoc
soucet

n range(2, 10**4):
soucet_delitelu(n) == 2 * n:
print(n, end=", ")

14 Fermatova cCisla

1. Fermatova ¢isla jsou ¢isla tvaru
F,=2"+1.
Snadno vypocteme, ze Fy = 3, Fy = 5, Fy = 17, F3 = 257, Iy = 65537, ... VSechna uvedena
Fermatova ¢isla (tj. Fy az Fy) jsou prvocisla. Fermat se tedy domnival, ze vSechna F,, n € N
jsou prvocisla.
Leonhard Euler vsak nasel délitele ¢isla Fj: ¢islo 641. Dosud se nepodarilo najit zadné dalsi

Fermatovo prvocislo. Bud o rozkladu daného F}, nevime nic, nebo zname aspon jednoho jeho
netrividlniho délitele. U Fy az Fi; zndme jejich kompletni rozklad na souéin prvocisel.

U Fij sice zname netrivialniho délitele (je tedy ¢islem slozenym), kompletni rozklad na soucin
prvocisel se vSak dosud nepodarilo najit.

Viz téz http://www.prothsearch.com/fermat.html,
piipadné http://www.fermatsearch.org/news.html.

2. * Urcete, kolik ma ¢islo Fis cifer (v zépisu v poziéni desitkové soustavé). Vyuzijte dekadického
logaritmu.


http://www.prothsearch.com/fermat.html
http://www.fermatsearch.org/news.html

3. Pozorujme Fermatova ¢isla:

I

3

5

17
257
65537

4294967297

18446744073709551617

340282366920938463463374607431768211457
1157920892373161954235709850086879078532699846656405640394575840079

13129639937
1340780792994259709957402499820584612747936582059239337772356144372

1764030073546976801874298166903427690031858186486050853753882811946569

946433649006084097
10 179769313486231590772930519078902473361797697894230657273430081157

7326758055009631327084773224075360211201138798713933576587897688144166
2249284743063947412437776789342486548527630221960124609411945308295208
5005768838150682342462881473913110540827237163350510684586298239947245
938479716304835356329624224137217

CO~JDU WO

Ne}

Fermatova cisla tedy rostou se vzrustajicim n velmi rychle.

Pocet cifer F,, je pron =0,1,...,23:

F:1 F:1 F:2 F:3 F,:5 Fs:10 Fs:20 F;: 39 Fg: 78
Fg . 155 F10 : 309 F11 : 617 F12 1 1234 F13 . 2467 F14 1 4933 F15 : 9865
Fig » 19729  Fyp @ 39457  Fig @ 78914  Fig : 157827  Fy : 315653  Fy @ 631306
FQQ : 1262612 F23 1 2525223 F24 2?7

4. * Kolik cifer m4 ¢islo Fyy? [Névod: uzijte logaritmi.]
5. * Vsimnéme si, Ze pro n > 2ma F,, posledni cifru 7. Podaii se VAm ukézat, pro¢ tomu tak je?

6. Eukleidova véta o nekone¢ném poctu prvocisel: Mame-li dokazano, ze kazda dveé ruzna
Fermatova ¢isla F, a F,, jsou nesoudélnd (nemaji tedy v rozkladu na soucin prvocéisel zadné
spoleéné prvocislo), mizeme Eukleidovu vétu o nekoneéném poctu prvoéisel dokézat snadno:

oznac¢ime-li u kazdého Fj napriklad jeho nejmensiho prvociselného délitele pg, dostaneme
nekonecnou posloupnost {p;} navzdjem rtznych prvocisel (diky nesoudélnosti kazdych dvou
ruznych Fermatovych cisel).

7. * Dokazte, ze pro vSechna n > 2 plati: F,, = FoF,--- F,_oF,_1 + 2.

8. * Pozorujme Fermatova ¢isla pro n > 1:
Fl=5=6-1 F=17=18—1, Fy=257=258— 1.
Dokazte, ze kazdé Fermatovo ¢islo F),, n > 1, lze psat ve tvaru:
F,=6k—-1,
kde k je néjaké prirozené cislo.
9. * Pravidelné n-ihelniky, o nichZ je zndmo, ze jsou eukleidovsky (tj. pouze pomoci pravitka
a kruzitka) konstruovatelné, existuji jen pro konené mnoho lichijch n. Urcete jejich pocet.



15 Kritéria délitelnosti

Ptedné si vS§imnéme rozkladu ¢isel blizkych mocninam desitky (budeme podcitat v pozi¢ni desitkové

soustave).
9% 2.7-7 998  2-499
9 3-3-11 999 3-3-3-37
101 101 1001 7-11-13
102 2-3-17 1002 2-3-167

Uvazujme prirozené ¢islo a se zapisem v pozicni desitkové soustaveé: a,a,_1 ...asasaiag, tj.
a=ap,10" + a, 110" 1+ -+ + a310° + ax10* + a,10 + ay.

1. Kritérium délitelnosti 9
Jestlize je ciferny soucet a, + a,_1+ - - -+ a3+ as + a; + ag délitelny 9, pak je ¢islem 9 délitelné
také a.
Odvozeni: Jelikoz je 10F =1 mod 9 pro kazdé k € N, plati:

a=ap-14+ap1-1+---4a3-14+ay-1+a-1+ay mod9,
odkud jiz dostavame pozadované tvrzeni.
2. * Na zakladé bodu [1l odvodte kritérium délitelnosti 3.
3. * Ukazte, Ze viechna ¢isla tvaru 10%%*! + 1, k € Ny jsou délitelna 11.
4. * Ukazte, ze pro kazdé k € N je 10?* =1 mod 11.

5. Kritérium délitelnosti 11
Jestlize je rozdil soucti cifer na sudych a lichych pozicich délitelny 11, pak je ¢islem 11 délitelné
také a.
Odvozeni: Jelikoz je pro kazdé k € N:

10*=1 mod 11 a 10**'=—-1 mod 11,

plati:

a= Zaj— Zaj mod 11,

j suda 7 licha

odkud jiz dostavame pozadované tvrzeni.

Pozor, v nasledujicich kritériich jde spise o usnadnéni rozhodovani o délitelnosti, ¢isla lze totiz
uvedenymi postupy podstatné zmensit. Nejedna se o kompletni kritéria, kterd by byla tak
pékna, jako u 3, 9, 11.

6. * 1. kritérium délitelnosti 7
Jelikoz je 100 = 2 mod 7, plati

a=a;-10+ag+2-(an-10"2+a,_; - 10" 3 +--- 4+ a3-10+ay) mod 7,
coz vede pri opakovaném pouziti k relativné snadnému rozhodovani o délitelnosti sedmi.

7. * 2. kritérium délitelnosti 7
Odvodte jiné kritérium délitelnosti 7, vyuzijte ptritom rovnost 1000 = —1 mod 7.
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* Naznacte, jak si usnadnit rozhodovani o délitelnosti ¢islem: 13, 17, 27, 37, 167, 499. Proc¢
prave tato cisla?

* Pomoci odvozenych kritérii prosetiete délitelnost cisel 2838997 161 a 1416 659 583 339. Najdéte
vsechny délitele.

Mala Fermatova véta

. Pripomenme si znéni Malé Fermatovy véty: Je-li p prvocislo, pak pro kazdé a € Z:

a’ =a mod p.

b mod n.

* Dokazte, 7e na Z plati:  je-li a = ¢ mod n, pak a’ = ¢
Névod: pozorujte napr. tento vypocet (kongruence jsou modulo 3): jelikoz je 7 = 1, tak je
7 =1+ 3k pro néjaké k € Z a lze psat:

" =(1+3k)*=1"+3N =1,

pricemz posledni rovnost je na zdkladé binomické véty.

. Pozorujme, co se déje pro p = 3:

=0 1VB=1 288=8=2  3P=21=0=3, 43 =64=4, 5 =125 =5,
62=216=0=6, 7=343=1=7, ...

. Vsimnéme si, Ze neni potfeba v predchozim prikladé pokracovat dale. Obecné staci provadét

testovani Fermatovy véty pro hodnoty a = 0,1,2,...,p — 1. Pro ostatni a uz platnost vyplyva

ze vztahu

b b

a==¢c — =C .

a
TakZe napf. pii p = 3 staci Malou Fermatovu vétu (a®> = @ mod 3) ilustrovat pro a = 0,1, 2.

e Pro a = 3 to totiz nutné dopadne jako pro a = 0 (nebot 3% = 03),
« pro a = 4 to totiz nutné dopadne jako pro a = 1 (nebot 4% = 13),
e pro a =5 to totiz nutné dopadne jako pro a = 2 (nebot 5% = 23),
(nebot 6% = 03),
( )

e pro a = 7 to totiz nutné dopadne jako pro a = 1 (nebot 73 = 13),

e pro a = 6 to totiz nutné dopadne jako pro a =0

5. Pozorujme, co se déje pro rizné hodnoty prvocisla p (kongruence jsou vzdy modulo p).

e p=3 0*=0, 1*=1, 2°=8=2
e p=5 0°=0, 1°=1 2°=32=2 3F=243=3, 4 =1024=4

ep=T 0"=0, 17=1, 2"=128=2, 3" =2187=87=3, 4" =16384 = 4,
57 =78125=5, 67 =279936= —64=6
Neni-li vSak p prvocislem, dostavame napr.:
e p=4: 0*=0, 1*=1, M2=16=0, M3 =81=1
ep=26 05=0 19=1 M26=64=4 3°5=729=3, 45 =409 = 4,

M55=15625=1
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Bezoutova véta

* Bezoutova véta umoziiuje Fesit linedrni diofantickou rovnici, tj. rovnici
axr +by =d,

jsou-li koeficienty rovnice a, b, d cela ¢isla a feSeni hledame opét v oboru celych ¢isel.
Pokuste se najit néjaké jedno reseni diofantické rovnice 333z + 106y = 1.

[napiste Eukleiduv algoritmus pro ¢isla 333 a 106 a ¢islo d = 1 pomoci nich vyjadiete
(zpétnym chodem)]

* Dokazte pomoci Bezoutovy véty nésledujici tvrzeni.

« Cisla 6k + 5 a 9k + 7 jsou nesoudélné pro kazdé k € Z.
o Cisla 3n +2 a 2n + 1 jsou nesoudélné pro kazdé n € Z.

[nesoudélna cisla maji NSD = 1]

Zapis Cisel v pozi¢nich soustavach

. Prevod zapisu ¢isla v poziéni soustavé o zdkladu n na zapis v pozi¢ni desitkové soustaveé je

snadny, staci interpretovat, co znamend zapis ¢isla v pozicni soustavé. Pozorujme napt. zapis
¢isla ve trojkové soustave:

2102113 =2-3°4+1-3*+0-3342-32+1-3"4+1-3° =589,

. Pfevod zapisu ¢isla v poziéni desitkové soustavé na zapis v pozicni soustavé o zakladu n je

zabavnejsi. Pozorujme ¢islo 5172.

5172 :10 = 517, zbytek 2
517 : 10 =51, zbytek 7
51:10 =05, zbytek 1
5:10=0, zbytek 5
Vidime, ze cifry ¢isla 5172 jsou rovny zbytkim po déleni desitkou.
Kdybychom chtéli ¢islo 5172 zapsat v pozi¢ni soustavé o zakladu 5, tak bychom mohli opét
aplikovat analogicky postup a pozorovat zbytky po déleni péti:
5172 :5=1034, zbytek 2
1034 : 5 =206, zbytek 4
206 :5 =41, zbytek 1
41:5=38, zbytek 1
8:5=1, zbytek 3
1:5=0, zbytek 1

Skutecné, 517219 = 131142;.

Jednotlivé radky v uvedeném postupu se nazyvaji eukleidovské déleni. Pfevod mezi ¢iselnymi
soustavami je tedy zalozen na opakovaném uziti eukleidovského déleni.



3. * Pomoci eukleidovského déleni prevedte zépisy ¢isel v uvedenych pozi¢nich ¢iselnych soustavach
na zapisy v pozadovanych ¢iselnych soustavach.

a) 1325 = ?10 b) 87610 = ?2 C) 87610 = ?4 d) 87610 = ?8

Viimnéte si, Ze prevadét mezi soustavami o zédkladech 2,22, 23 je snadné, staci prevést v zapisu
ve dvojkové soustavé dvojice cifer (pii prevodu do Ctyfkové soustavy), resp. trojice cifer (pri
prevodu do osmickové soustavy); postupujeme odzadu — od jednotek. Napiiklad:

1101101100, = 312304 = 1554s.

4. Pokud bychom chtéli prevadét z pozic¢ni soustavy o libovolném zakladu do soustavy o libovolném
jiném zakladu, kéd by opét nemusel byt nijak slozity. Vyhodné je mit jako mezistupen pozi¢ni
desitkovou soustavu (pro vypocty pak lze pouzit vestavénych operatori, napf. celociselné
déleni a zbytek po déleni). V néasledujici funkci jsou tedy pékné vidét oba postupy: prevod
do i z desitkové soustavy.

# prevod cisla o zakladu zakladl na cislo o zakladu zaklad2
# funguje pouze pro prirozena cisla
# jednotlive cifry reprezentovany prvky seznamu

def prevod(cislol, zakladl, zaklad2):
# prevod cislal o zakladu zakladl na d v 10kove soustave
d=20
for 1 in cislol:
d =d * zakladl + i
# prevod d z 10kove soustavy na cislo2 o zakladu zaklad2
cislo2 = []
while d > 0:
cislo2.insert(0, d % zaklad2)
d = d // zaklad2
return cislo2

c =1[2, 4, 1, 4] # cislo v 5kove soustave
print(prevod(c, 5, 3))

19 Cela cisla

Popis konstrukce aditivni grupy (Z, +) je zde v pdf na str. 213 az 218.

20 Okruhy, obory integrity, pocitani v poli

Priklady okruht: Zy, Zg, Zs, Zg, ..., okruh ¢tvercovych matic (nekomutativni, s jednotkovym
prvkem)

Priklady oboru integrity: Z, Z|x|, Q|x], Z[i], ...


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/ZAA/Z.pdf
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