PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY - ZS 2008/2009 - SERIE [.

,Jako slunce zastinuje hvéezdy svym jasem,

tak i vzdélany clovek muze zastinit sldvu

druhyjch lidi ze spolecnosti, bude-li predkladat

matematické ulohy, a dosahne jesté vic,
bude-li je resit.”

Brahmagupta

1. Opakovani: upravy algebraickych vyrazu, rovnice a nerovnice

1. Upravte dany vyraz a urcete podminky, za kterych ma dany vyraz smysl:

a) (T+Z+a+y): (5-5%) 2 #0,y #0, v # +y; 2]

2

b) ( )2&:—1—2 (2 )1 2 10-2z v € R; 25574

25

) VE 72

2. Reste v R nasledujici rovnice a nerovnice:

[z € (—o0; —2) U(1; +00)
\/5 x <2 [z € (1;5)
L =0 [ \/g

3. Reste v R?, resp. R? nésledujici soustavy rovnic:

1

l\')

J
k

a) |z + 1] < 0,01 & € (—1,01; —0,99)]
b) |2z — 1 < |z — 1| [z € (0;3)]
c) 2l7= 3‘—16 [z € {-1;7}]
d) [z € {£3}]
e) |x —|—3x+2|—2x+4 [z € {—2;1}]
£) ol +12 — 2 =2 [z € (0;2)]
g) sinz =1 [z € {£ + 2km, 2w + 2km, k € Z}]
h)3+|2x—1|<0 9]
) 5 ]
) ]
) 2 ]

._.

a) 9r + 12y = 7 b) 2+ 2 =2
c) 3r — 2y + z = 1
r + 2y + z = 5
r — 6y — 2z = =9
4. Urcete definiéni obor funkce:
r—3
a) f(z) = —— [z € (—00;2) U(6; +00)]

V0T —4—2



T

b) f(x):\/(x—l)(x—l—l)

1
VIO = e

d) f(z) =In(12 — 42 — 2%)

2. Komplexni ¢isla

1. Urcete redlnou a imaginarni ¢ast komplexnich cisel:

[z € (—=1;0) U(1; +00)]

[z € (—o0; —3) U(—2; +00)]

[z € (=6;2)]

1+ 1 3 1
U T == 1 + 10
91
b) 2= =+ (i—2)(4— 1) r=—1 1 13
1 1 1
— - —1_
U T . !
2. Vypocitejte:
1—-3: 10
) 1255 Vsl
. 25 .
b) (=5 —%%) [~3 — %
3. Vypoditejte (1 +4)~% pomoci a) Moivreovy véty b) binomické véty. 2]

4. Preved'te komplexni ¢islo na goniometricky tvar:

a) z =1+ /3i.

b) zz?—i?
— 3

C)Z:Z .
241

5. Reste v C rovnici 2% =1 + 4.

[2(cos § +isin §)]
[cos I + i sin Ir]

[vV2 (cos 37+ isin gw)]

6. Vypocitejte redlny parametr c¢ tak, aby rovnice 22 — 6z + ¢ = 0 méla komplexni

kofen, jehoz imaginarni ¢ast je rovna —2.
Urcete oba kofeny rovnice.

[c=13; 21 =3 — 2i, x5 = 3+ 2i]

7. Urcete vSechna realné ¢isla b tak, aby pro komplexni ¢isla z = 3—bi platilo |z| > v/10.

Tato ¢isla zndzornéte v Gaussové roviné.
8. Ktera komplexni ¢isla vyhovuji rovnici

a) zZ2+z=6+21

o

)
) 2=

c) 22—42+6=0
d) 22— iz+6=07

{1+ 2i,—2+2i}
[{0, £1, +i}
[{2 £ V/2i}

]
]
]
{3i, —2i}]



3. Dikazy

10.

11.

. Dokaite, ze ¢slo /2 je iracionalni pro kazdé pfirozené n > 2.

Dokazte, ze prvocisel je nekonecné mnoho.

Dokazte, ze soucet tietich mocnin t¥i po sobé jdoucich ptirozenych cisel je délitelny
deviti.

Dokazte, Ze pro viechna pfirozena ¢isla n je n® — n délitelné Sesti.
Dokazte, ze pro viechna piirozend ¢&sla n je n” — n délitelné sedmi.
DokaZte, Ze pro kazdé piirozené n je &islo n* + 3n? délitelné ctyfmi.

Dokazte pro vSechna piirozena n: jestlize ¢islo n? + 2 neni délitelné tfemi, pak je
tfemi délitelné cislo n.

Dokazte binomickou vétu:

(a+b)" = z": (Z) atonr

k=0

Dokazte, ze ¢islo 21 déli pro kazdé ptirozené n &islo 471 + 52n—1,
Matematickou indukci dokazte, ze pro kazdé n € N plati

1
a) 1+2+...+n:%

b) 12+22+---+n*=n(n+1)(2n+1)
c) B+2 4+ 4nd=(1+2+---+n)?
d) n!l < (”T’Ll)n, pron > 2

e) 1+34+5+ -+ 2n+1)=(n+1)°

B LR SN SRR S
1-2 2-3 3-4 nn+1) n+1

NP SR S 1 o

813735 5.7 2n—-D@2n+1) 2n+1

Dokazte, ze pro o € R an € N plati:

(cosp +isinp)” = cosny + isinne.



12.

13.

14.

15.

16.

Matematickou indukeci dokazte vzorec pro soucet prvnich n ¢lentu geometrické po-
sloupnosti s prvnim ¢lenem a; = 1 a kvocientem ¢. Rozliste ptipad ¢ =1 a ¢ # 1.

Uvazujte aritmetickou posloupnost a,,; = a, + d, d € R. Matematickou indukci
dokazte vzorec pro n-ty clen této posloupnosti.

Dokazte, ze libovolnou c¢astku penéz vétsi nez 4K¢ vyjadrenou v celych korunach 1ze
sestavit jen uzitim dvoukorun a pétikorun.

Fibonacciho posloupnost {F},} = 1,1,2,3,5,8,13, ... je definovéna rekurentné takto:

F1:1,F2:]_,Fn+2:Fn+1+Fn pI'OTLG[N.

n
Dokazte, ze plati identita Y F; = Fj o — 1.

i=1
Je dano n navzajem ruznobéznych primek v roviné, z nichz zadné tii neprochézi
jednim bodem. Na kolik ¢asti rozdéli vsechny tyto pfimky rovinu? Své tvrzeni fadné
dokazte!

4. Funkce a jejich vlastnosti

1.

Nacrtnéte grafy nasledujicich funkei:

1
a) f1($)iy:m b) fo(z):y = |In|z|
) fol@):iy=(z—372+1 d) ﬁ;(x):yz%
e) fs(z):y=sin(z—-7F)+1 f) fe(x):y=2cos2zx
g) filz)y=———5+1 h) fs(z) 1y =tg(z+m)
i) fo(x):y=(r+2)°—4 j)  fiol(r) ry=logy(r +1) -3
k) fu(x):y = |cotgm| ) fio(z) 1y = tgz]
2
m) fia(z) 1y = cosicfj (:)s x| n) fulr):y= |ZZEg$
g |
0) fis(z):y= % p) fis(z) 1y =sinx + sin|z|

q) fir(z):y =Insinz r) fis(z) :y=In(Insinz)



2. Rozhodnéte, které vlastnosti funkce ma a které neméa:
je/ neni periodickd/ sudd/ lichd/ omezena.

a) f(z):y=4x—cosx
b) f(z):y=In(a®+5)
&) f(z) :y=n(lz] +5)
d) f(x):y=z+223.

3. Rozhodnéte, které vlastnosti funkce ma a které nema:
je/ neni rostouci/ klesajici/ nerostouci/ neklesajici.

a) Yy = eQz—i—l
b) y = In(1 - V)
c) y:ﬁ—i-?), x € (2;00).

4. Rozhodnéte, které funkce jsou na svém definiénim oboru prosté:
a) f(zr)=+ve** +1 lano, = € R]
b) f(z) =1+ logx [ano, x > 0]
c) f(z)=1+|z|. [ne, z € R]

5. K nésledujicim funkcim (na pfislusném definiénim oboru) stanovte inverzni funkei:

a) f(z) =+vVe2 +1,1€R; [fY(z) = 3In(z? —1); z € (1;00)]

b) f(z) =1+logyx,xz>0; [fHz) =10*2% 2 € R]

&) f(@) =1+al, 2 <0 @) =1z o> 1

d) f(x)=2>+1,2>0; [ z) =vz—1;2>1]

e) f(z) =In(2 - x), z € D(f); [f7H(z) = (2—e")% z € (—o0;In2)]

£) f(z) =2In(1 —b5z), x € D(f); [fHz) = é(l —ez); x € R]
6. Rozhodnéte, které funkce jsou na svém definiénim oboru periodické:

) Jla) =

b) f(z) = 3cosdx

c) f(zr) =5+ 5sin(5 —2)

d) f(x) = cose”. [ a) b) ¢) periodické ]

7. U periodickych funkei z pfedchoziho piikladu tohoto odstavce urcete jejich primi-
tivni (nejmensi kladnou) periodu. [a)p=2m b)p=17 c)p=4n]



PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY — ZS 2008/2009 — SERIE II.

,Ldtce rozumite bezpecné teprve tehdy,
kdyZ jste schopny ji vysvetlit vlastni babicce.“
A. Finstein

5. Cyklometrické funkce
1. Urcete nasledujici hodnoty:

arcsin 60°, arcsin 0, arcsin V2

a 2

)
b) arccos, arccos 1, arccos 1
c) arctg0, arctg 1, arctg v/3

d) arccotg (—1), arccotg0, arccotg (—v/3).

2. Nakreslete grafy funkci:

a) arcsin(sin )

b) cos(arccosz) .
3. Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkei:
2) : y = 2arccos(§ — 1) D(f) = (0:4), H(f) = {0;2n))
y = 2arceos VI — 27 + 5 D(f) = (~L;1), H(f) = (5:5+ 7))
= arctg L D(f) = R\{0}, H(f) = (~5:D\{0}]
: y = In(arctg (1 — 22)) D(f) = (~o0; 1), H(f) = (~o0;In 5)]

.y = arcsin(In x) [D(f) =€), H(f)=(-%5:3)]

f) f(z) -y = arctg [D(f) = (0;1), H(f) = (3 3)]

1
V1—z

4. K danym funkcim najdéte funkci inverzni:

a) f(x):y = 2arccos(3 — 1) [f7H(x) =2cos 5 +2, D(f")=(0;27)]
b) f(z):y =2arccosv/1—a22+45 [f~(x) neexistuje, f(z) neni prostd]
c) f(x):y = arctg ; [fH(z) = cotgz, D(f™) = (—3;5)\{0}]
d) f(x):y=In(arctg (1 —2z)) [f~'(z) = 5(1 —tge”), D(f™')=(-o0;In3)]
e) f(z):y = arcsin(Inz) [f @) = e, D(fY) = (=5 3)]

f) f(x):y = arctg

1
VI-VE



5. Ovérte platnost nasledujicich identit:

a) Vo € (0;1) arcsin /1 — 22 = arccos
b) Vz € (—1;1) arcsin r + arccos r = 3
c) Ve e R arcsin —t— = arctgx
d) Vo € (-1;1) arctg —~—= = arcsin .
y y
EASY
2 |
y=ar csi nx |
‘ X
-1 o 1
[ o
2
y y
7T
,,,,,,,,,, 2 %
y=arct g x N:ar ccot g x
0 X T
2 \
,,,,,,,,, R
2 0




PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY ZS 2008/2009 — SERIE IIL.

,Ldtce rozumite bezpecné teprve tehdy,
kdyZ jste schopny ji vysvetlit vlastni babicce.“
A. Finstein

1. Supremum a infimum

1. Zjistéte, zda mnozina M je omezené (resp. omezend shora nebo zdola) a urcete jeji
infimum a supremum. Zjistéte, zda existuje maximum a minimum dané mnoziny:

a) M = {4} b) M ={-3,9,v/3,m —4 n2}

c) M = (-5,5m) d) M = (-5,57)

e) M = (5,57 £) M=N

g) M = (—oc0;m) h) M=Q

i) M=R i) M={ineN}

k) M ={5;neN} ) M={233,.... 2 ;neN}

m) M ={n?—m?*née€NmeN} n) M= {n?>—m?*meNn>m}
2. VySetfete existenci suprema a infima mnoziny A:

a) A={2sinz,x € R} b) A={z reR}

c) A={arctgz,z € R} d) A ={arccosz,xz € (—1;1)}

e) A= {arccosz,x € (—1;1)} f) A= {arccosz,xz € (0;1)}

3. VySetTete existenci suprema a infima mnoziny M a podle definice dokazte, ze jde
skutecné o infimum/ supremum:

a) M ={15,n€N} [sup M =1, inf M = 3]
b) M = {23 n e N} [sup M =2, inf M = 1]
c) M:{%WEN}. [supM:%, inf M = —1]

4. Uvedte priklad mnoziny, ktera ma supremum, ale nemé maximum.

5. Uvedte priklad mnoziny, kterd ma infimum, ale nema minimum.

2. Limita posloupnosti

n—l—l_

1. Dokazte podle definice, ze lim 1.
n—oo  n
2. Dokazte, ze
0 la| <1
1 a=
lim a" =
nee 00 a>1

neexistuje a < (—1).



100
3. Vypodtéte limitu  lim ——

[Limita posl. ve vlastnim bodé nema smysl!]

n-2n3 41
4. Ovéite, ze
T}Lngonmzo prom € Q™
Jim n™ = +o0 prom € Q*.
5. Vypoctéte limity:
1000 1000
a) lim — b)  lim —— z
3 3/m - si |
c) lim vn d) lim Vn -sin(nl)
n—oom 41 n—oo  n 41
e) lim (=2)" + [2)0 b)0 ¢)0 d)0 e) 3]

n—00 (_2)n+1 + 3n+1

6. Vypoctéte limity:

a) nlinolo(n?’—n2—|—2n—1) b) nlirrolo(n4—2n3—n5+4)
3_9 m? 4 — 3
O tim =2 Q) g 23
n—oo 2n3 4+ 1 n—oo  p3—1
(2% + 30— 2\’ .32 —2n+1
e) lim (———— f) lim ———
n—oo \ nb —3n? + 1 n—oo  /Bp — 2

[a) 400 b) —o0 ¢)

7. Vypoctéte limity:

5 1 2 n—1 Bl 1+2+---+n n
a) ettt T N )
O lm 12422+ +n? 4 Tim P42+ 4 n?

n—00 n2 n=s00 n4
&) lim (2n — 3)*(3n +2)%° £ lim 2n3 + 6n

n—00 (27’L + 1)50

8. Vypoctéte limity:

a) lim (—1)" b) lim%
3yn
c) lim Lvn) d) lim n

9. Dokazte pomoci véty o limité vybrané posloupnosti, ze lim sinn neexistuje.
n—oo



10. Vypoctéte limity:

n+y/n+n
vn—+1
vnZ+1—n

n

&) lim (Vi+1—v)

lim

n—oo

a)

c) lim

n—oo

11. Dulezité priklady limit:

n—oo n!

1
0g, N _0

lim

lim /a =1

n—oo

lim V/n! = +00.

n—oo

12. Dokazte, ze nhnolo Un=1.
13. Vypoctéte limity:
a) lim i#
n—oo f=k(k + 1)
14. Vypoctéte limity:
a) lim VA4 B+ Cn, A, B,C >0
31 211
b) lim sgn (n 000n* + 1)
n—oo n
o Inn+nd+Lper+5n
c) lim &
n—cc logn 4 nt 4 57 4 n34"
2)! !
4 lim (n+2)!'+(n+1)

n—= (n+2)! — (n 4+ 1)!
15. Vypoctéte limity:
(n+1)(n*+1)---(n™+1)
T1

m

[(mym + 1)

lim

n—oo

a)

3 4
lim Vn+ n+n

b

) n—00 V2n +1

d) lim (y/n(n+a)—n),a€R

) Jim (~1Va(aTT - Vi)
c)0 d)§ e)0 f)neexistuje]

a>1,keN,

a>0,keN,

a > 0;

[ndvod: aplikace véty "o dvou policajtech”]

L 1
b) lim —_—.
) naookz::l‘/rﬂ_}_kx

lim In(n+1)—Inn

n—o00 2

b)




In(2 3n
c) Jim (sin(In(n 4+ 1)) — sin(lnn)) d) lim 1223%3”%

[a) m~ 2D b)0 ¢)0 d) 1]
16. Vypoctéte limity:

In(1+ /n+ /n) . Vnt+3n—1-—n?

li b) 1
2 T v o) N RS Y
3n3 cos(2n) (2n? + 1) sinn
-7 d) 1l
C) n—oo  2In3 +1 ) nl_’n’;o 3n3

17. Vypoctéte limity:

1 8n+7
a) lim <1 + 2—>

n—o0 n

n°

b) lim (V3 —sinn — cosn)

c) JLrgo<\3/n3+\/_—€/n3—l)\/3n3+1

"k
d) nh_)nc}oztnfj, r€eR

k=1

18. Najdéte limitu posloupnosti zadané rekurentné:

a) alz\/ﬁ,GQZ\/2 \/57,..’@714_1:‘/2—'_@”
1 1

b) a; >0, an+1:_(an+_)
2 an

1
1+a,

c) ay =1, apy1 =

19. Vypoctéte limity:

) i (1+o 85 . L 1)Im keN, ap>0
a n1—>nc}oa0 ) 100 n ) y Qo
NR|" 2NR|" 2NR|"
b) i — — = N > 1582.
) nergo{365+ cos T + [cos 200 }, R =90, > 158




PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY ZS 2008/2009 — SERIE IV.

,Bez prikladu, poucek a cviceni
se nicemu neuct, leda nespravné.“
Jan Amos Komensky

1. Limita funkce

V nésledujicich tlohach vypoctéte limity:

. 22 —1 . x3
Loa) lim o b) fim, <x2+1 —90)
i YO 225 o 1 1 o)
C 1m 1m —
=8 =2 e—2\22 -2z 2?2 -4

2 a) 1 1% — 27 41
i
& z—1 50 — 27 4+ 1
oo+ 342" —n "
b) lim i [2) £ b) 2(n+1)
1 1422)(14+32) —1 1 1422)...(1 —1
b Gy LD 20030 =1 (14 )4+ 20) (14 )
z—0 x z—0 x
1 " (14 na)™ 2z )
) lm( +ma)" — (1 + nx) d) Tim (22 —z —2)
20 x? e—2 (23 — 12x 4 16)10
m__ 1 n+l 1
e) lim = f) lim = (n+ Dz +n
z—1 g — 1 z—1 (x_l)Z
m n z3 x?
li - h) 1 —
g) zlinl<1—xm 1—90”) ) xirgo<2x2—1 2x+1>

[0)6 b), D) 2n+1) o) ™(n—m) d) (2" o= g im-n) h)}l]

222 41
4. a) lim b) limz (vVa2+1—+vVa2—1
. 4 3/ 5 32 . \4/5—2
c) zh_}rgloa,’B (\/x +1—Vx 1) d) :}Lr?6\/_—4

e) :}Lrlgo\/ﬁ(\/x+1+¢x—1—2ﬁ)f) limm_m<\/x+\/x+\/_—\/x—h/x—k\/f)
g) limi\/zm_1 h) lim7{1/1+—9€_1

z—0 x z—0 x



10.

11.

i)

lim
xz—0

a)
)

[ a) neexistuje b)

a)
)

[ a) neexistuje b) 0 c) £~

[2)0 D) & ©) o2

a)

c)

1.
:ELICILI_', 1‘2_(12
23 b),1 )2 d)i e -1

Vi+z—3Y1+x

xOé

Y1+ ax — 1+ bz

_1

lim sinz
r——+00

sin nx

lim —
=7 sin max

. y/cosx — {/cosx
lim —5
z—0 sin” x

1 — cosz cos 2z cos 3x

lim
z—0

1 ——cosz

—L b) V2 ¢)14 d)0]
In(1+ 3%)
m ————7— -
200 In(1 + 27)

log, x —log, a

lim
z—a T —a

d) —log2 |

aloga
li !
1m ——-
vy 3/1 — 1

lim sgn z*
z—0

H1 gt L i)k o]
a1 1-2
a<l 0
a>1 m>n...—oo,m<n...+ 00

VIt —V1—x
b) lim — .

0 YTtz — V1

[a) & -

b) limcos:l:

Tr—T €T

tgxr —t

d) lim 2281

t—a o —a

c)1l d)1+tg2a]

b)

d)

(v zéavislosti na

b)

d)

lim (sinvz + 1 —siny/x)

T——400
1 1
sinx sina

r—a

lim

Tr—a

cosa

parité n, m) d) —<%% |

sin“ a
V1 — cos z2
1—cosx
1 — \/cosx
lim

2—0+ 1 — cos\/x

lim

. In(cosax)
lim ———=
z—0+ In(cos bx)

lim1 (1 —x)log, 2

lim arctg (Inx)

r—-+00

r— —00

) 1
lim arccotg —
x



12.

13.

14.

15.

16.

e) lim (2% —2’“) f) lim e®arctgx

r—-+00 r——00
1 1
¢) lim In——— ) lim 2
r—1 (]_ — g’j)2 rz—0_ tg[L‘

[a) +oo b)F ¢)1 d) 5 e)1 f)0 g) +oo h) —oo]

a) lim arccotg (e”) b) lirf arccotg (e”)
)i 1 Q) i .1
¢) lim ——— im arcsin —
z—04+ arctg (sin x) w—1y NG

[a) 5T D)0 ¢)+oo d) §]

1 xT
a) lim (1 — —) b) lim (sinx)tgx
T—00 T z—Z
1+ tga \ e z+a\”
c) lim <7g) d) lim ( >
e—0\1+4sinz z—oo \x — @

[a)e™ D)1 ¢)1 d)e*]

x arctg — —
a) lim x (g — arcsin ﬁ) b) lim gﬁ%

arcsin ———
¢) lim — Y=+l d)

. T
I Jig stz = )

[a)1 b) =3 ¢)1 d) —1]

) log® x ) o
a) xgllloo 176 ) «, ﬁ >0 b) :131*15{100 e%a
In(1+ €*)
. @ 8 .
c) xlg&:c log"z, «a,0>0 d) xgrfm —
1+lnz
e) lim °

T—00 ln(e?ﬂi + e—3z)

[a)0 b)0 ¢)0 d)1 e)g]

24 To—44 1
a) hmx—l-—x b) th
2 6ot 0 In(1 - x)
x—2 sin x tgx
lim ————— d) li < —
°) wl—%\/x—k -2 ) ) JlscosycjL

2 _2x+1
) linparceotg ¢ " sin) 0 e 55

[a) £ b) neexistuje ¢)4 d)2 e) I f)0]

a,3>0



17.

18.

19.

20.

21.

2 iny L
22 Sz — 1\*
a) lim 'smx b) lim < ‘ )
t—0  SInzx z——o0 \ 3x + 2
lim (L227) d) lim (1+2)°
0 Jm (55) ) Jig 1+
[a)0 b)e! ¢)e* d)e]
1 —1 v
a) lim n(a+2) na’ a>0 b) lim © +:€
z—0 x z—+oo arctg -
log x — log 10 x

lim

lim =——°=>" d -
C) xLHiIO log 1?0 ) t—0 /1 — cosx

4
a) im y/In i 1 3 b) xggrrloo In (a,rctg e’h)
1—yx
c) lim ST d) lim ( i :c)
ToT x — T =04 \2 4+
. 1+=x 1;—f . 1+=x lf—f
e) lim < > f) lim < >
g) lim <\/9x2 + (20— 1) — /922 — (20 — 1))
[a) 0 b) —oo ¢) —1 d) % e)1l f) % g) —%]
. 1 . log(z? —x+1)
a) lim b) lim
) Jizg, V9z + 222 — 21/2 ) log(z*0 + 2+ 1)
in 2% 341
c) lim _areme d) lim ——— v
e——1\ 7 4 arccotg x z——1gin (r + 1)

)22 Bl 93]
sinx __ 1 . 3
a) lim xie b) lim COSL = COS 9T
z—0 1 —cosx z—0 22

2sin’z +sinx — 1

c) lim — i
e—Z% 2sin“z — 3sinx + 1

[a)2 b)4 ¢) —3]



PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY PRO UCITELE
ZS 2008/2009 — SERIE V.

»Matematika ndm neslizi len na pozndvanie prirody,
ale je tiezZ mohutnym ndstrojom na jej ovladnutie.“
Stefan Schwarz

1. Derivace funkce jedné realné proménné

1. Vypoctéte nasledujici derivace:

a) f'(m), f(x) = VI +cosx

b) f'(0), f(x) = tg(sinx)

¢) f'(x), f(z) = In(1+ VT +27)
d) f'(x), f(x) =10

e) f/(=3), f(x) = |z +3|

£) f'(x), fz) = e

g) f'(z), f(x) = (arctgz)V™

h) f'(x), f(z) = 2.

2. Ve kterych bodech maji krivky o rovnicich
_ 3 _ 2
y=2"—r—lay=3r"—4or+1
rovnobézné tecny? [(1,-1), (1,0)]

3. Dokazte, ze funkce
1

r+1

f(x) = arctg v/z + arcsin
je pro z € (0; 00) konstantni a urcete hodnotu této konstanty.

4. Dokazte, ze funkce

1
f(z) = arcsin V1 — 4z + 5 arcsin(8z — 1)
je konstantni. Urcete hodnotu této konstanty a defini¢ni obor funkce f.

5. Vypoctéte derivace nésledujicich funkei ve vsech bodech defini¢niho oboru:



2. L’Hospitalovo pravidlo

Vypoctéte limity:

c)

_ogr e
lim —
20 15% — 3¢

In sin ax

im :
z—04+ Insin bz’

lim (1 —e*)cotgw

z—0

a,b>0

i By 2 ¢)1 d)0]

s
1‘—>2

lim<x __7

cotgx  2cosx

b)

b)

d)

. 7 —2arctgx
lim —————

lim zlna?
z—04

. T +sinx
lim ——
T—o0  — SIn g

[a) =2 b) 2 ¢) —1 d) 1, ale I'H nelze pouzit |

3. a)

c)

[a)1 b)e ¢)0 d) 3]

4. a)

c)

[a)0 b)1 ¢)1 d)1]

5. a)

c)

[a)2 b)1 c¢)e* d) 2]

6. lim

z—0

lim (sin7z)™?

r—1_

lim xe®

r— —00

) 1
lim (cotga: — —)
z—0 xX

lim z*
z—04

.oef—e T —2x
lm ———
z—0 X —SsInx

1
lim zimets)

T—00

In(1+z)* — 4z + 22 — 32 + 2*

6sinx — 6z + 23

b)

d)

lim (sin x)ﬁ

z—04

. 1—cosz?
lim T2 2
z—0 x°sInx

. 2 *
lim (—arctg :c)
z—0 \ 7T

lim
z—0 ;[2

. tgr—=x
lim ———
z—0 r —sinx

coshx — cosx

[16]



PRIKLADY KE CVICENIM Z MATEMATICKE ANALYZY PRO INFORMATIKY
ZS 2009/2010 - SERIE VIII.

10, co stoji za sdélent, se vejde do dvou tri rddku.
Zbytek jsou vysvétlivky k nejasnym formulacim.

1. Prubéh funkce

Pfi vySetfovani prubéhu funkce postupujte podle téchto krok:

1.

10.

defini¢ni obor;

. pruseciky grafu s osami souradnymi;

spojitost v bodech defini¢niho oboru; sudost, lichost;
limity v krajnich bodech defini¢niho oboru a v bodech nespojitosti, pokud existuji;

asymptoty v co a v —oo, vertikalni asymptoty;

. existence a hodnota oboustranné derivace, resp. jednostrannych derivaci;
. maximalni intervaly, na nichz je funkce monoténni;
. extrémy a lokalni extrémy;

. maximalni intervaly, na nichz je funkce konkavni, resp. konvexni, inflexni body;

nakreslete graf funkce a urcete obor hodnot.

Vysetiete prubéhy nasledujicich funkei:

1 x
f(@:m b) f(@:xg_l
f(x) = ze™® d) f(z) =2In’z
fa) = ) =t
f(x) =e"20 —1 h) f(z) = 2%

f(z) = arctg (Inx) j) f(z) =z — 2arctgx
r? —2r+1 2z

f(@:W 1) f($):x2+1

fla) = 2 W (@)= |2 - e

14z



