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Podékovani

Rad bych podékoval vSem, kteri prispéli k vytvoreni této utlé knihy. Kresby obrazkil se ujala
vytvarnice Mgr. Jana Marvanova (detsky-koutek.cz, fler.cz/intro). Velmi ochotné a vzorné se
zhostila nelehkého ukolu doplnit ilustracemi matematicky text. Diky svému talentu a zajmu
o podstatu véci a jevl, o nichZ se zde pojednava, velmi presné vystihla, co a jak je potreba
nakreslit. Casto ptitom predstihla nejsmélejsi predstavy autora textu.

Také bych chtél podékovat tém, ktefi Cetli rukopis pii jeho pripravé, a mnoha cennymi naméty
prispéli ke zvySeni jeho kvality. Vtomto sméru patii nejvétSi podékovani Mgr. Kvétoslave
Halasové, kterd prispéla mnoha naméty na zlepSeni textu, a svym zijmem o témata v ném
pojednavana prispéla k povzbuzeni k dalsi praci. Zasluhu na konetné podobé nékterych pasazi
ma také Mgr. Tereza Halasova, ktera diky své kvalifikaci hned v nékolika humanitnich oborech
prispéla podnétnymi diskusemi, jejichz vytézek jsem do textu zapracoval.

Podékovani patri také ucitelim strednich Skol, ktefi se ucastnili seminaiti na Matematicko-
fyzikalni fakulté, v jejichz ramci prispéli svymi naméty k zarazeni nékterych témat. Jejich zajem
o aplikace matematiky nad ramec naroc¢nych povinnosti ve Skole byl motivem pro napsani
tohoto textu. Bez jejich zajmu by tato publikace viibec nevznikla. Jim a jejich studentlim je také
tato kniha predné vénovana.



1 Misto uvodu

Matematikou se u nas zabyva kazdy znas po mnoho let. Je soucasti naseho vzdélavaciho
systému. Kdybychom vsak dostali otazku: ,Co je to matematika?“, co bychom odpovédéli?

Jedna zmoznych odpovédi, kterou nabizi encyklopedické slovniky, zni: matematika je véda,
kterd se zabyvd prostorovymi a kvantitativnimi vztahy redlného svéta. Prestoze je nékdy
matematika povazovana za disciplinu abstraktni, zcela odtrZzenou od praxe, vidime, Ze i jeji
slovnikova charakterizace obsahuje fakt, Ze se zabyva vztahy svéta redlného. At je tedy teorie
sebeabstraktnéjsi, vzdy nékde na pocatku ¢i vpozadi stoji nas redlny svét. Nijak nas to
neprekvapi, pokud si vybavime mnozstvi technickych objevi, které by bez matematiky nebyly
vlibec mozné. Technici vSak nejsou zdaleka jedini, ktefi se bez matematiky neobejdou.

Pied nékolika lety si na jednom neformalnim setkani univerzitnich profesort vSichni zicastnéni
rekli, ze se pokusi najit aspon jeden obor, ve kterém se matematika nijak neuplatiiuje. Po
dlouhém hledani se jim nakonec takovy obor najit nepodarilo. V nasledujicich odstavcich je
struc¢né rozvedeni této myslenky. Nejen u studentl stiednich Skol, ale i ve spolecnosti se totiz
obcas objevuje nazor, Ze ten, kdo se chce zamérit na humanitni ¢i umeélecké obory, pravo nebo
lékarstvi, nebude matematiku nikdy potfebovat a nemusi ji tudiZ na stfedni Skole vénovat
zvlastni pozornost.

Podivame-li se na obory technické, tam je potieba matematiky evidentni. Zaviseji totiz do
znacné miry na fyzice, ktera je odedavna s matematikou spojena. Pokud si vezmeme obory
lékarské - co by byly moderni diagnostické metody bez pristroji (uz jen naptiklad rentgen)?
Ajak by mohly byt vysledky uspokojivé zobrazeny? Vyzkum lé¢ebnych metod také vyzaduje
radné statistické zpracovani. Podobné je statistika potieba také ve farmacii, ktera navic souvisi
s chemii. Zde neni tieba piipominat chemické vypocty - zaklady se vyucuji na stiedni $kole.
Néktera odvétvi chemie (fyzikalni chemie, chemické inZenyrstvi, ...) vyzaduji velmi pokrocily
matematicky apardt. Bez matematiky se neobejdeme ani v biologii, antropologii nebo
paleontologii; namatkou miiZeme jmenovat zpracovani udajii naméienych na kostech, z nichz lze
rekonstruovat podobu davno vyhynulych zvifat. Podobné se bez matematiky neobejde také
geografie - studenti geografie hned v prvnim ro¢niku naraZeji na planetarni geografii, kde se
navazuje zejména na goniometrii, ale pouziva se zde také diferenciadlni a integralni pocet. Co se
tyCe geodézie a kartografie, resi se zde v podstaté matematické problémy. Zakladni tlohou
geodézie je urceni tvaru a velikosti zemského télesa. Toto téleso je tieba vhodnym zplisobem
zobrazit do roviny (mapa), coZ je opét uloha matematicka. Demografie se neobejde bez radného
statistického zpracovani udaji a jejich nazorného zobrazovani. U prirodnich véd nemiizeme
pominout meteorologii. Predpovédi pocasi by bez naro¢nych matematickych modelt viibec
nebyly mozné. Stranou nezlistava ani sport. Bez znalosti matematiky by nebylo mozné napriklad
vyznacit startovni ¢aru, kterd musi byt zakiivena tak, aby vSichni béZci odstartovali ve stejné
vzdalenosti od cile. Pokrocilé studium také zahrnuje studium biomechaniky.
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Jisté neni tieba hovofit o oborech ekonomickych (bankovnictvi, pojistovnictvi, ...). Jisté
ekonomické vzdélani musi mit také pravnici (drazba, exekuce, ndklady soudniho fizeni)
a politologové. Velkym problémem jsou totiz napriklad volebni systémy - bez matematiky by
nebylo mozné je zhodnotit (zda jsou zvyhodnovany strany malé nebo velké). Podobné v oblasti
zurnalistiky je potfeba pomérné hodné matematiky: zpracovani prizkumu verejného minéni
(kolika lid{ je tfeba se zeptat, jak zpracovat a zobrazit vysledky, aby nedochazelo ke zkresleni, ¢i
pirimo manipulaci) nebo dosah daného periodika, na ¢emz dale zavisi cena inzerce.

V uméleckych oborech nachizime velmi mnoho vztaht, které nelze pochopit bez znalosti
matematiky. V hudbé se jedna napiiklad o ténové soustavy, stupnice, riizné zplsoby ladéni,
akustiku hudebnich nastroji ¢i prostorovou akustiku. Lze tedy Fici, Ze bez dobré znalosti
matematiky nelze hlubsi zakonitosti hudby viibec pochopit. Zakladni geometrické znalosti jsou
také nezbytné pri vytvareni scénickych navrhi. Pro praci reZiséra, scénografa a choreografa
je nezbytna prostorova predstavivost. Podobné malifstvi se neobejde bez znalosti
geometrickych zakonitosti (napt. perspektivy). Totéz lze fici o architektuie. Zde je velmi
potfebnd deskriptivni geometrie a znalost ploch stavebni praxe. Ti, ktefi se zabyvaji
fotografovanim, potrebuji znat principy rtznych druhi objektivi (napf. rybi oko), zplisoby
ukladani fotografii v pocitaci a jejich vlastnosti (komprese, jpeg, png) a dalsi poznatky, které se
bez matematiky neobejdou.

Nékteré humanitni obory maji k matematice zdanlivé velmi daleko. MiZe se jednat o studium
cizich jazyki nebo cesStiny. Zde vSak studenty ¢ekaji mimo jiné teorie, které se snazi popsat
jazyk z rliznych ahll pohledu (teorie syntaxe, generativni gramatika, zpracovani korpusu texti).
Zvlastnim oborem je matematickd lingvistika. Teoretické vysledky studia jazyka se projevuji
napiiklad pri tvorbé nastroji pro strojovy preklad textd nebo opravu pravopisnych
a gramatickych chyb. Matematika dale pomaha zjiStovat dobu oddéleni jednotlivych jazyki ze
spole¢ného zakladu, ¢imZ prispiva k poznani vyvoje napt. indoevropskych jazykl. Bez pomoci
matematiky se neobejde ani historie. Historické udalosti z obdobi starovéku mame zpravidla
zaznamenany jinak, neZ formou data julidnského kalendare. Takova data je potfeba (nékdy
velmi slozité) prepocitat na gregoriansky systém. U nékterych udalosti jsou navic dochované
udaje velmi kusé a pomahaji ndm zaznamy o pozorovanych zatménich Slunce nebo Mésice.
JelikoZ jsme schopni vypocitat data zatméni pozorovana na daném misté na Zemi, mizeme na
Casovou osu zaradit mnohé tdaje, u kterych by jinak panovala nejistota. Podobné archeologie
nebo paleontologie se neobejde bez datovacich metod, znichZ je pak mozZné vypocitat stari
nékterych nalezi (napriklad radiouhlikovd metoda). Na oborech psychologickych,
sociologickych ¢i pedagogickych je potfeba zvladnout mimo jiné statistiku, ktera predpoklada
jistou matematickou vyspélost. Neni tidky jev, Ze studentim téchto obori jsou vraceny
bakalarské, nebo dokonce magisterské prace k prepracovani pravé kvili neznalosti matematiky,
ktera se projevi nespravnym statistickym zpracovanim vysledki dosazenych napiiklad pomoci
dotaznikid. Dale miZeme zminit theologii. Bez znalosti geometrie neni napiiklad mozné
porozumét vykladiim o betlémské hvézdé, jak je popsana ve druhé kapitole evangelia podle
MatouSe. Theologie také zasahuje do mnoha jiZ zminénych humanitnich obora (lingvistika,
historie, ...). Podobné je tomu s filosofii, ktera ma navic k matematice zvlastni vztah, protoze
mnoho filosofli bylo zarovenn matematiky. Pri studiu theologie i filosofie je velmi uzitecné
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rozvinuté exaktni a kritické mysleni vytribené matematikou, zaklady formalni logiky, schopnost
presné definovat jednotlivé pojmy a Cinit spravné zavéry pomoci spravnych logickych postupti.
TotézZ se tyka studia prava. A ostatné vSech obort.

1.1 Obory Cisté a aplikované matematiky

Matematika byla spojena spraxi odpradavna. Zpraxe vychazelo utvareni =zakladnich
aritmetickych pojmii i zakladnich vztahti geometrickych. Od dob hellénistického Recka mame
doloZeno, Ze matematika byla chapana v $irSim rozsahu disciplin, neZ je tomu dnes. Déleni na

jednotlivé discipliny se od antiky udrzelo az do prvni poloviny 19. stoleti.

Ukazka, kterou uvedeme, vykresluje velmi vystizné rozsah tzv. matematickych véd, jak byly
chapany po celou predchazejici dobu a pretrvavaly do konce 19. stoleti. Nasledujici text je
uveden v ucebnici Pocdtkové aritmetiky profesora Stanislava Vydry vydané roku 1806.1 MiiZzeme
zde také pozorovat stav ceské védecké terminologie na pocatku obrozenecké doby. Prvni ¢ast se

tykd matematiky Cisté, tj. disciplin, které radime do matematiky i dnes. Druha cast se tyka
matematiky aplikované.

1. VSecko, co jest z Castek smiSeno neb sloZeno, a miize bud rozmnoZeno neb zmenseno byti,
slove velikost, quantitas. Uméni pak, kteréz se s velikosti obira, nazyvame Matematikou,
mathesim.

2. To slovo mathesis je fecké, a tak mnoho v naSem jazyku vyznamenava, jako to umeéni,
kterémuz aby bylo uceno, hodno jest. ...

3. Velikost jina ma castky vespolek nespojené, jenz mnozstvi plisobi, v prikladu: hromada
penéz; a takova slove velikost rozptylend, quantitas discreta. Opét jina jest, ktera jest z castek
vespolek spojenych tak sloZena, Ze kde jedna prestava, tu hned druha pocing, a neni mezi
nimi prazdného mistecka; tuto nazyvame velikosti spojenou, continuam.

4. Uméni velikosti rozptylené slove Aritmetika; uméni pak velikosti spojené Geometrie, dle
mnohych méreni neb rozmérovani zemé, neb méricstvi. Tito jsou dva podstatni clankové
celé matematiky, ktera v sobé vSecky jiné ¢astky toho v pravdé bozského uméni obsahuje...

5. Vsak z bodu jesté vyplyva rozdil mezi Cistou, neb rozjimajici mathesis pura, a mezi smiSenou,
mathesis mixta, vel applicata. Neb kdyz kterého poctu jen v sobé beze vsi véci, kteraz by jim
byla vyznamenana (= oznacena), aneb vzdalenosti, nemajice ohledu na misto, mezi kterymz
se naléza, pozorujeme; tu s Cistou matematikou se obirame. Hned pak z ni pojde smiSen3,
kdyZ sobé spolu véci skrz pocet, neb vzdalenost minénych v§imame, ku prikladu: tfi a dvé
Cini pét. Ta summa nalezi do Cisté matematiky, neb se na Zadnou jistou véc neodvolava. Pakli
skrz tfi, tii zlaté; skrz dvé, dva zlaté minime, tu jiz ta summa do smiSené matematiky bude
naleZeti. ...

6. Mimo aritmetiku a geometrii k Cisté matematice nalezi také Analyzis a Algebra. Analyzis
(slovo recké vyznamenavaje rozvazani) jest umeéni: které vyucuje nepovédomou véc, jakozto

1 Text je citovan podle Antologie matematickych didaktickych textii (obdobi 1360-1860) Jaroslava Sedivého
a kol. (SPN 1987), kde je Vydrova ucebnice citovana. Pravopis byl priblizen sou¢asnym normam.
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povédomou sobé predstaviti, a ji z jinych danych véci, na které se vztahuje, nalézti. Algebra
pak (arabské slovo) jest uméni neznamé véci skrz rovnost (aequatio) z danych véci nalézti.
Rovnost (aequatio) jest dvojnasobné vyobrazeni nékteré véci. TéZ trigonometrie, neb uméni
z tif danych véci nékterého trihraniku (triangulum) poctem ostatni nalézti. ...

Pak uceni o ktivych c¢arkach, obzvlastné o téch pruzich, kteriz na kuzelce pochazeji, kdyz ona
byva vselijak secena (sectiones conicae).

Neméné také pocitani differencidlni a integralni (calculus differentialis, & integralis), pocitani
velmi outlé, pretézké, vSak velmi uzitecné, nalezené od muze nad miru uceného Laybnice, Némce
v Lip$té rozeného. Nicméné v tom jej predeSel uCeny Jezuita Gregorius a S. Vincentio, byvaly
professor matematiky v Praze. [Zde se Vydra dopustil omylu, snad tradovaného na prazské
univerzité v 18. stoleti.]

7. Rozvrzeni matematiky smiSené zalezi v téch uménich:

V mechanice. Tato jedna o pohybovani, obzvlastné pak zistném, kteréhozto dosahujeme jinymi
nastroji, neb pripravami (machina), Ze bud mnohem mensi silou vétsi tizi, vSak s ztratou casu,
bud’ vétsi silou, nez tiz jest, vSak sziskem Casu miZeme pohnouti. V tomto uméni pocet
vyznamenava silu, neb tiZ... Carky pak vyznamenavaji nastroje, k. p. hidel, a sochor axis & vectis,

téz rizeni [= smér] sily, a tize linea directionis.

V hydrostatice. Toto uméni jednd o rovné vaze aequilibrium, véci tekutych, k. p. vody, jak
vespolek, tak i s jinymi pevnymi vécmi, které se nalézaji v vodeé.

V aerometrii, neb v matematické znamosti vSech vlastnosti povétri, kteréz jest viikol Zemé. ...
tiz, teplo, studenost, vlhkost, prudkost a tu vlastnost, Ze se da stisknouti, a kdyz muze, opét jak
prv se roztahne ...

V hydraulice. Toto uméni jedna o pohybovani vSech tekutych véci. V ném se u¢ime znati a z¢isti
oucinek vSech nastroju, kterymiz mtze vodu na jakoukoli vejSku vyhnati.

Optika, prohledacstvi jedna o svétle, a sice o paprscich, jez dle rovnych ¢arek beze vsi promény
od svétlého, neb osviceného téla prichazeji. Katoptrika, uméni o zrcadlech, od nichZto paprsky
fadné odraZzeni byvaji.

Dioptrika, kteraz v sobé obsahuje jednani o paprscich zldmanych; nebt svétlo ma tu vlastnost,
Ze kdyz z jedné véci do druhé hustsi, neb tenci vpada, svou predeslou cestu opustivsi, jinou bére,
a tudy byva kazdy paprsek zlomen.

Perspektiva vSechném maliiiim nad miru potfebné uméni, aby znali kazdou véc tak vyobraziti,
jak jiz zblizka, jiz zdaleka spatiena jsouc v oko prichazi.
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Astronomie, aneb hvézdarstvi jedna o celém, to jest, tak o obloze nebeské, jako o Zemi, a vSech
planétach, neb bludnych, i také stalych hvézdach. ...

Gnomonika uci slune¢ni hodiny délati.
Chronologie jest ¢asu scitand. ...

Geografia, vypsani zemé, jest uméni... jez nas vyucuje, jak... cely svrchek zemé na papir
postaviti...

Hydrografie, aneb popsani svrchku moiského... vyucuje délati mappy morské. Bez tohoto
uméni nelze plavciim se pustiti na vysoké more.

Taktika jedna o zpisobu leZeni rozbiti, vojsko bezpec¢né vésti, proti nepriteli tak postaviti, aby
mu $kodilo... V tomto uméni velmi zbéhly byl nas vlastenec Zizka, a protoz nad mnoha tisici
svych odporniki vzdy zvitézil. O Francouzich nic nechci fici.

Artilerie uci nastrojti vale¢nych, jaci jsou ku prikladu déla, naleZzité a bezpecné uzivati.

Architektura vojensk3, neb stavitelstvi vojenské uc¢i mista k tomu pohodlna tak upevniti, aby se
v nich mohl maly pocet vojska proti odpornikim mnohem silnéjsim dlouhy c¢as zachovati.

Architektura méstska, stavitelstvi méstské uci, kterak se maji mésta, a v nich vselika sidla
stavéti. Kazdé staveni ma byti pevné, pohodlné, a krasné! Autor soudi, Ze nasi predkové v tomto
uméni byli malo zbéhli.

8. Mimo ta prekrasng, a nad miru uzitecna... uméni... do smiSené matematiky nalezi:

A. Uméni kmeny k staveni nalezité otesati, a k tomu pripraviti, aby se dali tak pevné
vespolek spojiti, by vsi prudkosti vétri udélana z nich stolice stfrechova mohla odolati,
v latiné slove ars tignaria...

B. Uméni, které jedna o tesani kamenii...

C. Muzika, neb hudba, itoto k obveseleni mysli slouZici uméni jest také matematické.
Zajisté neni ndrodu pod celou oblohou nebeskou, jenZ by byl k hudbé tak schopen, jako je
ndrod Cesky, a z té priciny jest velmi schopen k matematickému ucent.

9. Ja tedy jsem sobé uminil... jestli ne vSech matematickych uméni, aspon ta nejpotiebnéjsi
v ¢estiné na svétlo vydati, aby Cechové, jimZ jest latina neb ném¢ina nepovédoma, ode mne
jim se naucili. Nenit mi povédomo, aby aZ posavad narod nas$ néco podobného sepsaného
mél.

10. Kazdy zajisté rozumny clovék z toho, coZ jsem zde jiZ pripomenul, nevypravitedlnou cenu
matematického uméni seznal. VSak z nasledujiciho diivodu vzdy mladezi mné svéiené
chvaleno a porucCeno bylo a byva. Tentot davod jest zplisob matematicky, methodus
mathematica.
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2 Matematika a hudba

Cela tato kapitola bude vénovana vztahu matematiky a hudby. KdyZ poslouchame krasnou
skladbu nebo zpivame pisnicku, tak ani nevnimame, Ze neni viibec samoziejmé, z jakych toni se
tato hudba sklada. VSe plyne tak prirozené... A presto, podstata volby ,spravnych ténf, tj.
takovych, aby z nich bylo mozno skladby tvorit, je matematicka. Panuji zde zakonitosti, které
alespon zcasti odhalime v této kapitole.

Budeme k tomu potrebovat znat ty c¢asti matematiky, které mohou vypadat na prvni pohled
trochu samoucelné: pocitani se zlomky (Pro¢ upravovat zlomky, kdyz mohu délit pfimo na
kalkulatoru?), mocninami, geometrickou posloupnosti a logaritmy.

Odpovime si na zakladni otazku: ,Jak vybudovat celou ténovou soustavu?“ Budeme se ptat po
zakonitostech ténové soustavy umoznujici komponovat skladby, které budou dobie znit. Jako
diisledek naseho hledani dostaneme také odpovédi na otazku: ,Proc je ,nase“ hudba zaloZena
praveé na dvanacti tonech?” Nemohl by jich byt jiny pocet?

Celou konstrukci ténové soustavy provedeme tiremi zplisoby. Budeme tak priblizné kopirovat
historicky postup, jak byly jednotlivé zptisoby ladéni objevovany a teoreticky popisovany. Prvni
zplisob bude nejjednodussi, nejlépe na ném bude zretelny zakladni princip tvoreni ténové
soustavy. Bude se jednat o systém, ktery je pripisovan pythagorejské sSkole, proto budeme
hovotit o pythagorejském zplisobu ladéni. Dale si ukaZeme, Ze tento systém neni nejvhodnéjSim
pro harmonii, a dpravou predchoziho systému ziskame ladéni prirozené. 1 zde vSak objevime
nékteré problémy, které trapily hudebniky po cela staleti. Diky nerovnomérnému rozlozeni tont
totiz znéla kazda ténina trochu jinak; nékteré znély velmi pfijemné, jiné vsak tak nepiijemné, Ze
byly nepouZitelné. Resenim byl systém rovnomeérného temperovaného ladéni, ktery pouZivime
témeér vyhradné dodnes.

NeZz zatneme s prvni konstrukci ténové soustavy, tak bychom meéli upresnit nékolik pojmi.
Tonovd soustava je koneCnd mnoZina téond vytvorena podle urcitého principu, stupnice je
postupna fada ténd ziskana vybérem podle zvoleného principu a neptesahujici rozsah oktavy.2

Stupnici je napriklad fada téontic -d - e - f - g - a - h - c! (stupnice C-dur). Prikladem ténové
soustavy miZe byt mnoZina vSech téni, které se ozvou, kdyZ postupné zazni tony prislusné
vSem klavesam na klaviru.

Z fyziky i z béZného Zivota je nam dobfe znamo, Ze drnkneme-li na napnutou strunu, tak tato
struna zacne kmitat a ozve se néjaky ton. Dobu potfebnou k vykonani jednoho kmitu nazyvame
doba kmitu neboli perioda, znacCit ji budeme T. Pocet kmitli za jednu sekundu nazyvame
frekvence. Je-li perioda

2 Pojem oktadva bude vysvétlen pozdéji v kapitole pojednavajici o zdkladnich principech budovani
ténovych soustav. Ténova soustava je vlastné souhrn vsech tont, které v ramci daného systému mame
k dispozici. Stupnici ziskdme z ténové soustavy tak, Ze vybereme vSechny tény, které lezi v intervalu jedné
zvolené oktavy a sefadime je podle jejich vysky.
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T = ls,
5
bude frekvence f = 5 kmiti za sekundu. Mezi frekvenci a periodou tedy plati vztah

1
f=7
Jednotkou frekvence je hertz (Hz), piSeme tedy f = 5 Hz. Lidsky sluch je schopen mechanické
vinéni vnimat, a to priblizné v rozsahu od 16 Hz do 16 000 Hz, p¥i CemZ se zvySujicim se vékem
se hornf hranice podstatné snizuje. Lidsky sluch vnima tény o nizsi frekvenci jako nizsi, tony
o vyssi frekvenci jako vyssi. Pro popis této vlastnosti tont se tedy pouZziva prostorova metafora,
hovotime o vySce tonu. Absolutni vysku tonu definujeme velmi prirozené - primo frekvenci

tohoto tonu.

Vzhledem k tomu, Ze Ize kazdému ténu priradit jeho absolutni vyska, mizeme srovnavat vysku
riznych ténd. Znéji-li dva tony, z nichzZ jeden ma frekvenci f; a druhy frekvenci f2, miizeme vzit
jejich pomér

f
fi
Tento pomér se nazyva relativni vyska ténu s frekvenci > kténu s frekvenci fi. Cast&ji vsak

hovoiime o tomto poméru absolutnich frekvenci jako o hudebnim intervalu. Nize uvidime, proc
se interval definuje pravé pomoci podilu dvou frekvenci, a ne naptiklad jejich rozdilem.

Veskery postup tvoreni tonové soustavy bude vychazet z pokustli se strunou. Tyto pokusy byly
provadény uZ vantickém Recku a pravé na jejich zakladé byly vybudovany prvni ténové
soustavy. Bude tedy uZitecné se podivat, jak souvisi vyska tonu, ktery se ozve pii drnknuti na
strunu, s délkou struny.

Lze ukazat, Ze pokud mame dokonale pruznou strunu délky [ (v metrech), jeji hustota je
p (vkg'm3) a ma primeér d (v metrech), kterou napneme silou F (v newtonech), tak plati
Taylortv vzorec

1 F
l |mpd?’

Vidime tedy, Ze pokud budeme uvaZzovat stejnou dokonale pruznou strunu (hustota p a primeér d
tedy bude konstantni) a budeme-li na ni pisobit stale stejnou napinaci silou F, bude cely vyraz
pod odmocninou konstantni:

F
npd?’

Za téchto piredpokladii budeme moci fici, Ze frekvence zavisi na délce struny nepfimo imérné:
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Pfi drnknuti na strunu se tedy ozve ton, jehoz frekvence je dana Taylorovym vzorcem, z néhoz
plyne, Ze vyska ténu zavisi neprimo umeérné na délce struny. Cim delsi strunu budeme mit, tim
hlubsi{ t6n bude vydavat.

2.1 Zakladni principy budovani téonovych soustav

VSechny vztahy mezi vySkami jednotlivych tonti budeme vyjadifovat pomoci délky struny.
Intervaly proto budeme Casto chapat nejen jako pomér dvou frekvenci, ale také jako pomér dvou
délek. Pri budovani ténovych soustav budeme postupovat tak, Ze vezmeme jeden tén za zakladni
a vysku vsech ostatnich téni budeme udavat relativné k tomuto zvolenému ténu. Délku struny,
ktera bude vydavat tento zvoleny zakladni ton, budeme brat jako jednotkovou. Zakladni otazkou
bude, jak zkratit nasi strunu, aby prislusné tony spolec¢né se zvolenym zakladnim ténem ,dobie
znély“. Takovéto zadani neni nijak piresné, jeho exaktni formalizaci je mozZno provést nékolika
zpusoby. Ty pak povedou ke zminénym tifem druhim ladéni.

Budeme-li délat pokusy se zkracovanim struny, tak zahy zjistime, zZe kdyz zkratime strunu na
polovinu, ozve se tdn, ktery bude sice vyssi, nez ton prislusny celé struné, ale oba tény si budou
velmi podobné. Nechame-li oba tyto tény zaznit spolecné, zjistime, Ze mnozi lidé ani
nepostiehnou, Ze nezni ton jeden, ale dva. Bude se jednat o velmi harmonicky souzvuk. Tén
prislusny jedné poloviné délky struny tedy zaradime do nasi ténové soustavy. Interval mezi
tonem, ktery vydava celd struna a jeji polovina, se nazyva oktdva.3

Nyni snadno utvoiime tén o dvé oktavy vyssi. Vime, Ze budeme muset nechat zaznit polovinu
poloviny struny, tedy jeji pouhou jednu ¢tvrtinu. Pokud bychom chtéli tén o tii oktavy vyssi,
museli bychom piivodni strunu zkratit na jednu osminu. Dostavame tak jednoduchy vztah:

ton o n oktav vyssi zazni na struné zkracené na

2n
ptvodni délky. Zda se tedy, Ze pri budovani tonovych soustav bude hrat dilezitou roli nasobeni
zlomki a geometricka posloupnost.

JelikoZ je ton o oktavu vyssi svym charakterem prakticky shodny stonem plivodnim, tak
muzeme nasSe zkoumdani omezit na tény, které budou pouze v intervalu jedné oktavy. VSechny

vvvvv

Prozkoumame-li tedy vhodné tény vramci jediné oktavy, tak mizZeme celou tuto situaci

3 Zakladem nasi tonové soustavy je sedm tont: c, d, e, f, g, a, h. Jejich pojmenovani pomoci pismen se
objevuje od stredovéku. Nazev oktava vychazi ze zvyku oznacovat vzdalenost dvou tont v této zakladni
tonové radé latinskymi radovymi cislovkami (v Zenském rodé). Dostavame tak postupné tyto intervaly:
prima (c-c), sekunda (c-d), tercie (c-e), kvarta (c-f), kvinta (c-g), sexta (c-a), septima (c-h), oktava (c-c?).
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»zkopirovat“ do vyssich poloh - do dalsich oktav. To dobie souhlasi s nasi zkuSenosti napriklad
s klavirem - Klaviatura obsahuje klavesy, které jsou rozdéleny do zcela shodné rozlozenych
skupin - jedna se pravé o oktavy. Celad klaviatura je tak sloZena z klaves jediné oktavy, ktera je
nékolikrat ,nakopirovana“. Tim pak dostaneme vSechny tony, které mame v klavirni hudbé
k dispozici - tj. tdbnovou soustavu. V nasledujicich odstavcich se budeme zabyvat pouze hledanim
vhodnych téni v ramci jediné oktavy, tedy nalezenim vhodné stupnice.

Oktava tedy bude zakladnim meznikem v ténové soustavé. Prakticky od kazdé ténové soustavy

budeme pozadovat, aby obsahovala tento interval.

Budeme-li v nasich pokusech pokracovat, tak zjistime, ze ihned po oktave je ,nejharmonictéjSim“
tonem ten, ktery ziskdme zkrdcenim struny o tfetinu. Interval mezi ténem, ktery vydava cela
struna, a mezi tdnem, ktery vydava struna zkracend o tretinu, se nazyva kvinta. Na zakladé ivah
s oktavou je ziejmé, Ze budeme-li chtit, aby zaznél tén o kvintu vyssi, budeme muset délku
ptivodni struny vynasobit zlomkem g . Pokud budeme od tohoto nového ténu chtit ton, ktery
bude znit opét o kvintu vysSe, budeme muset délku struny opét vynasobit zlomkem 3 . Budeme-li

tedy mit strunu délky 1, tak tén o dvé kvinty vyssi zazni na struné délky

) 2 2_<2)2
3 3 \3/°

Celkem tedy budou znit dvé tietiny ze dvou tretin plivodni jednotkové délky struny. Jestlize
budeme chtit nechat zaznit tén o n kvint vyssi, budeme muset zkratit ptivodni strunu na

2 n
5
ptivodni délky.

Postupné zacind vysvitat zakladni princip, jak ziskat délku struny, chceme-li zvysit ¢i snizit tédn
o zadany interval. Tény pridavame (,scitdime“) a délku struny dostaneme vynasobenim
prislusnych zlomkul. Zaciname zde tusSit princip logaritmu - nasobeni se prevadi na scitani.
ZvySeni odpovida nasobeni prislusnym zlomkem, sniZeni odpovida naopak déleni. Schematicky

miiZzeme zapsat napiiklad:

. . 2 2
kvinta + kvinta 33
, . 1
oktava + kvinta 33
. . , 2 21
kvinta + kvinta - oktava 333
, , s , « 12 1
ton o oktavu hlubsi zazni na struné délky 1: 3

wIN

ton o kvintu hlubsi zazni na struné délky 1:
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Z pravé provedeného rozboru zacina byt zrejmé, Ze dalSi tony stupnice budeme ziskavat
nasobenim zlomki. Kdyz jsme zkracovali strunu o polovinu ¢i tretinu, dostali jsme ¢asti struny,
které byly vyjadieny pomérem malych prirozenych c¢isel. Skute¢né se da experimentalné snadno

vvvvvv

interval.

Nyni miiZzeme pristoupit k vytvoreni prvniho systému ladéni.

2.2 Pythagorejské ladéni

Jednoho dne byl Pythagords ponoren do myslenek
a uvazoval, zda by bylo mozné vymyslet néjakou pomiicku
pro usi, kterd by byla spolehlivd a bezchybnd, tak jako zrak
md pravitko a kruZitko nebo cocku; nebo hmat md ramena
vah cCi systém mér. Zatimco byl timto zaméstndn, Sel diky
bozskému rizeni kolem kovdrny a uslysel kladiva, kterd

tloukla do Zeleza na kovadliné a ddvala kombinace tont,
které byly krdsné harmonické, aZ na jednu kombinaci.
V téchto zvucich rozpoznal oktdvu, kvintu a kvartu. Vnimal
sice, Ze interval mezi kvartou a kvintou byl sdm o sobé
disonantni, ale jinak doplrioval veétsi ztéchto dvou
konsonanci. NadSen vbéhl do kovdrny a pomoci riiznych

pokusti zjistil, Ze riiznost zvukii méla sviij ptivod v hmotnosti
kladiv, ne v sile tderti nebo jejich tvaru, ani ve zméné kovaného Zeleza. KdyZ peclivé prozkoumal
hmotnosti kladiv a jejich vliv, coZ bylo totéZ, odesel domti.

[Dale je popisovano, jak si Pythagoras vyrobil stejné struny, které zatizil riznymi zavazimi a vytvoril timto

zplisobem ténovou soustavu.]

Na uvod této kapitoly mame citat ze Sesté kapitoly spisu Harmonicum enchiridion, ktery napsal
pythagorejsky filosof Nikomachos z Gerasy nékdy ve 2. stol. po Kr. Popisuje se v ném, jak pry
Pythagoras objevil ¢iselné vztahy, které panuji v tdnové soustave.

Nyni se podivame na ténovou soustavu, jejiZ teoreticky popis je pripisovan Pythagorovi ze Samu
(6. stol. pt. Kr.) a jeho Zaklim, proto také nese dosud jeho jméno. Toto ladéni je zaloZeno na

postupném skladani intervall kvinty, proto se mu také rika kvintové.

Pro jednoduchost popisu budeme jednotlivé tony oznacovat tak, jak jsme dnes v hudbé zvykli.
Zvolme si za zakladni ton c. Kvintovym vzestupnym krokem (tj. ndsobenim g) ziskdme tén g,

: , . C oo 2 .
kvintovym sestupnym krokem (tj. délenim 5) dostaneme ton F.
3
3 1 21
2 3 2

F c g ct
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SRS . Ly . . F 1 . i Ly
PteloZenim tonu F o oktavu vyse* (tj. vyndsobenim 5) dostaneme ton f a ziskdme stupnici o tiech

tonech (tzv. tritonickou stupnici): ¢ - f - g (- c). PrisluSné poméry budou nasledujici:
1 3 2 1
4 3 2
C f g ct
prima kvarta kvinta oktava
Sestupnym krokem kvinty jsme tak ziskali novy interval - kvartu:
(1 2) 1 3
3/ 2 47

Nabizi se také otazka, jaky je interval mezi kvartou a kvintou. Zformulovano pomoci délek
. ] - v v o % ] (1.3
struny: jak musime zkratit strunu, abychom dostali pfislusny tén? Cim musime vyndsobit 2

abychom dostali %? Zjednoduché rovnice

2
*=3

B w

fa B . g . o .
dostavame 52 prislusny interval nazveme pythagorejsky cely ton. V ivodnim uryvku se o ném

piSe jako o disonantnim.

VSimnéme si jesté jedné matematické souvislosti. Znazornime-li tritonickou stupnici na struné,

ziskame nasledujici schéma.

1 2
2 2 1
2 3

oktava kvinta kvarta prima

T & lw

Kvarta a kvinta lezi ,nékde mezi“ primou a oktavou. Harmonicky priamér dvou cisel a, b je

definovan jako zlomek

2ab
a+b’

Harmonicky priimér délek ptislusnych oktaveé a primé je

N =
—+ N =

Vidime, Ze jsme dostali pifesné kvintu - interval, ktery s ptivodnimi tény ,dobie zni“ je s nimi
v harmonii, odtud také pochazi nazev tohoto primeéru. Obdobné pomoci aritmetického priiméru
délek prislusnych oktavé a primé dostaneme kvartu:

4 Prelozeni tonu F o oktavu vysSe provadime proto, aby novy ton spadal do nasi zakladni oktavy.
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Aritmeticky a harmonicky primér tedy vede primo k zakladnim hudebnim intervaltim.

Nyni miizeme fadu c - f - g rozsirit o dalsi dva kvintové kroky vzhtru. Prislusné poméry ziskame
. o2 N
nasobenim e Dostaneme radu

S OO
C f g d? al

vl R . - wie 1 ey
Ptidané tony opét prelozime o oktavu niZe vydélenim 5 ¢imz dostaneme stupnici o péti tonech:

1 8 3 2 16 1
9 4 3 27 2
c d f g a ct

Timto zpdsobem jsme obdrzeli pentatonickou stupnici. Stupnice o péti tonech byly znamy
prakticky u viech starovékych narodd. Znali je Cifiané (uZ v 3. tis. p¥. Kr.), Japonci, narody sidlici
v Malé Asii. Dodnes je pouZzivana v soucasné lidové cinské hudbé, v hudbé africkych a zvlasteé
americkych cernochi, v lidové hudbé Skoti a Irti. Melodickou strukturou pentatoniky se nechali
inspirovat také néktefi novodobi hudebni skladatelé (A.Dvorak, G.Puccini, B.Bartok).
Pentatonickou stupnici (ovSem v dnesnim ladéni a transponovanou - se zakladnim ténem cis)
mizZeme na klaviru snadno zahrat tak, ze budeme pouzivat pouze Cerné klavesy.

Budeme-li pokracovat v rozsifovani o dalsi dva kvintové kroky vzhtru, ziskame celkem sedm
f o w1 ow g N . ;2 "
tonl: c - f- g-d! - al - e2 - hz PrisluSné poméry ziskdme nasobenim 7 Dostaneme radu

S R OO OO
C f g d? al e2 h2

2

vl s v e . . - w1\ . .

Pridané tony prelozime o dvé oktavy nize vydélenim (E) , ¢CimZ dostaneme stupnici o sedmi
tonech a prislus$né délky struny:

8 64
1 - —
9 81

16 128 1
27 243 2

slw
wN

C d e f g a h ct
prima sekunda tercie kvarta kvinta sexta septima oktava

Timto zplisobem jsme obdrZeli heptatonickou stupnici. Na klaviru bychom vSechny tyto tony
(ovSem v jiném ladéni!) zahrali praveé na bilych klavesach.
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o d e f g a h ¢ dt et ft gt al hl 2

Prozkoumame-li intervaly mezi jednotlivymi tény, ziskame nasledujici pomeéry délek struny.
Kdybychom chtéli vypsat poméry frekvenci, tak by stacilo vzit zvyslednych poméri
prevracenou hodnotu.

PripiSme nyni ke vzniklému schématu treti radek, v némz budou poméry prislusné sousednim
tonlim (ténu a ténu predchazejicimu). Ziskame tak zlomKky, které budou vyjadiovat, jak musime
postupné zkracovat strunu, aby zaznély po radé vSechny tyto tony.

c d e f g a h ct
1 8 64 3 2 16 128 1
9 81 4 3 27 243 2

8 8 243 8 8 8 243

9 9 256 9 9 9 256

Vidime, Ze v péti pripadech, konkrétné mezi tony c - d, d - e, f - g, g - a, a - h, je interval
pythagorejského celého tonu. Mezi tony e - f a h - ¢! se nam objevil novy interval, ktery je mensi
nez cely ton. Nazyva se maly pythagorejsky ptiltén nebo také limma.

Pokud provedeme dvakrat vzestupny krok o maly pythagorejsky pulton, dostaneme tén
ponékud hlubsi, nez pythagorejsky cely ton:
243 243 8

>—-=0,8

0,901... —ﬁ'ﬁ 9

Skutecné, kdyby méla nastat rovnost, muselo by platit

310 23

263
[ bez vypoctu prislusnych hodnot je ziejmé, Ze tato podminka neni splnéna. NapiSeme-li
piredchozi vztah ve tvaru

7 12

&) -6
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miZeme mu dat hudebni interpretaci: sedm vzestupnych oktdvovych krokii neni presné rovno
dvandcti vzestupnym krokiim kvintovym. Prestoze tento rozdil neni prilis veliky, jsou dusledky
této nerovnosti pro hudbu dalekosahlé. Pozdéji o nich pojedname podrobnéji.

Dal$im problémem je, Ze sice mliZeme pouzivat stupnici, kterou jsme pravé vybudovali, obecné
vSak nebude mozno zahrat zvolenou melodii od jiného zdkladniho ténu, nez jak bude tato
melodie zapsana pivodné. Dlivodem je nerovnomeérné rozlozeni paltont a tond. NaS téonovy
systém je sice pouzitelny, je vSak jesté pomérné chudy. Vychodiskem mize byt pokracovani
procesu, kterym jsme stavajici ténovy systém vytvorili. Nyni tedy budeme pokracovat
v kvintovych vzestupnych krocich (ndsobenim g v hornim radku schématu) a kazdy takto vznikly

7

ton vzdy preloZime o tolik oktav nize, aby spadal do nasi zakladni oktavy (spodni radek
schématu). Navazeme tedy na posledni ziskany ton h. Interval pythagorejského celého tdnu mezi
sousednimi tony mame v nasi stupnici celkem v péti piipadech, nasi stupnici tedy budeme chtit
doplnit péti novymi tény. Vzestupnych kvintovych krokl provedeme tedy celkem pét.

27 28 29 210 211 212
¥ ¥ ¥ W 3 30
h fist cisz  gisz  dis3  ais3
27 29 211 212 214— 215
¥ ¥ 3 @ @ m

Ténam, které jsme vtomto kroku pridali, odpovidaji na klaviature soucasnych klavesovych
nastrojl Cerné klavesy.

cis dis i i i cist dist  fist gis! ais!  cis?

Do pocatku 19. stoleti mély kldvesové ndastroje (cembala,...) bézné klaviaturu provedenou
v inverznich barvach - nasSe ¢erné klavesy byly bilé (¢i ze svétlého dieva) a dnesni bilé klavesy
byly ¢erné (z tmavého dieva).

Celkové tedy mame stupnici o dvanacti tonech:

1 211 8 214 64 3 2° 2 212 16 215 27

37 9 39 81 4 36 3 38 27 310 35

o cis d dis e f fis g gis a ais h
211 35 211 35 35 211 35 211 35 211 35
37 28 37 28 28 37 28 37 28 37 28
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Intervaly mezi jednotlivymi tony jsou naznaceny v poslednim radku tohoto schématu. Vidime, zZe
se nam tu objevily dva druhy pythagorejskych ptlténi: maly a velky:

35 211
28 =0,94921875 a 37 =0,9364426..

Malému pythagorejskému ptltonu odpovida delSi struna, je tedy nepatrné hlubsi nez
pythagorejsky putlton velky. Odtud pochazi také jejich nazvy. Zjejich rozlozeni ve stupnici
muzeme ihned pozorovat, Ze slozenim velkého a malého pythagorejského ptltéonu dostaneme
pythagorejsky cely tén:

211 35 g
37 2879

Pokud bychom provedli jesté jeden vzestupny kvintovy krok (tj. od tonu ais3), dostali bychom
L, 218 . . . . .
ton eis*: i1 Po preneseni do zakladni oktavy

17
—=0,7399...

311
Ocekavali bychom vsak, Ze se dostaneme piimo k ténu f, ¢imZ by se kruh uzavrel. Mezi tony eis
af vsak je velmi maly interval, pomér délek prislusnych strun je:

3 217 312 531441

== =1,0136..
41311~ 239 ~ 524288 0136

Zde se opét dostavame k problému, na ktery jsme jiz narazili: sedm vzestupnych oktdvovych
krokii neni presné rovno dvandcti vzestupnym krokiim kvintovym. Po dvanacti kvintovych
vzestupnych krocich jsme sice dostali stupnici, ktera se sklada z pilténa (i kdyz ze dvou druhti),
takzZe je mozno melodie transponovat (hrat vyse), skladat kdnony apod., tato stupnice vSak neni
suzaviend“, stdle bychom mohli pokracovat ve vzestupnych kvintovych krocich a dostavali
bychom dalsi a dalsi tony. Interval mezi tdny eis a f, tedy rozdil mezi tdnem ziskanym dvanacti
vzestupnymi kvintovymi kroky a ténem ziskanym sedmi kroky oktavovymi, je vlastné roven
intervalu mezi malym a velkym pythagorejskym putltonem
35 211 312

237 "2

Tento maly, presto vsak dobre slySitelny a velmi nepfijemné znéjici interval se nazyva
pythagorejské komma.

Pri odvozovani pythagorejské stupnice miZeme také postupovat kvintovymi kroky smérem
L oy we Ay wyoo 2
sestupnym,5 jednotlivé cleny v tomto piipadé ziskame délenim 3 - Dostaneme tedy:

5 Stejny vysledek bychom ziskali vzestupnymi kroky kvartovymi, které bychom vzdy prekladali o oktavu
niZe, takZe bychom nasobili % ‘2= z . Pro zajimavost uved'me, Ze arabska Sestnactistupiiova soustava byla
odvozovana pythagorejskym zptisobem: pomoci 12 kvintovych krokl sestupnych a 4 vzestupnych. Diky
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006066060 60606
c’ f6 hes> esS ast des* ges3 ces3 fesz  heses! eses! asas

Prenesenim do jediné oktavy a sefazenim téchto toni podle vysky ziskdme pomeéry:

35 310 33 38 3 36 311 34 39 32 37
1 28 216 25 213 4 210 218 27 215 2t 212
c des eses es fes f ges asas as heses hes  ces!

12
Nasledujicim c¢lenem vtéto radé by bylo deses G) . Po preneseni do zakladni oktavy
12

. . s . 3 . .
dostaneme interval mezi zdkladnim ténem c a ténem deses: Prche 1,013 643 ..., coZ je opét

pythagorejské komma. Intervaly (poméry délek struny) mezi jednotlivymi tény jsou nasledujici:

35 35 211 35 211 35 35 211 35 211 35

28 28 37 28 37 28 28 37 28 37 28
C des eses es fes f ges asas as heses hes  ces
35 310 33 38 3 36 311 34 39 32 37
1 28 216 25 213 4 210 218 27 215 24 212

Vidime, Ze jsme dostali opét pythagorejské velké a malé ptltony, jejich rozlozeni je vSak odlisné
od stupnice budované vzestupnymi kroky. Ton cis je naptiklad vyssi nez tén des. Zajimava je zde
tercie: délka struny odpovida

8

2 =0,800903...

uténue: == 0,790 12 ..., u ténu fes: —
81 2

Zejména u ténu fes pozorujeme nebyvalou shodu se zlomkem g , C0Z nas povede knovému
zplsobu zavedeni tercie jako tdnu, ktery zazni pti zkraceni struny o jednu pétinu. Dostavame tak
dalsi ton pomoci poméru malych celych Cisel. Pro prehled si takovéto tony shriime do tabulky,
v niz uvadime, o kolik je potieba zkratit jednotkovou strunu, aby zaznél dany interval.

1 ) 1 . 1 1 ,
5 oktava 3 kvinta " kvarta 5 tercie

2.3 Prirozené ladéni

Oktavu a kvintu jsme uz pouZili pfi vytvareni pythagorejské stupnice. Kvartu jsme pouzili také,
ato pri budovani pomoci sestupnych kvintovych krokli - tento postup je totiz ekvivalentni
s vytvorenim stupnice pomoci vzestupnych kroki kvartovych. Tercii, dalsi libozvucny souzvuk,
jsme vSak zatim nikde neupotiebili. A pritom se jedna o zakladni stavebni kdmen durového

38
tomu obsahovala ton fes (2? = 0,800 903 ...), ktery (jak uvidime dale) odpovida prirozené velké tercii

4 v P . vy s
(E = 0,8) s velkou presnosti - chyba je mensi neZ jedna tisicina.
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kvintakordu (napft. c - e - g), ktery je zakladem vesSkeré harmonie. PrestoZe jsme uz vybudovali
kompletni stupnici (dokonce dvéma zpiisoby), tak se na zakladé téchto dvah zd4, Ze by bylo
uzite¢né vybudovat stupnici jeSté jinak, totiZ tak, aby obsahovala nejen cistou kvintu, ale také
prirozenou tercii. Takova stupnice by méla tu dobrou vlastnost, Ze by byla mimoradné vhodna
pro harmonii. Tento pristup teoreticky popsal jako prvni Aristoxenos z Tarentu (kolem r. 350 pf-.
Kr.), vyznamny hudebni teoretik a zak Aristoteliv.

Zastanci pythagorejského pristupu ke stavbé stupnic byli nazyvani kandnikové podle reckého
kavwv (kanén; méfici tycka, monochord - jednostrunny nastroj). Jednotlivé tony a intervaly
totiz zkoumali pomoci pokusii se strunou. Na tomto =zakladé pak vytvorili systém
pythagorejského ladéni zaloZeny na oktavovych a kvintovych krocich.

Zastanci pristupu aristoxenovského se nazyvali harmonikové. Vychazeli totiz zejména z hudebni
praxe a pri vytvareni vlastniho systému ladéni pribrali do své konstrukce oproti kanonikiim také
interval velké a malé tercie.

Pythagorejsky pristup se udrzel po cely starovék a stfedovék, a to zejména pro svou
matematickou jednoduchost. Teprve v hudbé, ktera se opirala o harmonicky zaklad, se mohly
plné uplatnit prednosti Aristoxenova pristupu. Prirozené ladéni se tak =zacalo oproti
pythagorejskému prosazovat na pirelomu 15. a 16. stoleti. Svlij nazev ,prirozené” ziskalo toto
Vs s oy 1. . v . iy ; . ; y , , v 4 5
ladéni pravé diky libozvucnosti tercii, které byly definovany poméry malych celych Cisel (E’E)'
. , 1 , . , y 64 Ly
Naproti tomu pythagorejska velka tercie je (se svym pomérem E) uchu mnohem méné

prijatelna.

Ukazme si nyni, jak Ize vytvorit stupnici v prirozeném ladéni. Vytvorime stupnici opét se sedmi
tony, k cemuz jsme dosli pythagorejskym postupem. Vyjdeme opét z toho, Ze je potreba zachovat
zakladni intervaly: oktavu, kvintu a kvartu. Tyto intervaly jsou definovany pomoci pomért
malych celych ¢isel, budou tedy znit libozvucné. Mame tedy:

C d e f g a h ct
3 2 1

4 3 2

Prvni, ¢tvrty a paty tédn nazyvame postupné tonika, subdominanta a dominanta. Hudebni praxe
ukazuje jejich mimoradnou dilezitost pro harmonii. Jednak tyto tény ziskdme pomoci poméru
velmi malych celych ¢isel, jednak také budou mit vlastnost, o které pojedname za chvili.

Sekundu (tj. ton d) opét vytvoiime pomoci dvou vzestupnych kvintovych krokl a vznikly tén
preloZime o oktavu niZe, schematicky:

8
3

wl N
wl N
N| —

Zbylym tontim uZ budou odpovidat jiné délky struny. Misto tercie pythagorejské vezmeme
. o 1_4 ., s . ” L
velkou prirozenou tercii, tj. 1 — Pl (tén e). Pomoci této tercie nakonec vytvoirime zbylé tony a,
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h (sextu a septimu). Sexta vznikne zvySenim Kkvarty o tuto tercii, podobné septima zvySenim

kvinty. Schematicky zapsano:

. 3 43
sexta = kvarta + tercie —-==-,
4 5 5
. . . 2 4 _ 8
septima = kvinta + tercie ==
3 5 15
Celkem tedy mame stupnici (tzv. diatonickd stupnice dur):
C d e f g a h ct
1 8 il 3 2 3 £ 1
9 5 4 3 5 15 2

Podivejme se nyni, jakou vlastnost maji tonika, subdominanta a dominanta. Zminili jsme jiz
jejich velikou dilezitost pro harmonii. Bez nadsazky mizeme ftici, Ze zakladnim stavebnim
kamenem harmonie je kvintakord, tedy souzvuk primy, tercie a kvinty (c - e — g). Strukturu
kvintakordu nejlépe uvidime, vypiSeme-li pfimo prislusné pomeéry. Vezmeme-li za zakladni

ton ¢, dostaneme dva intervaly: c-e, e - g:

o vt

5
Kvintakord s timto rozlozenim intervalli nazyvame durovy kvintakord. Postavime-li analogicky

souzvuk trf téond na ténu f (f - a - c1), resp. g (g - h - d1), dostaneme presné stejné rozlozeni
: o NI 4 5 . y A
interval(i, jako v pripadé kvintakordu c - e - g, tedy s ag, vznikne tedy opét durovy kvintakord.

Zaroven si vSimnéme, Ze kazdy tén naSi stupnice je obsaZen alesponl vjednom ztéchto tif

zakladnich durovych kvintakord.

Z uvedeného matematického rozboru vyplyva, proc je aristoxenovska soustava tak vhodna pro
harmonii. Celd stupnice je budovana tak, aby znél co nejlépe durovy kvintakord, ktery lze
postavit na tonice, subdominanté i dominanté.

e . L Lz L , : A
Vidéli jsme, ze durovy kvintakord se sklada z velké prirozené tercie (c - e, E) a jesté jednoho

. 5 PPV v vs v Ly . .
intervalu (e - g, g), ktery je vétsi, nez sekunda, ale mensi, neZ velka prirozena tercie:

ut| &

<

Nelliee]

<

(o) Yt

budeme jej nazyvat mald prirozend tercie. Podobné, jako jsme do zakladniho schématu
c-d-f-g-ct

pridali tercii, sextu a septimu zvySenim primy, kvarty a kvinty o velkou pfirozenou tercii
a dostali jsme tak durovou stupnici, miZeme podobné piidavat misto velké tercie tercii malou
a dostaneme tak diatonickou stupnici moll:
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I I1 111 IV \% VI VII VIII
., & 5 3 2 s 5 :
9 6 4 3 8 9 2

Tény jiz nemlzeme oznacovat pismeny c, d, .., protoze dostavame jiné poméry mezi nimi,
vznikla stupnice je jind. Kvintakord sloZeny z primy, tercie a kvinty nazveme v této mollové
stupnici mollovy kvintakord. Rozlozeni tercii je vném piesné opacné, nez u durového
kvintakordu: mala tercie - velka tercie. Podobné jako u durové stupnice bychom zjistili, Ze
kvintakordy na tonice, subdominanté a dominanté jsou vSechny mollové.

U prirozeného ladéni je také zajimavy problém transponovani, tj. pokusime-li se zahrat tutéz
stupnici od jiného ténu nez c se stavajicimi sedmi tony v kazdé oktavé. Snadno se vypocte, Ze by
to nebylo moZné, dostali bychom tény dal$i. Bez vyresSeni tohoto problému by nebylo mozné
prirozené ladéni prakticky pouzivat. Presto se témto otazkam nebudeme podrobnéji vénovat,
protoZe cilem tohoto textu je ukdzat matematickou podstatu budovani ténovych soustav.
Ptipadného zajemce o podrobnéjsi pojednani z hudebniho i matematického hlediska tak musime
odkazat na doporucenou literaturu.

Jak vidime, ¢ini transponovani stale potiZe. U pythagorejského ladéni jsme dostali mnoho dalSich
tont, neékteré znich se vsak od sebe liSily pouze nepatrné. U prirozeného ladéni by vznikla
podobna situace. Tento velky pocet toni vjediné oktavé je napiiklad pro klavesové nastroje
tézko myslitelny. Klaviatura by nabyla piiliné sloZzitosti. Re$eni pak spocivalo vtom, Ze se
provadély u vSech typl ladéni néjaké kompromisy. Velmi blizké tony se ztotoznily v ton jediny,
¢imz se opét ziskala potiebna jednoduchost celé tdnové soustavy.

2.4 Rovnomérné temperované ladéni

Vidéli jsme, Ze oba zplisoby ladéni, kterym jsme se vénovali, mély pomérné dobré vlastnosti,
pokud jsme zlstali u sedmi zakladnich téna v oktavé. Hudebni praxe vSak vyZaduje soustavu
bohatsi, ktera vsak vedla k zesloziténi celé soustavy a nasledna zjednoduSovani pak nakonec ke
kompromistim, jezZ nékteré ptivodné dobré vlastnosti setiely bud’ Gplné, nebo ¢aste¢né. Nabizi se
tedy otazka, zda nevybudovat ténovou soustavu pomoci néjakého velmi jednoduchého principu,
ktery sice od pocatku bude Ccinit kompromisy, nebude vSak zplsobovat problémy pfi
transponovani. Za¢neme-li tedy hrat néjakou melodii naptiklad o dva tény vyse, mély by byt
presné zachovany vSechny relativni vySky. Tohoto dosdhneme jen tehdy, kdyZ opustime sloZity
systém riznych ptltont a zavedeme ptlton jediny. Z dvanacti stejnych ptltonovych intervali se
pak bude skladat jedna oktava, k cemuz nas inspiroval uz pythagorejsky zptisob ladéni.

Matematicky Ize tuto soustavu vytvorit velmi snadno. Oznac¢me hledany pulténovy interval x.
Pro jednoduchost zde budeme pracovat s frekvenci tong, tj. s prevracenou hodnotou délky
struny. Interval oktavy ma byt tvoren dvanacti piltéonovymi kroky. Uvédomime-li si, Ze ton
o oktavu vyssi ma dvojnasobnou frekvenci (zni totiZ na struné zkracené na %), dostavame rovnici
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x?2=2.
Hledana frekvence musi byt kladné realné ¢islo, dostdvame tak jediné vyhovujici reSent:
x = "3/2 =1,059 463 ...

Jednotlivé frekvence pro rovnomeérné temperované ladéni ziskdme pouhym nasobenim
(vzestupnym pilténovym krokem), tj. podle vzorce

12 n
fui=0¥2)", n=01,.,12
Vidime, Ze se jedna o geometrickou posloupnost s kvocientem '3/2. Frekvence pro celou stupnici
miiZzeme shrnout do nasledujiciho schématu. Pro nazornost je ve tretim radku vzdy vyznacen
interval mezi dvéma sousednimi tény. Rovnomérnost, kterou zde pozorujeme, dala rovnomérné

temperovanému ladéni nazev.

c cis d dis e f fis g gis a ais h ct
1 %2 2 V2 {2 W vz W Y2z Y23 25 W 2

1%/5 1%/? 1%/? 1%/? li/i 1%/? 1%/? 1%/? li/i li/i li/i 1%/7

Tato soustava je po matematické strance elegantné jednoducha. Nalezeny pitlténovy interval je
viak reprezentovan iracionalnim ¢&islem '3/2, o poméru malych celych &isel tedy nemtzZe byt
vibec Fe¢, a to ani napi. u kvarty nebo kvinty sloZené z téchto intervall. Prakticky bude tato
soustava pouzitelna jen tehdy, pokud zakladni intervaly budou pftiblizné souhlasit (tj. budou-li
se lisit jen ,malo“) sintervaly urCenymi v ptrirozeném (piip. pythagorejském) ladéni, protoze
tam byla urcujicim prvkem pravé harmonie. Srovnejme tedy diatonické stupnice v prirozeném
ladéni s ladénim rovnomérné temperovanym.

Tab. 1 — Srovnani pfirozeného a rovhomérné temperovaného ladéni (RTL)

Palton Pfirozené ladéni RTL RTL—PfL
0 C 1 1 1 0
1 cis 1,059 463
2 d 9/8 1,125 1,122 462 | -0,002538
3 es 6/5 1,2 1,189 207 | -0,010793
4 e 5/4 1,25 1,259921 | 0,009921
5 f 4/3 1,333 1,334 839 | 0,001839
6 fis 1,414 213
7 g 3/2 1,5 1,498 307 | -0,001693
8 as 8/5 1,6 1,587 401 | -0,012599
9 a 5/3 1,666 1,681 792 | 0,015792
10 b 9/5 1,8 1,781 797 | -0,018203
11 h 15/8 1,875 1,887 748 | 0,012748
12 ' 2 2 2 0
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V tabulce (Tab. 1) udavame jednotné frekvence, u prirozeného ladéni se tedy objevi prevracené
hodnoty zlomk( ziskanych pri déleni struny. Rozdily mezi hodnotami rovnomérné
temperovaného a prirozeného ladéni jsou uvedeny v poslednim sloupci.

Rovnomérné temperované ladéni nebylo historicky prvnim pokusem o kompromisni reSeni
problémi nastinénych vuvodu této podkapitoly. Rozmach téchto Feseni, kdy se zachovavaly
zvolené intervaly a jiné se vyrovnavaly (temperovaly) podle riiznych pravidel, nastal v 16. stoleti
spolec¢né s rozvojem klavesovych nastroji. Rovnomérna temperatura, kdy byl kazdy interval
kromé oktavy nepatrné rozladén, se zacala vice uplatnovat az na pocatku 18. stoleti, prestoze
teoretické zaklady pro ni byly poloZeny uZ v pojednani Van der Spiegeling der Sinconst
holandského fyzika S. Stevina (1548-1620). Do praktické hudby se ji snazil uvést napriklad
Andreas Werckmeister (1645-1706). Johann Sebastian Bach (1685-1750) ve svych dvou
souborech 24 preludii a fug Das wohltemperierte Klavier I, Il (1722, 1744) skvéle prokazal
prijatelnost nového temperovaného ladéni pro vSechny toniny.

Pokud bychom chtéli u jednotlivych toni urcit jejich absolutni vy$ku, potiebovali bychom kromé
vztahl mezi tony vramci oktavy znat jesté presnou frekvenci jednoho ténu. Ukazalo se, zZe
nejvhodnéjsim ténem (zejména na zakladé hudebni praxe) je a! (tzv. komorni a). Jednota
ohledné jeho vysky vsak nepanovala jesté v 19. stoleti. Rizné druhy nastroji mély rizné ladici
konvence. Rozdily byly také mezi jednotlivymi narody. V 18. a 19. stoleti kolisala absolutni vyska
od 409 Hz po 454,7 Hz. Ve Francii byla roku 1858 navrZena frekvence 435 Hz, kterou potvrdilo
také Rakousko-Uhersko, kde se tato frekvence bézné pouzivala. Vojenské dechové hudby vsak
pouzivaly vyssi ladéni (kolem 450 Hz). Soucasna frekvence komorniho a rovna 440 Hz, na kterou
jsme zvyKkli a jiz se ridi hudebni nastroje po celém svété, byla ustanovena az na zasedani komise
ISA (International Standard Association) v Londyné roku 1939. ZkuSenosti suplatiovanim
tohoto frekven¢niho normalu byly dobré, a tak byl potvrzen ve Stockholmu roku 1953.

Hodnoty vsSech ostatnich tonid v rovnomérné temperovaném ladéni ziskime snadno nasobenim
nebo délenim *3/2. Pro tplnost si uved'me frekvence viech téni jedno¢arkované oktavy.

1

c 261,6256 g 391,9954
cis'  277,1826 gis'  415,3047
d" 293,6648 a' 440
dis'  311,1270 ais'  466,1638
e’ 3296276 h'  493,8833
' 349,2282 ¢ 5232511

fis'  369,9944

Na zakladé konstrukce pythagorejského ladéni jsme zvolili déleni oktdvy na dvanact stejnych
pulténovych intervald. Teoreticky jsme vSak mohli oktavu rozdélit na libovolny pocet stejnych
intervald. Nejednd se pouze o teoretickou uvahu, naptiklad na ostrovech Java a Bali je znama
pétiténova stupnice slendro, jejiz oktava je délena do péti rovnocennych stupni o velikosti
x = V2 = 1,148 698 ... Podobné ve staré indické hudbé se pouZzivala sedmistupfiova stupnice
svaragrama, ktera vychazela z déleni na 22 stejnych dild, tj. x = ?4/2 = 1,032 ... Pokud bychom

vSak chtéli zachovat tony nasi bézné hudby, tak bychom se mohli soustredit na déleni puiltonu.
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Rozdélime-li pdltén na dva stejné intervaly, dostaneme Cc¢tvrttén (x = °3/2 = 1,029 3..).
Ctvrttonova stupnice tak bude obsahovat 24 t6nt. Podobné bychom mohli ptiltén rozdélit na tfi
stejné intervaly, tzv. Sestinotény (x = *3/2 = 1,019 44 ...), ¢imZ bychom dostali $estinoténovou
soustavu. Nejznaméjsim skladatelem a teoretikem ctvrttonové a Sestinotéonové hudby, ktery si
ziskal svétové uznani, je bezesporu rodak z Vizovic Alois Haba (1893-1973).

2.5 Kolik tond mizeme mit v hudbé?

U pythagorejského ladéni jsme narazili na problém, kolik kvintovych vzestupnych kroki je
potreba provést, aby se ,kruh uzavrel”, tedy abychom ziskali opét zakladni tén, jen o nékolik
oktav vyssi. Kdybychom takovy pocet n vzestupnych kvintovych krok nasli, tak by uz pomoci
vzestupnych kvintovych krokd nevznikaly Zadné nové tény, situace by se po n vzestupnych
kvintovych krocich opakovala, jen o nékolik oktav vySe. Postupnym vrSenim vzestupnych
kvintovych krokil jsme narazili na hodnotu n = 12, kdy sice sedm vzestupnych oktdvovych krokii
nebylo presné rovno dvandcti vzestupnym krokiim kvintovym, tedy

12

B -6

ale tyto hodnoty se od sebe liSily jen velmi malo - o maly interval® zvany pythagorejské komma:

3 _SBL4dl 643264770507 8125
219 524288 '

Nevychazi tedy pomér presné jedna, ale ¢islo nepatrné vyssi. Aby vSak doslo k piresné shodé
oktavovych a kvintovych vzestupnych krokt, bylo by potreba splnit pro néjakd prirozena n
a k podminku

A
6 =)
k
Jeji upravou na tvar ; = 2= alogaritmovanim ptizakladu 2 obdrZzime

k

1 3—
ngz—n.

Jelikoz je tento logaritmus iracionalni ¢islo

3
logzz = 0,584 962 500 721 156 ...,

nelze jej vyjadrit ve tvaru zlomku. Pythagorejsky postup vzestupnych kvint tedy nevede ke
v s v /o oy . . p p Y, k ,
konecnému poctu téni. Miizeme se jen pokusit nalézt takové racionalni ¢islo ~ které bude tento

s v v 7 012 sz 12
6 Pro srovnani: intervalu rovnomérné temperovaného pilténu odpovida 'y/2 = 1,059 ...
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k n
logaritmus priblizné vyjadfovat. Z hudebni interpretace vztahu G) = (g) vidime, Ze n udava

pocet vzestupnych kvintovych krokd, kazdym ziskame jeden novy tén. Cislo n (tj. jmenovatel
k. . Y o _ . p , p .

zlomku ;) je tedy rovno poctu riznych téni, které bude ténovy systém obsahovat v intervalu

jedné oktavy. Cislo kted neni prili§ délezité, udava pocet oktav, kterym se (priblizné) rovna

n kvint.

Otazka, pred kterou nyni stojime, je Cisté matematicka. Volné vyjadieno, potrebujeme vyjddrit

zadané iraciondlni ¢islo ,co nejlepsim” zlomkem.

. . oy . v Gl liyo v s 87
V tomto tkolu nam pomitZe nasledujici postup. Chceme-li naptiklad ptiblizné vyjadrit zlomek e
pomoci zlomku smens$im jmenovatelem (napiiklad pro zjednoduSeni vypocti), mizeme

postupovat takto:

1. Odebereme celou cast zadaného cisla - tj. provedeme déleni.
Pokud zbude po déleni nula, proces kon¢i.
3. Zbude-li ¢islo mezi nulou a jednickou, jeho prevracena hodnota je cislo vétsi nez jedna.

Muzeme tedy opét provést déleni.

) , e e 87
Proved'me tento postup na zvoleném racionalnim cisle 38"

87_2 11_2 1 —> 1 — 5 1 _5 1
38 “T3g V3Tt s et T Tt 1
= 3+ = 3+ 3+ ——
1 11 11 1
5 2+3

Vyraz, ktery jsme nakonec dostali, se nazyva retézovy zlomek. V Citatelich vznikajicich zlomki je
vzdy Cislo jedna, proto staci zapisovat vZdy prvniho scitance ve jmenovateli. Dostaneme tak
velmi stru¢ny zapis retézového zlomku:

87—[2325]
38_ )y &y .

Tento kondenzovany zapis reprezentuje raciondlni cislo, které mizeme vypocitat naptiklad
zpétnou upravou iretézového zlomku.

Pokud bychom ve vypoctu tvaru retézového zlomku vzali jednotlivé Cleny a zanedbali bychom
v nich vzdy druhy scitanec v poslednim jmenovateli, obdrzeli bychom posloupnost zlomkii:

2 2+l 2+L 2+;
S P S PR i
2+§
neboli po Gpravé
16 87

3’ 7’ 38
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Dostali jsme zlomky, které jsou ¢im dal tim bliZe zvolenému racionalnimu cislu. Nazyvaji se
P vr Y vave vy . LIVEY; 87
konvergenty. Navic jsou tyto zlomky stiidave vétsi a mensi neZ zadané raciondalni ¢islo 38" Tuto

vlastnost ma obecné kazda posloupnost konvergentl. Jelikoz vzdy odebereme celou cast,
a potom pracujeme s pouhym zbytkem, zda se, Ze zlomKy, které postupné dostavame, jsou témi
ynejlepsimi“ s danym jmenovatelem, tj. jsou danému racionalnimu c¢islu nejblize. Piresné tuto
myslenku shrnuje nasledujici véta.

Pk
Qk
jiného zlomku %,jehozvjmenovateln < Qy, . plati nerovnost

T v [4 P, . \ . ,
Hodnota konvergentu — raciondlniho Cisla 7 %€ od hodnoty P list méné nez hodnota kteréhokoli

q Qk

p P p m
k|<|

Presnosti, s jakou konvergent aproximuje zadané raciondlni ¢islo, rozumime absolutni hodnotu
rozdilu tohoto racionalniho ¢isla a prislusného konvergentu. Mizeme ji snadno odhadnout
pomoci této véty:

v . , o Pi . g ey D y . v .
Ze dvou po sobé jdoucich konvergentii = raciondlniho Cisla g md alespori jeden tu vlastnost, Ze plati
L

p Pk| 1

q Ql 2-QF

. y . T : a v ey vy
Zaroven plati, Ze konvergenty racionalniho ¢isla 4 jsou jeho nejlepSim priblizenim. Presnéji

vyjadreno:

Pokud budeme hledat posloupnost konvergenti k zadanému racionalnimu cislu g, bude tato
posloupnost konecnd - poslednim clenem bude praveé s. V posloupnosti konvergentl totiz
postupné vzrlstaji jmenovatele, nejvétSim znich je pak pravé g. Pro raciondlni cisla tedy
dostaneme vzdy retézovy zlomek konecny.

Pro iracionalni ¢isla vnikaji Fetézové zlomky nekonecné. Posloupnost konvergentt je tedy také
nekonecnd. Je tvorena zlomky, kde ve jmenovateli (a citateli) jsou ¢im dal tim vétsi cisla.
Konecnou byt tato posloupnost nemiize - koncila by totiZ racionalnim ¢islem, které by nutné
nebylo rovno zadanému ¢islu iracionalnimu, a proces vytvareni retézového zlomku by musel
pokracovat. DA se dokazat, Ze vezmeme-li konkrétni iraciondlni Cislo «, aproximuje jej

Pr ;
konvergent 0, S presnosti

< 1
a—— P Oe—
Qk'Qk+1

&
Qk

o v/

pricemz Q; a Q41 jsou jmenovatele dvou po sobé jdoucich konvergentt ¢isla a.

Velmi snadno se pocitaji konvergenty u odmocnin. V tomto pripadé nemusime znat numerickou

4

hodnotu zadané odmocniny na mnoho mist, staci jeji cela ¢ast a usmérnovani zlomku. Napriklad:
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V2=1+(2-1)=1+ =1+ =14+ —— =1+ =
( ) 1 V2 +1 2+ (V2-1) 941
V2 -1 T
V2 -1
1 1
=1+ = =lt——a—=[12]
2+\/7+1 2+ ——

Vyuzili jsme zde toho, Ze (\/E — 1) je Cislo mezi nulou a jednickou, hraje tedy podobnou roli, jako
zbytek po déleni. Vidime, Ze jsme dostali retézovy zlomek periodicky. V pripadé odmocnin je to
pravidlem.

Nyni jsme jiz vybaveni pro feSeni problému mozného poctu tonl v hudbé. Vidéli jsme, ze je
v , Y k p ‘1z v
potieba nalézt racionalni ¢islo o které bude blizké hodnotée

3
log, 5= 0,584 962 500 721 156...

Vezmeme-li za zaklad vypoctu numerickou hodnotu (s presnosti na dostatecny pocet mist),
dostaneme postupné ndasledujici retézovy zlomek

3
logzz =[0; 1,1,2,2,3,1,5,2,23,2,2,1,1,55,1,4,3,1,1,15,1,9,2,5,7,1,...].

Prislusna posloupnost konvergentd pak bude

0 1 1 3 e 24 31 179 389

! 1’ 2’ 5’ 12’ 41’ 53’ 306’ 665" """

Jmenovatele zlomki udavaji pocty tont v jedné oktavé. Dostali jsme tedy: 1, 2, 5, 12, 41, 53, 306,
665, ... Hudba s pouhym jednim ¢i dvéma tény by byla velmi chuda. Caste¢né by to mohla vyvazit
velmi vyrazna rytmicka slozka. S pétitonovou stupnici se setkavame u mnoha narodl (napft.
Cina), jedna se o pentatonickou stupnici. Dal$i je ténovy systém o dvanacti ténech - jedna se
o nasi béznou hudbu. Téchto dvanact tond vSak dnes neni tvoreno pomoci vzestupnych kvint, ale
pomoci principu rovhomérného temperovani. Vidime, Ze ,,dokonalejsi“ hudba,” nez je ta nase, by
musela mit 41 tont,8 coz je pro praktické pouziti priliS mnoho. O vétSich poctech, které nam
vySly, ani nemluvé. NaSe hudba o dvanacti tdnech je tedy velmi dobrym kompromisem mezi
bohatosti, dokonalosti a prakti¢nosti.

Pro vypocet konvergentli mizeme pouzit kalkulatoru. JelikoZ se vSak jednd o vétSi mnozstvi
rutinnich vypoct, mizeme si napsat kratky program, ktery udéla veskerou praci za nas.
S vyhodou jej pak také budeme moci pouZit v nasledujici kapitole.

7 Ve skutecnosti bychom jesté museli ovétit, zda jsme v takové tdnové soustavé dostali také lepsi poméry
pro tercie, tj. poméry blizZs{ hodnotdm v prirozeném ladéni. Kombinaci s timto principem byly vytvoreny
muzikologa A. D. Fokkera, ktery navazoval na teoretické ivahy matematika L. Eulera.

8 Existuji pocitacové simulace klaviatury, ktera ma v kazdé oktavé pravé téchto 41 tonl. Experimentovat
s riznymi téninami lze napt. zde: http://tones.wolfram.com/generate/advanced.html?pitch
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Zvolili jsme programovaci jazyk Python kvili jeho jednoduchosti a snadné dostupnosti.®
Uvadime zde pro prehled kompletni program i s komentari. V elektronické podobé se nachazi
také na ptiloZzeném CD.

import math # nacteni knihovny matematickych funkci (kvili log, pow)
x = math.log(1.5) / math.log(2) # zaddme log o zdkladu 2 ¢isla 1,5
N=9 # pocet konvergentu, ktery se bude pocitat

print('log_2 3/2, fetézovy zlomek, konvergenty, komma')

print(x) # tisk zadaného cisla (pro prehlednost)
# Vypocet Fetézového zlomku x // 1 je zlomkovd c&dst x (vlastné zbytek po déleni 1)
qg=1] # pole q — zde bude uloZen retézovy zlomek
foriin range(0, N): # cyklus proiod 0do N; x - (x//1) je celd cdst Cisla x
g.append(int(x // 1)) # do retézového zlomku priddvame jednotlivé cleny
x=1/(x-(x//1)) # zde se tvori retézovy zlomek
print(q) # tisk retézového zlomku

# Vypocet konvergentii K: P jsou Citatele, Q jsou jmenovatele

P =[q[0], q[0]*q[1]+1] # prvni dva konvergenty
Q=1[1,ql1]]
foriin range(2, N): # i-té konvergenty (i=2, 3, ..., N)
P.append( q[i]*P[i-1] + P[i-2] ) # priddvame dalsi ¢itatele a jmenovatele do pole

Q.append( q[i]*Q[i-1] + Q[i-2] )

# sestaveni vyslednych zlomki do tvaru: Citatel P[i] / jmenovatel Q[i]
Konv =[]
foriin range(0, N):
Konv.append( str(P[i]) + ' /"' + str(Q[i]) )

print(Konv) # tisk konvergentu

# hodnota "pythagorejského kommatu" v pfisluSném ténovém systému
Komma =]
foriin range(0, N): # vypis bude na 7 mist
Komma.append( '{0:.7}.format( pow(3./2.,float(Q[i])) / pow(2.,float(P[i])) ))

print(Komma) # tisk kommat: (3/2)"jmenovatel / 2/¢itatel

Vystupem zprogramu je Cislo, zacatek fretézového zlomku, prvnich deset konvergentil
a prislusna hodnota pythagorejského kommatu:

log_2 3/2, fetézovy zlomek, konvergenty, komma

0.5849625007211562

[0,1,1,2,2,3,1,5, 2]

[0/1,'1/1,'1/2','3/5','7/12','24 /41','31 /53','179 / 306', '389 / 665']
['1.5','0.75','1.125','0.9492188', '1.013643', '0.9886025', '1.00209', '0.9989783', '1.000044']

9 K dispozici je zdarma ke staZeni na http://www.python.org/download/

Vyuziti matematiky v praxi 31



Pro pirehlednost si jesté ziskané vysledky shriime do tabulky.

Tab. 2 — MoZny pocet tona v hudbé

Pocet

Konvergent ténd Komma

1/2 2 1,125
3/5 5 0,949 219
7/12 12 1,013 643
24 /41 41 0,988 603
31/53 53 1,002 090
179 /306 306 0,998 978
389 / 665 665 1,000 044
9126 /15601 | 15601 |0,999 982

2.6 Kytara, flétna, varhany

S délkou struny jsme pocitali za predpokladu, Ze je dokonale pruzna. Pak pro ni platil Taylortv
vzorec. Takovou strunu vsak na kytafe nemame, a tak se pouzivaji rizné empiricky ziskané
vzorce pro korekce na redlnou strunu v konkrétnich podminkach daného hudebniho nastroje.
Proto kdyz budeme ovérovat nase teoretické vysledky napriklad mérenim vzdalenosti prazct na
kytare, tak se naméiené hodnoty nebudou tuplné presné shodovat s hodnotami vypoctenymi.

Co se tyce flétny a varhannich pistal, vypocet délky probihd podobné jako u struny. Je vSak
potreba vzit v ivahu, Ze existuji dva zakladni druhy varhannich pistal: otevi‘ené a kryté. Spolecné
obéma typim je, Ze k vydani ténu je potieba uvést ve chvéni vzduchovy sloupec uvnitfi pistaly.
To se déje tak, Ze vzduch Zeneme tizkou Stérbinou s ostrou hranou. Narazem na hranu vznikne
turbulentni proudéni, tvoii se periodicky se opakujici viry. Pocet téchto vird, které vznikaji
v jedné sekundég, urcuje frekvenci tzv. treciho ténu. Ten zni sdm o sobé velmi slabé, pokud neni
zesilen rezonanci sprazeného vzduchového sloupce. Poprvé tento druh ténd pozoroval Cesky
fyzik Cenék Strouhal roku 1878, ktery také objevil vztah mezi frekvenci tiectho ténu f, $ifkou
Stérbiny u a rychlosti proudéni vzduchu v:
v
f=7
Pokud sila vzduchového proudu presahne urcitou hranici, rozpadne se vir na dva. Pocet virg,
které vzniknou v jedné vteriné, se tim zdvojnasobi a zdvojnasobi se tak frekvence tonu. Misto
zakladniho ténu piStaly tedy zazni tdn o oktavu vyssi. Tim dojde ktzv. prefouknuti. Pri
stupfiovan{ sily vhanéného vzduchového proudu se pak vir rozpada na tfi, Ctyri, pét (az
maximalné osm) vird, ¢imz se pak ozyvaji tony prislusné vyssi.

Pokud je Stérbina i hrana spojena s chvéjicim se vzdusnym sloupcem, tak nabyva diky své
velikosti naprosté prevahy vzdusny sloupec. Ten je tedy rozhodujicim pro vySku zakladniho
tonu pistaly. V pripadé oteviené pistaly plati pro vysku tohoto téonu prakticky stejny vztah, jako
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pro strunu. Pokud si totiz naznacime (v podélném rezu) chvéni vzduchového sloupce v oteviené
varhanni pistale, dostaneme stejny obrazek jako pro strunu.

I
| |
N
N
P/’
A, N
l /i N
181/ W
i N
0/
i I
! A L 1]
S §
1 4
. |

Na principu oteviené pistaly je také zaloZzena zobcova flétna. Zakladni (tj. nejhlubsi) tén zobcové
flétny zazni pri zakryti vSech otvord. Jejich postupnym odkryvanim mizeme flétnu zkracovat,
a tak zni tédny vyssi - tony diatonické stupnice dur.

Zakryjeme-li naptiklad pouze prvni ¢tyfi otvory, chova se zobcova flétna jako oteviend pistala,
ktera konci v misté patého otvoruy, jak je naznaceno ¢arkovanou ¢arou. Pokud bychom posledni
otvor zakryli pouze Castecné, vznikla by mala Stérbina, na niz by se tvorilo turbulentni proudént,
které by ovlivnilo vysku tonu. Timto zplisobem lze zahrat nékteré ptltony, pro které nejsou na
flétné specialni otvory (s vyjimkou dvou otvorli na konci). Hraci na zobcovou flétnu znaji také
prefukovani - zesilenim proudu vzduchu lze zahrat téony o oktavu vyssi, ¢imz se podstatné
rozSifuje ténovy rozsah zobcové flétny. Vzhledem k tomu, Ze se pti prefouknuti automaticky
ozyvaji tony o oktavu vyssi, 1ze tyto tony zahrat opét pomoci postupného odkryvani otvord.
Hmaty pro tén a ton o oktavu vyssi jsou tedy priblizné stejné. Zejména ve vyssSich polohach je
vSak potreba vyvaZovat nepiesnosti, které pri prefukovani vznikaji, modifikovanim hmatt ze
zakladni oktavy.

Pokud je pistala na jednom konci uzaviena, tak se postupna vlna od tohoto konce odrazi
s opacnou fazi a na tomto uzavieném konci vznika pohybovy uzel. Ten tedy neni uprostied
pistaly (jako tomu bylo u pistaly oteviené), ale az na jejim konci. To znamena, Ze uvnitr kryté
pistaly je pouze polovina vlny. Cel4 vlna tak ma dvojnasobnou délku. Zakladni ton kryté pistaly
je proto o oktavu niZsi, neZ je tomu u pistaly oteviené.
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Na obrazku mame nakreslenu dievénou krytou varhanni pistalu a podélny rez viny, ktera v této
pistale vznika. Plnou carou je vyznacCena ta Cast viny, ktera vznika uvnitt pistaly, carkované je
jeji doplnéni na celou vinu.

Pokud je pistala takové délky, Ze by se do varhan v daném prostoru nevesla, je mozno ji sestrojit
tak, Ze nebude rovna, ale napriklad ve tvaru velkého feckého pismene I'. V ptipadé potieby je
mozno mit na pistale takovychto ohybii i vice, nemaji totiZ vliv na samotny tén. Jeho vyska se
opét ridi celkovou délkou pistaly. Dilezité vsak je, aby byl zachovan konstantni prirez.

Ponékud jinak se chovaji hudebni nastroje, v nichZ dochazi ke chvéni vzduchového sloupce
kuzelového tvaru. Teorie je v tomto pripadé mnohem slozitéjsi. Za priklad si vezméme lesni roh.
Na tomto Zestovém nastroji svelmi uzkym kuzelovym vrtanim dochazi velmi snadno
k prefukovani. Lze tak zahrat nejen ton o oktavu vyssi (tzv. druhy harmonicky ton), ale i dalsi
harmonické tony10 az do poradového cisla 18. Ostatni tdny lze zahrat diky soustaveé ctyr ventilt

a pomoci ¢astecného nebo uplného kryti (tj. vkladanim ruky do roztrubu).

10 Prvni harmonicky tén je tén sdm, odpovidd mu interval primy. Druhy harmonicky tén ma dvojnasobnou
frekvenci, treti harmonicky téon ma frekvenci trojnasobnou. Obecné n-ty harmonicky téon ma n-nasobnou
frekvenci ténu zakladniho.
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3 Astronomie a satelitni navigace

V této kapitole se budeme vénovat nékterym astronomickym jeviim a navigaci. Soustiedime se
pritom na nékolik problémi. Prvni se bude tykat periodicity zatméni Slunce. Zde vyuzijeme
retézovych zlomk, s nimiz jsme se seznamili v predchozi kapitole. Uvidime tak silu abstrakce
v matematice - jeden postup slouZi k reSeni problémii ze zcela odlisSnych oblasti. Druhy problém
bude spiSe mensi historickou poznamkou. Ukazeme si, jak uz ve starovéku byl znam ekvivalent
zemépisné $irky a podivame se na presnost, které tehdejsi lidé dosahli. Posledni problém se
bude tykat soucasnosti: sezndmime se stru¢né s matematickou podstatou satelitni navigace,
ktera je dnes hojné vyuzivana v automobilech a mobilnich telefonech.

3.1 Zatmeéni Slunce

Zatméni Slunce patii bezesporu mezi ty jevy, které poutaly pozornost lidi od nepameéti. Jejich
zaznamy mame z vétSiny staroveékych kultur.!! Tyto zaznamy pro nas maji nesmirnou hodnotu,
nebot pomoci nich miZeme datovat mnohé historické udalosti. Zatméni Slunce (i Mésice) byla
nejen velkolepou podivanou, ale pisobila také zmatek v armadach. Uméni piredpovidat zatméni
Slunce bylo nejednou vyuzito ve prospéch téch, ktefi takovéto znalosti méli. Snad nejznaméjsim
piipadem je zatméni, které predpovédél anticky filosof Thalés z Milétu. Probéhlo 28. kvétna
585 pft. Kr. a Hérodotos o ném piSe v prvni knize svych Déjin:

Alyattés ke Kyaxarové Zddosti Skythy nevydal, takZe z toho potom vznikla pétiletd vdlka mezi Lydy
a Médy. V téch letech Castokrdt zvitézili Médové nad Lydy, castokrdt zase Lydové nad Médy. Jednou
doslo také k jakési nocni bitve. Kdyz vdlka trvala se stiidavym stéstim, doslo v Sestém roce ke
srdZce, pri které se stalo, Ze se po zaldtku boje pojednou den zménil v noc. Tuto zménu dne
predpovédél Iontim Thalés z Milétu a stanovil pro ni prdvé tento rok, ve kterém k ni také doslo.
KdyZ Lydové a Médové spatrili, Ze nastala noc misto dne, ustali v boji a obé strany radéji pospichaly
uzavrit mir. Mir sjednali syennesis z Kilikie a labynétos z Babylona. Ti se také postarali o jeho
stvrzeni prisahami a sjednali vzdjemné sriatky.12

Zajimavych zatméni Slunce byla v déjinach lidstva celd rada. Prejdéme vSak nyni k podstaté
tohoto jevu. Zatméni Slunce nastavd, pokud je (pro pozorovatele na Zemi) slunecni disk zakryt
Mésicem. Mésic se tedy nachdzi mezi Sluncem a Zemdi, ptriCemz stin Mésice dopada na povrch
Zemé. Slunce je od Zemé asi 400krat dale nez Mésic. Zaroven je vsak skutecny primér Mésice asi
400krat mensi nez primér Slunce. Drobné odchylky ve vzdalenostech zptsobenych elipti¢nosti
drah Zemé kolem Slunce a Mésice kolem Zemé pak zplsobuji, Ze miize nastat zatméni uplné
(pokud Mésic zakryje cely slunecni disk) nebo prstencové (Mésic je od Zemé vzdalen natolik, Ze
meésicni disk se pak jevi mensi nez slunecni).

11 (ina, Ugarit, Asyrie, Recko, ... Znamé je také zatméni, které podle LukaSova evangelia 23,44-45 nastalo
pii uktrizovani Jezise.
12 Citovano podle piekladu Jaroslava Sonky, ktery vysel v nakladatelstvi Academia roku 2003.
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Vychozi situace je tedy pro vznik zatméni velmi prizniva. Kdyby navic Mésic obihal kolem Zemé
piresné vroviné ekliptiky!3, nastavalo by zatméni Slunce kazdy mésic. Rovina drahy Mésice je
vSak oproti ekliptice sklonéna o asi 5° zatméni tedy muliZe nastat jen tehdy, kdyz se Mésic
nachazi vroviné ekliptiky, tj. vtzv. uzlovych bodech. Zaroven se musi nachdzet mezi Zemi
a Sluncem, musi tedy byt v novu.

Diky tomu, Ze se Mésic (i Zemé) pohybuji pomérné pravidelné, nastava splnéni prvni i druhé
podminky periodicky. V uzlovém bodé se Mésic nachazi jednou za tzv. drakonicky mésic, ktery
trva D =27,212 220817 dni (27 dni 5 hod. 5 min. 35,8 s). Faze mésice se vystiidaji za tzv.
synodicky mésic, jehoz trvani je S = 29,530 588 853 dni (29 dni 12 hod. 44 min. 2,9 s).

Obr. 1 — Zatméni Slunce

Nasim tkolem je nyni urcit periodu, se kterou nastavaji obé tyto podminky soucasné. Ptiblizné
feceno, z matematického hlediska mame najit co nejmensi prirozena ¢isla P, Q, pro ktera plati
s co nejmensi odchylkou rovnost

P-S=0Q-D.

Presné reSeni, kdy je odchylka nulova, je zfejmé:

P D 27212220817
Q S 29530588853

13 rovina, v niZ obihd Zemé kolem Slunce
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Perioda v adu miliard mésici je vSak prakticky neupotrebitelna. JelikoZ je Citatel prvocislo, jsou
navic obé cisla nesoudélna. Budeme tedy hledat aproximaci tohoto zlomku jinym zlomkem s co
nejmensim Citatelem a jmenovatelem, ktera bude zaroven dostatecné presna. Vidime, Ze jsme
narazili na obdobny problém, ktery jsme reSili v minulé kapitole: aproximovat s co nejmensi
chybou zadané ¢islo zlomkem s malym Citatelem a jmenovatelem. Re$eni tohoto problému tedy
muzeme zredukovat na hledani konvergentli zlomku %. Pro vypocet pouZijeme program

z minulé kapitoly. Rozdil je pouze v zadané hodnoté a ve vystupu - pocitame navic odchylku

P-S—Q-D.
# Vypocet periody zatméni Slunce
Drakon =27.212220817
Synod =29.530588853
x = Drakon / Synod # pomér délky drakonického a synodického mésice
N=9 # pocet konvergentu, ktery se bude pocitat

print('drakonicky/synodicky mésic, fetézovy zlomek')

print(x) # tisk zadaného Cisla (pro prehlednost)
# Vypocet retézového zlomku x // 1 je zlomkovd édst x (vlastné zbytek po déleni 1)
a=1] # pole q - zde bude uloZen retezovy zlomek
foriin range(0, N): #x - (x//1) je celd cast Cisla x
g.append(int(x // 1)) # do retézového zlomku priddvdme jednotlivé cleny
x=1/(x-(x//1)) # zde se tvori retézovy zlomek
print(q) # tisk retézového zlomku

# Vypocet konvergenti K: P jsou Citatele, Q jsou jmenovatele

P =[q[0], q[0]*q[1]+1] # prvni dva konvergenty
Q=[1,q(1]]
foriin range(2, N): #i-té konvergenty (i=2, 3, ..., N)

P.append( q[i]*P[i-1] + P[i-2] ) # pridavame dalsi Citatele a jmenovatele do pole
Q.append( qlil*Q[i-1] + Q[i-2] )

# Sestaveni konvergentii do tvaru: ¢itatel P[i] / jmenovatel Q[i]
# Odchylka — rozdil P[i]*synodickych a Q[i]*drakonickych mésicii v minutdch (24*60)
# Délka periody v letech — Synod*P[i] / délkou roku
Konvergenty =[]
Odchylka =[]
DelkaPeriody =[]
foriin range(0, N):
Konvergenty.append( str(P[i]) + ' /' + str(Q[i]) )
Odchylka.append( (Synod*P[i] - Drakon*Q([i]) *24*60 )
DelkaPeriody.append( Synod*P[i] / 365.2421956 )

# Tisk konvergenti, prislusné odchylky a délky periody v letech
print("\nkonvergent' + '\t\t'+ 'odchylka (min.)' + \t'+ 'délka periody (roky)")

foriin range(0, N):
print( Konvergenty[i] + "\t\t'+ '{0:.7}".format(Odchylkali]) + "\t\t'+ '{0:.8}".format(DelkaPeriody][i]) )
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Vystup z programu:14

drakonicky/synodicky mésic, fetézovy zlomek
0.9214926580861431
[0;1,11,1,2,1,4,3,5]

konvergent odchylka (min.) délka periody (roky)
0/1 -39185.6 0.0

1/1 3338.45 0.080852

11/12 -2462.648 0.88937

12/13 875.8017 0.97022

35/38 -711.0449 2.8298

47 /51 164.7568 3.8

223 /242 -52.01783 18.03

716 /777 8.703272 57.89

3803 /4127 -8.501472 307.48

Vezmeme-li v ivahu délku periody a velikost odchylky, nalezneme kompromis pomérné snadno.

Vv

Nejvhodnéjsimi kandidaty jsou konvergenty

223 716
242 & 777

Nasledujici konvergent uz neznamena z hlediska odchylky vyrazné zlepSeni, navic je perioda

mnohem delsi, nez lidsky Zivot. U konvergenti piedchazejicich je zase délka periody sice kratka

(maximalné necelé ctyri roky), odchylka je vsak delsi nez nékolik hodin. Posud'me tedy
23 716

2 ; . Y M 2 AN o .
a2 & oo Délka periody prisluSna témto konvergentiim je:

konvergenty 222 & 777

242-D =6 585,357 437 7 = 6 585 dni 8 hod. 35 min.
223-§=6585,321 314 2 = 6 585 dni 7 hod. 43 min.

777-D =21143,895574 8 =21 143 dni 21 hod. 30 min.
716-S=21143,901 618 75=21 143 dni 21 hod. 38 min.

V prvnim pripadé tedy zatméni nastane po 6 585 dnech a pribliZné osmi hodinach. Zemé se vSak
otaci kolem své osy a za jednu tietinu dne (osm hodin) se otoci o tretinu plného thluy, tj. 0 120°.15
Nasledujici zatméni tak nebude pozorovatelné na plivodnim misté, ale na misté, které se nachazi
0120° zemépisné délky smérem na zapad. Pozorovatel na témZe misté uvidi zatméni po
uplynuti tii period, tj. po ptiblizné 54 letech.

Druhy zlomek, piestoze zde chyba ¢ini necelych devét minut a délka periody témér 58 let je také
prijatelna, tuto vyhodu brzkého ,navratu“ zatméni na ptivodni misto na Zemi neposkytuje. Posun
zde totiz Cini priblizné 324°.

14 Spustitelna podoba programu se opét nachazi na prilozeném CD.
15 Pfesnéji se jedna o asi 115°.
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Hledanou nejvhodnéjsi periodou je tedy 18 let 10 dni 8 hod.16 Tato perioda byla znama uz
babylonskym astronomtm. Na zakladé (nespravné interpretovanych) udaji zbyzantské
encyklopedie Stida ji pojmenoval roku 1691 anglicky astronom Edmond Halley jako saros. Tento
nazev se mezi astronomy ujal a pouziva se dodnes. Jednotliva zatméni Slunce se radi do tzv.
sarosovych rad. Je-li pozorovano jedno zatméni Slunce na néjakém misté na Zemi, Ize potom
pouhym pric¢itanim sarosové periody snadno vytvorit piisluSnou sarosovou radu. Pozorujeme-li
zatméni na jiném misté na Zemi, vznikne dalsi sarosova rada.

Posledni tiplné zatméni Slunce bylo u nés (jizné od CR) pozorovatelné 11. srpna 1999. Toto
zatméni patfi do sarosové rady Cislo 145.17 Pristi zatmeéni z této fady bude pozorovatelné ve
Spojenych statech 21. srpna 2017 ve veCernich hodinach. U nas bude pozorovatelné zatmeéni

z této rady 12. zari 2053.

3.2 Zemépisna Sirka

Nez pristoupime k vykladu matematické podstaty nejmodernéjsi satelitni navigace, podivejme
se, jak dovedli zemépisnou Sitku urcovat nasi predkové ve starovéku. Zemépisnou délkou se zde
zabyvat nebudeme - problém jejiho urcovani byl uspokojivé vyreSen az konstrukci presného
chronometru v 18. stoleti. Ze starovékych dokladl urcovani zemépisné Sitky uvedeme kratky
uryvek ze spisu O architekture, ktery napsal koncem 1. stol. pt. Kr. fimsky architekt Vitruvius. Ve
svém dile chape architekturu v SirSim smyslu, nez je tomu dnes. Pojednava tedy také o stavbé
vale¢nych strojii, vodovod, slune¢nich hodin a v omezené mife o tématech astronomickych.
V sedmé kapitole piSe:18

Slunce totiZ v dobé rovnodennosti pri svém priichodu Skopcem a Vdhami vrhd v mistech takové
zemépisné $ite, jako je Rim, stin, ktery méri 8/9 gnémonu. V Athéndch md délka stinu 3/4
gnémonu, na Rhodu 5/7, v Tarentu 9/11, v Alexandrii 3/5, pricemZ Ize na vSech ostatnich mistech
zjistit, Ze priroda vytvdri rovhodennostni stin gnémonu vsude jinak.

Gnémonem rozumime svisle postavenou ty¢ (sloup, obelisk), kterd vrha stin na vodorovnou
zemi. V dobé rovnodennosti se Slunce nachazi presné vroviné rovniku, v poledne tam tedy
dopadaji slune¢ni paprsky kolmo na zem. Princip urCovani zemépisné Sirky je znazornén na
nasledujicim schématu. Slunecni paprsky dopadajici na Zemi mlizZeme povazovat za vzajemné
rovnobézné vzhledem k velké vzdalenosti Zemé od Slunce.

16V zavislosti na poctu prestupnych rokt je perioda 18 let 10 dni, nebo 18 let 11 dni.

17 Sarosovou fadu ¢islo 145 lze nalézt na http://eclipse.gsfc.nasa.gov/SEsaros/SEsaros145.html, kde je
také mozno nalézt seznam vSech ostatnich sarosovych rad.

18 Citovano podle piekladu A. Otoupalika: Marcus Vitruvius Pollio: Deset knih o architektur’e. Praha, Arista,
2001.
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Situace pro pozorovatele na konkrétnim misté na Zemi vypada takto:

Velikost hledaného uhlu lze vypocitat pomoci funkce tangens - z poméru délky stinu k délce
gnoémonu. V dobé rimské nebyla funkce tangens jesté zndma, takZe jsou ve Vitruviové ukazce
uvedeny pouze pomeéry obou délek. V nasledujici tabulce jsou shrnuty zemépisné souradnice
mist uvddénych vukazce a v poslednim sloupci jsou pro porovnani presnosti prevedeny
Vitruviovy udaje na velikosti prislusnych uhli.

Rim 41°53'25”  12°29'30” arctg{ = 41° 38’
Athény 37° 58’ 23°43' 35" arctg> = 36° 52/
Rhodos 36° 10’ 27° 55’ arctg> = 35° 32/
Tarentos 40°28'30”  17° 14’ arctg— = 39°17'
Alexandrie 31°171 29° 54’ arctg% = 30°58’

PiestoZe jsou Vitruviovy udaje vyjadieny pomoci pomért malych celych ¢isel (snadno ziskanych

méfrenim), vykazuji obdivuhodnou presnost.
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3.3 Princip satelitni navigace

V soucasné dobé je nejpouzivanéjSim systémem satelitni navigace GPS (Global Positioning
System). Nachazi velmi Sirokého uziti: od automobild, zachranné sluzby, pres navadéni lodi
aletadel az po financni sektor, kde slouzi k presnému urcovani casu jednotlivych transakci.
Kromé navigace jsou globalni naviga¢ni systémy dilezité pro presny ¢as (UTC - Universal Time
Coordinated) a jeho Sifeni po celém svété. PrestoZe dnes GPS nachazi Siroké civilni uplatnénd,
jedna se pivodné o systém vojensky. Mél totiZ slouzit asi 40 000 vojenskych uzivateld, nyni jej
vSak vyuziva pres 20 miliont civilnich a vojenskych uzivatell po celém svéte.

Zrod satelitni navigace mlizeme datovat do zacatku 60. let, kdy ndmoinictvo Spojenych statl
rozhodlo vytvorit systém pro tcely presné navigace. Nazyval se Navy Navigation Satellite System
neboli TRANSIT. Motivaci byly zejména obtiZe pii dlouhodobém fizeni ponorek - musely
pravidelné obnovovat informace o své poloze. Dalsim diivodem bylo usnadnéni navadéni
balistickych strel. Tento systém byl jesté velmi odliSny od soucasného GPS. Jeho provoz byl
ukoncen roku 1996.

V roce 1964 vytvorila vyzkumna laboratot Naval Centre for Space Technologies (NCST) program
TIMATION (TIMe/navigATION). Vysledkem byly dva satelity vypuSténé v letech 1967 a 1969.
Pravé tyto satelity otevrely cestu k GPS. Urcovani pozice uz bylo zaloZzeno na podobném
principu, na jakém je zalozeno GPS. V ramci programu TIMATION byly v letech 1974 a 1977
vypustény dalsi dva satelity NTS I a NTS II (Navigation Technology Satellite). Byly to prvni
satelity, na nichz byly instalovany atomové hodiny - rubidiové a cesiové. Tim se staly prototypy
satelitG GPS. V tnoru roku 1978 pak byly vramci programu NAVSTAR GPS vypustény prvni
satelity GPS. Vse bylo tehdy pod kontrolou armady. Zakladni motto tehdy znélo:

vypustit 5 bomb do téhoZ krdteru,
vybudovat levny (tj. pod 10 000 dolarti) systém pro navigaci.

Po nehodé raketoplanu Challenger roku 1986 byl tento pristup prehodnocen.

Prvni generace sateliti GPS byla tvorena dvanacti satelity. Tato konstelace, oznacovana jako
Block I, byla vypusténa v letech 1978 az 1985. DalSich devét satelitd bylo vypusténo v letech
1989 a 1990 (Block II). Prvni velky test GPS probéhl v letech 1990 a 1991 pfti valce v Perském
zalivu. Sestnact satelitii GPS tehdy Fidilo operaci Poustni bouie s pfesnosti asi 30 metri. Pfehled
vSech fazi vypousténi satelitd je uveden v nasledujici tabulce.

Tab. 3 — Vypousténi satelitd GPS

Série Obdobi satelitu
Block ] 1978-1985 10
Block I1 1989-1990 9

Block I1A 1990-1997 19
Block IIR 1997-2004 12
Block III od 2014 32
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Roku 1993 zacala snaha o co nejvétsi civilni vyuzivani GPS. Signal pro termindly civilnich
uzivateld byl vSak naruSen zamérnou systematickou chybou (tzv. Selective Availability - SA,
ktera byla implementovana kviili moznému zneuziti proti USA). Presnost tak byla omezena na
100 metrd. Brzy se vSak ukazalo, Ze takova presnost nebyla pro zamyslena pouziti priméiena.
Vypnuti SA oznamil 1.kvétna 2000 americky prezident Bill Clinton.19 Hlavnim divodem byla
jednak nevyhovujici presnost GPS sSA (napriklad pri zachrannych akcich), jednak také
technicky pokrok, ktery umoznil snizeni piesnosti lokalné. V pripadé valecného konfliktu by
tedy bylo mozné snizit presnost jen na vymezeném tzemi.

0d roku 2005 se na obéznych drahach pohybuje 32 satelitli, z nichz by mélo byt v cinnosti
alespon 24. Jednotlivé satelity jsou umistény v 6 orbitalnich rovinach, které maji oproti roviné
rovniku sklon 55°. Vzdalenost sateliti od zemského povrchu je priblizné 20 000 km.

GPS neni jedinym systémem satelitni navigace. V byvalém Sovétském svazu vznikl za studené
valky systém GLONASS (Imo6dnbHass HaBuranudHHas CnyTHukoBas Cuctéma). Jeho koreny
sahaji také az do Sedesatych let. Vypousténi satelitli bylo zahajeno 12. fijna 1982, oficidlné vsak
tento systém zacal pracovat az 24. zari 1993. V druhé poloviné roku 1996 bylo schvaleno civilni
uziti se zachovanim presnosti.

Poslednim systémem satelitni navigace je GALILEO. Jedna se o systém cisté civilni, evropsky
a diky pozdéjsimu datu svého vzniku také bude presnéjsi a moderné;jsi. Realizace byla zapocata
vroce 2001. Systém je vSak vyrazné drazsi, nez se plivodné oCekavalo. Spusténi se tak stale
odsouva, termin je stanoven na rok 2014. Evropsky urad pro dohled nad globalnim naviga¢nim
druzicovym systémem Galileo (GSA) bude sidlit v prazskych HoleSovicich.

Podivejme se nyni na podstatu fungovani GPS. Na obéZnych drahach?® ve vySce asi 20 000 km
nad zemskym povrchem se pohybuji satelity,2! které obéhnou Zemi za necelych dvanact hodin.
Zakladni vybavou kazdého z téchto satelitil jsou troje az Ctvery atomové hodiny pro urcovani
presného?2 casu a vysila¢ signalu. Do vybaveni sateliti také patii systém NUDET (Nuclear
Detonation) pro detekci a lokalizaci jadernych vybuchu.

Satelity GPS vysilaji dva druhy signalti. Oznacuji se C/A-code (Coarse Acquisition) a P-code
(Precision). Prvni je rychlejsi, slouzi zejména k prvnimu odhadu pozice. Druhy signal je
pomalejsi, poskytuje vSak velmi presné informace o poloze.?? Signal, ktery satelit vysila,
obsahuje zejména informace o jeho pozici a presny cas.24

19 K vypnuti SA doslo hned nasledujiciho dne.

20 Tyto eliptické drahy jsou témér kruhové, hlavni poloosa méri 26 578 km.

21 Hmotnost jednoho satelitu se pohybuje kolem 1 100 kg, u novéjSich model kolem 1 700 kg. Kazdy
z rozmérd jednoho satelitu (bez solarnich paneli) je témér 2 metry.

22 P¥esnost je Fadové 10713 s. Srovnanim udajt z vice hodin lze snaze odhadnout a korigovat chybu.

23 P-code je dostupny pouze autorizovanym uZivateliim, tj. vojenskému sektoru (USA a spojenci)
a geodetiim (v zemich, kde nehrozi nebezpeci vojenského zneuziti).

24 Praveé na znepiesnéni udaji o Case a o pozici satelitu bylo zaloZeno SA. V obdobi valky v Perském zalivu
byla SA vypnuta.
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Na péti mistech na Zemi jsou umistény stanice, které monitoruji satelity na obéznych drahach.
Informace se posilaji do ridiciho centra v Coloradu, kde se na jejich zadkladé urcuji presné polohy
a odchylky v urcovani casu jednotlivych satelitd. Ty jsou také vybaveny malymi raketovymi
motory, které umoznuji drobné korekce drahy.

Presny cas a znalost pozice satelitu je pro urceni polohy uzivatele zasadni. Pfijimac porovna ¢as,
kdy byl signal ze satelitu vyslan, s Casem, kdy jej prijal. Signal se $it{ rychlosti svétla c, proto lze
snadno z rozdilu t téchto ¢ast vypocitat vzdalenost r satelitu od prijimace:

r=c-t.

Jeden takovyto udaj neni postacujici, protoZe mnoZzina vSech bodl v zadané vzdalenosti tvori
kulovou plochu. Pokud pridame udaje z dalsiho satelitu, dostaneme prinik dvou kulovych ploch.
To stale neni postacujici pro piresnou lokalizaci. Teprve z priniku alespon tri25 kulovych ploch
muzeme ziskat aktudlni pozici prijimace na zemském povrchu. Situace je zakreslena na
nasledujicim obrazku.

Z matematického hlediska se jedna o tlohu nalézt prisecik tii kulovych ploch. Ve stiedu kazdé
z téchto kulovych ploch se nachazi satelit, jehoZ poloha je zndma. Re$eni provedeme pomoci
analytické geometrie. Uloha tak piejde na soustavu t¥i kvadratickych rovnic o tiech neznamych.

25 Jelikoz neni GPS pfijimac presné synchronizovan se satelity, je pro urceni polohy potieba znat
vzdalenosti pfijimace od alespon ¢tyt sateliti.
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Zvolme nejprve kartézskou soustavu souradnic tak, Ze jeji pocatek se bude nachazet ve stredu
Zemeé. Za osu z zvolime zemskou osu. Rovinu xy ztotoznime s rovinou zemského rovniku. Za
kladnou poloosu x pritom vezmeme poloosu prochazejici nultym polednikem a za kladnou
poloosu y zvolime2é poloosu prochazejici 90° vychodni délky. Oznacme dale polohu i-tého
satelitu [a;, b;, ¢;], i = 1,2, 3. Ozna¢ime-li poloméry ptislusnych kulovych ploch po radé ry, 7y, 73,
dostaneme prisluSnou soustavu kvadratickych rovnic, ktera odpovida priniku vSech tri
kulovych ploch:

(x—a)’+ @ —b)?+(z—c)? =1 =c*t]
(x—a)* + (y = b)* + (z—c)* =15 = c*t3
(x—a3)*+ (= b3)* + (z—c3)* =1 = c*t3
Odectenim tieti rovnice od prvni a druhé rovnice odstranime z téchto prvnich dvou rovnic druhé
mocniny neznamych:
(2az —2a4) x + 2b3 — 2by) y + (2c3 — 2¢;) z= D,
(2a; —2a,) x + (2b3 — 2by) y + (2¢3 — 2¢3) z = D,
(x —az)® + (y — b3)* + (z — c3)* = c?tF,

kde

Dy =c?(t? —t3) +a3+b?+c?—a?—b?—c?
Dy, =c?(t:? —t3)+a+b3+c2—a%—b:—c2

jsou konstanty. Prvni dvé rovnice jsou linearni, lze tedy snadno vyjadrit nezndmé x a y pomoci z.
Vyrazy x(z) a y(z), které tak vzniknou, dosadime do tfeti rovnice a ziskdme tak kvadratickou
rovnici s jedinou nezndmou z. Tato rovnice ma dveé reSeni. Jedno vSak mlizeme zcela vyloucit,
protoze se nachdazi ptiliS vysoko nad zemskym povrchem. Tim dostaneme jediné vyhovujici
reseni (xg, Yo, Zo) -

Nyni zbyva ze ziskaného FeSeni, které jsme pocitali v kartézské soustavé souradnic, vypocitat
zemeépisnou Sifku ¢, zemépisnou délku 4 a nadmoiskou vysku v. Pripomeiime, Ze

@ €(=90°90° a A1€(-180°180°).

Zaroven vzdalenost bodu (x,, ¥y, o) od stfedu Zemé je

h= /x§+y§+zg.

Nadmoiskou vysku pak ziskame jako rozdil vzdalenosti h a poloméru2’ Zemé R = 6 378,137 m:

26 Presnéji se v systému GPS voli kladna poloosa y tak, aby spolecné s poloosami x a z tvorila pravotocivou
kartézskou soustavu souradnic.

27 Zemi zde bereme pro jednoduchost jako kouli; v GPS se pouZiva referencni elipsoid a cely systém
korekci.
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v=h-—R.

Znazornime-li Fez zemékouli obéma poély a nasi vyslednou pozici (x,, vy, z,), dostaneme

Zo

odkud plyne vztah zy = h - sin ¢. Zemépisnou sitku lze tedy vypocitat podle vztahu

. Zp
= arcsin—.
¢ n

Poznamenejme jesté, Ze Uisecka u se nachazi v roviné rovniku, tj. v roviné xy. Tam vypada situace

nasledovneé:

Vzhledem k tomu, Ze u = h - cos ¢, dostadvame vztahy

Xo =h-cosgcosl
Yo =h-cosgsini,

z nichz uz lze dopocitat zemépisnou délku A. Tim jsme prevedli kartézské souradnice polohy

prijimace na zemépisnou $ifku, délku a nadmoriskou vysku.

V soucasné dobé dosahuji bézné prijimace presnosti 10-15 metri. Pomoci dalSich technickych
vylepSeni Ize tuto piesnost zvysit az na desitky centimetrd. Pomérné velky vliv na kone¢nou
presnost ma zemska atmosféra, kterou musi projit signal vyslany satelitem. Nejvétsi problémy
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¢ini troposféraz® (do 20 km nad povrchem Zemé) a ionosféraz® (60-1000 km nad zemskym
povrchem). Vysoka koncentrace volnych elektrond vionosféie ma vliv na amplitudu i na fazi
signalu, jenz se diky tomu miiZe zpozdit o 2-50 nanosekund. Pokud je satelit nizko nad obzorem,
tak signal prochazi ionosférou mnohem déle a zpozdéni tak muize vzrist az na trojnasobek, tj.
150 ns, coz odpovida chybé 45 m. To je jeden z divodi, proc se radéji satelity, které jsou méné
nez 5° nad obzorem, neberou v tvahu.

Troposféra a ionosféra maji na signal GPS negativni vliv, kazda z téchto vrstev ponékud jiny. Do
jisté miry jej lze snizit volbou vhodné frekvence. Pozadavky na frekvenci jsou vSak v obou
ptripadech odlisné, takZe nejlepsi volba je vZdy otazkou kompromisu. GPS pracuje na dvou
frekvencich. Zakladni frekvenci je fo = 10, 23 MHz, druhd je jejim 154nasobkem.

Volba dvou riznych frekvenci ma velkou vyhodu - umoziuje mimo jiné minimalizaci dtisledkd
negativniho vlivu ionosféry na GPS signal. Tento vliv je totiz zavisly na frekvenci signalu.
Porovnanim udaji prislusnych dvéma frekvencim je mozZné jej pomérné presné odhadnout
a korigovat.

Jak jiz bylo zminéno v ivodu této kapitoly, GPS neni nevyuZzivano pouze pro urcovani polohy. Své
aplikace nachazi také velmi pfesny ¢as, na némsz je tento systém zalozen. Cas GPS (GPS system
time) byl nastaven podle svétového koordinovaného ¢asu (UTC, Universal Time Coordinated)
6.ledna 1980. Svétovy koordinovany cas je vSak na rozdil od casu GPS korigovan vkladanim30
nebo odecitdnim prestupnych sekund tak, aby se lisil od ¢asu daného zemskou rotaci o méné nez
0,9 sekundy. Pri vyuzivani pfesného Casu z GPS je tedy potieba pripocist prestupné vteriny, aby
bylo dosazeno souhlasu se svétovym koordinovanym ¢asem.

svvs

pocasim. V troposféie se nachazi témér vSechna atmosféricka voda. Signalu GPS ptlsobi potize zejména
postupné zmény teploty a tlaku vzduchu a rozlozeni vody.

29 Tato Cast atmosféry je vodiva a ionizovana. Je udrZovana rentgenovym a ultrafialovym zatfenim Slunce.
Stupen ionizace tedy zavisi zejména na slunec¢ni ¢innosti; v priibéhu dne znac¢né kolisa.

30 Realné dochazi ke vkladani. Sekunda byla totiz pivodné definovana na zakladé zemské rotace mérené
mezi lety 1756 a 1895. Rychlost zemské rotace se vSak stale snizuje. Koncem 20. stoleti bylo vkladano
primérné 9 sekund za jedno desetileti.
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