Matice prechodu

Zakladni ukol:Urcete matici pechodu od baze M k bazi N.
Kazdou bazi napiSeme do slotdpuatice, nap u gikladu 7 (vzg) dostaneme:

320 123
M= 324 ;N:=|012]|
043 214

Nyni bychom mohli postupovat jako u matice homonsanti vzhledem k bazim M, N, nasSim
homomorfismem by v8ak nyni byla identita (identiegk§omorfismus), ktera n&d nic, kazdy vektor
zobrazi na sebe sama. Jeho matici je jednotkovideniagskute&né: -4 =« pro jakykoli vektoru

z prislusného prostoru). Maticigchodu od bdze M k bazi N by tedg¢lenbyt matice, v jejichz
sloupcich budou s@adnice vektak staré baze M vzhledem k nové bazi N.

Ukazeme si nyni postup ekvivalentni, teoretickykwggs\etleny jinak— bez pouziti homomorfisin

Co je to vlasts matice pechodu od baze M k bazi N?

Ozna&me ji P. Je to matice, kterd jpmeni* souadnice vektorw vzhledem ke ,staré" bazi M na jeho
souadnice vzhledem k ,nové“ bazi N, tedy umozigghod od ,staré” baze M k ,nové“ bazi N.

<M>N: p- <1/l>M
Ozname prvky hledané matide takto:
a; by ¢
pP=|4a, b, ¢,
az by c;

Jeji sloupce budou tedyvektCaz(ap a,, a3),b=(b17 b,, b3),c=(‘:1= €y 03).

Pozorovani 1 .(souadnice vektar baze M vzhledem k bazi M)
Méame-li bazi M a jeji prvky ozriéme ps = {my, my, my}s tak:

Jaké jsou saadnice prvniho vektorml z baze M vzhledem k bazi M?
my=1omy + 0-my +0-my, 18KZE (m}) = (1,0,0)

Jaké jsou saadnice druhého vektol,, z baze M vzhledem k bazi M?

(0,1,0)

[\

my=0-my + 1:my + 0-my, 1BKZ€ (m,)

M
Jaké jsou saadnice fetiho vektoer3 z baze M vzhledem k bazi M?
my=0-m, +0-m, + 1-m, takze (m3) =(0,0,1)

To jsou velmi hezké vysledky, jiste s nimi bude ddb paitat, tak se nyni pokusme do vztahu
<”>N =P <u>M
dosadit zai postupr vektory baze M, tj. vektorml, my, my- Dopadne to takto:

Pozorovani 2.

a4y

prvni sloupec maticP, tj. p. (myy = | coz je véal<m1>
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o] 1
P-(my) =P — druhy sloupec matick, tj. P-(my) = b, |, coZ je véal<m2>N
M 0 M ,
LT 3
o] ¢,
= — tieti sloupec matick, tj. p. —|e¢, |, cOZje vSal/m

P-(my) =P P-(my) = (m3)

[ * ] ¢,
Z definice matice j@chodu

<”>N:P'<u>M

tedy dostavame, Ze
Matici piechodu od baze M k bazi N je matice, v jejichZ sl@eich jsou soudadnice
vektoru ,staré” baze M vzhledem k ,nové“ bazi N.

Posledni pozorovani z&élem konkrétniho vypttu matice pechodu:

Jaka by byla maticefpchodu od baze M ke kanonické bazi?

Pozorovani 3.

Predre: souradnice vektat baze M jsou zadany vzdy vzhledem ke kanonickgtaléze to, cateme
v zadani, jsou s@adnice baze M vzhledem ke kanonické bazi.

Z definice(u) , , = P- (u),, matice pechodu (od baze M ke kanonické bazi) dostavame:

11 e
P-(m)) =P 0l=|a |= <m1>1<3’ <m1>KBJe vSak pimo napsano v zadani
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p- <mz>M=p. 1|=]b,|= <m2>1<3’ <m2>KBJe vSak pimo napsano v zadani
0 b3
- 0 - [ cl A

p- <m3>M=p. 0l=]¢|= <m3>1<3’ <m3>KBJe vSak pimo napsano v zadani

Takze:

Matice prechodu od baze M ke kanonické bazi je dmo matice M, ktera ma ve sloupcich
zapsany vektory baze M.

(Neboli: ve sloupcich matice M jsou gadnice vektal bdze M vzhledem ke kanonické bazi — a to je
presre to, ¢im je baze M vzdy zadana.)

Strwené zapsano:

M ks~ M

neboli

<u>KB:M'<”>M

Zjist¢tme nyni, jak lze fejit od kanonické baze Kjakeé jiné bazi, nap k bazi M.

Pocitani 1.

Hledame tedy mati(pKB u coz je v jisttm smyslu inverzni tloha k #&gchozi.

Zatim vime:(u) ., = M- <;¢>M a do této rovnosti dodme tentokrate vektory kanonicke baze E,
E={ep ey e} ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)}

Obdrzime:



L
<€1>KB:M.<81>M , heboli| ¢ :M'<el>M

L O J

o]
<62>KB:M.<82>M , heboli| | :M.<62>M

0

o

<63>KB=M- <e3>M , heboli (1) =M- <63>M

Jedna se ditsoustavy, které je piba vyesit. MaticiM totiz zname (ve sloupcich je zadana baze M),
pravé strany jsou vektory kanonickeé baze. Neznérnueep)sofadnice<ei> vektor kanonické baze
M

vzhledem k bazi M. Vyptieme jefeSenim soustav. A vSechny tytbsoustavy maji tutéz matid, je
tedy efektivni jereSit najednou. Vznikne tak soustavaieeni pravymi stranami. Pro konkrétni bazi M
z piikladu 7 to dopadne takto:

320
M:=|324
043
320(100
. 324[010
043001
struené zapsan(Mm|E). Tuto soustavieSime obvyklym zfisobem: Gaussovou elimi&i@ metodou.
100
Cilem je upravit levodast na tva| ¢ 1 o |, odkud potom v pravé&asti [fimo ¢teme v jednotlivych
001

sloupcichreSeni — v prvnim sloupci jsou tedy gagnice prvniho vektoru kanonické baze (1, 0, 0)

vzhledem k bazi M, ve druhém S|OU|<e2> a ve tetim sloupci se naché<e3> .
M M

Matice, kterd m& ve sloupcich $adnice vektar kanonické baze vzhledem k béazi M je matici
pirechodu od kanonické baze k bazi M, tj. ziskali j$)iﬁ|mopKB o StrEne zapsano:

(M‘E)~ ...~(E|PKB’M)
V konkrétnim zadanémiipack (positame vzg) dostaneme:

320(100 100(024

324{010|~..~{010(324

043|001 001|140
024
Dostali jsme tedypKB,M= 324 |
140

ZavrSeni — libovolna matice ffechodu
Kdyz jsme chili matici prechodu od kanonické baze k bazi M, tak jgetli soustavu gemi
pravymi stranam(m|E). Vidime, Ze ob baze jsou napsany vedle sebe (wopan pdadi, souvisi se
schématy, ktera také kreslime obragen
Budeme-li chtit obeehmatici grechodu od baze N k bazi M, budera8it podobnou soustavu gerhi
pravymi stranami(M|nN).
(MIN)~ ~(E[Py. 1)

V naSem pipads, kdy

320 123
M= 324 ;N:=|012]|

043 214



pocitame:
(M|N)~ ...~(E|PN’ M)

320[123 100[310 310
324012~ ~[010[124| odkudmamep 1124
043|214 001|111 111

Podobr mizeme snadno spitat matici fjechodu od baze M k bazi N.
(N|M)~ ...~(E|PM’ N)

123]320 100[422 422
012324 |~.~[010[444| odkudmamep — —| 444
214043 001(240 240

K zamysleni: soustava pro maticilechodu od baze N k bazi M vypada taI(M|N)~ ~~(E|Py, ) -

Jak bude vypadat soustava pro nalezeni mateghpdu od baze M ke kanonické bazi?
V Pozorovani 3 nam vsak tato matideghodu vySla, aniz bychom museli cok@it, byla to imo
maticeM. Jak to jde dohromady?

Propojeni 1.
Vynasobime-li rovnost

() gp=M-(u),,
inverzni matici zleva, dostaneme

M—l

) gy =M M (u)
neboliss ™" (u)  y=E-(u), , i M (u)  p= (), . Vidime tedy, Ze maticerechodup, =

Inverzni matici tedy ziskanieSenim soustavy sietni pravymi stranami, které jsou temy
jednotkovou matici:

M—l

(M|E)~ ..~(ElMm1)

Propojeni 2.
Predchozi vysledek Ize zobecnit: matideghodu od jedné baze ke druhé je inverzni k matici
pirechodu od druhé bazi k prvni:

_ p-1
PM,N_P , M

N oV 4 . ~ _ _1 o _1 7 Ve
Skute&n¢, uvazime-li, 2Py, =N -Ma°Py , =M N, dostaneme vynasobenim

Py Py =N MM N=NTEN =N N=E

oh¢ matice pechodu jsou tedy k sébnverzni.

A pres zobrazenislozenim dvouigchodi: od baze M k bazi N a pak&pd baze N k bazi M
vlastre neudlam uibec nic, slozenim tedy bude identické zobrazeh@jenatici je jednotkova

maticeE. Maticow Ize sloZenidchto dvou pechod: zapsar,, ,-P, ,,=E, odkud je rejme, Ze jsou

ob¢ matice k sobinverzni.

Propojeni 3.

Dosadime-li rovnos( =M-(u),, do rovnosty - (u) .. = (u) ,, Obdrzime

KB~
(U =N"" () gy =N"" M (u),
tj. matice gechodu od b4dze M k bazi N je
Py y=N"'M
Tento vztah reprezentuje sloZzeni dvowarbaze (sloZzenéthto dvou zobrazeni je reprezentovano
nasobenim matic). Prvni je proveden (maugiprechod od baze M ke kanonické a poté (mv ')

prechod od kanonické baze k bazi N. Symbolicky zapsp,, N-u=N‘1-(M-u) .

u) kg



Rekapitulace na grikladu

Bud'te dany baze M a N prostoz§ .

M=1{(1,2,0),(2,1,1), (1,0, 1)}
N=1{(2,2,1),(1,2,1), (0,0,2)}

Urcete nasledujici maticerlgchodu.

od baze M ke kanonické bazi
od baze N ke kanonické bazi
od kanonické baze k bazi M
od kanonické baze k bazi N
od baze N k bazi M

od baze M k bazi N

oA ONE

ReSeni.
1. Matice gechodu je matice, ktera ma ve sloupcichradnice vektar ,staré” bdze M vzhledem
k ,nové" bazi kanonické. Tyto seadnice mameimo v zadani, takze maticégghodu bude
obsahovat ve sloupcicltimo zadané sdadnice vektar baze M.

121
M=1210

011

2. Opet snadné, do sloupzapiSeme sdadnice vektar baze N. Pozor,ipsré v paadi, ve kterém
jsou zadany.

210
N:=[220

112

3. Nyni je to narén¢jSi, ve sloupcich hledané maticdephodu maji byt sdadnice vektar ,staré”
baze kanonické vzhledem k ,nové“ bazi M. Tytoigalnice musime dogiiat ze soustavyyit
soustavy proit vektory, matice soustavy je stale tyz, je to waatil. TakZe'eSime soustavu siemi
pravymi stranami, praveé strany jsou vektory kankaicaze, tj.:

(M‘E)~...~(E|PKB’M)
121|100 100|211
210(010(~.~/010]221
011{001 001(1160

4. Podoba jako v gredchozim fiklade budemereSit soustavu s matici N a $erhi pravymi stranami,
pravé strany jsou vektory kanonickeé baze, tj.:
(N|E)~ ...~(E|PKB’ N)

210(100 100(110
220/010|~.~/010|210
112001 001022

5. Ve sloupcich hledané maticeephodu maji byt sdadnice vektar ,staré” baze N vzhledem
k ,nové“ bazi M, viz gipad 3. Tyto satadnice musime dopiat ze soustavyiitsoustavy proit
vektory, matice soustavy je stale tyz, je to malitelakZereSime soustavu siemi pravymi
stranami, pravé strany jsou vektory baze N, tj.:
(M|N)~ ...~(E|PN’ M)
121|210 100122
210(220|~..~/|010(012

011|112 001|100



Matice gechodu od baze N k bazi M je tedy
122
012
100

6. Mame d¥ moznosti. MizemerfesSit soustavu
(N|M)~ ...~(E|PM’N)

210(121 100(001
220210 (|~.~010(122
112(011 001({112
001
a matice pechodu od baze M k bazi N vyji| 1 7 »
112

Nebo miZzeme vyuZit toho, Ze maticégehodu od bdze M k bazi N je inverzni k matigghodu od
baze N k bazi M, tj.
_p-1
PM,N_PN,M
TakZze stai urcit inverzni matici k jiz zjistné maticipN o coz provedeme @pieSenim soustavy se
tiemi pravymi stranami (viz téz 3 a 4):

122|100 100(001 001
012/010|~ ~lo10]122 Hledanou matici fechodu je ted| | 7 2
100001 001|112 112

Podnéty k dalSimu zamysleni

1. Méjme zadanu &akou bazi s = {my, my, my) V R3. Zamenou pdadi bazovych vektdrvznikne novéa
bazey = {my, my,my}-

Jak bude vypadat maticégghodu od baze M k bazi'®
(Lze si to ujasnit na konkrétnitiiselném piklack.)

2. Zakresleme R? vektor » = (3, 4).

Nyni mgjme baziy = { (1, 1), (2, 3)} vV R%. Zakresleme tyto bazové vektory jinou barvou.
Uré¢eme soiadnice vektorw vzhledem k bazi M.

Matice gechodu od kanonické baze k bazi M je inverzni nedticatici

12 3 -2
13 -1 1
Souadnice vektorw vzhledem k bazi M budom ™"« , tj. w, = (1, 1).

Vektoru je tedy sodtem obou vektar baze M, nazniame-li do obrazku k bazovym vekton
prislusny rovnobznik, bude to viet.

- 1. M=

Podobr se pokusme it souradnice vektoruy= (4, 5). Vzhledem k bazi M bude mit s@adnice

M tv=(2,1) . Pokusme se i toto znazornit do obrazku.



