MATEMATICKA ANALYZA 11
OSNOVA CVICENI

1 Cviceni 21. 2. 2017 a 22. 2. 2017
1.1 Rovinna ktivka a jeji pribéh

o Kirivka (parametrizovand, hladka, regularni, sama sebe protinajici v nejvyse konecné
mnoha bodech).

e Pribéh kiivky: prvni a druha derivace vektorové funkce. Monotonie, extrémy, konvex-
nost a konkavnost.

o Tecny vektor a teéna ke kfivce.

1.2 Konkrétni krivky
o Kruznice: xz(t) =r-cost, y(t)=r-sint
o Elipsa: z(t) =a-cost, y(t)="0-sint
o Cykloida: z(t) =r-(t —sint), y(t) =r-(1— cost)

 Epicykloidy, napt. kardioida (r; = ro):
xz(t) =r-(2 cost —cos2t), y(t)=r-(2sint — sin2t)

o Hypocykloidy, napf. asteroida (r; = 4rg):
z(t)=3r-(3cost+cos?), y(t)=1r-(3sint —sin3l)
1.3 Domaéci cviceni

1. Odvodte parametrizaci elipsy, cykloidy, kardioidy.
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2. Ovéite, Ze asteroida m4d také parametrizaci x(t) = r - cos® %, y(t) = r - sin ﬁ

3. Odvodte z parametrického vyjadieni implicitni rovnici: elipsy, asteroidy.
(U kruznice je to snadné, vychazi z2 + 3% = r2.)

4. Vysetfete priubéh téchto kiivek: a) cykloida b) asteroida.

5. Rozmyslete si nasledujici definice a tvrzeni.

Poznamka. Je tieba rozliSovat mezi kivkou K = {[z,y] € R%;z = z(t),y = y(t),t € J} a
jejl parametrizaci x = x(t),y = y(t),t € J (strucné psano Z(t), t € J).

Véta. Necht tg € R a th{ner(t) = 400, resp. —oo. Potom primka y = kx + q je asymptotou
—to

krivky IC pro x — 400, resp. £ — —o0, nebo pro t — tg+, jestlize plati

oyt o _
= tgghr o) eER, ¢= tEE}Jr (y(t) — kz(t)) € R.

Podobné pro t — ty— a pro t nevlastni.

Definice. Necht ¢y € R je bodem nespojitosti 2. druhu funkce y(t) takovym, ze alespon jedna
jednostrannd limita lim y(¢), lim y(t) je nevlastni a lim z(t) = o € R. Potom piimka
t—to+ t—to— t—to+

T = g se nazyva vertikdlni asymptota kiivky K = {[z,y] € R%; 2z = 2(t),y = y(t),t € J}.



2 CvicCeni 28. 2. 2017 a 1. 3. 2017

2.1 Kirivky v polarnich souradnicich

e Zavedeni polarnich soutradnic, prevod mezi souradnicemi poldrnimi a kartézskymi.

e Pfevod mezi rovnici kiivky v polarnich souradnicich, parametrickymi rovnicemi, impli-
citni rovnici.

e Navod na vysetrovani kiivek v polarnich soutradnicich.
e Prubéh kiivky zadané parametrickymi rovnicemi.
o Kirivky v programu Geogebra: https://www.geogebra.org/download
Piiklad zadani: (sin(t), 2 cos(t))
2.2 Konkrétni krivky
e Archimédova spirdla: o=a-¢,a >0

o Kardioida: o =2r-(1—cosy)

2.3 Osnova vysetirovani prabéhu krivky
o Pripustné hodnoty parametru ¢, periodi¢nost, pruseciky se souradnicovymi osami.

o Prvni derivace: body vratu (extrémy funkce x(t)) a body, v nichz 1. derivace neexistuje;
monotonie, extrémy.

e Druhd derivace: inflexni body, konvexnost, konkavnost.

e Asymptoty: limita pro t — tg, pricemz tg hleddme takova, aby pro ¢t — ty nastalo:
a) y(t) — +oo (vertikdlni asymptoty) b) x(t) — too (asymptoty se smérnici).

e Nagcrtnuti grafu.

2.4 Domaéci cviceni

Vysetiete prubéh nasledujicich krivek.
Int _ -
1. :p(t):t—Z, y(t) =t Int 2. 2(t)=t+et ylt) =2t +e
t tH(2 —t2) t3 t2
3.2(t) = ——, y(t) = ——= 4. 2(t) = —. y(t) = ———

5.2(t) =V1—82, y(t) = vV1—t2

Prubéh kiivky z bodu 3 vypracujte na samostatny papir (feSeni se bude odevzdavat na
pristim cviceni).

Vysetiete prubéh nasledujicich krivek zadanych v polarnich soutadnicich.
Loo(p) =2¢, ¢€(0,2m) 2. 0(¢) =2- (1 —cosp), ¢ €(0,2m)


https://www.geogebra.org/download

3 Cviceni 7. 3. 2017 a 8. 3. 2017

3.1 Kirivky v polarnich souradnicich

e Odvozeni rovnice elipsy v polarnich soufadnicich pomoci kosinové véty.

¢ Je déana kiivka:

o) = V2 cos 25
1. Vysetiete jeji pribéh.
2. Jeji parametrické rovnice jsou: x(t) = V2 cos2t-cost, y(t) = V2 cos2t-sint.

Ukazte, ze parametrizace této krivky je také:

142 12

H=t-vV2-——, ylt)=t-vV2.-——.

W) =t V2 g ) =t V2
Vidime, Ze se v jedné parametrizaci vyskytuji goniometrické funkce, v druhé vsak

ne. Jak je to mozné?

o Ve sbirce Bartsch: Matematické vzorce si prolistujte kapitolu o krivkach. Jak se nazyva
kiivka vysetfovana v predchozim bodé?

3.2 Taylortiv polynom — aproximace funkce sinus

Aproximace funkce y = sinz Taylorovymi polynomy stupné 1, 3, 5, 7.

3!

3 2P 2 2> 2

TR


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MA/MA2/Bartsch-krivky.pdf
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N

3.3 Aplikace Taylorova polynomu
Rozvinte nasledujici funkce do Taylorovy fady (v bodé xy = 0, neni-li uvedeno jinak):

l.y=¢€" 2.y =sinz 3.y=cosx 4 y=(14+2)% ack 5.y=In(1+x)

1 1 1+z .2
6.y= 7.1/:\/17_7‘%2 8.y:ln<1_x> 9.y=e"

10. y = cos 2 11. y = cos V& 122y =+V1+2x 13. y =

1
1+ 22

1 1
Moy=c—05  lhy=c 2 x40, f(0)=0  16.y=sinz v bodé zo =
xr

ol

Vypoctéte se zadanou presnosti:

/ 1
l.e,107° 2. 4/1+ o 107° 3.1In2, 1073 (2 zptisoby) 4. sin1°, 1074
5.sin1°, 1078 6. cos18°, 1073 stfed 30°: 7. sin33°, 1076 8. sin28°, 1078

9.1,1%2 101 10. 1,198 1071

Pomoci Taylorova polynomu vypoctéte limity:

1. lim e -1 2. lim sin 3. lim sm - o 4. lim e'sinz -zl +1)
x—0 xT z—0 X z—0 x?’ x—0 .733
2
1— 1 1 —e T 142 —-V1i+z
5. lim LT oS 6. lim | — — — 7. lim cosrTe 2 8. lim 2
x—0 .732 x—0 \ T Sin T z—0 33‘4 z—0 112
0. lim coshx — cosx 10. Tim e¥ —coshx —sinx 11 lim 1-— C'OS x?
=0 x2 0 3 z—0 x2sinx?
12
1 -In(1 1 —e 2 1+t — 1 i
19, i ((LF@) I+ z) 1 13 1im S8BT T Ty VI T BT VI +sing
z—0 x? X z—0 ]n2(1 + 1‘2) z—0 111(1 + 21’3)
S1+3x—V1+14 1 t -1
15t VAESE VI ATy (L tg2e) 17 i SO L
z—0  cos3x — cosdx z—0 \ x2 z—0 sinh“z

[8.1/8,9.1,10. 1/3, 11. 1/2, 12. 1/2, 13. —1/12, 14. 1/8, 15. 1/7, 16. 2/3, 17. —1/3]



3.4 Python 3 — navod k pouziti

e Programovaci jazyk Python 3 je mozno zdarma stdhnout z oficidlnich stranek projektu
https://www.python.org/ (verze 3.6.0 nebo vyssi).

o Programy maji pfiponu .py, oteviraji se v editoru IDLE (je soucésti instalace Pythonu):
jeden klik pravym tlacitkem mysi na soubor s priponou .py a zvolit Edit with IDLE).

e Spusténi programu: F5.
e Strucny prehled zakladu Pythonu: zde v pdf
e Podrobnéjsi prehled zakladia Pythonu: zde v pdf.

o Oficidlni tutorial pro zdjemce: https://docs.python.org/3/tutorial/.

3.5 Program v jazyce Python 3: exponenciala
# Tayloriv polynom funkce y = €*

def Tayl_exp(x, n):
clen =1
Tayl_polyn =1

for k in range(1, n+1):
clen = clen * x / k
Tayl_polyn = Tayl_polyn + clen

return Tayl_polyn
print(Tayl_exp(1/2, 15))

Vystup z programu:
1.648721270418251

3.6 Domaci cviceni
1. VysSetfete prubéh kiivky o(¢) = /2 cos 2¢ a spliite i dalsf tikoly, které jsou u nf zaddny.
2. Prolistujte si kapitolu o kfivkéch ve sbirce Bartsch (viz vyse).
3. 7Z kapitoly ,,Aplikace Taylorova polynomu:
¢ Rozvinte: 1-6, 13.

e Vypoctéte se zadanou presnosti: 1, 4, 5.

e Limity: 1-3, 5.

4. Nemate-li oblibeny jiny jednoduchy programovaci jazyk, tak se seznamte s jazykem
Python 3. Co déla programek uvedeny v predchozi kapitole?


https://www.python.org/
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Pyth/Python-prehled.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Pyth/Python-studium.pdf
https://docs.python.org/3/tutorial/

4 Cviceni 14. 3. 2017 a 15. 3. 2017

4.1 Zakladni Taylorovy rozvoje

—1+x+x2+§+3§+ Vr € R
smx-x—i%—ﬁ 3:77+ Vr e R
cosr =1— x2—|—:f;—§+--' Vr e R

ln(1+x):x:§+;§f+~- Vo € (—1,1)

(1+a)®=1+ <?>m+ <3>x2+ (?;);1034— <Z>x4+--- Ve e (—1,1),acR

4.2 Program v jazyce Python 3: vypocet In 2

# Vypocet In 2 pomoci Taylorova polynomu

soucet = 0
for k in range(1, 1000):
soucet = soucet + (-1)**(k-1) / k

print(soucet)

Vystup z programu: 0.6936474305598223

4.3 Taylorovy rozvoje dalsich funkci
Rozvinte nasledujici funkce do Taylorovy rady se stfedem v bodé xy = 0.

1. y =sinhx 2.y = coshx 3.y = arctgx

3

pouze po c¢len obsahujici °: 4.y = arcsinz 5.y =tgx

Rozvoj funkce arcsin odvodte dvéma zptlisoby:

1. Newtonovou metodou inverze rady invertujte Taylorovu radu funkce sinus.

2. Jelikoz je (arcsinz) = \/1177, rozvifite funkei (1 — 22)~/2 a tuto fadu zintegrujte.

4.4 Vypocet m pomoci Taylorova rozvoje

Navrhnéte vypocet aproximaci m pomoci rozvoje arctg 1 do mocninné rady.
1. Kolik ¢lenti bychom museli se¢ist, abychom ziskali hodnotu s chybou mensi nez 10737
2. Napiste program (Python 3, Pascal, C, C#), ktery secte prislusné mnozstvi ¢lent.

1 1
3. Dokazte, ze arctg §+arctg 3= arctg 1. Vyuzijte této identity k odvozeni rozvoje, pomoci

néhoz 1ze pocitat aproximace ¢isla m efektivnéji.

1 1 1 1
4. Pro zajimavost: arctg 1 = 2arctg g—i-arctg - arctgl = 4arctg 5—arctg 239"

5. NapiSte program, ktery vypoéte aproximaci 7 s chybou mensi nez 10716 na zakladé
uvedeného rozkladu arctg1 = 4arctg% — arctg ﬁ.



4.5 Domaci cvicéeni

1. Pripravit se na pisemnou praci — vySetfeni prabéhu krivky (zadand parametricky
nebo v polarnich soufadnicich).

2. 7Z kapitoly 3.3 ,,Aplikace Taylorova polynomu“:

e Rozvinte: vse.
e Vypoctéte se zadanou presnosti: vse.
e Limity: 1-13.

3. Z kapitoly 4.1: je tfeba znat vSechny tyto rozvoje.
4. 7 kapitoly 4.2: zkousSet si psat samostatné takovéto jednoduché programky.
5. 7Z kapitoly 4.3: 1-3.

6. Z kapitoly 4.4: vse.

sec = OL

excsc = AK

5 Cviceni 21. 3. 2017 a 22. 3. 2017

Pisemna prace:
vysetfeni prubéhu kiivky (zadand parametricky nebo v polarnich souradnicich).

Pisemnd prace: Taylortiv polynom a jeho aplikace planovana na cviceni 11. 4. / 12. 4. 2017.



5.1 Domaci cvicéeni
1. Z kapitoly 3.3 ,,Aplikace Taylorova polynomu® — limity: vSe.
2. 7 kapitoly 4.3: 4 a 5.
3. Na cviceni prineste své vypoctené priklady k tématu Taylortv polynom a jeho aplikace.

4. Ovéite, ze funkce e : R — RT definovanéd pfedpisem

e(r) = lim (1 + %)n

n——+00

vyhovuje podminkam:

6 Cviceni 28. 3. 2017 a 29. 3. 2017

Najdéte Taylortv rozvoj funkce sinus tak, jak to provedl koncem 17. stoleti Isaac Newton:

inverzi rozvoje funkce arcsin ziskaného pomoci binomického rozvoje funkce y = \/1172 (viz
—X

kap. 4.3).

Nékteré efektivni metovy vypoctu desetinného rozvoje ¢isla .
- rozklad arctg 1
- BBP formule (podle autori: Bayley, Borwein, Plouffe) objevena v ¥{jnu 1995:

”_i 4 2 1 1 1
N 8n+1 8n+4 8n+5 8n+6/) 16n

n=0

print ("Viypolet pi pomoci BBP-formule.")

pi =0

for n in range(0, 12):
pi += ( 4/(8*n+1) - 2/(8*n+4) - 1/(8*n+5) - 1/(8*n+6) ) / 16%*n
print(n, "\t", pi)

Dokonceni kapitoly Taylortav polynom.

Cteni pro zajemce:

Eulerovo Introductio in analysin infinitorum (1748), kapitola 8 o goniometrii (dostupny je
také anglicky preklad)

- na téchto strankach je mnoho dalsich prekladt: http://www.17centurymaths. com/

Tayloruv polynom — test: 11./12. dubna 2017.

6.1 Domaéci cviceni

1. Zopakovat si tabulku primitivnich funkei k elementarnim funkcim (Tomiczek, str. 80).

2. Ze souboru primit_fce.pdf pocitat: vSe ze str. 1, tj. priklady 1, 2, 3, 4.


http://www.17centurymaths.com/contents/euler/introductiontoanalysisvolone/ch8vol1.pdf
http://www.17centurymaths.com/
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MA/MA2/primit_fce.pdf

7 CvicCeni 4. 4. 2017 a 5. 4. 2017

Hledani primitivnich funkci: per-partes a jednoduché substituce.

7.1

1.

2.

Domaci cviceni
Ze souboru primit_fce.pdf pocitat si priklady 5, 6, 7, 8a—g.

Opakovat si na test: Taylortiv polynom 11./12. dubna.

8 Cviceni 11. 4. 2017 a 12. 4. 2017

Pisemna prace: Tayloruv polynom a jeho aplikace.

Hledani primitivnich funkci: per-partes a jednoduché substituce.

Opravny termin pisemné prace Tayloriv polynom: Gtery 2. kvétna v 13:00.

8.1

1.

Domaci cvicéeni

Ze souboru primit_fce.pdf si pocitat priklady 8h—s, dale na str. 4-5 piiklady g1, s, v, x.

9 CvicCeni 18. 4. 2017 a 19. 4. 2017

Integrace racionalnich funkci.

9.1

1.

10

. Najdéte primitivni funkci k funkci

Domaci cvicéeni

Ze souboru primit_fce.pdf si pocitat priklady na str. 4-5: a—f, m-r, t, u, w.

Néavody je treba si rozmyslet samostatné — kazdy z nich by mél byt ziejmy na zakladé
probrané teorie.

_1
14247

/ dx
1+ 24"

Koreny polynomu ve jmenovateli najdéte standardnim postupem feseni binomické rov-
4 = 1. Vyuzivejte pfitom goniometrického tvaru komplexnich ¢isel.

tj. najdéte neurcity integral

nice x
Problém: vime, ze

/ dx "
——— =—arctgz.
241 &

Je viak ziejmé, ze 22 + 1 = (z +1) - (x — i). Kdybychom tedy tuto racionalni funkci
rozlozili na parcialni zlomky, které bychom pak integrovali, co bychom dostali? Byla by

to opét funkce arctg?
/ dz _ o
(x+i)-(z—i)

Cviceni 25. 4. 2017 a 26. 4. 2017

. Eulerovy substituce a hyperbolické substituce

. goniometrické substituce


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MA/MA2/primit_fce.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MA/MA2/primit_fce.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MA/MA2/primit_fce.pdf

sin (sin x) = 2
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3! g!
in in®
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31 5!
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Opravny termin pisemné prace Tayloriv polynom: Gtery 2. kvétna v 10:30 v ucebné M6.
Pro ty, ktefi v 10:30 nemohou, plati termin: 13:00 u mne v pracovné (Krizikova, 4. patro).

10.1 Domaci cvicéeni

V souboru sbirka.pdf si na str. 4-6 pocitat priklady:
10 ¢, d, e, f, g; 11 a, b, ¢, d, g; 121, k, I 131, j, k, L.

11 Cviceni 2. 5. 2017 a 3. 5. 2017

1. Opakovani: hledani primitivnich funkci

2. Obsahy rovinnych ttvari a dalsi aplikace Riemannova integralu

Misto vecernicku: zékladni myslenky diferencidlniho a integralniho poctu

11.1 Numericka integrace

11.1.1 Vypocet fow sin x dx obdélnikovou metodou

s
Vypocet obsahu plochy pod obloukem sinusovky: / sinz dx.
0

print("Integral sinu od a do b obdélnikovou metodou.”)

import math

a=0

b = math.pi

N = 10**6  # interval <a, b> délime na N dili


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MA/MA2/Integrace_Ostrava_sbirka.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=WUvTyaaNkzM&list=PLZHQObOWTQDMsr9K-rj53DwVRMYO3t5Yr

delta=(b-a) /N
integ =0

# sCitame obsahy obdélnikii
# zakladna = delta, vyska = funkcni hodnota ve stfedu déliciho intervalu

for k in range(0, N):
integ += delta * math.sin(delta/2 + k*delta)

print("integrdl od”, a, "do", b, "je priblizné roven: ", integ)
Vystup z programu:

Integral sinu od a do b obdélnikovou metodou.
integral od 0 do 3.141592653589793 je pribliZné roven: 2.0000000000008424

11.1.2 Vypocet f;f obdélnikovou metodou

1
Vypocet obsahu jednotkového kruhu: m =4 - / V1 — 22 dx. Nésledujici program je snadno

0
modifikovatelny, stac¢i predefinovat funkci f a pri volani funkce integral zvolit pozadované meze
integrace. Pocet elementt déleni N je nepovinny parametr.

# Numericka integrace: vypocet f;f obdélnikovou metodou

def f(x):
return (1 - x*x)**(1/2)

def integral(f, a, b, N=10**6):
delta=(b-2a) /N
integ = 0
for k in range(N):
integ += delta * f(delta/2 + k*delta)
return integ

print( "obsah kruhu o poloméru 1:", 4 * integral(f, 0, 1) )

Vystup z programu:
obsah kruhu o poloméru 1: 3.1415926539343633

11.2 Doméci cviceni
V souboru sbirka.pdf si na str. 6 pocitat priklady: 13 m—=z.

Ovérte integraci:

/ 3r—1 3 1 323 —922 + 142 — 11
(

——————=dx = —arct -1
12 — 22 +2)3 . 4arcg(a: )+4 (22 — 2z + 2)?

Riemannuv integral jsme na cvi¢eni pocitali pomoci Riemannovych souéti (ruéné nebo po-
moci pocitace). Casto je pohodlnou cestou je vyuzit souvislosti s primitivnimi funkcemi:

b
(R) / f=F(®b) - Fla).

1. Odvodte vzorec pro obsah kruhu (y = V1?2 — 22).


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MA/MA2/Integrace_Ostrava_sbirka.pdf

12

. Odvodte vzorec pro obsah elipsy.

Odvodte vzorec pro objem koule (rotuje y = vr? — z2).

Odvodte vzorec pro objem kuzelu.

. Vypoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného osou z a jednim obloukem cykloidy

(x(t) =r-(t —sint), y(t)=r-(1— cost)). (3772
Vypoctéte délku asteroidy (z(t) = r-cos®t, y(t) =r-sindt). [67]

Archimédés dokazal, Ze objem tusece rotacniho paraboloidu je polovinou objemu jemu
opsaného vélce (mé s tseci spolecnou podstavu i osu). Podaii se Vam tento vysledek
odvodit pomoci Riemannova integralu?

Cviceni 9. 5. 2017 a 10. 5. 2017

Pokuste se dokézat rovnost

argsinhz = In (m +Va2+ 1)

primo z definice funkce sinh z, tj. ne vypoctenim integralu / dvéma zptsoby

dx
Va2 +1
(jedna z Eulerovych substituci; hyperbolickd substituce — 2. véta o substituci).

Na zdkladé analyzy hornich a dolnich (Darbouxovych) integralnich souc¢ti rozhodnéte,
1 prozeQ
0 prox @

1
zda existuje Riemannuv integral (R) / X . Funkce xq = { je tzv.
0

charakteristickd funkce mnoziny Q.

Obsah kruhu: definice 7, ZS (krajeni kolace), SS (obsahy opsanych a vepsanych mno-
hotihelniki), VS (pomoci integralu).

12.1 Cavalieriho princip

Cavalieriho princip (varianta pro ttvary v roviné):

Jsou dany dva ttvary v roviné. Existuje-li v této roviné pfimka p takovd, ze si jsou vzdy
délky fezuH jednim a druhym dtvarem rovny pro kazdou pfimku rovnobéznou s p, maji
utvary stejny obsah.

Cavalieriho princip (varianta pro Utvary v prostoru):

Jsou dany dva tutvary v prostoru. Existuje-li v tomto prostoru rovina g takova, zZe si jsou
vzdy obsahy fezuf jednim a druhym ttvarem rovny pro kazdou rovinu rovnobéznou s g,
maji utvary stejny objem.

Zobecnéni Cavalieriho principu (varianta pro tGtvary v roviné):

Jsou dany dva utvary v roviné. Existuje-li v této roviné primka p takova, ze pro kazdou
piimku p’ rovnobéznou s p nastava pravé jedna z nésledujicich moznosti:

- je-li prunik p’ s jednim dtvarem prazdny, je také prazdny prinik p’ s druhym dtvarem,
- je-li prinik p’ s jednim ttvarem nepriazdny, je také neprazdny prinik p’ s druhym
utvarem a pomér délky fezu jednim ttvarem a délky fezu druhym dtvarem je v takovém
ptipadé vzdy roven jediné generalni konstanté k > 0.

Potom maji tyto dva atvary stejny obsah.

! Je-li fezem prazdni mnozina, povazujeme jeho délku za nulovou.
2 Je-li fezem prazdna mnozina, povazujeme jeho obsah za nulovy.



e Formulace Cavalieriho principu pro utvary v roviné upravend tak, aby ji bylo mozno
snadno dokézat pomoci Riemannova integralu:
Jsou dany dva utvary v roviné:

Ur=A{[z,y] e Ria <z < b, fiz) <y < fola)},

Up=A{lz,y] e Rza<z<bgi(z) <y < gaa)},
kde f1, f2, 91,92 € C({a,b)). Jsou-li si délky vertikalnich Fezi rovny pro kazdé = € (a,b),
tj.
J fo(z) = fi(z) = g2(x) —gu(z)  Vz € (a,b),
maji tyto utvary stejny obsah, tj. S(Uy) = S(Us).
Dikaz: S(Uy) = f; fo —ff fi a SU2) = ff go —ff g1. Diky linearité Riemannova
integralu <f; u(z)dr — f;v(x) dz = f(f (u(z) — v(z)) dac) a rovnosti délek fezt, tzn.

fo(x) = fi(x) = ga2(x) — g1(x) pro kazdé z € (a,b), 1ze psat:

S(Ul)Z/abﬁ—/abflI/ab(fz—fl)Z/ab(g2—91)I/ab92—/ab91=5(U2)~

o Obsah elipsy pomoci Cavalieriho principu (s vyuzitim analytické geometrie).

e Objem jehlanu (zminka o 3. Hilbertové problému). Objem kuzelu — odvozeni pomoci
Cavalieriho principu: porovnani s pravidelnym c¢tyibokym jehlanem, jehoz podstavu
tvori ¢tverec o strané délky +/7r.

¢ Objem koule pomoci Cavalieriho principu:
valec o poloméru podstavy r a vysce 2r = koule o poloméru r + dva kuzely o poloméru
podstavy r a vysce r. Obsahy Tezu ve vzdalenosti v od hladiny ve vysce r:

2 = n(r? —v?) + 1.

’i'l'T'2

Obsahy fezil jsou si rovny, tudiz dle Cavalieriho principu jsou si rovny i objemy téles:
Vialee = Vioule + 2 Viuzel »

1
72 2r = Vioule + 2 - §7rr2 T,

4 3
Vikoule = 577" .

3



12.2 Aplikace Riemannova integralu

o Obsah plochy pod grafem nezdporné funkce f na intervalu (a, b) (tj. plochy ohranicené
zdola osou z, shora grafem funkce f, zleva pfimkou x = a a zprava pfimkou z = b) je:

ﬂﬁmm—Lv.

Odvodte vztah pro obsah plochy S(f;a,b), je-li spojitd nezaporna funkce y = f(x)
zaddna parametricky: © = z(t), y = y(t), t € («a, ), kde funkce x(t) a y(t) jsou spojité
na (a,b), z(t) ryze monoténni, 2’ (t) spojitd, y(t) nezdpornd, z(«a) = a, x(8) = b:

B
S(fia) = [ (o) [2(0)] .

Odvodte vztah pro obsah plochy ohrani¢ené kiivkou zadanou v polarnich souradnicich
r = r(p), p € (o, B) a prfimkami prochézejicimi pocatkem, které s polarni poloosou
sviraji thel a a 3:

B8
&@mwzlj'ﬁwMW

2
o Vypoctéte obsah oblasti ohranicené kardioidou (o = 2r - (1 — cosp)). (6772
o Vypoctéte délku kardioidy. [167]
o Vypoctéte délku jednoho oblouku cykloidy. [87]

e Odvodte vzorec pro povrch koule.

¢ Odvodte vzorec pro objem kulové tisece.

e Odvodte vzorec pro obsah kulového vrchliku.
¢ Odvodte vzorec pro obsah plasté kuzelu.

e Sestavte Riemannuv integral, pomoci néhoz by bylo mozno vypocitat délku elipsy. Lezi
primitivni funkce k integrandu v oboru elementarnich funkci?

Vvev

1. trojuhelnik ABC, kde bez ijmy na obecnosti: A = [0,0], B = [b,0], C' = [c1, ¢2],
2. pulkruh,

3. utvar ohranic¢eny jednim obloukem cykloidy a osou =,

4.

utvar ohranic¢eny jednim obloukem asteroidy a obéma souradnicovymi osami.

13 Cviceni 16. 5. 2017 a 17. 5. 2017

o 17. 5. rektorsky den, stfedeéni cvi¢eni odpada (a prednaska bohuzel také)
o Uterni cvifeni se normalné kona (nudit se rozhodné nebudeme...)

e Pomérné obsahly prehled vzorcu — aplikace Riemannova integralu: pdf

13.1 Domaéci cviceni (pro obé skupiny)

Propocitat si vsechny priklady z kapitol 11 a 12.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MA/MA2/aplikace_integ.pdf

14 Cviceni 23. 5. 2017 a 24. 5. 2017

14.1 Nevlastni Riemannuv integral (zobecnény Riemanniv integral)

Zakladnim predpokladem konstrukce Riemannova integralu ff f je omezenost f na uzavieném
(tj. omezeném) intervalu (a, b). Neni-li néktery z téchto dvou predpokladu splnén, je za jistych
predpokladt mozno definici Riemannova integralu rozsirit.

¢ Integral nevlastni vlivem meze
Je-li f: (a,+00) — R riemannovsky integrovatelna na kazdém intervalu (a, ) pro
kazdé 5 € (a,+00) a existuje-li vlastni limita . liin fj f(z) dz, pak tuto limitu nazveme
—+00

nevlastnim (Riemannovym) integrdlem funkce f na intervalu (a,+o00) a zapisujeme ji

[ f(x) da.
/;OO f(z)dz = lim /:f(x) dz |

t——+o0

¢ Integral nevlastni vlivem funkce
Necht pro funkei f : (a,b) — R plati:
- neni na zadném levém prstencovém okoli bodu b omezen4,
- je riemannovsky integrovatelnd na kazdém intervalu (a, 8) pro kazdé g € (a,b),
- existuje vlastni limita tlﬁirgaf f; f(z)dz.
Potom tuto limitu nazveme nevlastnim (Riemannovym) integralem funkce f na intervalu

(a,b) a zapisujeme ji f; f(z)d.

/abf(a;) dz == lim /atf(x) dz .

t—b—

Vypoctéte nasledujici nevlastni integraly.
+oo 1 1 1 400 dx 400 1
a)/ — dx b)/ —dz c)/ — d)/ —dx
1z 0 VT N 1z

Pro kterd o € R existuji a pro ktera konverguji nasledujici nevlastni integraly?

+o00 1
a)/ iadx b)/ iada:
1z o T

Zapoctové pisemné prace

Je tieba splnit 3 dil¢i pisemné prace (kfivky, Taylor, integraly). Kazdou z téchto pisemnych
praci je mozno splnit zvlast.

V zapoctovém tydnu je vypsan specidlni termin, v némz je mozno si splnit kteroukoli ze
t¥1 ¢asti. Dalsi moznosti je psat kteroukoli z téchto ¢asti v rdmci zkouskového terminu.

Vzhledem k tomu, ze latka je z velké ¢asti zaméfena na pocitani, mohou byt soucasti
zkousky konkrétni priklady, na nichz je teorie demonstrovana. Netspésné resené priklady
z kterékoli ze tii dil¢ich zdpocétovych praci bude tfeba u zkousky doplnit.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MA2.htm
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