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Predmluva

Tato skripta obsahuji latku, pfednasenou posluchac¢tim oboru fyzika
MFF UK v prvnim semestru v prednasce Matematicka analyza I. Vy-
chazeji z nékolik let pouzivanych skript [K1]. Proti nim jsou ponékud
stru¢néjsi a mozna v néfem i vylepSend. Odpovidaji souCasné Casové
dotaci této prednasky: 4 hodiny tydné.

Pod nazvem Matematicka analyza pro fyziky I. vysla tiikrat v nakla-
datelstvi Matfyzpress. Protoze se ukazalo, Zze se hodi nejen pro budouci
fyziky, pfidali jsme do nazvu slovicko ,nejen”. Jinak se od pfedchozich
vydani lisi jen opravou zjisténych chyb.

V tvodni kapitole jsou strucné vylozeny logické principy, pouzivané
v matematice, zdkladni fakta o mnozinach, zobrazenich a ¢islech. Dalsi
kapitoly obsahuji vyklad diferencialniho a integralniho poctu funkci jed-
né realné proménné.

Do textu jsou zarazovany priklady a cviceni. Priklady jsou z tech-
nického hlediska jednoduché, aby byla jasnd hlavni myslenka. Co se
tyka pocetni praxe, odkazuji naptiklad na sbirky [P1] a [D], uvedené v
seznamu literatury.

Cislovani vét, definic apod. je priibézné v kazdé kapitole a obsahuje i
¢islo kapitoly, naptiklad véta 5.2. znaci druhou vétu paté kapitoly.

Dékuji vSem (a nebylo jich mélo), ktefi se néjak podileli na tom, Ze
tato skripta mohla vyjit. Byli to zejména (podle abecedy) kolegové:
A. Karger, J. Kolar, J. Kottas, M. Kubecek, J. Maly, M. Rokyta a Z.
Vlasek.

Ctenéfe prosim, aby mé upozornili na zjisténé chyby, kterych se lze i
pii opakovaném c¢teni jen velmi obtizné vyvarovat.

Jiti Kopacek
V Praze v lednu 2004.
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UVvVOoD

A) Jiz ddvno minuly doby, kdy kazdy velky matematik byl téz velkym
fyzikem a naopak. Velky rozvoj obou véd to nyni vylucuje. Je tfeba, aby
fyzik znal natolik matematiku a matematik natolik fyziku, aby se mohli
domluvit a efektivné spolupracovat. Letmy pohled na vyvoj téchto véd
ukazuje, jak se tyto védy navzajem ovliviiovaly, a pfitom riznym zptiso-
bem. Diferencialni a integralni pocet vznikl ze snahy , zachytit” pohyb,
rozvoj teorie diferencidlnich rovnic vedl k systematizaci poznatkd fyzi-
kélnich. Fyzikové pro své potieby zavedli distribuce (zobecnéné funkce), i
kdyz z matematického hlediska bez potfebného odtiivodnéni. Kdyz mate-
matikové vypracovali prislusnou teorii, méla z toho zase prospéch fyzika.
Kdyz vznikla teorie grup, mnozi pochybovali o jeji uzite¢nosti. Dnes o
jeji uzitecnosti pro fyziku neni pochyb.

Moderni vyklad fyziky si dnes bez matematického aparatu nelze pred-
stavit. V nékterych fyzikalnich specializacich se vystac¢i s mensimi zna-
lostmi matematiky, v jinych (napfiklad v teoretické fyzice) je potieba
matematickych znalosti takova, Ze v Case, ktery je ve studijnich progra-
mech pro fyziky vymezen matematice, je vSechny nelze vylozit a budouci
fyzik musi byt schopen si potfebné partie nastudovat sam.

Zakladni prednaska z matematiky pro fyziky musi tedy byt dostatec¢né
obsaznd, na druhé strané toto mnozstvi faktd musi byt podano jako
souvisla teorie, na niz se student fyziky nauc¢i matematickému mysleni,
coz mu usnadni dalsi studium.

Prednostmi matematiky jsou jeji logicka presnost a schopnost zachytit
v jistém smyslu jednotnym zptisobem rtizné jevy. Z predpokladii mate-
matik odvodi riizné tvrzeni, jejichz pravdivost je zarucena, je-li zarucena
pravdivost vychozich pfedpokladii (tyto pfedpoklady pfi aplikacich mu-
sime ovéfovat jinymi metodami, nez matematickymi). Spoleéné zakoni-
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2 UvVOD

tosti, které matematik najde u riiznych jevii umoznuji prenaset poznatky
z jedné oblasti do druhé. Presny zptisob uvazovani, ktery si pfi studiu
matematiky osvojime je uZitecny i pfi studiu fyziky samotné.

Je bohuzel pravda, Ze soucasny stav matematiky neumoznuje dat
uspokojivou odpovéd na vSechny otézky, které vznikaji v rtiznych apli-
kacich (naptiklad fyzikdlnich). Ve stejné situaci je vSak jisté i inZenyr
ve vztahu k poznatktim fyzikalnim. Tato situace je proto pobidkou jak
matematiktm tak fyzikim k dalsi intenzivni Gcelné praci.

B) Nakonec nékolik rad pro ¢tendfe. Nem4 smysl se ucit definice, véty
a jejich ditkazy nazpamét. Je tfeba si na prikladech ujasnit jejich smysl
a pochopit, co je na nich spoleéné a co rozdilné. Casto si staci spravné
uvédomit definici, abychom odvodili tvrzeni, které z ni plyne. Casto si
sta¢i uvédomit vhodny piiklad (vhodné piiklady), abychom pochopili
rozumnost predpokladi a tvrzeni dané véty. Studium dikazi matema-
tickych vét také neni samoucelné. Umozinuje pochopit podstatu véty,
vyznam predpokladd, uc¢i logickému mysleni a seznamuje nas s obraty,
které mizeme pouzit v podobnych situacich pfi samostatném studiu.

Dulezité je téz umét si vytvorit spravnou nazornou predstavu. Po-
moci nazoru sice nic nedokdzeme, ale mtize nam pomoci pii provedeni
korektniho formalniho dukazu.

P1i vypoctu prikladh je tfeba se snazit kazdy krok odavodnit teorii.
Na druhé strané znalost teorie nemtize beze zbytku nahradit ,,pocetni
praxi”, kterd z mnoha moznych postupt umozni rychleji najit ten nej-
efektivnéjsi.



KAPITOLA 1

ZAKLADNI LOGICKE SYMBOLY,
MNOZINY, ZOBRAZENI, CISLA

1.1. Logicka symbolika
Logicka struktura matematickych diukazu

V tomto oddilu jsou stru¢né shrnuty zékladni pojmy a postupy mate-
matické logiky a zékladni logicka symbolika, jako naptiklad vgroky A, B,
implikace A = B (A implikuje B, z A plyne B), ekvivalence A < B (A je
ekvivalentni B), negace non A (A neplati) a dalsi, kterd budeme v dalsim
textu pouzivat. Je mozna lepsi si toto shrnuti pfecist az po prostudovani
celé knihy, nebof pak je ¢tenaf 1épe pochopi a oceni.

Zékladem kazdé védy (tedy i matematiky a fyziky) je soubor jistych znalosti. To,
co z téchto izolovanych poznatkii déla skuteénou védu je, Ze tyto poznatky logicky
uspordadame, vytvofime z nich systém. A k tomu slouzi logika. Pomoci logického
mysleni, logickym odvozovanim ziskavame z danych faktti nova fakta nebo hypotézy
(posledni opét konfrontujeme s experimentem, nebot by se mohlo stat, ze vychozi
poznatky nezobrazuji skute¢nost spravné).

Pravidla logického odvozovani se musi fidit jistymi zdkony: nesmi se naptiklad stat,
abychom dospéli k logickému sporu, pokud tento jiz neni v pfedpokladech. Je-li néco
logicky sporné, pak to nemtize byt pravdivé. Neni-li to v logickém sporu, nemusi to
jesté byt pravda. Je tfeba se opét obratit ke skute¢nosti, zda byla zobrazena spravné.
Logika tedy umoziiuje vyloucit nékteré urcité nespravné hypotézy.

Je mozné bez precenovani tvrdit, Ze matematika diky své presnosti je kromé jiného
velmi uziteCnym materidlem, na némz je mozné si vypéstovat dobré logické mysleni.

Zakladnimi pojmy, s nimiz logika pracuje, jsou: vyroky, predikdaty, logické spojky,
kvantifikdtory a zdkladni zdkony.

Vyrok je véta, o niz ma smysl Fici, ze je pravdiva. Napiiklad : ,,Cislo 2 je mensi

nez 3” je pravdivy vyrok. ,Cislo 5 je zdporné” je nepravdivy vyrok.
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4 1. LOGICKE SYMBOLY, MNOZINY, ZOBRAZENI, CISLA

Predikat neboli vyrokova funkce je predpis P (zobrazeni — viz oddil 3.), ktery
kazdému prvku z z daného pole objektt (mnoziny) pfifazuje vyrok, tj. pro kazdé x
z daného pole je P(z) vyrok. Je-li naptiklad pole objektti mnozina raciondlnich ¢isel
Q, pak vyrokovou funkci je napifiklad nésledujici: je-li z z Q, pak je P(x) véta: ,z je
mensi nez 3”. P(x) je pravdivy vyrok pro racionalni ¢isla mensi nez 3 a nepravdivy
pro racionalni ¢isla vétsi nebo rovna 3.

z danych vyroku a predikatt. Jejich vyznam je dan, fekneme-li, kdy pomoci nich
vytvoreny vyrok je pravdivy.

Zékladnimi logickymi spojkami jsou nasledujici (A, B jsou dané vyroky):

1) V (vel = nebo) — disjunkce:

Vyrok AV B je pravdivy pravé kdyz je pravdivy aspon jeden z vyrokid A, B (mohou
byt pravdivé i oba). Je nepravdivy pravé kdyz jsou nepravdivé oba vyroky A, B.

2) A (et = i) — konjunkce:

Vyrok A A B je pravdivy pravé kdyz jsou pravdivé oba vyroky A, B. Je nepravdivy
pravé kdyz alespon jeden z vyroku A, B je nepravdivy.

3) non (= ne) — negace:

Vyrok non A znamend, ze neni pravda, ze plati A. non A je tedy pravdivy pravé kdyz
A je nepravdivy.
4) = — implikace:
Vyrok A = B je pravdivy pravé kdyz nastava jedna z nasledujicich moznosti
a) A je pravdivy, B je pravdivy
b) A je nepravdivy, B je pravdivy
¢) A je nepravdivy, B je nepravdivy

a neni pravdivy v pfipadé, Ze je A pravdivy a B nepravdivy. Implikace se ¢te nékterym
z nésledujicich zpasobu: plati-li A, pak plati B, z A plyne B, A implikuje B, A je
postacujici podminkou pro B, B je nutnou podminkou pro A.

5) < — ekvivalence:
Vyrok A < B je pravdivy pravé kdyz jsou pravdivé oba vyroky A = B a B = A.
Ekvivalence se ¢te nékterym z nasledujicich zpusobt: A je ekvivalentni B, A plati
pravé kdyz plati B, A je nutnou a postacujici podminkou pro B, B je nutnou a
postacujici podminkou pro A.

Zékladni kvantifikdtory jsou tyto (M je pole objektt, P(x) je predikét):

1) 3 — existenéni kvantifikator:
Vyrok xeaM P(x) (¢teme existuje xz € M, Ze plati P(zx)) je pravdivy vyrok pravé kdyz

existuje né&jaké xg € M, ze vyrok P(zo) je pravdivy.
2) V — obecny kvantifikator:
Vyrok VM P(x) (¢teme pro kazdé x € M plati P(z)) je pravdivy vyrok pravé kdyz
zE

pro kazdy objekt y € M je vyrok P(y) pravdivy.

Zakladni zadkony jmenujme dva:

1) Zékon sporu:
Pro zaddny vyrok A neni pravda sou¢asné A i non A (tj. A Anon A je nepravdivy pro
kazdy vyrok A.
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2) Zakon vyloudeného tietiho:
Pro kazdy vyrok A je bud A pravdivé nebo non A pravdivé (tj. AV non A je pravdivy
vyrok pro kazdy vyrok A).
Z téchto zdkonu plyne, ze pro kazdy vyrok A nastane pravé jedna z moznosti:
a) A je pravdivé, non A je nepravdivé

b) A je nepravdivé, non A je pravdivé

Tj. pravé jeden z vyroki A a non A je pravdivy.

Vlastnosti implikace a ekvivalence.
Plati

1) A= A (reflexivnost implikace).

2) Plati-li A = B a B = C, pak plati také A = C (tranzitivnost implikace).
Miuzeme proto psat A = B = C.

3) A & A (reflexivnost ekvivalence).

4) Plati-li A < B, pak plati B < A (symetri¢nost ekvivalence).

5) Plati-li A & B, B < C, pak plati také A < C (tranzitivnost ekvivalence).

Poznamenejme, ze implikace neni symetricka, tj. muze platit A = B a pfitom
neplatit B = A.

Neékteré dulezité ekvivalence.
non(non A) & A
(A= B) < ((nonB) = (non A))
(A< B) & ((non B) < (non A))
(AV B) < non((non A) A (non B))
non(A V B) < ((non A) A (non B))
(A A B) < non((non A) V (non B))
non(A A B) < ((non A) V (non B))
(A= B) < ((nonA) Vv B)

9) non(A = B) < (A A (non B))
10) (AAB)VC < (AVC)A(BVC)
11) (AVB)AC & (ANC)V (BACQ)
12) non(weﬂM Plz)) & erM non P(x)

13) non(meVM Plz)) & erM non P(zx)

Zpusoby dukazu.
1) Pfimy dikaz.
2) Dukaz rozborem moznosti.
3) Nepfimy dikaz.
4) Dtikaz sporem.
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Nepfimy dukaz je zalozen na ekvivalenci 2.: misto A = B se dokazuje non B =
non A. Pri dikazu sporem postupujeme takto: chceme-li dokdzat A = B, predpokla-
dame, ze plati A A non B a z toho odvodime spor. A A nonB tedy neplati. Plati-li
vSak A, nemuze platit non B, a tedy musi platit B.

1.2. Mnoziny
Z mnozinové symboliky nam pro zacatek postaci nasledujici:

1) z € M — x je prvkem mnoziny M,

2) x ¢ M — x neni prvkem mnoziny M,

3) P C M — P je podmnozinou (¢asti) mnoziny M, coZ podrobnéji
znamend, ze kazdy prvek z P je také prvkem M. Rovnost dvou
mnozin M = P znadi, Ze plati zaroven jak M C P tak P C M.

4) M U P — sjednoceni mnozin M a P — coz znadi, Ze je to mnoZina
vSech téch z, které jsou alesponi v jedné z mnozin M, P.

5) M N P — pranik mnozin M a P — coz znadi mnozinu vSech téch
x, které jsou jak v M tak zaroven v P.

6) 0 znadi tzv. prdzdnou mnozinu, coz je mnozina, kterd nem4 zadny
prvek.

Pro ty ¢tenate, ktefi si chtéji hned trochu rozsitit své znalosti o mno-
zinach a také pro ty, ktefl pfi pouziti néjakého pojmu v dalsim textu jej
zde mohou najit, jsou uréeny nasledujici fadky psané petitem.

Mnozina je soubor véci (objektit), které nazyvame jejimi prvky. Dulezité je, ze
kazdy objekt bud patii do dané mnoziny M nebo do ni nepat¥i, tj. nastava pravé
jedna z moznosti:

a) x je prvkem mnoziny M — x patfido M —x € M,
b) z neni prvkem mnoziny M — x nepatii do M — = ¢ M.

Dlouho prevladalo minéni, ze intuitivni chapani mnoziny je postacujici a rozumné.
Ukézalo se vsak, ze muze vést k logickym sportm (ke sporu vede naptiklad pojem
mmnoziny viech mnozin). Proto vznikly rtizné axiomatické teorie mnozin, jimiz se zde
ovSem zabyvat nebudeme.

Zpusoby zaddni mnoZziny. Mnozinu je mozné zadat riznymi zptisoby. Uvedme
nékteré z nich:

a) Vyjmenovanim vsech prvki, které do ni patii:
My ={1,7,8,20,400} je mnozina, kterd obsahuje pravé ¢isla 1,7,8,20,400.
My = {Praha, Bratislava, VarSava, Riga, Vilnius, Minsk, Kyjev, Moskva, Lubla7,
Zdhreb, Bélehrad, Sofia} je mnozina, kterd obsahuje pravé vyjmenovana mésta.
(Tento zpusob je mozny jen u tzv. koneénych mnozin — viz dale.)
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b) Pomoci jiné jiz zndmé mnoziny:
Zname-li mnozinu celych ¢isel Z , miuzeme definovat celé mocniny ¢isla 2, a tedy také
mnozinu M3 vSech celych mocnin &isla 2, tj. M3 = {2%; z € Z}.

¢) Zadénim néjaké vlastnosti prvki:

My je mnozina vSech obéantt CR narozenych v roce 1970.
Mnozinu M2 muzeme zadat jako mnozinu hlavnich mést slovanskych statu.
Budeme psat M = {z; z ma vlastnost V' }, jestlize mnozina M obsahuje pravé
vSechna takova z, kterd maji vlastnost V.
Podmnoziny. Rovnost mnozin.

DEFINICE 1.1. Rekneme, 7e mnozina P je podmnozinou (¢asti) mnoZiny M,
jestlize kazdy prvek mnoziny P je také prvkem mnoziny M. PiSeme pak P C M.

Pkrap 1.1. Je-li R mnozina vSech redlnych ¢isel, Z mnozina vSech celych ¢isel,
pak je Z C R. Je-li Rt mnozina vSech kladnych realnych éisel, pak neplati ani Z C Rt,
aniRt CZ.

DEFINICE 1.2. Rekneme, %e mnoziny M a P se rovnaji (M = P), jestlize plati
M C P asoucasnéi P C M.

PoznMmkA 1.1. Tak se také ¢asto rovnost dvou mnozin dokazuje, viz priklad 1.3.
dale.

PKLAD 1.2. Necht My = {x; t €Z, 0< 2 <5}, Mo ={z; 2 €Z, x >0, 22 <
25}. Potom je zfejmé& M1 = Ma, nebot obé obsahuji pravé ¢isla 0,1,2, 3, 4.

PxLAD 1.3. NechtMl—{:c z€R, 0 <z <5}, Mg—{x r€ERz>0, 22 <
25}. Potom je M; = M,. Pii ditkazu nemiizeme postupovat jako v predchozim p¥i-
kladu. Postupujme piesné podle definice 1.2. Necht x € M1, tjzxeRa0<zazx <5
Podle prav1del o nasobeni nerovnosti je také x2 < 25, a tedy x € M2 Je-li naopak
T € M2, pak podle pravidla o odmocnovani nerovnosti je z < 5, a tedy = € M1

CVIEN 1.1. Dokazte, ze plati My = Mo, je-li M1 = {z: z € R, 22 —x —2 < 0},
My={zx: z€R, 2?2 <4, > —1}.

PozNMKA 1.2. Pro kazdou mnozinu M je ziejmé M C M.

DEFINICE 1.1A. Je-li P C M, P # M, pak fikdme, ze P je vlastni podmnozinou
mnoziny M.

DEFINICE 1.3. Mnozinu vSech podmnozin mnoziny M oznacujeme exp M nebo
také 2M . Mnozinu, kterd neobsahuje zadny prvek nazyvame prdzdnou a oznacujeme

ji 0.

PozNMKA 1.3. Prazdna mnozina je zfejmé podmnozinou kazdé mnoziny. Uzitec-
nost zavedeni tohoto na prvni pohled protismyslného pojmu uvidime pfi zavedeni
operaci s mnozinami, a také v ndsledujicim prikladu. Z logicko-filozofického je to
mnozina, které odpovida ¢islo nula, o jehoz uzitecnosti jisté nikdo nepochybuje.
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PkLAD 1.4. Necht mnozina M mé n prvki, kde n je pfirozené ¢islo. Potom exp M
ma 2" prvkl (pocitdme i prdzdnou mnozinu). Je totiz pro kazdé k = 1,2,...,n
pocet podmnozin mnoziny M, které maji k& prvka roven (2) Pfidame-li i prazdnou
mnozinu, dostaneme, Ze pocet prvki exp M je rovend ;' _, (Z) =(1+1"=2"

Operace s mnozinami.

DEFINICE 1.4. Sjednocenim M; U Ms mnozin My a Ms nazyvame mnozinu vSech
téch z, které patii alespon do jedné z téchto mnozin. Prinikem Mp N Mg téchto
mnozin nazyvame mnozinu vSech téch x, které patii jak do M tak do Ma. Rozdilem
M7\ M3 téchto mnozin nazyvyme mnozinu vSech t&ch z, které pat¥i do M ale nepat¥i
do M. Symetrickou diferenci A(My, Ma) nazyvame mnozinu (My \ Ma)U (Ma \ My)
(tj. mnozinu téch z, které patii do jedné z téchto mnozin, ale nepatii do obou).

CVIEN 1.2. Dokazte rovnost A(My, M) = (M1 U M2) \ (M1 N Mo).

CVIEN 1.3. Dokazte, ze M1\ M2 = M2\ M1 pravé kdyz My = My (zfejmé je pak
Mi \ My = Ma \ My = 0).

V1A 1.1. Pro libovolné mnoziny platt

1.AUB=BUA ,
(komutativnost)

2. ANB=BnNA

3. AU(BUC)=(AUB)UC o

(asociativnost)
4. AN(BNC)=(AnB)NC
5 AN(BUC)=(ANnB)UANnC) = .
(distributivnost)
6. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)

DxaAz. 1. a 2. plynou pfimo z definice. Dokazme napiiklad 6. (dikaz ostatnich
pfenechavame Ctenafi).

Necht x € AU (BNC). Potom jebud z € A, atedyiz € (AUB)az € (AUC),
a tedy také z € (AUB)N(AUC). Nebo jexz € (BNC). Potom jexz € B,z € C, a
tedyiz € (AUB),z € (AUC(C), a tedy také z € (AU B) N (AU C). Dokazali jsme
inkluzi AU(BNC)C (AUuB)N(AUCQC).

Necht naopak je z € (AU B)N (AUC). Potom je z € (AUB), z € (AUC). Bud
je x € A, a pak je zfejmé x € AU (BN C); neni-li z € A, potom musi byt = € B i
ze€C,atedytakéc € BNCax e AU(BNCQC).

CVIEN 1.4. Dokazte podrobné tvrzeni 3. — 5. z véty 1.1.
Sjednoceni a priunik je mozno zavést i pro vice mnozin nez dvé.

DEFINICE 1.5. Necht M je mnoZina, jejimiz prvky jsou zase mnoziny. Sjednoce-
nim vsech mnozin z M nazyvame mnozinu vSech téch z, které patii aspon do jedné

mnoziny M € M. Oznacujeme ji |J M. Prinikem vSech mnozin z M nazyvame
MeM
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mnozinu vSech téch xz, které patii do kazdé mnoziny M € M. Oznacujeme ji (| M.
MeMm

oo
Je-li M posloupnost (viz kapitola 2. dale) mnozin My, Moa, ..., pak piseme |J My,

n=1

oo
N My misto |J M, () M. Obsahuje-li M k& mnozin M1, Ma,..., My, pak
n=1 MeM MeM

k k
piseme |J Mnp, resp. (| Mn.
n=1 n=1
DEFINICE 1.6. Necht A, M jsou dvé mnoziny, A C M. Mnozinu M \ A nazyvame
doplrikem A v M a oznacujeme ji Cps(A). Je-li jasné, v jaké mnoziné doplnék bereme,
piseme struéné C(A).

VTA 1.2. Necht A, B jsou dvé mnoziny. Potom je (A\B)U(BNA) = A. Specidlné
pro B C A jeCa(B)UB = A.

DxaAz. Necht je x € A. Pak jebud z ¢ B, atedy v € (A\ B) ataké z € (A\ B)U
(BN A). Nebo je také x € B, a pak ovSem z € (AN B) ataké z € (A\ B)U (BN A).
Dokazali jsme tedy inkluzi A C (A\B)U(BNA). Necht je naopak « € (A\B)U(BNA).
Pak je bud = € (A\ B), coz ale znamena, ze z € A, nebo je z € (BN A), ale pak je
také xz € A.

DEFINICE 1.7. Rikdme, ze mnoZiny A a B jsou disjunktni, jestlize je AN B = (.

VTa 1.3 (de Morganovy vzorce). Necht je M C exp M. Potom plati

Lew( Y A=) cuA),

AeM AeM
2.cu( ) M= U Cula)
AeM AeM

(jinymi slovy: doplnék sjednocent je roven priniku doplriki, doplnék priniku je roven
sjednocent doplriki).

DkAZ. Dokazeme 1. Necht z € Cpr(UA). Potom je x € M, ale z ¢ UA, a tedy
nepat¥i do zddného A € M, tj. x ¢ A pro kazdé A € M. To ovSem znamena,
zex € M\ A = Cp(A) pro kazdé A € M, a tedy x € NCar(A). Necht naopak
z € NCps(A). Potom je z € Cpr(A) pro kazdé A € M. To ovSem znamena, ze x € M
ax ¢ Aprokazdé A, tj. x ¢ UA. Je tedy x € M \ UA = Cpr(UA).

Druha rovnost se dokadze podobné.

CVIEN 1.5. Dokazte podrobné druhou rovnost z véty 1.3.

DEFINICE 1.8. Kartézskym soucdinem mnozin A, B nazyvame mnozinu usporada-
nych dvojic (a,b) takovych, ze a € A, b € B. Oznacujeme ji A X B.
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CVIEN 1.6. Ukazte, ze A X B = B x A pravé kdyz bud A = B nebo asponi jedna
z mnozin A, B je prazdna.

PozNMKA 1.4. Je mozné definovat kartézsky soucin koneéného pocétu mnozin
Ay, Ag, ..., A, ktery oznacujeme Aj; X Az X --- X Ap jako mnozinu uspofadanych
k -tic takovych, ze a; € A;,1=1,2,...,k.

PxraAD 1.5. Mnozinu R X R x ... R (k -krat) oznacujeme Ry. Stejné jako kazdému
bodu na p¥imce pfifazujeme pravé jeden prvek z R = R; (redlné &islo), pak kazdému
bodu v roviné (prostoru) mizeme pfifadit pravé jeden prvek z Ra (R3), tj. uspofa-
danou dvojici (trojici) redlnych ¢isel, které nazyvame soufadnicemi bodu v né&jaké
soustavé souradné.

CVIEN 1.7. Necht A C M, B C P. Potom A X B C M x P. Dokazte.

PKLAD 1.6. Necht A = {z; z € R, |z| <1}, B = (—2,2). Potom A X B pfedsta-
vuje obdélnik sitky 2 okolo svisl€ osy, zatimco B X A obdélnik vysky 2 okolo vodorovné
osy (nandSime-li prvni soufadnice na vodorovnou osu a druhé na svislou), viz obr.
1.1. To ukazuje, ze obecné je A X B # B x A.

OBR. 1.1

PoznMKkA 1.5. Ne kazdou podmnozinu kartézského soucinu M x P lze zapsat jako
A X B pro n&jaké A C M, B C P. Takova je naptiklad mnozina K = {(z,y); (z,y) €
Ro} 22 + 32 <1 C Ry (uzavieny kruh o stiedu (0,0) a poloméru 1).

1.3. Zobrazeni

Zobrazeni je také jednim z pojmu, které se vyskytuji snad ve vsech
partiich matematiky. Vyslovime nyni presnou jeho definici a rozebereme
ji. Podrobnéjsi vyklad opét nasleduje petitem.
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DEFINICE 1.9. Necht M a P jsou dvé mnoziny, A je neprazdné pod-
mnozina mnoziny M. Je-li ke kazdému prvku z € A ptitazen prdvé jeden
prvek y, € P, fikdme, Ze je zadano zobrazeni z mnoziny M do mnoziny P.
Oznacime-li je ¢, pak piSeme ¢ : M — P, nebo také ¢ : = — y, = ¢(x),
x € A. Prvek y, = ¢(x) se nazyva obrazem prvku x pii zobrazeni ¢, nebo
také hodnotou zobrazeni ¢ na prvku z. Kazdé = € A, pro néz je p(x) = y,
kde y je dany prvek z P, se nazyva vzorem prvku y. A se nazyva definic-
nim oborem zobrazeni ¢ a znaci se Dy; pro @ C A ¢(Q) znaci mnozinu
obrazti vSech prvki « € Q pfi zobrazeni ¢. Pfitom ¢(A) = ¢(D,,) se
zna¢i R, a nazyva se oborem hodnot zobrazeni ¢. Je-li R, = P, mlu-
vime o zobrazeni na P, je-li A = M, mluvime o zobrazeni mnoziny M
(vynechévame predlozku z).

PRIKLAD 1.7. Pro dand éisla a,b € R je zobrazeni ¢ : R — R déno
predpisem ¢(z) = az+0b pro € R. Takovému zobrazeni fikdme linedrni
funkce.

PRIKLAD 1.8. Zobrazeni ¢ : R — R je definovéno takto: D, =R a

1 prox >1
plx)=q¢ = pro |z| <1
—1 prozx < -1

PRIKLAD 1.9. Zobrazeni ¢ : M — M, pro které je ¢(z) = x pro
kazdé x € M nazyvame identickym a oznacujeme I; nebo prosté I.

PRIKLAD 1.10. Je-li M = N, kde N je mnozina pf¥irozenych ¢isel,
pak pfislusné zobrazeni nazyvame posloupnosti prvku z P. Pro P = R
(P = C) (C je mnozina komplexnich éisel), mluvime o redlné (kom-
plexni) ¢iselné posloupnosti. Témito posloupnostmi se budeme zabyvat
v kapitole 2.

PRIKLAD 1.11. Je-li M = R a P = R (C), pak zobrazeni z R do R
(C) nazyvame redlnou (komplexni) funkci jedné redlné proménné. Témi
se budeme zabyvat ve zbylych kapitolach.

Ctendf jisté zna ze skoly rtizna geometricks zobrazeni, jako t¥eba oto-
Ceni okolo bodu (pfimky), stejnolehlost, zrcadleni, aj.
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PozZNAMKA 1.6. V definici 1.9. jsme zvyraznili slova prdvé jeden. To
je struéné vyjadreni nasledujicich dvou véci:
1) aspori jedno — aby na prvku z bylo zobrazeni definovano,
2) nejvyse jedno — aby obraz byl urden jednoznacné.

PRIKLAD 1.12. Piedpis f(z) = v1 — 22, |z| < 1 (pfipometime, Ze \/a
znaci nezaporné ¢islo, jehoz druhd mocnina je rovna nezdpornému ¢islu
a) definuje redlnou funkci redlné proménné, definovanou na intervalu
(—1,1).

PRIKLAD 1.13. Piedpis: ¢islu z > 0 odpovida ¢islo y, takové, Ze
y2 = x nedefinuje funkci, nebof pro x > 0 jsou takova ¢&isla dvé: /7 a
7.

PozNAMKA 1.7. Na druhé strané definice 1.9. nevyluc¢uje moZnost, Ze
dva nebo vice riiznych bodd mé stejné obrazy. V tomto smyslu uvedme
nasledujici dva extrémni pripady:

DEFINICE 1.10. Pro néjaké b € P je ¢(x) = b pro vSechna x € D,,.
Takové zobrazeni se nazyva konstantnim na D,,.

DEFINICE 1.11. Necht pro jakékoli z1, xo € D, x1 # x2 je @(x1) #
»(x2) — riznym bodim odpovidaji riizné obrazy (toto lze ekvivalentné
vyjadiit i takto: p(z) = ¢(y) = © = y — kazdy prvek z R, ma jediny
vzor). Potom se takové zobrazeni nazyva prosté na D,,.

PRIKLAD 1.14. Funkce f(z) = 2z +5 je prosta na R, zatimco g(x) =
x? tam prosta neni. Ovéfte podrobné.

CvICENT 1.8. Najdéte obory hodnot vyse uvedenych zobrazeni.

PozNnMKA 1.8. Zadati zobrazeni z M do P znamend zadat:
a) jeho defini¢ni obor, tj. jistou podmnozinu A mnoziny M,
b) hodnotu zobrazeni v kazdém bodé z € A.

DEFINICE 1.12. Rekneme, ze dvé zobrazeni ¢ a 9 se rovnaji, tj. ¢ = 1, jestlize
Dy =Dy a p(x) = P(x) pro kazdé x € Dy = Dy,.

To znamend , Ze napiiklad ¢(z) = 22 pro € R a ¢(x) = x2 pro = > 0 jsou dvé
ruzné zobrazeni. Na druhé strané s timto pfikladem souvisi nasledujici definice:

DEFINICE 1.13. Je-li Dy C Dy a ¢p(x) = p(x) pro © € Dy, pak fikdme, ze
zobrazeni i je zuZenim zobrazeni ¢ a zobrazeni ¢ je rozsifenim zobrazeni . Znac¢ime
také ¢|p zuZeni ¢ na mnozinu B C D,,.

S pojmem prostého zobrazeni souvisi pojem inverzniho zobrazeni:
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DEFINICE 1.14. Je-li ¢ : M — P prosté zobrazeni , pak k nému inverznim
zobrazenim ¢! : P — M nazyvame zobrazeni definované takto: D,-1 =Ry apro
yE€D,-1 je ©~1(y) = zy, pro néz je p(zy) = y.

Tato definice opravdu zadava zobrazeni, nebot diky prostoté ¢ ma kazdé y jediny
vzor pfi zobrazeni ¢.

PKLAD 1.15. Je-li pro ¢ € Dy, = {z; = > 0} o(z) = 22, je o~ (y) = /¥
s Dy—1 ={y; y = 0}.

VTA 1.4. Je-li ¢ prosté zobrazeni z M do P, potom plati:

1) ¢~ je prosté zobrazeni z P do M.

) D o-1 =R, Ry—1 =Dep.

5) ¢ L) = o & ol )=yproz €Dy ay€D,-
)

)

N

4 ‘1(@(9:)) =z proz €Dy, p(¢ ' (y) =y proy € D, .
5 (¢ ) t=¢.

DkAz. Je-li o 1(y1) = ¢~ (y2) = z, pak podle definice p~! je ¢(z) = w1,
o(x) = y2, a tedy y1 = y2, coz dokazuje prostotu 1. D,-1 =Ry aR,-1 CDy
plati podle definice. Je-li ale * € Dy, pak pro y = () je ¢~ 1(y) = z, a tedy
D, C R¢_1, &mz je 2) dokéazano. Tvrzeni 3) plyne ptimo z definice ¢~ !. Dokazme
4). Je-li # = o~ 1(p(x)), pak podle definice ¢! je (%) = ¢(z) a z prostoty ¢ plyne
Z = x. Druhd rovnost se dokazuje podobné. Posledni tvrzeni plyne z 2) a z toho, ze
P H )=y ) =cey=0rp@).

Jestlize ¢ neni prosté na D,, mize byt prosté na néjaké podmnoziné B C D,,.
Pak ¢| je prosté a existuje k nému inverzni (gp|B)*1, viz nésledujici priklad.

PKLAD 1.16. Zobrazeni p(x) = sinz, * € R neni prosté. Ale jeho ziZeni na
interval (—m/2,7/2) je prosté. Zobrazuje tento interval na interval (—1,1). Proto
inverzni k tomuto zZeni zobrazuje interval (—1, 1) na interval (—7/2, 7/2) a oznacuje
se arcsin.

Dalsim dilezitym pojmem je tzv. sloZené zobrazeni:

DEFINICE 1.15. Necht ¢ : M — P, : P — Q, R, NDy # 0. Potom definujeme
zobrazeni 1) o ¢ pfedpisem:
1) Dyoyp = {z; = € Dy, ¢(x) € Dy},
2) (¢ op)(z) = P(p(x)) pro kazdé & € Dyoyp-
Zobrazeni 1) o ¢ se nazyva sloZenym zobrazenim (kompozici) zobrazeni ¢ a 1.
Pritom se ¢ nazyva vnitrnim a 1 vnéjsim zobrazenim

PozNMKA 1.9. Pii tvofeni slozeného zobrazeni zalezi na potadi. Dyo, je voleno
tak, aby ¥ o ¢ bylo definovdno na co nejvétsi mnozing, pro néz ma ¥ (¢(x)) smysl.

PKLAD 1.17. ¢ : 2 - a2+ 1,z € R, ¢ : y — /¥, y > 0. Protoze je R, =

{y; y > 1} C Dy ={y; y > 0}, je Dyop = Do =R a (¢ o p)(z) = V1+22 pro
kazdé = € R.
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PKLAD 1.18. ¢ : z — 1—22, s € R, v : y — VY, ¥y > 0. Protoze je p(x) €
Dy © |z| <1, je Dyop = {z; |2| <1} a (Y 0 @)(x) = V1 — 22 pro kazdé © € Dyop-

Protoze je Ry C Dy, je Dypoy = Dy a (po)(y) =1 — (\/5)2 =1 —y pro kazdé
y 2> 0.

PozNMKA 1.10. Je mozné za piislusnych predpoklada vytvorit kompozici konec-
ného poctu zobrazeni ¢10p20- - -0y, . Plati pak naptiklad ¢10(p2003) = (p1092)0p3
(asociativnost kompozice). DokaZte.

Dukazy nasledujicich tvrzeni pfenechavame ¢tenafi za cviceni.

VTA 1.5. Jsou-li ¢ a1 prostd zobrazeni a Yoy je definovdno, pak je také prosté.

1

VTA 1.6. Je-li ¢ prosté zobrazent, pak o~ 1oy a pop~! jsou identickd zobrazeni

na Dy resp. Ry .

DEFINICE 1.16. Je-li ¢ zobrazeni z M do P, pak mnozinu G(¢) = {(z, p(x)); = €
D,} C M x P nazveme grafem zobrazeni .

PkrLAD 1.19. Je-lig: R — R, je G(¢) podmnozinou Ra, tvofenou vSemi dvojicemi
¢isel tvaru (z,p(z)), * € Dy. Piifadime-li kazdé dvojici ¢isel (z,y) bod v roviné o
soufadnicich z,y v néjaké soustavé souradné, bude graf funkce jistd mnozina boda
v roviné, kterd nam dava jistou predstavu o chovani této funkce. Naptiklad pro ¢ :
z — 22 + 1, |z| < 2 je G(p) &ast paraboly na obrazku 2.

OBR. 1.2

PKLAD 1.20. Je-li ¢ redlnd posloupnost ¢(n) = an, n € N, je G(¢) posloup-
nost bodd v roviné, jejichz prvni soufadnice jsou pfirozena ¢isla a druhé jsou rovné
pfislusnému é&islu ar,. Na obrazku 3. je ¢ast grafu G(¢) pro ¢(n) =1/n, n € N.

CVIEN 1.9. Nakreslete ptiblizné grafy funkci uvedenych v tomto oddilu.

CVIEN 1.10. DokaZte, Ze mnozina G C M x P, G # (), je grafem n&jakého zobra-
zeni ¢ : M — P pravé kdyz (z,y1) € G, (z,y2) € G = y1 = y2.
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OBR. 1.3

1.4. Cisla, mnoziny ¢&isel

V tomto oddilu stru¢né pfipomeneme uzivané druhy cisel a jejich
vlastnosti.

Prirozena ¢isla — N

1,2 3,...

Vznikla jako vyjadreni po¢tu prvkd mnoziny resp. jako vyjadfeni po-
fadi odpocitavanych véci.
Mizeme je srovnavat podle velikosti, s¢itat a nasobit.
Je jich nekoneéné mnoho — ke kazdému existuje o jednicku vétsi, ale
ne zase prilis mnoho. Plati totiz nasledujici tzv. axiom indukce:
Jestlize pro néjakou mnozinu M C N je
1) 1e M,
2) s kazdym n € M je také (n+1) € M,
pak je M = N.

Cela é&isla - Z

oy —n, —(n—=1),..., =1,0, 1, 2,..., n, ...

(pfidali jsme zdporna celd ¢éisla a nulu). Mizeme navic bez omezeni
odecitat.
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Racionalni ¢isla — Q

jsou tt¥idy ekvivalentnich zlomk
p
a? q 7é 07 p,q € Z

(dva zlomky p/q a p/§ nazyvame ekvivalentni, je-li p§ = pq).

Mizeme navic bez omezeni délit (nenulovym ¢islem).

Na rozdil od mnoziny celych ¢isel mezi kazdymi dvéma racionalnimi
Cisly ¢1 < ¢2 lezi dalsi raciondlni éislo (a tedy nekoneéné mnoho tako-
vych ¢isel). Kdybychom si raciondlni ¢isla zndzormiovali na p¥imce, pak
by ji ,husté” zaplnila, ale ne zcela vyplnila. Kdybychom naptiklad z po-
¢atku nanesli preponu pravotihlého trojihelnika s rameny rovnymi jedné,
pak by jeji koncovy bod nebyl oznacen zaddnym racionalnim ¢islem — viz
nasledujici poznamka.

PozNMKA 1.11. Neexistuje racionélni &slo p/q s vlastnosti (p/q)? = 2: Kdyby
existovalo, mizeme predpokladat, Ze p a ¢ jsou kladna a nesoudélné.Pak ale p? = 2¢2,
tj, p? je sudé. Pak ale i p musi byt sudé: p = 2k. Potom ale je (2k)2 = 2¢2, 2k? = ¢2,
tj. ¢ musi byt také sudé, coz je spor s predpokladanou nesoudélnosti p, q.

Aby se odstranily tyto nedostatky, byla zavedena tzv. redlna ¢isla.

Realna éisla — R.
Jednim z moznych zptsobt jak je zavést jsou tzv. nekonecné desetinné
rozvoje

+ag,a1az...0y ...

kde ag € NU{0}, a; € {0,1,...,9}, ¢ € N s tim, Ze nepfipoustime periodu
9 a ptipoustime periodu 0 (tzv. ukoncené rozvoje; je naptiklad 1,00 ... 0
... totéz, jako 0,99 ... 9 ... ). Raciondlnim ¢islim pak odpovidaji roz-
voje, které maji periodu (specidlné ukonéené rozvoje). Pro dany zlomek
p/q se odpovidajici desetinng rozvoj dostane délenim se zbytkem ¢isla p
¢islem ¢q. Prikladem neperiodického rozvoje muze byt napiiklad rozvoj
0,101001000. .. (pocet nul za kaZdou jednickou se o jednotku zvétsuje).

V mnoziné redlnych ¢isel miZeme séitat, odeéitat, nésobit, délit (kromé
nulou) bez omezeni, srovnavat podle velikosti, pficemz opét plati, Ze mezi
kazdymi dvéma ¢isly r; < 7o lezi nekone¢né mnoho dalsich realnych c¢i-
sel (dokonce i nekoneéné mnoho raciondlnich ¢&isel). Pfitom kazdé realné
¢islo miizeme s libovolnou presnosti ptiblizit racionalnimi ¢isly: je-li r =
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ap,a1as .. .4y ... realné ¢islo, pak racionalni ¢islo ag, aias ... a,00...0...
se od r lisi nejvyse o 1/10™.

Abychom vyjadrili vlastnost, Ze tato ¢isla uz zaplni celou pfimku (a
také i napriklad to, Ze mizeme bez omezeni odmocniovat nezaporna ¢is-
la), zavedme nejdfive nékteré pojmy, které se ndm budou hodit i v dal-
Sim.

DEFINICE 1.17. Mnozina M C R je omezend zhora (omezend zdola),
jestlize existuje takové K; € R (K3 € R), ze ¢ < Ky (z > K3) pro
viechna x € M. Cislo K; (K32) s touto vlastnosti pak nazyvéme horni
(dolnt) hranici mnoziny M. Je-li M omezend zhora i zdola, pak fikdme,
ze je omezend.

DEFINICE 1.18. Rekneme, 7e mnozina M C R ma nejvétsi proek (=
mazimum) (nejmensi prvek (= minimum)), jestlize existuje zg € M
takové, ze xg > x (¢ < x) pro kazdé x € M. Takové xy pak nazyvime
nejuétsim (nejmendim) prvkem mnoziny M.

PozNAMKA 1.12. Ziejmé kazd4 koneénd mnozina ma nejmensi i nej-
vétsi prvek. Ma-li M maximum (minimum), pak je omezend zhora (zdola).
Opacné implikace obecné neplati: M = {y; y < 2} je omezena zhora, ale
nema maximuim.

DEFINICE 1.19. Rekneme, Ze ¢&islo G je supremem (= nejmensi horni
hranict) mnoziny M C R, jestlize plati
1) @ < G pro kazdé x € M,
2) pro kazdé G < G existuje x5 € M, ze x5 > G.
Rekneme, Ze &islo g je infimem (= nejvétsi dolni hranici) mnoziny
M C R, jestlize plati
1) = > g pro kazdé x € M,
2) pro kazdé g > g existuje x5 € M, ze x5 < .
PozNAMKA 1.13. 1) znadi, Ze G je horni hranice, 2) znadi, ze zadné
G < G neni horni hranici. Analogicky pro infimum.

PozNAMKA 1.14. M4-li M maximum, pak je supremum rovno to-
muto maximu. Obecné supremum nemusi byt maximem — viz piiklad
z poznamky 1.12.

Vlastnost ,,nedéravosti” R vyjadiuje néasledujici véta:
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VETA 1.7. KaZdd neprdzdnd' zhora (zdola) omezend mnoZina M C
R md v R supremum (infimum).

PozNAMKA 1.15. Pro Q takova véta neplati, napiiklad mnoZzina M =
{y; y € Q, y? <2} C Q nemé v Q supremum (v/2, coz je jeji supremum
v R, do Q nepatii).

PoDsTATA DKAZU. Necht omezena zhora mnozina M obsahuje pouze kladna ¢isla.
Potom je mnozina vSech ag € NU {0} u vSech prvkii z M omezend. Necht ag je jeji
maximum. Uvéazime-li nyni podmozinu My C M vsSech téch cisel z M, pro néz je
ap = ao, uréime a; jako nejvétsi z Cisel {0,1, ... ,9} takovych, ze v My existuje ¢islo,
zacinajici ag, a1. Analogicky postupujeme dale, az sestrojime ¢islo ag, @142 ...an ...,
o némz se dokaze, ze je supremem M.

V mnoziné realnych &isel plati (viz naptiklad [Si]) také tzv.

Archimediv princip: pro a > 0, § libovolné existuje n celé, ze
(n—1a < 8 < na.

Pro kazdé realné ¢islo r # 0 definujeme jeho absolutni hodnotu |r| jako
kladné z éisel r a —r, |0] ef 0. Pfipomenme, Ze pro takto definovanou
absolutni hodnotu plati vztahy:

1) |ab| = |al.[b],
2) |a+b| < |a| + |b] (trojahelnikova nerovnost),
3) llal = o[} < la —bl,
4) la] <be -b<a<bla<b& -b<a<hb.

Komplexni ¢isla - C

Duvodem pro jejich zavedeni bylo pfani umét odmocnovat i zaporna
¢isla, obecnéji prani, aby kazdy mnohoclen stupné alespon 1 mél alespon
jeden kofen.

Komplexni ¢isla se zavadéji jako mnozina uspofadanych dvojic (a, b)
redlngch ¢isel. Rovnost dvou komplexnich ¢isel (a,b) a (¢, d) se definuje
predpisem a = ¢ a zaroven b = d. S¢itani a nasobeni se definuje nasle-
dovné: (a,b)+ (¢, d) = (a+c,b+d), (a,b).(c,d) = (ac—bd, ad+bc). Tyto
operace maji stejné vlastnosti jako v mnoziné redlnych cisel. Redlnym
¢islim odpovidaji komplexni ¢isla tvaru (a,0). Cislo (0,1) se oznacuje i
(komplexni jednotka) a plati pro néj i> = —1. Vzhledem k témto defini-
cim mizeme kazdé komplexni ¢islo o = (a, b) zapsat ve tvaru o = a + b,
pricemz Cisla a a b se nazyvaji redlnou a imagindrni ¢asti ¢isla o a znaci

1tj. kterd ma aspoti jeden prvek.
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se Rea a Ima. Absolutni hodnotou |a] ¢isla a = a + ib nazyvame cislo
va? + b?. Kazdé komplexni &slo pak miZeme napsat v tzv. goniomet-
rickém tvaru o = a+1ib = || (cos p+ising), kde ¢ (tzv. argument kom-
plexniho ¢isla) je takové ¢islo, pro néz je cosp = a/ |al, sinp = b/ |al.
Komplexni ¢isla si zndzoriiujeme jako body roviny (viz obr. 1.4).

lod

OBR. 1.4

Na tomto obrazku je také vidét geometricky vyznam zavedenych poj-
mi. Na obrazku 1.5. je vidét, jak si znazornime soucet dvou komplexnich
¢isel, na obrazku 1.6. je vidét vyznam rozdilu  — a dvou komplexnich
¢isel a také vyznam absolutni hodnoty tohoto rozdilu jako vzdalenosti
odpovidajicich bodu « a .

o+p

OBR. 1.5
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o

OBR. 1.6

DEFINICE 1.20. Rekneme, #e mnozina M C C je omezend, jestlize
existuje K € R, ze || < K pro vechny = € M.

V mnoziné C ma kazdy polynom stupné alespon 1 alespon jeden ko-
fen. Na druhé strané v C neni definovano usporadani. Lze jen srovnavat
absolutni hodnoty komplexnich ¢isel (nebot to jsou ¢isla realnd).

Pripomenme nakonec nasledujici vztahy, platné pro libovolna dvé
komplexni ¢isla «, (:

.| = ol |8], la+ 8] <ol + 18], o= 5] = |laf —|8]]-



KAPITOLA 2

CISELNE POSLOUPNOSTI

2.1. Definice, vodni poznamky

Posloupnost je specialni dulezity pfipad zobrazeni. Vedle jeho samo-
statného vyznamu je davod pro jeho zafazeni hned na zacatku této uceb-
nice i pedagogicky: aby si ¢tenaf na pomérné jednoduchém piikladu zvykl
na zakladni pojmy matematické analyzy: limitu, konvergenci, omezenost
apod.

DEFINICE 2.1. Posloupnosti prvka z mnoziny M nazyvame zobra-
zeni ¢ z mnoziny prirozenych ¢isel N do M. Je-li M = R, mluvime
o posloupnosti redlnych cisel, je-li M = C, mluvime o posloupnosti
kompleznich c¢isel. Hodnotu zobrazeni ¢(n) na prvku n € N znacdime
apn, b, apod. a nazyvdme n-tym clenem posloupnosti. R, tj. mnozinu
{an; an = p(n), n € N} nazgvame mnozinou élend této posloupnosti.

PozNAMKA 2.1. Pro zkraceni zépisu piSeme obvykle a1, as, ..., a,,...
nebo a,, n € N misto posloupnost ¢, ¢(n) = an, n € N a {a,}° misto
mnoziny ¢lenti posloupnosti.

PRIKLAD 2.1. Nemusi byt a; # a;, ¢ # j: napfiklad tzv. konstantni
neboli staciondrni posloupnost je takové, ze pro néjaké pevné c € M je
an = ¢ pro kazdé n € N. Potom je samozfejmé mnozina {a,}3° jedno-
bodova a obsahuje pravé bod c.

Dale se budeme zabyvat pouze posloupnostmi readlnych nebo komplex-
nich ¢isel.

Posloupnost redlnych ¢isel si miizeme geometricky znézornit nasle-
dovné:

Typeset by ApS-TEX
21
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| | |
1
a5 a3a10 a, a, a6

OBR. 2.1

a) na pfimce — viz obr. 2.1.

b) v roviné — viz piiklad 1.20.

Pokud je {a,}{° nekoneénd mnoZina, nemuiZe samoziejmé obrazek
znéazornit celou posloupnost, miize ovSem zachytit nékteré zakonitosti a
priblizit nam nékteré ivahy.

U posloupnosti budeme zkoumat omezenost, konvergenci (existenci
limity), monotonnost a vzajemné souvislosti mezi témito pojmy.

2.2. Omezené a monotonni posloupnosti

DEFINICE 2.2. Rekneme, Ze posloupnost a,, n € N je omezend, je-li
omezend mnozina jejich ¢lent {a, }5°. Pro redlné posloupnosti definujeme
analogicky také omezenost zhora (zdola).

PozNAMKA 2.2. Podle definice omezenosti mnoziny je tedy posloup-
nost a,, n € N omezend pravé kdyz existuje K € R takové, ze |a,| < K
pro kazdé n € N. Analogicky pro posloupnosti omezené zhora (zdola).

PRIKLAD 2.2. Je-li a, = a + nd, n € N aritmetickd posloupnost,
a, d € C, pak je a, omezena pravé kdyz je d = 0. Je-li d = 0, pak je
posloupnost zfejmé omezend ( mnozina {a, }3° je jednobodovd). Ukazme,
7e pro d # 0 tato posloupnost neni omezena. Pro kazdé n € N plati |a,,| >
[n||d| —|a|. Podle Archimedova principu (viz kapitola 1.) ke kazdému K
existuje 7 € N, zZe |d|n > K + |al, a tedy |az| > K.

CvICEN] 2.1. Necht a, = a1¢" ', n € N, a;,q € C, a1 # 0 je
geometrickd posloupnost. Ukazte, Ze je omezend pravé kdyz je |q| < 1.
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V realném pfipadé pro ¢ < —1 neni omezena ani zhora ani zdola, pro
q > 1 je omezend zdola (zhora) pravé kdyz je a; > 0 (a3 < 0).

DEFINICE 2.3. Necht a,, n € N je posloupnost redlnych ésel. Rek-
neme, ze tato posloupnost je neklesajici (rostouct), je-li an, < api1
(a, < apy1) pro kazdé n € N . Rekneme, 7e tato posloupnost je neros-
touct (klesagict), je-li ap, > ant1 (an > any1) pro kazdé n € N . VSechny
takové posloupnosti nazyvame monotonnimi , klesajici a rostouci ryze
monotonnimi. Rekneme, Ze posloupnost je monotonni (rostouci, klesa-
jici, apod.) od indexu ng C N, plati-li pFislu$né nerovnosti pro kazdé
n > ng.

PRIKLAD 2.3. Reélné aritmetickd posloupnost je vzidy monotonni.
Pro d # 0 dokonce ryze monotonni (klesajici pro d < 0, rostouci pro
d > 0). Redlnd geometrickd posloupnost je monotonni pro g > 0, ryze
monotonni pro ¢ > 0, ¢ # 1, a; # 0, neni monotonni pro g < 0. Snadné
ovéfeni prenechavame ¢tenafi za cviceni.

2.3. Limita posloupnosti

DEFINICE 2.4. Rekneme, Ze ¢islo a(€ R, C) je limitou posloupnosti
an,n € N, jestlize ke kazdému ¢ > 0, € € R existuje ng(e) € N takové, Ze
pro kazdé n > ng(e) je

lan, —al <e.

Piseme pak lim a,, = a (limita a, pro n konvergujici k +oco je rovna
n—0oo

a), nebo a, — a pro n — 400 (a, konverguje k a pro n konvergujici do
plus nekone¢na). (Znaménko + u +oo obvykle vynechavdme). Rekneme,
ze posloupnost a,,, n € N je konvergentni, ma-li limitu, tj. existuje-li a,
ze lim a, = a.

n—oo

PozNAMKA 2.3. Pomoci kvantifikdtori miizeme struéné tuto definici
zapsat takto:

lim a, =a<Ve>03Ing e NVneN (n>ny=la, —al <e).

n—00

PRIKLAD 2.4. Ukazme, Ze posloupnost a, = 1—1/n, n € N m4 limitu
1. Dokazeme to tak, ze opravdu ke kazdému £ > 0 najdeme pfislusné ng.
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Tvrdim, Ze za ng lze volit takové pfirozené éislo, ze ng > 1/e (coz je ekvi-
valentni tomu, ze 1/ng < ¢ ). (Takové ¢islo existuje podle Archimedova
principu.) Ovéfme to: je-li totiz n > ng, pak je

1
no

1
’1———1‘: < < € pron > ng.
n

S

Pochopeni pojmu limity déla zacatecnikovi potize, které ovsem, chce-
li porozumét dalsimu, musi pfekonat. Nasledujici poznamky mu k tomu
snad trochu pomohou.

PozZNAMKA 2.4. Definice 2.4. je presnou formulaci nésledujiciho ne-
presného (nejasného) tvrzeni — jakési intuitivni predstavy:
an se neomezené blizi k a, jestlize n roste nade vsecky meze. Rozeberme
a upfesnéme toto tvrzeni. , Neomezené se blizi” znamena, ze a,, se od a
lisi méné nez libovolné kladné ¢islo €. Kromé vyjimec¢ného ptipadu tzv.
stacionarni posloupnosti a,, = a, n € N | kterd ma ziejmé limitu a, neni
mozné ocekavat, Ze |a, — a| < € pro vSechna n € N . To m4 byt pro n
,rostouci nade vSecky meze” tj. pro n dostatecné velka, tj. pro vSechna
n > ng, kde n € N je dostatecné velké cislo. Pfitom pozadované blizkost
an k a a potfebna velikost n nejsou nezavislé. Obecné bude pro ¢ < ¢
potieba vzit ng (&) vétsi nez ng(e). Fakticky jsme dosli opét k definici 2.4.
Cislo € > 0 charakterizuje ,, blizkost” a,, k a, ¢islo ny pak charakterizuje
potfebnou velikost téch n, zajistujici pozadovanou blizkost a,, k a.

PozNAMKA 2.5. Je-li lim a, = a a ng(e) vyhovuje pozadavku kla-

denému na néj v definici 2.4, pak také libovolné ¢éislo 71 > ng(e) je pii-
pustné, nebot je-li |a, —a| < e pro kazdé n > ng(e), pak je to pravda
také pro vSechna n > n (nebot z n > 7, 7 > ng(e) = n > ng(e)). Pii
konstrukci ng(e) neni v konkrétnich prikladech i v teoretickych avahach
tfeba brat to nejmensi, které mé pozadovanou vlastnost.

PozNAMKA 2.6. Jestlize posloupnost a,, nem4 limitu a (tj. plati
non( lim a, = a)), pak jsou mozné dva piipady:
n—0o0
a) posloupnost a,, nemé zddnou limitu,
b) posloupnost a,, ma limitu b, b # a.

non(a, je konvergentni) znamena, ze a, nema zadnou limitu.
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non(nllngo an = a) znaci: ne ke kazdému £ > 0 existuje ng(e) tak, ze
pro v8echna n > ng(e) je |a, — a| < e. To znamen4 (viz ekvivalenci 13)
v oddilu 1.1.), Ze existuje €9 > 0 (aspon jedno), Ze pro ngj pfislusné
no(go0) neexistuje, tj. existuje e > 0 tak, Ze pro zZaddné pfirozené ny neni
pravda, Ze pro vSechna n > ng je |a, — a| < €. ,,Posuneme-li zapor jesté
déle, vidime, ze tyto vyroky jsou ekvivalentni vyroku: existuje €9 > 0 tak,
Ze pro kazdé pFirozené ng existuje i > ng takové, Ze neplati |a, — al < &g,
tj. plati laz —a| > &9. Pomoci kvantifikdtori se to struéné da zapsat
takto:

non( lim a, =a) < Jeg >0Vng e NInn>ng n €N |az — a| > eo.

n—oo

Muzeme také Fici, ze existuje 9 > 0 tak, ze nekonecné mnoho ¢lent
posloupnosti a,, se lisi od a aspori o g9 (ne obecné vSechny, jak Casto
néktefi zac¢atednici chybné tvrdi).

PozNAMKA 2.7. Kdybychom v konkrétnich pfipadech méli hledat
limitu podle definice, nebyli bychom asi moc tspésni. Principalné mohou
nastat dvé logické moznosti:

«) dokazovat, Ze posloupnost nemé zadnou limitu, tj. ke kazdému a
najit €9 z pfedchozi poznamky,
B) dokazovat, Ze limitu m4, a tedy
1) ,,uhodnout”, jaka je, tj. urcit a,
2) pro toto a najit ke kazdému éislu g9 > 0 ptirozené ¢islo nyg,
které ma vlastnost z definice 2.4.

V dalsim dokazeme nékteré véty, které ndm vypocet limit usnadni.
Presto limity nékterych posloupnosti stejné budeme muset pocitat z de-
finice.

PRIKLAD 2.5. Necht p je pfirozené. Polozme a, = 1/n?, n € N .
Ukazeme, Ze je lim a, = 0. Uvazme nejdfive pfipad p = 1. Je-lie > 0,

n—oo
pak k nému existuje pfirozené ¢&islo ng(e) takové, ze 1/ng(e) < e. Toto
no(€) mé vlastnost z definice 2.4, nebot je

|1/n— 0| =1/n < 1/ng(e) < e pron > ng(e).

V obecném piipadé pro p € N je 1/n? < 1/n pro kazdé n € N | a tedy
no(e) nalezené vyse mé pozadovanou vlastnost i pro posloupnost 1/n?.
Je tedy lim 1/nP =0 pro libovolné p € N.

n—oo
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Vznikd pfirozend otézka, jak pfijit na to zvolit ng(e) pravé tak, jak
jsme je zvolili. Napfiklad takto: Chtéli bychom, aby bylo |1/n? — 0| < e,
tj. 1/mP < € pro vSechna n dosti velka. Ale 1/nP < 1/n, a tedy staci najit
ng tak, aby pro n > ng bylo 1/n < ¢, tj. n > 1/e. Tuto nerovnost splituji
v8echna pfirozend ¢isla pocinaje éislem [1/¢] 4+ 1, kde pro a € R je [¢]
nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovné a (ovéite). Lze tedy za ng volit to
nejmensi z nich, tj. [1/¢] +1 (8lo by volit i [1/¢]). Nakonec se pro jistotu
presvédcime, ze takto urcené ¢islo ma opravdu pozadovanou vlastnost.

PRIKLAD 2.6. Posloupnost 1,0,1/2,1/2,1/3,2/3,1/4,3/4,... nem4
zadnou limitu. VS8imnéte si, Ze tato posloupnost je sestavena tak, ze
na lichych mistech jsou ¢éleny posloupnosti z piikladu 2.5. (s p = 1)
a na sudych mistech ¢leny posloupnosti z prikladu 2.4. Nékteré cleny
zkoumané posloupnosti budou tedy blizké k 0 a jiné zase k 1. Nemtze
proto existovat zadné cislo a takové, k némuz by byly vSechny cleny
s dost velkym indexem dost blizké. Ukazme si, Ze tento nazor je spravny.
Podle poznamky 2.6. musime tedy najit takové ¢islo ¢y, ze ke kazdému
n € N existuje 7 > n, pro které je |az — a| > 9. Ukazme, Ze za ¢ lze
volit ¢fslo £ max(|al, |a — 1|). Necht je napiiklad |a — 1| > |a|. Protoze
jeasy =1—1/k al/k — 0, existuje ko(eo) takové, zZe pro k > ko(eo) je
|ask — 1| < eo, a tedy i

lagk — al = lagk — 1+ (1 —a)| > |1 — a| — |aak — 1] > 269 — €9 = €o.

Pro libovolné n lze tedy za 7 zvolit takové sudé ¢islo, které spliiuje ne-
rovnosti i > n, 1 > 2ko(go) (napiiklad 1ze polozit i = 2 max(n, ko(eo))).
Nakresleme si obrazek:

OBR. 2.2
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asi € (1 —e€p,1) pro k > ko(eo), a musi se proto lisit od a alespoii o
0.

V piipadé |a — 1| < |a| by se analogicky ukézalo, Ze se od a musi lisit
alespoti o |a| /2 ¢leny agr—1 pro k dost velké.

Pro posloupnosti redlnych cisel se definuji jesté tzv. nevlastni limity:

DEFINICE 2.5. Rekneme, e posloupnost redlnych ¢isel a,, n € N m4
nevlastni limitu +0o (—00), jestlize pro kazdé K € R existuje ng(K) € N
tak, Ze pro kazdé n € N, n > ng(K) plati

an > K (a, < K).
Piseme pak lim a, = 400 (—00).
n—oo
PozNAMKA 2.8. Limitu ve smyslu definice 2.4. budeme nazyvat vlastni

limitou.

PozNAMKA 2.9. 400 a —oo jsou pouze symboly, nikoli prvky z R.
V oddilu 2.6. dale si ukdzeme, jak je mozné a uzite¢né tyto symboly
pfridat k R a dostat jisté jeho rozsiteni R*.

PRIixLAD 2.7. Pro a, = 5n+ 1, b, = —2n + 1,n € N ukéizeme, ze
lim a, = 400, lim b, = —oc0.
n—oo n— 00

DUkAZ. 1. Necht K je libovolné pevné realné ¢islo. Pak existuje
no(K) € N, ze ng(K) > K . Ponévadz je 5n 4+ 1 > n pro kazdé n € N,
je pron > ng(K) ap >n >ne(K) > K .

2. Necht pro K € R je ng(K) € N takové, ze no(K) > —K +1. Protoze
jeb, < —n+1< —ny(K)+1<K-1+1= K pron > no(K), je
nh_{r;() b, = —oc.

PozNAMKA 2.10. Mame tedy t¥i druhy redlnych posloupnosti:

1) majici vlastni limitu (konvergentni),
2) majici nevlastni limitu,
3) nemajici zddnou (ani vlastni ani nevlastni) limitu.

CvICENT 2.2. U nésledujicich posloupnosti rozhodnéte, zda maji nebo
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nemaji limitu (vlastni ¢ nevlastni) a jsou-li monoténni:

1)a,=n

2) a, =—-n

3)a,=1/n pron € N.
4) agp—1 =N, agy = —N

5) agn-1 =1, ag, =1/2"

2.4. Zakladni véty o limitach

VETA 2.1. KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

DUKAzZ. Necht mé posloupnost a,, n € N dvé rtizné vlastni limity
a, b, a # b. Polozme ¢y = |a — b| /2. Podle definice limity existuji ng a
ny € N tak, Ze |a,, — a|] < g9 pron > ng, |a, — b| < €9 pron > ny, a tedy
pro n > ny = max(ng, n1) plati ob& tyto nerovnosti. Ale potom méme

la — bl =la—an +an —b| <la, —al+ |a, — b| <269 = |a —b|,

COZ je spor.

V pripadé, zZe se jednd o posloupnost redlnych c¢isel, musime vylou-
Cit jesté moznosti, Ze jedna nebo obé limity jsou nevlastni. Rozeberme
prvni piipad, druhy pfenechdvame ¢tenafi za cviceni. Necht napiiklad
je lim a, = a € R a zaroven nlLII;O a, = +00. Podle definice limity pak

n—oo
existuji ng a n; € N, ze |a,, — a] < 1 pro n > ng (1 hraje tlohu jednoho
) a an > a+2 (a+ 2 hraje tlohu jednoho K ). Pro n > max(ng,n1) by
pak muselo byt a,, < a + 1 a zaroven a, > a + 2, coz neni mozné.

PozNAMKA 2.11. V redlném piipadé jsme i v piipadé dvou vlastnich
limit mohli uvazovat trochu nézornéji: podle prvni nerovnosti by muselo
byt pro a < b a, < (a+b)/2 a podle druhé zaroven vétsi nez (a +b)/2,
coz opét neni mozné. (Nakreslete si obrazek: (a + b)/2 je stfed intervalu

{a,0).)

CVICENT 2.3. Provedte dikaz pro zbylé pfipady.
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VETA 2.2. Necht pro dvé posloupnosti a,, ab,,n € N existuje n; € N,

Ze
an = by, pro kaZdé n > n.

Potom plati:
a) posloupnost a,, je omezend prdavé kdyz posloupnost b,, je omezend.
b) posloupnost a,, md limitu a prave kdyz posloupnost b, ma limitu a
(a je bud redlné nebo komplexni éislo nebo symbol +00, —0).

DUkAZ. a) Necht a, je omezend, tj. pro néjaké K € R je |a,| < K
pro vechna n € N . Je-li G = max(|b1], |b2],- .., |bn,|), Pak je zfejmé
|b,| < max(K,G) pro viechna n € N, a tedy je b, omezend.

b) M4-li a,, vlastni limitu a, pak ke kazdému e > 0 existuje ng(¢) tak,
7e |an, — a| < e pro kazdé n > ng(e). Je-li na(e) = max(no(e), n1), je pro
n > na(e) |by —al = |a, —a| < g, a tedy je nlLH;o b, = a.

Protoze je postaveni posloupnosti a,, a b, ve vété rovnopravné, je véta
dokdzéna (pfipad nevlastni limity pfenechdvidme ¢tenafi za cvideni).

PozNAMKA 2.12. Tvrzeni véty 2.2. miZzeme stru¢né vyjadfit takto:
omezenost a limita posloupnosti nezavisi na kone¢ném poctu jejich ¢lend.

DUSLEDEK 2.1. Ve vétsiné dalich vét muZeme piedpoklad, Ze néco
plati pro kazdé n € N nahradit predpokladem, Ze to plati pro vsechna
n > ni, kde ni je néjaké prirozené cislo. Dokonce nemusi byt a, pro
konecny pocet n ani definovdno.

VETA 2.3. lim a, =a € R(C) & lim b, =0, kde b, = a, — a.
n—oo n—oo
Dtikaz, ktery plyne pfimo z definice, pfenechavame ¢tenafi.

VETA 2.4. lim a, = 0 & lim b, = 0, kde b, = |a,| pro kazdé

n—oo n—oo
neN.

DUKAZ. Stadi si uvédomit, ze

lan, — 0| < e < ay| <e< b, — 0| <e.

VETA 2.5. Je-li lim a, = a (a € R(C) nebo +o0), pak je
lim |a,| = |a|, kde klademe |+too| = +00.
n—oo

DUKAzZ. Pro a € R(C) to plyne z nerovnosti ||a,| — |a|| < |a, —a] a
definice limity. Pfipad nevlastni limity opét pfenechavame ¢tenafi.
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PozNAMKA 2.13. Existuje-li lim |a,|, pak obecné nemusi existovat
n—oo

limita posloupnosti a,: napiiklad pro a, = (=1)", n € N je |a,| = 1,
n € Na lim |a,| = 1, zatimco posloupnost a,, limitu nemé (dokaZte
n—oo

podrobné — stejné jako v piikladu 2.6.).
2.5. Vztahy mezi omezenosti, monoténnosti a existenci limity

VETA 2.6. KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.
DUkAz. Jeli lim a, = a € R(C), pak podle definice limity existuje
n—oo
ny € N tak, Ze |a, —al < 1 pro n > ny. Pro takova n je tedy |a,| =

|lan — a+a| <la|+|an — af < la[+1apro K = max(|a[, |az|,.. ., |an, ],
la| + 1) je |an| < K pro kazdé n € N .

PozNAMKA 2.14. Opak obecné neplati: posloupnost a, = (—1)",
n € N je omezena, ale neni konvergentni.

Dtikaz nasledujici véty, kterd v jistém smyslu dopliiuje vétu 2.6. pre-
nechavame ctenaii za cviceni.

VETA 2.6°. Necht lim a, = +0o (—o0).Potom je a,, omezend zdola

n—oo

(zhora) a neni omezend zhora (zdola).

CVICENI 2.4. Dokazte vétu 2.6’.

Nasledujici véta se tyka pouze posloupnosti realnych éisel.

VETA 2.7. KaZdd monotonni posloupnost redlnyjch c&isel md limitu.
Tato limita je vlastni prdvé kdyZ je posloupnost omezend. V tomto pri-
padé je lim a, =sup{a,};° ( im a, = inf{a,}5°), je-li a,, neklesajici

n—oo n—oo
(nerostouct). Tato limita je nevlastni prdvé kdyz posloupnost je neome-

zend. V tomto pFipadé je tato limita rovna +o0o (—o0), je-li posloupnost
neklesajici (nerostouct).

DUKAzZ. a) Necht a,, je omezend. Potom m4 supremum G a infimum
g. Pro a,, neklesajici ukdzeme, 7e je lim a,, = G. (Analogicky se dokéze,
n—oo

Ze pro a, nerostouci je lim a, = g.) Podle definice suprema plati: 1)
n—oo

ap, < G pro viechna n € N . 2) Je-li € > 0 libovolné, pak existuje
no(e) tak, ze a,,-) > G — . V disledku monoténnosti je pro n > ng(e)
Ap > Apy(e), a tedy 1 a, > G — ¢e. Celkem tedy mame

G—-e<a, <G<G+epron>nge),
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tj. lim a, = G.

n— oo

b) Necht a,, je monoténni a neomezend zhora nebo zdola. Prvni pfipad
miiZze nastat pouze u neklesajici posloupnosti, druhy pouze u nerostouci
posloupnosti (nebot je-li a, neklesajici, je a, > a1, a tedy je omezena
zdola; analogicky pro nerostouci posloupnost). Uvazme prvni ptipad: a,
neklesajici a neomezend zhora.

Protoze a,, neni zhora omezené, existuje ke kazdému K € R takové
no(K) € N, Ze a,, (k) > K . Ponévadz a, je neklesajici, plati a, > an,(x)
pro kazdé n > ng(K'). Celkem tedy mame a,, > an,(x) > K pro kazdé
n > no(K), tj. nli_)rrgoan = +o0.

Pripad neklesajici posloupnosti pfenechavame za cviceni ¢tenari.
CVICENT 2.5. Provedte ditkazy zbyljch pripadt ve vété 2.7.
2.6. Véty o limité souctu a soucinu

VETA 2.8. Necht a,, b, jsou dvé konvergentni posloupnosti. Potom
plati:

a) lim (a, +b,) = lim a, + hm bn,

b) Tim (an.by) = lim ay. lim by,

c) nl?rflo(fyan) Wnﬂ;; an, np?o kazdé v € R(C),

d) ZIZHE:(an/bn) = nh—{lgo an/ hm by, je-li navic nlirrgob # 0.

Dikaz této véty prevedeme na nésledujici lemmata, z nichz lemma
2.2. a lemma 2.3. maji samostatny vyznam.

LEMMA 2.1. Necht lim a, = lim b, =0. Pak lim (a, + b,) = 0.

n—oo n—oo n—oo

DUKAz. Plati |a, + by| < |an| + |bn|. Necht € > 0 je libovolné pevné.
K nému existuji no(e) € N a n1(e) € N tak, ze |a,| < €/2, |b,| < €/2
pro n > ng(g), resp. n > ni(e). Je-li tedy na(e) = max(ng(e), ni(g)),
dostavame

|an, + bn| < lan| + |bn] < &/2+ /2 =€ pro n > ny(e).
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LEMMA 2.2. Je-li lim a, = 0 a b, je omezend posloupnost, pak je

lim (anby,) =0.
n—oo

DUkAz. Necht K € R je takové, ze |b,| < K pro kazdé n € N . Pak
je |anbn| < K |ay|. Volime-li ny(e) tak, aby |a,| < &/K pro n > ni(e)
(takové n(g) existuje podle definice 2.4.), pak pro kazdé n > ny(g)

lanbn| < K |a,| < Ke/K =e.

PozNAMKA 2.15. Pfi diikazu tohoto lemmatu jsme mohli uvazovat i
takto: ke kazdému e > 0 existuje ng(e) tak, Ze pro n > ng(e) je |a|,, <
. Potom bychom dostali, ze pro n > ng(e) je |anb,| < Ke. Tedy ke
kazdému ¢islu tvaru Ke jsme nasli ng(e), ze plati |a,b,| < eK pro
n > ng(e). Probiha-li € vSechna kladn4 ¢isla, pak je probihd i Ke. Tuto
uvahu pouzijeme v dalsim castéji, abychom si zjednodusili konstrukci
piislusného ng(e).

LEMMA 2.3. Necht a,, n € N je posloupnost redlngch Ccisel,
lim a, = a € R ap,q € R jsou takovd, Ze p < a < q. Pak existuje

n—oo
no(p, q) € N tak, Ze pro kazdé n > ng(p,q) je p < an < q. Specidlné pro
a>0jea, >a/2>0,
a<0jea, <a/2<0,
a #0 jelap| > lal /2> 0
pro n > ng dost velké. Posledni tvrzent plati i pro posloupnosti komplez-
nich cisel.

PozNAMKA 2.16. Tvrzeni specidlnich pFipadi lemmatu 2.3. je mozné
struéné vyslovit takto: je-li limita posloupnosti kladné (zapornd, nenu-
lova), pak jsou také vSechny ¢leny posloupnosti od jistého indexu ng
kladné (zédporné, nenulové).

DUkAZ. Polozme ¢y = min{q — a, a — p}. Pak existuje nq(go) tak, ze
pron > ni(gp) je a —ep < a, < a+ &g, a tedy

p=a—(a—p)<a—eg<ap,<at+eg<a+(¢g—a)=gq

Specialni piipady dostaneme pro p = a/2 resp. ¢ = a/2 resp. p = |a| /2
(v poslednim p¥ipadé uvazujeme posloupnost |a,|, kterd mé podle véty
2.5. limitu |a|).
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LEMMA 2.4. Necht lim b, = b # 0,b € R (C) b, # 0 pro kazdé

n—oo

n € N . Potom je lim 1/b, =1/b.
n—oo

DUKAZ. Plati

11 _p—bal
bo  b|  [bal[b]”

podle lemmatu 2.3. existuje n; tak, ze pro kazdé n > nq je |b,| > |b| /2.
Pro n > ny je tedy

< — b, —0|.
b | |

Lk

Podle definice limity ke kazdému € > 0 existuje ng(¢) tak, ze |b, — b| < &
pro kazdé n > ng(e). Tedy pro kazdé n > na(e) = max{ni,no(e)} je
11/ /by — 1/b] < 2¢/ b

PozNAMKA 2.17. Toto lemma plati i bez predpokladu, Ze b, # 0
pro kazdé n € N v nésledujicim smyslu: posloupnost 1/b, je obecné
definovana ne pro vSechna n € N | ale jen pro dost velka, napfiklad pro
n>ni.

1 1 ’ 2

DUKAzZ VETY 2.8. Stadi pouzit vétu 2.3, lemmata 2.1. — 2.4. a nésle-
dujici rovnosti:

(an +by) — (a+0) = (an, —a) + (b, — D),
(anb, — ab) = (an, — a)b, + (b, — b)a,
Gn, 1
b= ana.

Nasledujici lemmata se tykaji posloupnosti realnych ¢isel, které mohou
mit i nevlastni limity. Opét nékteré z nich maji samostatny vyznam,
nezachyceny ve vété 2.8°. déle.

LEMMA 2.5. Je-li posloupnost a,, n € N omezend zdola (zhora) a
lim b, = 400 (—o0), pak je lim (a, + b,) = +00 (—00).
n—oo

n—oo

DUKAZ. provedeme pro prvni piipad. Necht L € R je takové, Ze a,, >
L pro kazdé n € N . Potom je a,, + b, > b, + L pro kazdé n € N .Podle
definice 2.5. ke kazdému K € R existuje n;(K) € N tak, ze b, > K — L
pron > ny(K). Pro takova n je ovSem a,,+b, > L+b, > L+ K—L =K.
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LEMMA 2.6. Je-lia, > « > 0 prokaZdén € N a lim b, = 400 (—00),

n—oo

pak je lim apb, = +00 (—00).
n—oo

Je-li ap, < 5 < 0 pro kazZdé n € N a lim b, = 400 (—00), pak je

n—oo
lim a,b, = —co (+00).
n—oo
Je-li lim a, = 00 a lim b, = 400 (—00), pak je lim a,b, =
n—oo n—oo n—oo
= $00 (Fo0).

DUKAz. Je-li lim b, = 400, pak pro vSechna n > ny je b, > 0, a

n—oo

tedy anb, > ab, pro tato n. Volime-li nyn{ ke kazdému K € R ny(K) €
N tak, aby pro n > ny(K) bylo b, > K/«, dostaneme a,b,, > ab, > K
pro kazdé n > ng(K) = max{n, na(K)}. Ostatni piipady se dokazuji
analogicky. Staéi si jen navic uvédomit, ze z lim b, = +oo (—o0) plyne

n—oo

by, > 1 (b, < —1) pro n > ny. Pfenechdvame je proto ¢tenéfi za cviceni.

LEMMA 2.7. Necht je lim |b,| = +oo (specidlné lim b, = +o0),
b, # 0 pro kazdé n € N 2. Potom je lim 1/b, = 0.

DUkAz. Plati zfejmé |1/b,| < € < |by| > 1/e pro € > 0. Ale podle
definice 2.5. ke kazdému 1/¢ existuje ng(¢) takové, ze pro kazdé n > ng(e)
je |bn| > 1/e. Je tedy lim 1/b, = 0.

Dtikaz nasledujicitho lematu prenechavame za cviceni ¢tenafri:

LEMMA 2.8. Je-li lim b, =0, b, > 0 (b, < 0) pro kazdé n € N |
pak plati lim 1/b, = 400 (—00).

Abychom prehledné zapsali vysledky, obsaZzené v lemmatech 2.5. —
2.8, rozsifime R o symboly +00, —oo a zavedeme pro né usporadani a

aritmetické operace (kromé jistych vyjimek).

DEFINICE 2.6. Ozna¢ime R* mnozinu R U {+o00, —oc} a pro kazdé

2Viz poznamka 2.17
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a € R definujme

—00 < a < +00,
a+ oo = Foo,
a.(£o00) = £o0 pro a > 0,
a.(+o00) = Foo pro a < 0,
a/(£o00) =0,

(£o0)/b = £o0 pro b > 0,
(£00)/b = Foo pro b < 0,
|£o0| = +00,
+00 + 00 = +00, —00 — 00 = —00,

+oo(£00) = 00, (—00)(+o0) = Foo.

PozNAMKA 2.18. Nedefinujeme 0.(+00), +00 + (—00), oo/ + oo,
a/0 pro a € R*.

Nyni mtzeme zformulovat a dokazat vétu, které v redlném piipadé
zobeciiuje vétu 2.8. na pfipad i nevlastnich limit:

VETA 2.8". Necht an, by, n € N jsou posloupnosti redlngjch cisel.
Potom platt

a) nlirr;o(an +b,) = nlirr;o an + nlinolo by,

b) lim (anb,) = (lim ay,)( lim b,),

¢) lim a,/b, = (nleréo an)/(nlirréo bn),

n—oo

pokud pravé strany jsou v R* definovdny;
c’) je-li b, >0, lim b, =0, lim a, >0 (<0), pak
lim a,/b, ZTL:T)OO (—oo),n—)oo
") jeli by < 0, lim by =0, lim ay, > 0 (< 0), pak
lim a, /b, ;i;oo (—i—oo),nﬁOO
d) ;L;lzonll_)rréo a, # 0, nh_)rr;o b, = 0, b, # 0, b, je pro nekonecné

mnoho indexu kladné a pro nekonecné mnoho indexi zdporne,
pak posloupnost a, /b, nemd limitu.
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PozNAMKA 2.19. Pfedpoklad b,, # 0 jsme mohli ve vété 2.8.d) a ve
vété 2.8’.c) vynechat, nebot z pfedpokladu lim b,, # 0 plyne b,, # 0 pro
n—oo
n > np a limita nezadvisi na konecném poctu ¢lenti posloupnosti; srvn.
poznédmku 2.17.

PozNAMKA 2.20. Véty 2.8. a 2.8'. nefikaji nic o tzv. neurcitych
vgrazech tupu +oo + (—o00), 0.(xo0), 0/0, co/co. V téchto pFipadech
totiz nelze urcit limitu souc¢tu, soucinu a podilu pouze podle limit obou
posloupnosti (viz ptiklady 2.8.).

DUKAZ VETY 2.8’. Jsou-li limity obou posloupnosti vlastni, je to véta
2.8. Je-li asponi jedna z limit nevlastni, pak piipad a) plyne z lemmatu
2.5, pfipad b) z lemmatu 2.6, piipady c), ¢’) a ¢”) z lemmat 2.7. a 2.8. a
piipadu b). Dokazme jesté d). Necht k1, ko, ... knyoony liylay ooy lny ...
jsou rostouci posloupnosti pfirozenych ¢isel, pro néz je by, > 0, b, <
0, ¢ € N. Potom posloupnosti «,, = ay, /b, resp. B, = a;, /by, maji
podle ¢’) resp. ¢”) limitu 400 resp. —oo, a tedy podle véty 2.11. dale
posloupnost a,, /b, nemize mit limitu.

PRIKLADY 2.8.
a) a, = n, b, = —n+k,n € N, kde k je pevné realné &islo.
Potom je lim a, = 400, lim b, = —oco a lim (a, + b,) = k.

n—oo n—oo n—oo

Pro riizna k jsou tedy tyto limity ritizné a nelze je uréit pouze ze
znalosti lim a, a lim b,, které jsou pro vSechna k rovné +oo
n—oo n—oo

resp. —o0. Jde o neur¢ity vyraz +oo + (—o0).

b) a, = n, b, = 1/kn, kde k # 0 je pevné redlné &islo. Potom je
lim a, = +oo, lim b, = 0, lim a,b, = 1/k. Jde o neurdity
n—oo n—oo n—oo
vyraz 0.(+00).

¢) an =n, b, = kn, kde k > 0. Pak je lim a, = lim b, = 400 a

lim a,/b, = 1/k. Jde o neur¢ity vyraz typu oco/cc.
d) a, =1/n,b, =1/kn,kde k > 0. Potom je lim a, = lim b, =0

a lim a,/b, = k. Jde o neur¢ity vyraz 0/0.
e) a, = 1, b, = (—1)"/n. Potom je lim a, = 1, lim b, = 0,

ale posloupnost a,, /b, nem4 limitu podle véty 2.11. déle (viz téz
priklad 2.6.).

Tyto priklady ukazuji, ze predpoklady véty 2.8’. jsou podstatné.
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PozNAMKA 2.21. V konkrétnich piikladech neni pochopitelné po-
sloupnost zapsana jako soucet, soucin resp. podil posloupnosti, jejichz
limitu znéme, je tfeba nejdiive provést vhodné tpravy, jejichz vybér je
soucasti ulohy.

~ 7 2— v
PRIkKLAD 2.9. a, = %, n € N . Polozme o, = 5n%2 —n + 1,

Bn = 2n% + n + 3 a ukazme nejdfive, ze lim o, = lim 8, = +oo.
n—oo

n—oo
a, =n%(5 —1/n+ 1/n?). Zavorka ma limitu 5 > 0, n? m4 limitu +oo.
Podle bodu b) véty 2.8°. je lim «, = +o00. Pro (3, se dikaz provede
n—oo
analogicky. Nemuzeme tedy pouzit pfimo vétu 2.8’. Vydélime-li vSak
Citatele i jmenovatele n?, dostaneme

_ 5—1/n+1/?
¥ 1/n+3/n%

Nyni jiz je limita ¢itatele a jmenovatele 5 resp. 2 a lim a, = 5/2 (podle
n—oo
véty 2.8.).

PRIKLAD 2.10. a, = ’j;;f; Snadno se pfimo z definice dokaZe, Ze
lim nF = +o00 pro k € N. Jmenovatel ma podle véty 2.8°. limitu +oc.

n—oo

Ukézeme, Ze i ¢itatel mé limitu +oo (jde o neuréity vyraz +o00 + (—o0)).
K tomu sta¢ napsat rovnost n* — n? = n*(1 — 1/n?) a pouzit vétu 2.8
Celkové tedy jde opét o neurcity vyraz typu <c. Délime-li ovSem citatel
i jmenovatel n3, dostaneme

1m = 1am = = .

CVICENf 2.6. Necht P(x) = >7" g aa?, Q(z) = 3-F_bjal, am # 0,
by # 0, aj, b; € R jsou dva mnohocleny s readlnymi koeficienty. Ukazte,
ze

0 pro p > m,
P 2 prop=m
m 20 ), !
+ 00 pro p < m, amb, >0,

— o0 pro p < m, amb, <O0.
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NAvoD. Délte citatele i jmenovatele vyrazem n?.

PozNAMKA 2.22. Piipad 0.(o0) se d& vzdy pievést na piipad % a
nékdy i na pripad 2: je-li totiz lim a, =0, lim b, = +oo, je lim £, =
n—oo n—oo n—oo

nh—{go 1/b, = 0 a apb, = l%’n = g—:, coZ je vyraz typu %; je-li a, > 0
(an, < 0) pro kazdé n, pak posloupnost a,, = 1/a,, ma limitu +o0o (—o0)

a dostavame a,b, = 11/’—’; = gi, tj. vyraz typu 2.

CvICENT 2.7. Dokazte, ze

1) lim o" =

400 proa>1,
{ 0 pro a € (0,1),
2) nh—>nc10 n! = 400,
0 prokeZ, a>1,
{oo pro k € Z, a € (0,1),
4) lim a"/n!=0proa € R.

n—00

3) lim n*/a" =

n—oo

2.7. Limitni pfechod v nerovnosti
V tomto oddilu budeme uvazovat pouze posloupnosti realnych cisel.
VETA 2.9. Necht posloupnosti a,, by, n € N maji limity (viastni &
nevlastni). Je-li a, < b, pro kazdé n € N 3, pak plati

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

DUkaAz. Kdyby byla lim a, > lim b,, pak by existovalo q € R, Ze
lim a, > ¢ > lim b,. Podle lemmatu 2.3. (resp. podle definice limity

n—oo n—oo

v piipadé, ze nékterd z limit je nevlastni) by existovalo i € N, Ze pro
n > njea, > q, b, <gq, atedy a, > b,, coz je spor s predpokladem
an <b,.

PozNAMKA 2.23. T kdyZ pro ¢leny posloupnosti plati ostré nerov-
nosti, nemusi se ostra nerovnost v limité zachovat, jak ukazuje ptiklad
anpb=1—1/n,b, =14+ 1/n, n € N, kdy obé limity jsou si rovny (jsou
rovny 1) pfestoze a, < b, pro kazdé n € N .

30pét stadi, aby tato nerovnost platila pro vsechna n od jistého ni poéinaje.
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DUSLEDEK 2.2. Z této véty dostdvdme jing dikaz jednoznacnosti li-
mity posloupnosti redlngjch cisel: kdyby lim a,, = a a zdrovén lim a, =
n—oo n—oo
b, pak podle véty 2.9. must byt jak a < b, tak i b < a, a tedy a = b.
Véta 2.9. nam tika, Ze pri limitnim prechodu v nerovnosti se znaménko
v nerovnosti pro limity zachova, anebo se zméni v rovnost. Nasledujici
véta nam ze znalosti limit dvou posloupnosti umozni najit limitu dalsi
posloupnosti.

VETA 2.10. Jsou-li a,, by, ¢, t7i posloupnosti, pro néz plati

1) a, <c¢, <b, pro kazdé n € N ,
2) lim a, = lim b, =a € R,

n—oo n—oo

potom také posloupnost c, md limitu rovnou a.

DUKAZ dostaneme snadno z definice limity: Pfedpokladejme, Ze a €
R (ptipad nevlastni limity pfenechdvame &tenaii za cviceni). Potom ke
kazdému £ > 0 existuje ng(e) tak, ze je a —e < a, < a + € a zéroven
a—¢ < b, <a-+e pro kazdé n > ng(e) (viz predpoklad 2)). Podle
predpokladu 1) je pak

a—e<a,<c¢c,<b,<a-+c¢

pro tataz n, tj. lim ¢, = a.
n—oo
CvICENT 2.8. Dokazte, ze plati
1) Je-li lim a, = 400, ¢, > a, pro kazdé n € N | pak je
n—oo

lim ¢, = +o0.

n—oo
2) Je-li lim b, = —o0, ¢, < b, pro kazdé n € N | pak je
n—oo
lim ¢, = —o0.
n—oo

PRIKLAD 2.11. Nechf ¢, = 322 n € N . Potom je 0 < [c,| < 1/n.
Polozime-li a,, = 0, b, = 1/n, pak podle véty 2.10. je lim |¢,| = 0 a
n—oo
podle véty 2.4. také lim ¢, = 0. Jiny dikaz je mozné provést pomoci
n—oo
lemmatu 2.2. (provedte podrobné).
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2.8. Vybrané posloupnosti

DEeFINICE 2.7. Necht a,, n € N je posloupnost prvki z mnoziny
M a ki,ks,...,ky,... je rostouci posloupnost prirozenych ¢isel. Potom
posloupnost b, = ag,, n € N nazyvame vybranou posloupnosti z po-
sloupnosti a,.

PRIKLAD 2.12. Je-liky =1,ky =3,...,k, =2n—1,... a a, je po-
sloupnost 1,0,1/2,1/2,1/3,2/3,1,4,3/4, (viz pfiklad 2.6.), potom pii-
slusnd vybrand posloupnost je 1,1/2,1/3,1/4,....

PozNAMKA 2.24. Pozadavek, ze posloupnost k, v definici 2.7. je
rostouci je podstatny. Kdybychom napfiklad polozili pro néjaké ng € N
k. = ng, n € N | pak by prislusnd posloupnost b, byla stacionarni:
b, = an, pro kazdé n € N . O ni pochopitelné nemé smysl fikat, ze
je vybranou posloupnosti z posloupnosti a,, (srovnej také s vétou 2.11.
dale).

PozNAMKA 2.25. Je-li k,, n € N rostouci posloupnost pfirozenych
Cisel, je zfejmé k,, > n pro kazdé n € N .

Plati nasledujici uziteéna véta:

VETA 2.11. Md-li ¢iselnd posloupnost a,, n € N limitu a (vlastni ¢
nevlastni), pak kaZdd posloupnost z ni vybrand md také limitu a.

DUKAZ. PouZijeme opét pouze definice a pozndmku 2.25. Omezime
se na piipad vlastni limity (pfipad nevlastni limity pfenechévime ¢tenéri
k rozmysleni). Podle definice limity je nan;O an =a < Ve >03Ing(e) €N
tak, ze pro Vn > ng(e) je |a, — a| < e. Je-li nyni b, = ay,, pak podle
pozndmky 2.25. je k, > n, a tedy plati |b, —a| = |ag, —a|] < € pro
Yn > ng(e).

PozNAMKA 2.26. Této véty lze uzit jak pro dikaz existence limity,
tak pro dikaz neexistence limity:

1) pfimo: znédme-li nlLH()lo an, pak okamzité najdeme limitu kazdé po-
sloupnosti vybrané z posloupnosti a,,.

la) pfimo: vime-li, Ze posloupnost a, mé limitu a je-li limita n&jaké
z ni vybrané posloupnosti rovna a, pak je rovna a i limita posloupnosti
Q.

2) nepfimo: podafi-li se ndm z néjaké posloupnosti vybrat dvé vy-
brané posloupnosti, které maji rizné limity, potom ptvodni posloupnost
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nemd zadnou limitu. Na zakladé této véty lze také snadno konstruovat
posloupnosti, které nemaji limitu.

CvICENT 2.9. Dokazte pomoci véty 2.11, Ze posloupnost z piikladu
2.6. nem4 limitu a porovnejte obtiznost obou postupi.

Vznika otazka, zda z kazdé posloupnosti lze vybrat posloupnost, ktera
ma4 limitu. Uvdzime zvlast omezené a neomezené posloupnosti.

VETA 2.12. Z kazZdé neomezené posloupnosti redlngjch cisel lze vybrat
posloupnost, kterd ma nevlastni limitu.

DUKAZ. Necht pro uréitost posloupnost a,, neni omezend zhora. Sestro-
jime-li rostouci posloupnost prirozenych cisel k,, tak, ze ag, > n, pak
bude véta dokazana (sta¢i pouzit cviceni 2.8.). PonevadZ a, neni zhora
omezena, existuje k1 € N tak, ze ar, > 1. Jestlize jsme uz nasli n —
1 cisel k1 < ko < --+ < kp_1, ze plati ax, > 4 pro i = 1,2,...,
n — 1, pak nutné musi existovat k,, € N, které ma nasledujici vlast-
nosti: 1) kyp, > kn—1, 2) ag, > n. Kdyby totiz pro vSechna k > k,,_1 bylo
ar < n, pak by posloupnost a, byla omezena zhora (napiiklad ¢islem
max{|a1|,|az,. .., |ak,_,|,n}), coz neni pravda. Tim je ditkaz (indukci)
zakoncen.

K dtikazu podobné véty pro omezené posloupnosti budeme potiebovat
nasledujici

LEMMA 2.9 (o posloupnosti vlozenych intervalt). Méjme posloupnost
uzavienych omezengch intervali (aq,b1), {(a2,b2), ..., {an,by), ..., pro
néZ plati an < apnt1 < bpy1 < byp (4. (@nt1,bnt1) C {an,by)) pro kazdé
n € N . Potom posloupnosti a,, a b, maji limity a €ER resp. b€ R a
plati: an, < a < b < b, pro kazdé n € N, (a,b) = ﬂ (ai, b;). Je-li navic

i=1

lim (an, —by) =0, je a =b.
n—oo

DUkAz. Posloupnosti a,, b, jsou omezené a monoténni, a maji tedy
vlastni limity a resp b. Podle vét 2.7. a 2.9. je a, < a < b < by,

a tedy (a,b) C ﬂ (@i, b;). Opacéné inkluze se dokdZze nepfimo pomoci

lemmatu 2.3.: kdyby existovalo ¢ € ﬂ (a;, b;), které neni v {a,b), pak by

muselo byt bud ¢ < a nebo ¢ > b. Podle lemmatu 2.3. by pak v prvnim
piipadé muselo byt ¢ < a; pro ¢ dost velkd, coz je spor s q € {(a;, b;). Je-li
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lim (a,—b,) =0, je podle véty 2.8. lim a, = lim (a,—b,)+ lim b, =

n—oo n—oo n—oo n—oo
lim b,,.
n—oo
VETA 2.13 (Weierstrassova). Z kaZdé omezené posloupnosti redlngjch
nebo komplexnich cisel lze vybrat konvergentni vybranou posloupnost.

DUKAZ provedeme pro posloupnost redlngch ¢isel (dtikaz pro posloup-
nost komplexnich éisel viz nésledujici cvi¢eni). Ponévadz posloupnost a,,
je omezend, existuji redlna cisla A, B tak, ze A < a,, < B pro kazdé
n € N . Rozptlime-li interval (A4, B) bodem (A + B)/2, potom aspoii
v jednom z intervalu (A, MTB% (MTB,B> lezi ¢leny posloupnosti a,
pro nekoneéné mnoho indext n. Tento interval pak oznaéime (A, By).4
Interval (A1, B1) opét rozptlime a oznaéime (A, Bo) ten z interval
(Aq, %% <%, By), v ném? lezi a,, pro nekone¢né mnoho indexti
n.5 Takto sestrojime posloupnost intervaltt (A, Bx), k € N, pro néz
plati: 1) <Ak,Bk> D <A;€+1,Bk+1>, 2) By — A, = (B - A)/2k, 3) pro
kazdé k € N v (Ay, By) lezi a,, pro nekoneéné mnoho indext n. Mazeme
proto vybrat rostouci posloupnost prirozenych cisel k,, n € N takovou,
ze ay, € (A;, B;) pro kazdé i € N (tj. A; < ax, < B;). Podle lemmatu
2.9. je lim A; = lim B;; oznac¢ime-li jejich spole¢nou hodnotu «, pak je
podle véty 2.10. také lim az, = a, &m¥ je véta dokézéna.

11— 00

CviCENT 2.10. Ukazte, ze posloupnost komplexnich ¢isel a, ma li-
mitu a € C pravé kdyz posloupnosti Rea,, a Ima,, maji limity Rea a
Ima.

CvICENT 2.11. Dokazte vétu 2.13. pro posloupnosti komplexnich éisel

NAvVOD.

1) Ukazte, ze za pfedpokladt véty jsou posloupnosti Rea,, a Ima,
omezené.

2) Lze tedy (podle véty 2.13. dokdzané pro redlné posloupnosti)
vybrat posloupnost ay, , ze Reag, — .

3) Z posloupnosti Imay, lze opét vybrat konvergentni vybranou
posloupnost Imaj;, , n € N .

4Mfze se stat, ze v obou z uvedenych intervalti lezi ¢leny posloupnosti pro neko-

ne¢né mnoho indexu. Pak mizeme vybrat kterykoli z nich.

5viz samoziejmé opét predchozi poznamku pod arou.
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4) Nakonec pouzijte cvifeni 2.10. k dikazu toho, Ze vybrand po-
sloupnost aj,  je konvergentni.

DEFINICE 2.8. Necht a,,,n € N je posloupnost redlnych ¢éisel. Ozna¢me
P(an, n € N) mnozinu v8ech prvki z R*, které jsou limitou néjaké vy-
brané posloupnosti z posloupnosti a,,.

Potom plati nasledujici véty, jejichz dikazy najde ¢tenar napriklad
v [D2], kap. 2, §2:

VETA 2.14. Pro kaZdou posloupnost a,, n € N md prislusnd mnozina
P nejuétsi a nejmensi prvek v R*, které oznacdujeme lim supa, (limes
n—oo

superior a, ) nebo lim a,, resp. lim infa, (limes inferior a, ) nebo
n—oo ¢

n—oo

lim ay,.
n—oo

VETA 2.15. Posloupnost a,, n € N ma limitu pravé kdyz
lim supa, = lim infa,.
n—oo n—oo

VETA 2.16. Necht posloupnost a,, n € N je omezend zhora (zdola).
Potom plati

lim supa, = nliﬂgo (sup{ax}pz,)

(lim infa, = lim (inf{ar}32,,)).

Neni-li posloupnost a,, omezend zhora (zdola), pak je lim supa, = +oco
n—oo

(lim infa, = —00).
n—oo

PRIKLAD 2.13. Necht posloupnost je definovana nésledovné: agg_2 =
k, agk—1 = 1/k, asp =1+ 1/k, k € N, tj. jde o posloupnost

1 1,1
1,1,2,2,2,1+ 2,3, 2,1+ 2,...
777725 +273?35 + Y

Wl

Potom je P(an, n € N) ={0,1,+o00}, lim supa, = +oo, lim infa, =
n—oo n—oo

0. Plyne to z toho, ze kazd4a konvergentni vybrana posloupnost je takova,

Ze obsahuje nekoneéné mnoho ¢lenti z jedné a pouze koneény pocet ¢lentt

z druhych dvou z posloupnosti o, = k, By = 1/k, v =1+ 1/k, k € N,

které maji limity +o0, 0, 1.
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CVICENI 2.12. Ukazte, Ze pro posloupnost 0,1,0,1/2,1,0,1/4,2/4,
3/4,1,...,0,1/27,2/27 3/2", .. (2" —1)/2",1,... je P = (0,1).

CvICENT 2.13. Ukazte, Ze plati:

1) Maji-li posloupnosti ag,—1 a as, stejnou limitu, pak ma (tutéz)
limitu i cela posloupnost a.,.
2) Analogicky pro posloupnosti as,—_2, asn—1, asn.

2.9. Bolzanova-Cauchyova podminka konvergence

Definice 2.4. nam tika, kdy néjaké ¢islo a je limitou dané posloupnosti
an, n € N . Abychom zjistili pfimo z definice, zda dand posloupnost ma
limitu, museli bychom v podstaté prebrat vSechna ¢isla a zkoumat, zda
nékteré z nich neni jeji limitou. Nasledujici nutna a postacujici podminka
charakterizuje konvergentni posloupnosti pouze na zakladé chovani jejich
¢lent.

VETA 2.17 (Bolzanova-Cauchyova). Posloupnost a,, n € N redingch
nebo komplexnich cisel je konvergentni tehdy a jen tehdy, jestlize ke kaz-
dému € > 0 existuje no(e) € N tak, Ze pro kazZdé n > ng(e) a kazdé
m > no(e) plati |an — am| < € (Bolzanova-Cauchyova podminka).

DUKAZ rozdélime na tii lemmata:

LEMMA 2.10. Je-li posloupnost a,, n € N konvergentni, pak spliuje
Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

DUKAz. Necht lim a, = a. Potom pro kazdé ¢ > 0 existuje no(e)

n—oo
tak, Ze |a, —al < €/2 pro kazdé n > ng(e). Jsou-li tedy m a n vétsi
nez ngo(e), je |an —am| = lan —a+a—an| < |a, —al + |am —al <

e/2+¢e/2=c¢.

LEMMA 2.11. Splnuge-li posloupnost a,,, n € N Bolzanovu-Cauchy-
ovu podminku, pak je omezend.

DUkAz. Podle B.-C. podminky existuje n € N tak, ze pro n,m > 7
jelan —am| < 1, a tedy pro kazdé n > 7 je |an| < |an — ant1|+]aat1] <
1+ |ant1]| a stadl uzit vétu 2.2.
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LEMMA 2.12. Splnuje-li posloupnost a,,, n € N B.-C. podminku, pak
je konvergentni.

DUKAzZ. Podle lemmatu 2.11. je posloupnost a,, n € N omezen4, a
tedy podle véty 2.13. lze z ni vybrat konvergentni vybranou posloup-
nost — oznacme ji ay,, n € N . Je-li a jeji limita, ukazme, Ze také celd
posloupnost mé limitu a. Plati totiz

lan — a| = |an — ak,, +ax, —a| < |an — ay, | + |ag, —al

pro kazdé n € N . Ponévadz je lim aj, = a, existuje ke kazdému € > 0

n—oo
takové no(e) € N, ze pro n > ng(e) je |ar, —al < €/2. Podle B.-C.
podminky k tomuto € existuje nq(e) € N tak, ze |an, — ax,| < €/2 pro
n > ni(e) (diky k, > n). Je proto pro n > 7 = max{ng(e),n1(e)}
lan, —al < e/2+¢e/2 = e, coz jsme chtéli dokazat.

PRIKLAD 2.14. a, = Y>.;_, 1/k, n € N . Ponévadz je

27L
Ag2n — Agn-1 = - > —

nemize pro £ = 1/4 existovat piislusné ng(e) z B.-C. podminky. Po-
sloupnost a, neni proto konvergentni.. Protoze je rostouci (ap+1 =
an+1/(n+1) > ay), je jeji limita rovna +oo.

PozNAMKA 2.27. Ke konvergenci posloupnosti nestacéi, aby kazdé
dva po sobé jdouci ¢leny posloupnosti byly blizké (tj. aby ant1 — an
bylo dost malé pro kazdé n > 7 (dost velké)), coz je napiiklad u po-
sloupnosti z prikladu 2.14. splnéno. Je tfeba, aby se malo od sebe lisily
libovolné dva ¢leny posloupnosti s dost velkym indexem.

CVICENI 2.14. (Jiny tvar B.-C. podminky.) Posloupnost a,,, n € N je
konvergentni< Ve > 0dng € N tak, ze pro Vn > ng a pro Vp € N plati
lan — antp| < e.

2.10. Cislo ¢

Ukéazeme zde jeden z moznych zavedeni ¢isla e — zakladu tzv. pfiro-
zenych logaritmi, jehoz uzitecnost je vSak daleko sirsi.
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PRIKLAD 2.15. Posloupnost a, = (1 +1/n)", n € N je omezena a
rostouci, nebot plati

1
n:]- —)" =
a (-l—n)
n 1 1 —1) 1
S (ML ciga ke
4 i) nt 21
=0
). (n—it1)1 ~1)...(n—n+1) 1
+n(n ) (n i+ )_+ nn—1)...(n—n+ )_:
'L! nz n' nn
1 1 1 2 k—1
=24 - (1- )4 F+—-(1-)1-2)...01—- ==
T L= Y B
1 1 2 n—1
—(1-)1-2)...a1- .
b= - 2) -
Ap4+1 =
1 1 1 1 2 k—1
=924 (1 - —— —(1 — 1— (1=
+2!( n+1)+ +k!( n+1)( n+1) ( n+1)+
1 1 2 n—1
ek (1= 1-— (1=
+ +n!( n—|—1)( n—|—1) ( n—|—1)+
1 1 n
1-— (1= .
+(n+1)!( n+1) ( n+1)

Ponévadz je 1—j/n<1—j/(n+1)proj=1,2,...,n—1,je apt1 > ay.
Nahradime-li ve vyrazu pro a, vSechny zavorky 1, dostaneme

% ST A S I S
e TR =1 gn—1 =
1 1
1+(1-5)/(1-3)S1+2=3.

Pouzili jsme nerovnosti n! > 2771 ktera plati pro kazdé n € N (dokazte).
Posloupnost je tedy monoténni a omezend a mé proto podle véty 2.7.
vlastni limitu.

DEFINICE 2.9. Limitu posloupnosti z pfikladu 2.16. oznacujeme e.
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PRIKLAD 2.16. Necht b, = (1+1/n)""! n € N . Potom je b, klesajici
a omezend zdola a lim b,, = e. Posledni plyne z b,, = (1+1/n)a,, pomoci

n—oo

véty 2.8. a definice 2.9. Ukazme, Ze b,, je klesajici. Pro n € N plati

1 n+1 1 n+2 n+ 1 n+1 n+ 2 n+2
1+ — > |14+ & > &
n n+1 n n+1

n+1\"" 42\ n+1 (n+1)2\""? 1
& > & >1+ - &
n n+1 n n(n + 2) n

1 n+2 1
S (1+—r >1+—.
n(n + 2) n

Podle binomické véty je (1 +h)* > 1+ khprok € Nh € R, h >0, a
plati tedy

1 e 2 1
1+ ——— SN L i N
n(n + 2) n

PRIKLAD 2.17. Necht y, =1+ 1/11+--- 4+ 1/nl, n € N . Ukazme,
ze je an < yn < e, kde a,, je posloupnost z prikladu 2.15, a tedy plati
lim y, = e. V prikladu 2.15. jsme ukazali, ze a,, <y, < 3. Je tedy y,
n—oo

omezena, a protoze je zfejmeé rostouci, ma vlastni limitu. Oznac¢me ji ~.
Limitnim pfechodem v nerovnosti a,, < y,, dostavame e < . Je-li ovSem
n>k,je

1 1 1 1 k—
>24 —(1——)F f—(1==)...(1—~—).
tn = +2!( n)+ +k!( n) ( n )
Pfejdeme-li pii pevném k k limité pro n — oo, dostaneme e > 2+1/2!+
-++4+1/k! = yj. Limitnim pfechodem pro k — oo dostanem odtud e > =,
a tedy e = .

PozNAMKA 2.28. Posloupnost y, je pro pfiblizny vypocet Cisla e
vyhodnéjsi, nez posloupnosti a,, a b, z prikladt 2.15. a 2.16. D4 se ukazat
odhad

e—yn <2/(n+1)!

(viz téz priklad 5.23. v kapitole 5. déle). Piblizné je e = 2, 718282.



KAPITOLA 3

FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE
LIMITA, SPOJITOST

3.1. Funkce. Definice a priklady

V této a nésledujicich kapitolach se budeme zabyvat dalsim dutlezi-
tym typem zobrazeni — redingmi nebo komplexnimi funkcemi jedné re-
alné promeénné. Plati proto pro né vsechny obecné pojmy a vlastnosti
zobrazeni. Pro Uplnost je zde uvedeme znovu, coz zvlasté pro ty, ktefi
si v kapitole 1. ptecetli i fadky psané petitem, bude jistym opakovanim.
Na druhé strané budeme studovat také ty vlastnosti, které jsou specifické
pro tento specialni druh zobrazeni.

DEFINICE 3.1. Redlnou (komplexni) funkci jedné redlné proménné ro-
zumime zobrazeni f z R do R (C). Jeji defini¢ni obor oznacujeme Dy,
obor hodnot R¢. f(M) = {y; y = f(z), x € M} znacime obraz mnoZiny
M pomoci funkce f. Specidlné je Ry = f(Dy).

PozNAMKA 3.1. Pro stru¢nost budeme misto redlné (komplexni) funkce
jedné redlné proménné fikat pouze funkce, nebo relné (komplexni) funkce.

PRIKLAD 3.1. Je-li Dy =N, jednd se o posloupnost.
PRIKLAD 3.2. f(z) =sinz, 2 € R.
PRIKLAD 3.3. f(z) =241,z € (-1,1).

PrIKLAD 3.4.

1 x>0
flz)=420 2=0
-1 <0

Typeset by ApS-TEX
48
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Tato funkce se znad¢i sgn (signum=znaménko). Plati pak |z| = zsgnx
pro z € R.

DEFINICE 3.2. Rovnost dvou funkci f a g znaéi Dy = Dy a f(z) =
g(x) prox € Dy = Dy. Je-li Dy C Dy a f(x) = g(x) pro x € Dy, Fikdme,
ze f je zuZenim g na Dy a g je rozsitent f na D,. Znacime také g|,,
zuZeni g na mnozinu M C D,.

PRIKLAD 3.5. Funkce f z piikladu 3.3. je ztizenim na (—1,1) funkce
9: Dy =R, g(x) =x+1proz €R.

DEFINICE 3.3. Grafem redlné (komplexni) funkce f se nazyvd mno-
zina Gy C RxR =Ry (RxC)% , definovana piedpisem Gy = {(z, f(z)); = €
Dy}, kde Dy je defini¢éni obor funkce f.

Grafické znazornéni realné funkce v roviné nam dava dobrou pred-
stavu o chovani funkce. Na obr. 3.1. je nakreslen graf funkce z pfikladu
3.3: je to tsecka, spojujici body (—1,0) a (1,2).

OBR. 3.1

Pozdéji se nau¢ime nakreslit priblizné graf nasledujici funkce:

PRIKLAD 3.6. Dy =R,

=¥ 15

6Definici kartézského sou¢inu viz oddil 1.2.
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PRIKLAD 3.7. Dy = (—5/2,2),
1+ (z—-1)2 xe(1,2),
flay=1{ 1 2l <1,
2+ z e (—5/2,—1).

_

Jeji graf je na obr.3.2.

OBR. 3.2

Zkuste si predstavit, jak vypada graf nasledujici funkce:
PRIKLAD 3.8 (Dirichletova funkce). Dy =R,

)= {

Diky tomu, ze v R (C) je definovano séitani, ndsobeni, déleni, mizeme
definovat soucet, soucin, podil dvou funkci (a také absolutni hodnotu
funkce) takto:

DEFINICE 3.4. Necht f; a fy jsou dvé funkce. Potom jejich souctem
f1+ fa, rozdilem f1 — fo, soucinem fi.fa, podilem f1/fo nazveme funkce
(fi £ f2)(x) = fi(z) £ fa(z) pro x € Dy, 1f, = Dy, N Dy,
(fi-f2)(x) = fi(z).f2(x) prox € Dy, 5, =Dy, N Dy,

(f1/f2)(x) = fi(z)/f2(x) prox € Dy, y,,
kde Dfl/f2 = Dfl mez \{x, fg(&?) = 0}'
Absolutni hodnotou |f1| funkce f; nazveme funkei definovanou na Dy,
takovou, Ze |f1| (z) = | fi(x)]-

1 x racionalni,

0 z irraciondlni.
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PRIKLAD 3.9. Dy = (0, 00),

f(z) = (zcosx)' + 2*logz, = € Dy.

PozNAMKA 3.2. Komplexni funkci f pak lze zapsat ve tvaru
f=Ref+ilmf

kde Re f(x) aIm f(x) jsou redlna a imaginarni ¢ast ¢isla f(z). Tento fakt
umozni mnohé vysledky, dokazané pro redlné funkce prenaset i na kom-
plexni funkce. Funkce Re f a Im f nazyvame redlnou resp. imagindrni
c¢asti funkee f.

3.2. SloZena, prosta a inverzni funkce

DEFINICE 3.5. Je-li fi redlna funkce, fo redlna nebo komplexni funkce
a jeli M = {z; © € Dy, fi(z) € Dy,}, potom sloZenou funkei fs o f1
definujeme takto:

Diyof, = M; (f20 f1)(z) = f2(fi(x)) pro x € M.

Funkce f; se nazyva vnitrni, fo vnéjsi funkci slozené funkce fo o f7.

PozNAMKA 2.3. Je-lli ddno n funkci f1, fo,..., fn, je mozné za
prislusnych predpokladd definovat funkci f, o f,—1 o --- o f1 jako

fr(fa-1(.. (f2(f1(2)))))-

DEFINICE 3.6. Rekneme, Ze funkce f je prostd, jestlize pro kazdé
x1,75 € Dy, x1 # T2 je f(x1) # f(x2). Rekneme, %e f je prostd na
mnoziné P, je-li prosta funkce f|p.

PozNAMKA 3.4. Pozadavek prostoty funkce f je mozné ekvivalentné
vyjadiit takto: z f(x1) = f(z2) = ©1 = 2.

DEFINICE 3.7. Je-li f prosta, pak funkci k ni inverzni nazyvane funkci
f~! definovanou takto:

Di-1 = Ry; f_l(y) =y, je-li f(zy) =y proy € Dy-1.

POzZNAMKA 3.5. Z prostoty funkce f plyne, ze x, v této definici je
jediné, a tedy tento predpis opravdu definuje funkci.
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/

OBR. 3.3

PozNAMKA 3.6. Mohli bychom definovat inverzni funkei také pro
komplexni prostou funkci, ale dostali bychom funkci komplexni pro-
meénné, coz by vychéazelo za ramec téchto skript.

Jsou-li f a f~! prosta redlna funkce a funkce k ni inverzni, pak jejich
grafy jsou navzajem k sobé symetrické podle osy prvniho kvadrantu (viz
obr. 3.3.).

PRIKLAD 3.10. Je-li fi(x) =sinz, z € R, fo(y) = 9%, y € R, pak je

(f20 f1)(z) =sin®z = (sinz)?, = € R,
(f10 f2)(x) =sin(z?), z € R.

PRIKLAD 3.11. Je-li fi(z) =1—2%, z € R, fa(y) = /¥, y € (0,00),
je

(f2 Ofl)(x) =V 1_‘772’ (S <_1a1>a

(fio f2)(y) =1 -y, y € (0,00).

PRIKLAD 3.12. Funkce f(z) = 22, x € R nenfi prosta, ale jeji zizeni
fi= f|<0’oo) afo= f|(700’0> jsou prostéa. Jejich obory hodnot jsou stejné
jako obor hodnot f: (0,00). Je proto (f1)~!(z) = vz, (f2)(x) = -z
pro z € (0,00).
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3.3. Omezené funkce

DEFINICE 3.8. Rekneme, Ze funkce f je omezend na mno#iné M C
Dy, je-li omezend mnozina f(M). Specidlné je f omezend na Dy, je-li Ry
omezena. Je-li f redlna funkce, pak rikdme, ze je na M omezend zhora
(zdola), je-li f(M) omezend zhora (zdola).

PozNAMKA 3.7. Kazdé funkce je omezend na koneéné mnoziné.

CVICENI 3.1. Ukazte, ze plati: f je omezend na M < |f| je omezend
na M < 3K € R tak, ze proVz € M je |f(z)| < K .

CVICENT 3.2. UkaZte, Ze redlna funkce f je omezend na M prave kdyz
je na M omezena zhora i zdola.

CvICENT 3.3. Ukazte, ze f neni omezend na M < Vn € N3z, € M
tak, ze | f(xy)| > n (misto libovolného K € R) sta¢i brat pouze n € N ).

PRIKLAD 3.13. Je-li f(z) = 2%, 2 € R, k € N, pak f neni omezend na
R (dokazte), ale je omezend na kazdém omezeném intervalu (a,b) C R,
nebot je
’xkf < max{’ak| ) |bk|} pro Vz € (a,b).

CvICENt 3.4. f(z) = 1/2%, x € (0,1), k € N. Ukaite, ze f je na (0,1)
omezené zdola a neni tam omezend zhora.

CvICENT 3.5. Je-li f omezend (omezend zhora, zdola) na kazdém
omezeném intervalu (a, b) C R a pfitom stejnou konstantou, pak je ome-
zend (touto konstantou) na R.

CvVICENT 3.6. Rozhodnéte, na ktergch z nasledujicich mnozin je funkce
f(z) = logz, x € (0,00) omezend a na kterych neni omezend: M; =
(0,1), My = (1,2), M3 = (2,4+00). Analogicky pro funkeci g(z) = z cosz,
x € R amnoziny R a P, = (—k, k).

3.4. Limita a spojitost funkce

Budeme rozlisovat ¢tyfi pripady:
1) vlastni limitu (¢ R, C) v bod€ a € R,
) vlastni limitu (€ R, C) v 400, —o0,
3) nevlastni limitu (+o00) v bodé a € R,
) nevlastni limitu (+o00) v +00, —o0,
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pricemz dvé posledni jmenované moznosti budeme definovat pouze pro
realné funkce.
Pro zjednoduseni vyjadiovani zavedme nésledujici definici:

DEFINICE 3.9. Necht a,e € R, ¢ > 0. Potom mnozinu U,(a)
= (a — &,a + €) nazveme &-okolim bodu a, mnozinu UX (a) = (a,a + ¢
(UZ (a) = (a—¢e,a)) pravym (levym) e-okolim bodu a a mnoziny U (a)
U.()\{a}, U = Uz ()\{a}, Uz~ = Uz ()\{a} =-redubovangm (pro-
vym, levym) okolim bodu a.

Pro K € R nazveme K -okolim (redukovanym) bodu +oo (—o0) in-
terval (K, 4+00) ((—o0, K)).

Nebude-li zélezet na velikosti okoli, budeme ¢, K vynechéavat.

~—

DEFINICE 3.10. Necht funkce f je definovdna na redukovaném okoli
bodu a € R. Rekneme, e ¢islo A € R (C) je limitou funkce f v bodé a
a piSeme ilir}lf = A, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 0(¢) tak, Ze pro
vSechna z takova, ze 0 < |x —a| < d(¢) je |f(x) — A] < e.

Je-li f definovana v pravém (levém) redukovaném okoli bodu a € R,
pak fekneme, ze éislo A € R(C) je limitou funkce f v bodé a zprava
(zleva) a piseme xlggr flz)=A (xlirgl f(x) = A), jestlize ke kazdému

e > 0 existuje d(¢) > 0 tak, ze pro vSechna z takova, ze a < z < a+9(¢)
(a—d(e) <z < a) plati | f(x) — 4] <e.

DEFINICE 3.11. Nechf funkce f je definovédna na néjakém okoli bodu
+00 (—00). Rekneme, Ze ¢islo A € R (C) je limitou funkce f v bodé
+0o (—o0) a piSeme 11141_1 f=A(lim f=A), jestlize ke kazdému

e > 0 existuje K(¢) € R tak, Ze pro vSechna = > K(¢) (x < K(¢g)) je
|f(z) — Al <e.

DEFINICE 3.12. Necht redind funkce f je definovéna v redukovaném
(pravém, levém) okoli bodu a € R. Rekneme, Ze f ma v a limitu (zprava,
zleva) rovnou +oo [—oc], jestlize ke kazdému L € R existuje (L) > 0
tak, Ze pro vSechna x splitujici 0 < |z —a| < §(L) (a < z < a + 6(L),
a—90(L) <z <a)je flz) > L [f(x) < L]. PiSeme pak ilg}lf(m) =

+00 [—o0] (analogicky pro limitu zprava, zleva).
DEFINICE 3.13. Necht redlnd funkce f je definovina na néjakém okoli

+00. Rekneme, Ze f ma limitu +o0o0 (—oc) pro x bliZici se k +o00, jestlize
ke kazdému L € R existuje K (L) € R tak, ze pro kazdé = > K(L) je
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f(z) > L (f(xr < L)). PiSeme pak lim f(z) = +oo (—00). Analogicky

Tr——+00
pro limitu v —oo.

UMLUVA. Je-li limita é&islo z R, mluvime o wvlastni limité, je-li to 400,
pak mluvime o nevlastni limité.

Pouzijeme-li pojmu okoli dislednéji, mizeme definice 3.10. — 3.13.
zformulovat pro redlny pripad jednotné takto:

DEFINICE 3.14. Necht je a € R* a redlné funkce f je definovédna na
redukovaném okoli bodu a. Potom funkce f ma v bodé a limitu A € R*,
jestlize ke kazdému okoli U(A) bodu A existuje takové redukované okoli

U*(a) bodu a, 7Ze pro kazdé z € U*(a) je f(z) € U(A).

Podobné by se daly spojit definice pro jednostranné limity zprava
(zleva). Je tieba si jen uvédomit, Ze v bodé +oo (—o0) jde fakticky o
jednostranné limity.

Analogicky by se daly spojit i definice 3.10. a 3.11. i pro komplexni
funkce, kdybychom definovali e-okoli bodu A € C jako mnozinu téch
zeC, zelx— Al <e.

PozNAMKA 3.8. Definice 3.11. a 3.13. jsou podobné definici limity
posloupnosti. Poznamky, které za touto definici néasledovaly, je mozné
vhodné modifikovat i pro definici limity funkce:

PozNAMKA 3.9. Limita funkce f v bodé a nezévisi na hodnoté funkce
v bodé a (funkce v ném nemusi byt ani definovdna) a na hodnotéch
funkce f v bodech dosti vzdalenych od a (limita v bodé je tzv. lokdini
pojem). Limita zleva (zprava) v bodé a nezavisi na hodnotach funkce
v pravém (levém) okoli bodu a. Podobné limity v +oco (—o0) zéviseji
pouze na hodnotéch f(x) pro x dosti velkd (mald).

PozNAMKA 3.10. Nepfesné je mozné Fici, ze ¢islo A je limitou funkce
f v bodé a, jestlize f(x) je libovolné blizké k A pro = dostate¢né blizka
k a a rizné od a.

PozNAMKA 3.11. Pro rtzna e budou piislusna §(e) také rizna. Obecné
pro mensi ¢ bude §(¢) také mensi.

PozNAMKA 3.12. Ma-li néjaké ¢islo d(e) vlastnost pozadovanou v de-
finicich 3.10. a 3.12, pak libovolné éislo ¢ < d(¢) mé také tuto vlastnost.
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a-§ a a+d

OBR. 3.4

Zavislost 0(g) na e ukazuje obrazek 3.4. lim f(z) = A znamena, ze ke
kazdému € > 0 existuje (¢) tak, Ze pro = € Uy, (a) leZi body (z, f(z))
vpasu A—e<y< A+e.

PRIKLAD 3.14. f(z) = 2%, € R. Dokazme, Ze je lim1 flz) = 1.
Mame k daném e > 0 najit prislusné §(e).

Pro x € (0, 2) plati

|2 =1 =z — 1|z + 1] <3|z —1].
Staci volit 6 = min{e/3,1}, aby pro « € U (1) bylo |2 — 1| <.

PRIKLAD 3.15. f(x) = 22 + logx, © € (0,00). Ukazme, Ze je

lirll f(z) = +o0.

Proz > 1jelogx >0, 2% > z, a tedy f(z) > 22 > x. Pro L € R staéi
volit K (L) = max{1,L}, aby pro z > K (L) bylo f(x) > L.

DEFINICE 3.15. Necht f je definovdna na néjakém okoli (pravém,
levém) bodu a € R. Rekneme, Ze f je v bodé a spojitd (spojitd zprava,
spojitd zleva), je-li

lim f(z) = f(a) ( im f(z) = f(a), lim f(z)= f(a)).

r—a r—a+ Tr—a—

DEFINICE 3.15°. Rekneme, ze funkce f je spojita na intervalu J, je-li
spojitd v kazdém vnitinim bodé€ intervalu J a spojita z prislusné strany
v téch krajnich bodech intervalu J, které k nému patii.
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PRIKLAD 3.16. Funkce z piikladu 3.14. je spojita na R. V piikladu
3.14. byla ukézana jeji spojitost v bod€ 1, v ostatnich bodech se spojitost
dokéze analogicky (provedte podrobné).

PozNAMKA 3.13. Spojitost funkce nepfesné znamend, Ze se jeji funkéni
hodnoty v blizkych bodech maélo lisi.

PozNAMKA 3.14. Funkce f je v bodé a € R spojitd (spojitd zprava,
spojita zleva) tehdy a jen tehdy, jestlize ke kazdému e existuje d(¢) tak,
ze pro vSechna z spliujici 0 < [z —a| <e (e <z <a+4d(e), a —d(e) <
x < a)je|f(z) — f(a)| < e. Plyne to z definice limity, definice spojitosti
a toho, ze pro z = a je f(z) — f(a) = f(a) — f(a) = 0.

Dikaz nasledujici véty, ktery plyne snadno pfimo z definic, pfenecha-
vame Ctendfi za cviceni.

VETA 3.1. Funkce md v bodé a limitu tehdy a jen tehdy, md-li v a
obé jednostranné limity a tyto limity jsou stejné. Limita je pak rovna
jegich spolecné hodnoteé.

Funkce je v a spojitd tehdy a jen tehdy, je-li tam spojitd zprava i zleva.

CVICEN] 3.7. Vyjadrete podrobné jako v poznamce 2.6. z kapitoly 2.
co znamend non(lim f(z) = A) a co znamend, Ze f neni spojitd v bodé
r—a
a.

3.5. Souvislost mezi limitou funkce a limitou posloupnosti

Nasledujici véty ukazuji, jak se da charakterizovat limita funkce po-
moci limit jistych posloupnosti.

VETA 3.2A (Heineova). Necht funkce f md v bodé a € R* limitu
A e R, C, R*. Nechf x,,, n € N je posloupnost redlngch cisel takovd, Ze
lim z, = a, pfidemZ xz,, # a pro kaZdén € N. Potom je lim f(x,) = A.

n—oo

n—oo

VETA 3.2B (Heineova). Necht pro kaZdou posloupnost x,, x, — a,
X # a md posloupnost f(x,) limitu. Pak limity vsech téchto posloup-
nosti jsou stejné a jejich spolecnd hodnota je také limitou funkce f v bodé
a.

Casto se hodi slabsi varianta téchto vét:

DUSLEDEK 3.1. Necht funkce f je definovdna na redukovaném okoli
bodu a. Potom plati

lim f(z) = A& Ve, v, —a, x, #a f(z,) — A pro n — .

r—a
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PozNAMKA 3.15. Analogickd véta plati i pro limity zprava (zleva).
Pozadavek x, # a je tfeba nahradit pozadavkem z, > a (x, < a) pro
kazdé n € N .

DUkAz VET 3.24A,3.2B. Ditkaz provedeme pro a € R, A € R, C.

Ostatni pfipady pfenechdvame ¢tenafi za cviceni. Necht tedy lim f(z) =
r—a

A, aeR, AeR,C. Necht je déle z,, n € N posloupnost realnych ¢isel

takova, ze x, — a pro n — oo, x, # a pron € N . Mame dokézat, ze
f(zn) — A. Vime, ze Ve > 0 36 > 0 tak, ze

() |f(z) — Al <eproVz, 0<|z—al <4
Ponévadz z,, — a, x,, # a, existuje takové ny € N, Ze pro Vn > ng je
(**) 0< |z, —al <4
Z (*) a (**)tedy plyne
|f(2n) — Al < e pro ¥n > no, tj. lim f(zn) = A.

Naopak: Necht z,, — a, x, # a, yp — a, Yy, 7# a jsou dvé posloup-

nosti uvedeného typu. Podle pfedpokladu existuji limity lim f(z,) a
n—oo

lim f(y,). UkaZme, Ze tyto limity jsou stejné. Sestrojme posloupnost z,,
n—oo
n € N nésledovné: zop = Yk, 20,1 = T, k € N. Potom z, — a, z, # a
(dokazte) a podle pfedpokladu véty posloupnost f(z;,), n € N m4 limitu.
Oznacme ji A. Ale posloupnosti f(za2x) = f(yx) @ f(zar—1) = f(zx) jsou
z ni vybrané a maji podle véty 2.11. také limitu A. Zbyva dokazat, ze
lim f(z) = A. Kdyby to nebyla pravda, pak zkonstruujeme posloupnost
r—a

ZTn,n €N, z, — aax, # a, pro kterou posloupnost f(z,) nema limitu
A: Nemé-li f v a limitu A, pak existuje g9 > 0 tak, ze pro Vn € N Jx,,,
0<|z,—al<1l/na

(+) (&) = Al = €0.

Podle vét 2.3. a 2.10. je lim z, = a; ale z (+) plyne, Ze f(x,) neméa

n—oo

limitu A. Obé véty jsou tedy dokazany.
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PRIKLAD 3.17. f(z) =sin(1/z), z € R\ {0}. Ukazme, Ze tato funkce
nema limitu v 0. Staéi zvolit posloupnosti x, = 2/(7m + 4nn) a y, =
1/nm, n € N | které maji limitu 0, 2, # 0, y, # 0, f(z,) =1 — 1 a
f(yn) =0 — 0. Podle véty 3.2. nema f v 0 limitu.

CviCeENi 3.8. Ukazte, Ze funkce sinx, cosxz, z € R nemaji pro
x — Z£oo limitu.

DUSLEDEK 3.2. Necht funkce f je definovdna na néjakém okoli bodu
a € R. Potom je f spojitd v a tehdy a jen tehdy, jestlize pro kazdou
posloupnost x,, n € N | x, — a (a to i takovou, Ze pro nékterd k je
X = a) md posloupnost f(x,) limitu f(a).

Analogické turzend plati i pro spojitost zprava (zleva).

DUKAZ je snadnou modifikaci dtikazu vét 3.2a. a 3.2b. Pfenechavame
jej Ctenari za cviceni.

3.6. Véty o limité a spojitosti funkce

Pro limity funkci plati véty analogické vétam a lemmatiam z kapitoly
2. o limitach poslounosti. Vsude je tfeba nahradit posloupnost, n — oo,
no(e) funkei, x — a, §(e) apod. Jejich dikazy je mozno provadét dvojim
zptsobem:

a) vhodnou (jednoduchou) modifikaci diikazt pfislusnych vét o po-
sloupnostech,
b) uzitim (dvakrat) Heineho vét a vét o posloupnostech.

Pro tplnost zde tyto véty a lemmata zformulujeme a nékteré z nich
dokéazeme. Doporucujeme Ctenafi, aby si za cviceni tyto dikazy podrobné
provedl — pfipadné obéma zpusoby. Tyto véty budeme vypisovat pouze
pro oboustranné limity, ptrislusné modifikace na pfipad jednostrannych

limit si ¢tendf snadno provede sdm. Pokud nebude FeCeno jinak, bude
a € R*, A€ R* nebo A € C.

VETA 3.3. KaZdd funkce ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.
VETA 3.4. lim f(z) = A € R(C)& lim(f(z) — A) = 0, kde A na-
pravo znadi konstantni funkci rovnou A pro véechna x € R.

VETA 3.5. lim f(z) = A = lim |f| (z) = |A].

r—a
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VETA 3.6. lim f(z) =0« lim |f|(z) =0.

VETA 3.7. Nech? lim f(x) = A € R(C). Pak ezistuje redukované
okoli U*(a), na némz je f omezend.

VETA 3.7°. Necht lim f(z) +00 (—00). Pak ezistuje U*(a), na

némz je f omezend zdola (zhora) a neomezend zhora (zdola).

VETA 3.8. Necht funkce f a g maji vlastni limity v bodé a € R*.
Potom také funkce f £ g, f.g, f/9 maji v a vlastnd limity (podil za
dodatecného predpokladu lim g(x) # 0) a plati:

lim (f + g)(x

lim (f.g

(@) = lim f(z) + lim (),
r—a )

)

)

(r)=1

(@) = lim f(@). Tim (2),
() = )

(r) =

lim (c.g hm g(x pro libovolné ¢ € R (C),
lim (f/g)(x 1rn f(x)/ lim g(x).

VETA 3.8". Jsou-li f, g spojité v bodé a € R, pak jsou i funkce f+g,
f.g, |f| a v pripadé g(a) #0 i f/g, spojité v bodé a.

VETA 3.9. Je-li lim f(x) = 0 a g je omezend na U*(a), pak je
lim (f.g)(x) = 0.

VETA 3.10. Necht f je redlnd funkce a lim f(r) = A € R. Potom
pro p,q spliugici ¢ < A < p ezistuje U*(a) tak, Ze ¢ < f(x) < p pro
z € U*(a). Specidlné pro A > 0 (A < 0) existuje U*(a) tak, Ze f(z) >
AJ2 >0 (f(x) < AJ2 < 0) pro kaZdé © € U*(a). Pro A # 0 existuje
U*(a), Ze |f(z)| > |A]| /2 > 0 pro x € U*(a), pricemZ posledni tvrzeni
plati i pro komplexni funkci, kterd md v a nenulovou limitu A € C.

VETA 3.11. Necht f a g jsou redlné funkce, lim f(x) = 400 (—00)
a g je omezend zdola (zhora) na néjakem U*(a). Pak lim (f + g)(z) =
+00 (—00).

VETA 3.12. Necht f a g jsou redin€ funkce, lim f(z) = +oo, g(x) >
a >0 (g(z) < B <0)prox € U'(a). Potom je im(f.g)(z) = oo
(Foo).
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VETA 3.13. Necht lim |f| (z) = +00. Potom lim 1/f(x) = 0.

VETA 3.14. Necht f a g jsou rediné funkce, které maji limity (€ R*)
v bodé a € R*. Potom
8) lim (f + g)(x) = lim f(x) + lim g(x)
r—a r—a r—a
kromé pripadu, kdy jedna z limit je +00 a druhd —oo.
b) lim(f.g)(z) = lim f(z). lim g(x)
kromé pripadu, kdy jedna z limit je 0 a druhd Foco.
)l (£/g)(x) = lim 7(2)/ lim g(a)
kromé pripadu, kdy lim g(z) = 0.
¢’) je-li lim g(z) = 0, g(x) > 0 v U*(a), lim f > 0 (< 0), pak
;iir{ll f/g = +00 (—OO),
¢”) je-li lim g(z) = 0, g(z) < 0 v U*(a), im f > 0 (< 0), pak
lim /g = o0 (+00),
d) je-li lim f(z) # 0, lim g(z) = 0 a g v libovolném redukova-
ném okoli bodu a nabyvd jok kladngch, tak zdaporniych hodnot,
pak funkce f/g nemd v bodé a limitu.

Tato véta opét nefikd nic o tzv. neurcitych vyrazech typu +o0o+ (—o0),
0.(+00), %, >, jejichz limitu nelze urcit jen na zakladé limit jednotlivych
funkci. Jejich vysetfovani se provadi specidlnimi postupy, s nékterymi
z nich se seznamime v dalsich kapitolach.

VETA 3.15. Necht f a g jsou rediné funkce, které maji limity v bodé
a. Necht v néjakém U*(a) plati

(%) f(z) < g(=).
Pak

I kdyz v (*) plati ostrd nerovnost, mize v (**) obecné byt rovnost.

VETA 3.16. Necht f, g, h jsou redlné funkce takové, Ze v jistém U*(a)
plati
f(z) < h(z) < g(a).

Je-li lim f(x) = lim g(z) = A, pak existuje také lim h(z) a je rovnd A.

r—a r—a
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VETA 3.16°. Necht f, g, jsou redlné funkce takové, Ze v jistém U*(a)
plati

f(x) < g().
Je-li lim f(z) = +o0, je také lim g(x) = +o00. Je-li lim g(x) = —o0, je

také lim f(z) = —oco.

r—a

VETA 3.17 (Bolzanova-Cauchyova podminka). Funkce f md v bodé
a € R vlastni limitu tehdy a jen tehdy, jestlize ke kaZdému ¢ > 0 existuje
d(e) > 0 tak, Ze pro kaZdé z', x" spliujici 0 < |2’ —a|] < d(¢), 0 <
|z" —a| < d(e) je |f(2') — f(z")] < e. Analogicky pro vlastni limity
v oo a limity zprava (zleva).

Dokazme napiiklad véty 3.9. a 3.17.

DUKAzZ VETY 3.9.

1. zpusob: Necht |g(x)] < M pro Yz € U*(a). Necht d(¢) je takové,
ze |f(z)| < /M pro Vx, a — d(e) < = < a+ 6(¢). Potom pro z €
U*(0) 1 Uj ) (a) Jo £ (2)g(w)] < Me/M =

2.zpusob: Podle druhé Heineho véty stac¢i dokazat, ze pro kazdou po-
sloupnost x,,, z, — a, z, # a je HILH;O f(xn)g(zn) = 0. Necht tedy je
Zn takovd posloupnost. Podle prvni Heineho véty je nlingo flz,) = 0.

Pron > 7 je x, € U*(a), v némz je g omezend, a tedy pro n > 7 je
lg(x,)| < M. Podle lemmatu 2.2. je lim f(x,)g(x,) = 0.
n—oo

DUkAz VETY 3.17. Necht lim f(z) = A € R(C), a € R. Potom Ve >
0 36(e) > 0, Ze pro Vz, 0 < |z —a| < d(¢) je |f(z) — A] < £/2.Potom
pro V', ", |2’ —a| < §(e), |2 —al < d(e) plati |f(a") — A| < €/2,
[f(z") — Al < e/2, a tedy

F@) = F@)] < [f(a') — A+ A f(a")] <
<|7(@") — Al+1f(") — Al <e/2+¢/2=c.

(Pouzili jsme prvniho zptisobu dtikazu.)

Postaditelnost B.-C. podminky dokdZeme druhym zptisobem. Necht
je splnéna B.-C. podminka a necht z,, je libovolnd posloupnost spliiujici
Zn — a, T, # a. Ukazme, Ze pro posloupnost f(z,) je splnéna B.-C.
podminka. Pro Ve > 0 36(g) > 0, ze pro Va/, 2", 0 < |2/ — a] < d(e),
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0 < |z" —al <d(e) je |f(z') — f(a")] < e. Ponévadz je ale lim z,, = q,

n—oo
xn, # a pro Vn € N, existuje k tomuto d(g) takové 7ig(d(g)) = no(e),
ze |z, —al < §(e) pro Vn > ng(e). To znamend, Ze pro m, n > ng(e)
je |f(zn) — f(zm)| < € (volili jsme 2’ = z,, " = z,,). Posloupnost
f(z,) tedy splituje B.-C. podminku a ma tedy vlastni limitu. Protoze
posloupnost z,, byla libovolna, dostavame podle (druhé) Heineho véty,
ze také funkce f ma v bodé a vlastni limitu.

Uvedme jesté vétu, kterd charakterizuje limitu a spojitost komplexni
funkce pomoci jeji redlné a imaginarni ¢asti:

VETA 3.18 (o limité a spojitosti komplexnich funkci). Necht f je
komplexni funkce, fi, fo jeji redlnd a imagindrni édst. Potom plati: f
ma v bodé a limitu tehdy a jen tehdy, maji-li f1 a fo vilastni limity v bodé
a. Pritom plati lim f = lim f1 + 4 lim f5. f je v a spojitd tehdy a jen

r—a r—a r—a
tehdy, jsou-li tam spojité obé funkce fi1 a fa.
Analogicky pro spojitost a limity jednostranné.

DUkAz. Dokazme vétu pro limitu v bodé a € R. Necht lim f =

r—a

A = A; +iAy, A1, As € R. To znamend, ze Ve > 0 35(e) > 0 tak,
ze |f(x) — Al < € pro Va, 0 < |z —a| < 0(g). Ale |fr(x) — Ax| <
|f(z) —Al <eprok =1,2aVe, 0 < |r—al < d(e). To oviem zna-
men4, ze a{l—rngk(gc) =Ag, k=1,2.

Naopak. Je-li lim fip(z) = Ag, k = 1,2, pak podle véty 3.8. je
lim f(z) = lim fi(x) + i lim fo(z) = A1 +iAs.

CvICENT 3.9. Dokazte si tuto vétu pomoci Heineho vét a prislusné
véty pro posloupnosti komplexnich ¢isel.

Nakonec uvedme nékolik dilezitych prikladi.

PRIKLAD 3.18. Necht fy je konstantni funkce, tj. f(z) = A pro Vz €
R (kde A je pevné &islo).Necht déle je fn(z) = 2™ proVx € R, n € N.
Potom jsou funkce f;, i =0,1,... spojité na R, nebot

| fo(z) = fo(zo)| = 0 < e pro Vz € R;
|f1(z) = fi(@o)| = [z — @o| <€ pro [z — x| <&,
tj. 1ze volit §(e) = . Protoze je fr, = f1..... f1, staci (n—1) —krat pouzit
—

n krat

vétu 3.8’.



64 3. FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE
PRIKLAD 3.19. Funkce f,(x) = 1/2", z € R\ {0}, n € N jsou spojité
na svych defini¢nich oborech podle pfedchoziho ptikladu a véty 3.8’

PRIKLAD 3.20. Funkce sinz, cosz jsou spojité na R, funkce tgx je
spojitd na kazdém intervalu (—m/2 + km,7/2 + k), k € Z.

Tyto funkce se definuji pomoci jednotkové kruznice nasledovné (viz
obrazek 3.4.) (z je délka oblouku C'B):

o

OBR. 3.5

Odvodme nejdiive nerovnost
(%) sinz < x < tgx pro x € (0,7/2).

Je-li P; plocha trojihelnika OC'B, P» plocha kruhové vysece OCB, P;
plocha trojuhelnika OC'D, pak (z nazoru) plati

Py < P, < P pro kazdé = € (0,7/2).

sin x

Odtud dostavame pozadovanou nerovnost diky tomu, ze P, = %55, P, =

x/2, Py = thm. Z lichosti funkci sin x, =, tg x plyne nerovnost tgz < z <

sinz pro xz € (—7/2,0). Je proto

lsinz| < |z| < |tgz| pro z € (—7/2,7/2).

Podle znamych vzorci pro trigonometrické funkce je

9 x + xo . xr — Xo
CoS . sin
2 2

|sinz — sinzg| = )
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co je mensf nebo rovno 2=l — |z — x| pro |z — x¢| < /2. Pro dané
€ > 0 stadi polozit §(¢) = min(e, 7/2), abychom ukézali, Ze funkce sin
je spojita v libovolném bodé zy € R. Pro cos x stac¢i uzit vzorecku cos z —
cosxg = 2sin[(z — xo)/2] sin[(x + xo)/2]. Spojitost funkce tgz plyne ze
spojitosti funkei sin z, cos x a toho, 7e cosx # 0 pro x # /24 km, k €Z
pomoci véty 3.8’.

PRIKLAD 3.21. Plati

. sinx . x
lim = lim — =1.
z—0 I z—0 SIn T

Z nerovnosti () plyne nerovnost

(%) 1< =

— < pro z € (0,7/2).

sinz ~ cosx

Diky sudosti funkei 2/sinz, 1/ cosx plati (xx) i pro 2 € (—m/2,0). Po-

névadz je lin(lj cosx = cos0 = 1, je také lir% 1/cosx =1, a tedy z ()
= xr—

pomoci véty 3.16. plyne lir% x/sinz = 1. Zbytek plyne z véty 3.8.
r—

PRIKLAD 3.22. f(z) = zsin(l/z), * € R\ {0}. UkaZme, Ze je
lir% f(z)=0.
Plati ziejmé 0 < |f(2)| < |z|, a opét proto sta¢i uzit vét 3.6. 3.16.

Jiny zpusob dikazu je pomoci véty 3.9. Graf této funkce je na obrazku
3.6.

k“/\“m. M{\

OBR. 3.6
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3.7. Monoténni funkce a jejich limity

DEFINICE 3.16. Rekneme, Ze realna funkce f je neklesajici (neros-
touct) na mnoziné M C Dy, jestlize pro kazda dvé ¢isla xq1, z2 € M
takovd, ze x1 < @3 plati f(z1) < f(22) (f(z1) = f(w2)).

Rekneme, 7e f je rostouci (klesajici) na M, jestlize pro kazda dvé ¢isla
x1, 2 € M, xy < w2 plati f(z1) < f(22) (f(z1) > f(z2)).

Vsechny takové funkce nazyvame monotonnimi na M, posledni dvé
ryze monotonnimi.

PRIKLAD 3.23. f(z) = 2", x € R, n € N . Pro n liché je f rostouci
na R. Je-li n = 2k sudé, je f rostouci na (0,00) a klesajici na (—oo,0);
na zadném intervalu (—4,9), 6 > 0 neni monotdénni, nebot f(+4/2) =
(£6/2)*F = (§/2)* > 0 = f(0).

PRIKLAD 3.24. Funkce z pfikladu 3.7. je neklesajici na Dy. Je ros-
touci na (—5/2,—1) a na (1, 2).

PRIKLAD 3.25. Funkce f(z) =sinx, € R je rostouci na intervalech
(—7/242km, w/242k7) a klesajici na intervalech (w/2+2km, 37 /2+2k™),
k € Z a neni monoténni na zadné mnoziné, kterd obsahuje okoli bodu
/24 1m, | € Z.

PozNAMKA 3.16. Monoténnost je globdini vlastnost funkce na mno-
ziné M, tj. vyjadfuje chovani funkce na M jako celku. Je-li M jednobo-
dova nebo dvoubodové, pak ziejmé kazda funkce je na M monoténni.
Ovsem netrivialni vyznam mé tento pojem pro mnoziny alespon tiibo-
dové.

DEFINICE 3.17. Necht M C R, M # (). Je-li M neomezend zhora
(zdola), pak Fekneme Ze jeji supremum (infimum) je rovno 400 (—o0).

DEFINICE 3.17A. Supremem, maximem, infimem, minimem realné
funkce f na mnoziné M nazyvame supremum, maximum, infimum, mi-
nimum mnoziny f(M).

VETA 3.19. Necht f je monotdnni na intervalu (a,b), a,b € R*. Potom
la) existuji lim+f(x), Hlirlr)l f(z) a plati

lim f(z)= sup f(z) ( inf f(z)),

v—at ve(ab) w€(ab)

lim f(z)= inf f(x) ( sup f(z)),

T—b— z€(a,b) z€(a,b)
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je-li f nerostouci (neklesagict).
1b) lim+ f(x) je vlastni tehdy a jen tehdy, je-li f omezend na néjakém
Tr—a
okoli U** (a). Analogicky pro liril f(x).
r—b—
2) Pro kaZdé c € (a,b) existuji vlastni limity limJr f(z) a lim f(x)
r—c r—cCc—

a plati
lim f(z) = sup f(z) (inf f(x)),
T—c+ z€(c,b) z€(e,b)
lim f(z)= inf f(z) ( sup f(z)),
r—c— z€(a,c) z€(a,c)

je-li f nerostouct (neklesagici).

DUKAz. Stadi dokdzat 1). 2) plyne z 1) aplikovaného na intervaly
(¢,b) resp. (a,c). Predpokladejme pro urcitost, ze a € R, f je neklesa-

jici na (a,b) a dokazme, Ze lim+ f(z) = i?fb)f(ac). Ostatni piiklady
r—a z€(a,

prenechavame ¢tenafi za cviceni.
a)) Necht i?fb)f(m) = g > —o0. Potom Ve > 0 existuje z. € (a,b)
x€E(a,
tak, ze g < f(z:) < g + ¢. Protoze je f neklesajici, plati pro = € (a,x.)
g < f(z) < f(z.) < g+ € a stadi polozit 6(¢) = z. — a.
B) Je-li i?fb)f(x) = —o0, pak VK € R Jzk € (a,b), ze f(zk) < K.
re(a,

Ale potom pro z € (a,zk) je f(z) < f(zk) < K.
3.8. Limita a spojitost sloZzené funkce

VETA 3.20. Necht f je redind funkce, kterd je spojitd v bodé a € R
a g je redlnd nebo komplexni funkce, kterd je spojitd v bodé A = f(a).
Potom slozend funkce g o f je spojita v bodé a.

DUKAzZ. 1) go f je definovdna na néjakém U(a): g je definovana na
néjakém U, (A), v > 0; k tomuto v existuje 0 > 0 tak, ze f(z) € U,(A) =
Uy(f(a)) pro x € Us(a), a tedy Us(a) C Dyo-

2) Necht ¢ > 0. ProtoZe g je spojita v bodé A, existuje d(g) > 0
tak, Ze |g(y) — g(A)| < € pro |y — A| < &(c). Ponévadz f je spojité
v bodé a, existuje k tomuto d(g) takové d(¢) > 0, Ze pro |z —a| <
5(e) je |f(z) — f(a)|] < &(¢). Je tedy pro vSechna z, 0 < |z —a| < d(e)
lg(f(x)) — g(A)| = lg(f(z)) — g(f(a))| <&, tj. go [ je spojitéd v bodé a.
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CvICENT 3.10. Dokazte vétu 3.20. pomoci Heineho vét.

VETA 3.21. Necht f je redlnd funkce a lim f(z) = A € R*. Necht g je

redlnd nebo komplexni funkce takovd, Ze liH}A g(y) = B. Jestlie existuje
y—)

U*(a) tak, Ze f(z) # A pro x € U*(a), pak funkce g o f md v bodé a

limitu a plati

(*) lim(go f)(x) =B = lim g(y).

r—a y— lim f(z)
r—a

DUkAZ. Provedeme dikaz pro a, A € R, B € R(C). Proe > 0
existuje & > 0 tak, ze |g(y) — B| < e pro Vy, spliiujici 0 < |y — A| < 6.
PonévadZ f mé v bodé a limitu A, existuje k tomuto & takové § > 0,
e pro Vz, 0 < |z —a| < 6§ je |f(z) — A| < §. Navic mizeme volit & tak
malé, aby v UJ bylo také f(z) # A, tj. | f(z) — A| > 0.Potom ovSem pro
Va, 0 < |z —al <djel(go f)(x) — Bl =|g(f(z)) — Bl <e.

VETA 3.21°. Je-li ;ILI%L f@) = A € R a g je spojitd v bodé A, pak

plati
lim (g o f)(z) = g(lim f(z)) = g(A).
r—a r—a
DUKAZ se provede podobné, jako dikaz véty 3.21, nebo pomoci Hei-
neho vét. Podrobnosti prenechavame ¢tenari.

PozNAMKA 3.17. Véty 3.21. a 3.21°. umoziiuji ze znalosti limit vnéjsi
a vnitini funkce uréit limitu slozené funkce. Protoze limita charakteri-
zuje chovani funkce v redukovaném okoli daného bodu, je ve vété 3.21.
velmi dutlezity pfedpoklad f(z) # il_}nz f(z) pro Vz z n&jakého U*(a) (viz
nasledujici piiklad). Kdyby i pro z # a bylo f(x) = A, pak by v ta-
kovém bodé& bylo g(f(x)) = g(A) a o vztahu g(A) k limité g v bodé A
nic nevime, predpokladédme-li pouze existenci jeji limity v bodé A. Je-li
v8ak (jako ve vété 3.21°.) g v bodé A spojitd, mizeme tento predpoklad
vynechat.

PRIKLAD 3.26.
9(y) = { (1) Ziﬂs\{o}’
f(z) = zsin(l/z), 2 € R\ {0}.
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Je lirrb f(z) =0, lin}) g(y) = 1 a formdlni pouziti vzorecku (x) by dalo
Tr— y*)

lirr%](g o f)(z) = 1. To ale neni pravda, nebot pro z,, = 1/nm, n € N je

Tr—

F@a) = 0, 9(f(za)) = 0 (a tedy lim g(f(z,)) = 0) a zéroven pro
T, = 1/(7/2 4 2mn) je Z, — 0 a g(f(Z,)) = 1. Podle Heineho véty
nema funkce g o f v bodé 0 limitu. Jak je vidét, neni splnén predpoklad

f(z) # 0 pro z #0.

PozNAMKA 3.18. Véty 3.20, 3.21, 3.21°. Ize modifikovat na piipad
jednostranné spojitosti resp. jednostrannych limit (viz nasledujici cvi-
Ceni). Pfedpoklady musi zajistovat, aby

1) slozené funkce byla definovana na pfislusném okoli,
2) hodnoty vnitini funkce v bodech z tohoto okoli musi patfit do
takového okoli, které odpovida druhu limity vnéjsi funkce.

CviCENT 3.11. Dokazte: lirn+f(x) = A, ligl g9(y) = B, f(z) < A
T—a y—A—
pro z € U**(a) = 1im+(g o f)(z) = B.

PRIKLAD 3.27. a) Funkce F(z) = sin® z (= (sinx)?), = € R je spojita
na R, nebot je F = gofsg(y) =y* y € Ra f(x) =sinz, v € R, pficemz
funkce f a g jsou spojité na R.

b) Funkce F(z) = sinz™ (= sin(z")), € R, n € N je spojitd na R,
nebot je F =go fsg(y) =siny, y € Ra f(z) =z", x € R, pfi¢emz f i
g jsou spojité na R.

¢) Funkce F(z) = Siz#, x € R\ {0} m4 v bodé 0 limitu 1, nebot je
F=gofsgly =y° yeR, f(z) =3 v € R\ {0}, piicemz g je
spojitd na R a f ma v bodé 0 limitu 1.

d) Funkce F(z) = Si’;‘,fg, z € R\ {0} m& v bodé 0 limitu 1, nebot
F=gofsgly = Sizy, y € R\ {0} a f(z) = 22, x € R, pficemz
lim f(z) =0, f(z) #0proz #0 a lim g(y) = 1.

Pozorny ¢tenar jisté postiehl, ze v pfipadech a), c) lze téz pouzit vétu
3.8, zatimco v pfipadech b), d) je pouziti véty o limité slozené funkce
podstatné.

CVICENT 3.12. Bud f(¢) délka tise¢ky AB na obrazku 3.5, ¢ velikost
thlu ZAOB ve stupnich. Pak zfejmé plati f(p) = sin(2¢7/360). Urdete

lim (&)
=0 ¥
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3.9. Vztah monotdnnosti a prostoty funkce
Ziejmé plati
VETA 3.22. Je-li f ryze monotonni na M C R, pak je na M prostd.
Nasledujici priklad ukazuje, Ze opac¢né tvrzeni obecné neplati:
PRIKLAD 3.28. Funkce
x z € (0,1),
J) = { —1—-2 =xze€ E—l,)O)

je prostd na (—1,1) i kdyZ tam neni monotdénni (ovéite). Jeji graf je na
obrazku 3.7.

OBR. 3.7

Zajimavé je, ze pro funkci spojitou na intervalu opak také plati:
VETA 3.23. Je-li redlnd funkce f spojitd na intervalu I, pak je na I
prostd pravé kdyz je ryze monotonni.

Dukaz této véty, ktery neni tak tiplné jednoduchy, zde neuvadime.

3.10. Limita a spojitost inverzni funkce

V tomto oddilu dokézeme vétu o limitach a spojitosti inverzni funkce,
kterd se nam bude hodit pfi zkoumani dilezitych prikladt dale.

K jejimu diikazu budeme potiebovat nasledujici dilezitou vétu o naby-
vand vSech hodnot mezi dvéma danymi hodnotami, kterd plati pro redlné
spojité funkce na intervalu.
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VETA 3.24. Je-li f spojitd redalnd funkce na intervalu {(a,b), pak na
tomto intervalu nabyvd vsech hodnot mezi f(a) a f(b).

DUkAzZ. Pro f(a) = f(b) je tvrzeni zfejmé. Necht je naptiklad f(a) <
f(b)ace (f(a), f(b)). Ukdzeme, ze c € f({a,b)). Ozna¢me M. = {x; = €
(a,b), f(x) <c}. M, je neprézdnd (a € M,), zhora omezena (¢islem b),
a mé tedy supremum « € (a,b). Existuje tedy posloupnost z, € M.,
n € N takovd, ze z, — « € {(a,b) pro n — oo. V dusledku spojitosti f
pak podle Heineho véty f(x,) — f(«) pron — oo. Protoze je f(z,) < c,
je f(a) < c. Kdyby ale bylo f(a) < ¢, pak by podle véty 3.10. bylo
f(z) < cproz € (a«—4d,a+9) pro néjaké § > 0. To je ale ve sporu s tim,
7e o = sup M,. Je proto f(a) =c.

VETA 3.25. Necht je f spojitd a rostouct na intervalu I s koncovymi
body a,b € R*, a < b. Potom plati

1) Ry je interval J s koncovymi body A = (in}f)f = 1im+f(x),

B=supf = liril f(z). Tyto koncové body patii do Ry prdvé
(a,b) z—b—

kdyz patii do I prislusné koncové body a, b, pricemz patii-li a do

1, je A= lirn+ f(x) = f(a) = m[in f(x), analogicky pro b.

2) f_1 je na J spojitd a rostouct.
3) Plati

lim f'(y)=a, lim f'(y)=b.
Jm 7 y) =a, Tm [ (y)

Analogickd tvrzens plati pro f klesajici s ndsledujicimi zménami: f~1
je klesajici; A = inf f = lim f(x), B = supf = lim f(x);
(a,b) r—b— r—a+

(a,b)
lim 1 = b7 lim 1 = a.
Y 1 f (y) v lB f (y)

DUkAz. Rovnosti inlf) f(z) = lim f(z), lim f(z) = f(a) apod.

, r—a+ r—a+

plati podle véty 3.19. resp. ze spojitosti f. 1) Je-li I = (a,b) a ¢ €

((inlt:) fysup f) def J, pak existuji z1, 20 € I, Ze y1 = f(x1) < ¢ < f(x2) =

s

y2. Podle véty 3.24. f nabyva na (x1,x2) vSech hodnot mezi f(z1) a

f(x2), a tedy i hodnoty c. Je tedy J C J. Je-li naopak yo = f(z0) € J,

kde zg € (a,b), pak existuje Z, a < T < xy a (protoze f je rostouci)

f(xzo) > f(&) > (inzf)f(x); analogicky se dokdze f(xg) < sup f(z), tj.
a1

(a,b
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J C J. V ptipadé 7e I obsahuje néktery ze svych koncovych bodi, bude
v Ry i obraz tohoto bodu, tj. pfislusny krajni bod intervalu J.

2) monotonnost: kdyby existovaly y1 < w2, y1,y2 € J tak, Ze
Y1) > f~1(y2), pak (diky tomu, Ze f je rostouci) by bylo y; =
FUF~Hw)) = F(f 7 (y2)) = y2, coZ je spor s y1 < ya.

spojitost: ukdzeme spojitost f~! v kazdém bodé yo € J, které neni
jeho pravym krajnim bodem (analogicky by se provedl diikaz spojitosti
zleva v kazdém bodé, ktery neni levym krajnim bodem .J). Necht tedy
yo = f(zo) je takovy bod. Potom xg neni pravym koncovym bodem
intervalu I. Zvolme ¢ > 0 tak malé, aby z¢o + ¢ € I a oznacme y. =
f(xo +¢) = f(xo) + 0. = yo + .. Protoze f~! je rostouci, je pro y €
(Yo,y0 + 6c) f~1(y) € (o, w0 + €), c.b.d.

3) plyne z 1) a 2) aplikovanych na funkci f~1, ktera zobrazuje (A, B)
na (a,b): krajni body R-1 jsou rovny limitam f~! v krajnich bodech
intervalu (A,B).

PozNAMKA 3.19. TkdyZ je z obrazku, ktery si ¢tenaf snadno nakresli,
véta skoro ziejmad, dal formalni diikaz pomérné dost prace.

Rozeberme nékolik dilezitych prikladi.
PRIKLAD 3.29. Pro k € N uvazme funkci f(z) = 221 2z € R,
k € N. Tato funkce je spojita a rostouci na R, pti¢emz hrf f(z) = to0.
Tr— =00

Tedy podle nasi véty k ni existuje spojita rostouci inverzni funkce f~1,
definovand na R a plati pro ni lirin f~1(y) = 4oo. Oznacujeme ji
y—+oo

2k-3/17, nebo ¢/ (2= ((2k — 1)-ni odmocnina).

P&ikLAD 3.30. Pro k € N uvazme funkci f(z) = 2%, 2 € (0, 00).
[ je spojita a rostouci na Dy a je f(0) =0, lir_~r_1 f(z) = +o0. Zobra-
Tr— 100
zuje proto interval (0, 400) na interval (0,+00), a existuje k ni spojita
a rostouci inverzni funkce f~!, definovana na Ry = (0, +00), pfiemz
je lirf f~Y(y) = +o0. Oznacujeme ji 2/y nebo y'/2* ((2k)-ta odmoc-
y% oo

nina).
PozNAMKA 3.20. K funkci g(z) = 22, x € R neexistuje inverzni,

nebot f neni prostd. Kdybychom vzali jeji ztizeni § na interval (—oo, 0},
pak k g existuje inverzni (§) !, ktera zobrazuje interval (0, +00) na in-
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terval (—o0,0). Protoze je (f je funkce z piikladu 3.30.)

2%

(@7 W =@ W) =y=U"W)* ="

|2k‘
dostavame |(§)*1(y)‘ = |f*1(y)|, a tedy (§)~! a f! se lisi pravé zna-
ménkem, tj. (§)"1(y) = — 2/1, y € (0, +00).

PozNAMKA 3.21. Z piikladt 3.29. a 3.30. je vidét, ze ke kazdému
nezapornému Cislu y a ke kazdému pfirozenému ¢islu n existuje pravé
jedno nezdporné ¢islo o(y) takové, ze (p(y))™ = y. Toto ¢islo je déno
jako hodnota v bodé y prislusné inverzni funkce zkonstruované v téchto
prikladech, tj, /y.

Dale je z téchto prikladu vidét, ze pro n liché existuje pravé jedna
n-t4 odmocnina pro kazdé redlné ¢islo. Pro n sudé a nezaporné cislo y
existuji pravé dvé realna cisla takova, kterd po umocnéni na n-tou daji
Y Yy a— 3y

PrikLAD 3.31. f(z) = tgz, « € (—7n/2,7/2). f je rostouci, je

lim tgxz = 4oo. Inverzni k ni funkce je definovdna na R, je tam
r—+7/2F

spojitd a rostouci a jeji limity v +oo jsou rovny +7/2. Oznaluje se
arctg.

3.11. Obecna mocnina. Funkce d*, =%, log, =

DEFINICE 3.18. Pro z > 0 definujeme

" =x... .. x, n €N,
n krat
20 =1
/" =z, neN
x”/m—(%)n— Y (xz"), m,n €N
1 1
—-n/m __ _
N 7 K e N
xa:nlirrgoxa", aeR, a, €Qua, —a

0“=0aeR, a>0
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Ve vyrazu z® se x nazyva zdkladem nebo mocnéncem a a exponentem
nebo mocnitelem .

PozNAMKA 2.22. Ke korektnosti definice je tfeba dokazat:
1) Rovnost dvou vyrazi ve druhém Fadku.

2) Rovnost z™/™ = 2P/9 pro m/n = p/q, m,n,p,q €N, n/m = p/q.
3) Nezavislost £ na posloupnosti a,, spliiujici o, — «.

CVICENT 3.13. Dokazte 1) a 2) z této poznamky.

Na obrazku 3.8. je ukdzdna mnozina x a «, pro kterd je tato mocnina
definovana.

OBR. 3.8

Pro takto definovanou mocninu plati nasledujici véta:
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VETA 3.26. Pro z,y,a,8 € R, x >0, y > 0 plati
295P :ma-‘rﬁ’

%y = = (y)°,
=)
ye y) '

(@) =27,
_ 1
X « —x—a,

<y*prox <y, a>0,
>y prox <y, a<0,
2> a8 proa> B, x>1,
< af proa> B, x <1,

pricemz kromé tech, kde je x, y ve jmenovateli, plati i pro x,y rovné nule
aa>0.

PozNAMKA 3.23. D4 se definovat mocnina i pro z < 0 a nékteré
exponenty « se zachovanim rovnosti z véty 3.26.

DEeFINICE 3.19. 1. Ezponencidlni funkci o zakladu a > 0 nazyvime
funkci
fa(x) =0, x € R.

II. Mocninnou funkei s exponentem a € R (a-tou mocninou) nazyvime

funkci

(2) o z>0, a>0,
«(x) = 2% pro
9 P z>0, a<O0.

PozNAMKA 3.24. Tato definice mocninné funkce byla takto vyslo-
vena proto, aby byla stru¢na. Napfiklad pro celé exponenty se uziva
nésledujicich rozsifeni téchto funkci na R (R \ {0}):

" =x..... z, v €R, neN,
——
n krat

2% =1, z eR,
1
a:*”:x— x € R\ {0}, neN.
Plati
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VETA 3.27. Vsechny exponencidlni i mocninné funkce jsou na svijch
definicnich oborech spojité a plati

1) a® je rostouct (klesajici) na R,
lim a” =400 (0), lim a®* =0 (+o0) proa>1 (a<1),

r—+00
a® >0 proxz €R, a’ =1 pro kadé a > 0.
2) z% je rostouct (klesajici) na (0,+00) ((0,+00)),
hIE z® = 400 (0), lir(1)1+:c°‘ =0 (4o00) proa>0 (a<0),

x® > 0 pro kazdé o a x > 0, 1 =1 pro kazdé a.

Grafy téchto funkci jsou na obrazcich 3.9. 3.10.

x
15)

OBR. 3.9

OBR. 3.10
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DEFINICE 3.20. Logaritmickou funkci o zékladu a € (0,1) U (1, 400)
nazyvame funkci inverzni k funkci a®. Je definovana na (0, +00) a ozna-
cujeme ji log, x.

Vlastnosti logaritmické funkce shrnuje

VETA 3.28. Proa > 1 (a < 1) je funkce log, x rostouct (klesajict)
na (0, +00),

lim log, x = 400 (—00), lir(r)1+ log, © = —o0 (4+00),

xr——+00

log,1 =0, log,a =1 pro kaZdé a.
Dale plati

T = alogaac7 & = g% log, ©

, log, 2% = alog, =,
log, = = log, (a!°8 ®) = log, x . log; a,

log, (zy) = log, x + log, y.
V praxi se nejCastéji pouzivaly tzv. dekadické logaritmy o zakladu 10

— oznacuji se log nebo prirozené logaritmy o zakladu e — oznaceni In.
Grafy logaritmickych funkci jsou na obrazku 3.11.

OBR. 3.11

Logaritmil lze tspé&né pouzit k vypoctu limit funkci tvaru [v(z)]*®),
kde v > 0 a w jsou funkce. Jestlize existuje limita lim w(z)In(v(z)) =
r—a
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yo € R*, pak je lim[v(z)]*®) = lim e¥. V piipadech, kdy existuji

Y—Yo
vlastni limity lim w(z) a lim v(z) # 0, lze tento vysledek zapsat ve
r—a r—a
tvaru i (i i
r—a

Piipady typu 0°, 1°°, oc® jsou neurcité vijrazy, kdy limitu funkce v™ nelze
urcit pouze ze znalosti limit zdkladu v a exponentu w. Tyto neurcité
vyrazy odpovidaji neurcitym vyrazim 0.00, 00.0, 0.c0 pro funkci wlnwv .

PRrIKLAD 3.32.

lim 2" = lim eV = lime¥ = e° = 1.
T y— lim (sinz)Inz y—0
P T . . lim sinx
Mohli jsme hned napsat, Ze limita je rovna [lim x]=—= =70=1.
Tr—T

PRIKLAD 3.33. V kapitole 5. pomoci L’Hospitalova pravidla uréime,
ze lir(r)lJr zlnx = 0. Proto pomoci pravé uvedeného postupu dostaneme
r—

lim zlnz

xlnx:eiﬂ :60:1.

lim 2° = lim e
x—0+ x—0+
Nasledujici priklad je velmi didlezity. Provedeme jej podrobné, i kdyz
neni pravé nejjednodussi.
PRIKLAD 3.34. Ukézeme, Ze

Coet—1
lim
x—0 €T

=1

Zkoumejme nejdiive limitu zprava. Necht je € (0,1/2), n(z) € N
je takové, ze 1/(n(z) +1) < z < 1/n(x) (takové existuje pravé jedno).
Potom

et < el/n(@) <[(1+ 1 )n(w)]l/n(m) =14+

n(z)—1 n(z)—1
Na druhé strané je
1 1
T /(@4 s (1~ @/ (@)+) 1, -
c=° _[(Jrn(ac)—i—l) ] +n(m)+1’
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a tedy

Ponévadz plati

! @) 4+l< 41, —— i
T z
n(r)—1 ~1-2z’ “z U on@+17 142’
je
T z T 1 e’ —1 1
<e"—-1<Z , < < .
1+~ T 1-22" 142 x 1-2z

Ponévadz limity obou krajnich funkci pro x — 0 jsou rovny 1, je také
podle véty 3.16. lir&(ex —1)/z=1.
r—

Abychom dokézali totéZz pro limitu zleva, postupujme nasledovné:
necht je z < 0. Pak je

Limita druhého soucinitele je rovna 1. Limita prvniho je také 1 podle
véty o limité slozené funkce: vnitini funkce f(z) = —x, vngjsi funkce
9(y) = (e"=1)/y, lim f(z) =0, f(z) > 0proz <Oalimy_o+ g(y) =1
podle prvni ¢asti diikazu.

CvVICENT 3.14. Najdéte lin%(a“C — 1)/ pro a > 0. Uvédomte si, ze
xr—
tato limita je rovna 1 pravé kdyz je a = e. To je jedna z moznych
charakterizaci ¢isla e.

3.12. Funkce trigonometrické,
hyperbolické a funkce k nim inverzni

Funkce sinz a cosz jsou podle pfikladu 3.18. spojité na celém R,
jsou periodické s periodou 27. Funkce sinz je rostouci (klesajici) na
intervalech (—n/2 + 2km,7/2 + 2kn) ((w/2 + 2km,37w/2 + 2kn)), k €
Z. Funkce cosx je rostouci (klesajici) na intervalech (—m + 2k, 2km)
((2km,m + 2km)), k € Z. tgx a cotgx jsou m-periodické, tgz je spojitad
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a rostouci na intervalech (—7/2 + km, /2 + kn), k € Z, lim tgx =

T—T/2—
+o00, lim/2 tgx = —oo. cotgx je spojitd a klesajici na intervalech
T——m/2+
(km,m+krm), k € Z, lim cotgx = +oo, lim cotgz = —co.
z—0+ T—T—

Vezmeme-li zzeni téchto funkei na ptislusné intervaly, na nichz jsou
ryze monoténni a tedy prosté, existuji k nim funkce inverzni — tzv. in-
verzni trigonometrické funkce:

a) f(z) = sinz, x € (—n/2,7/2). Inverzni k této funkci se znagi
arcsin x. Je definovdna na (—1, 1), zobrazuje jej na (—7 /2, w/2), je spojita
a rostouci. Jeji graf je na obrazku 3.12.

2 arcsin x

1 sz sinx

OBR. 3.12

b) Inverzni funkce k f(z) = cosz, x € (0,7) se znadi arccosz. Zob-
razuje (—1,1) na (0,7), je na ném spojitd a klesajici. Jeji graf je na
obrazku 3.13.

¢) Inverzni funkci k funkci f(z) = tgx, z € (—7/2,7/2) znacime
arctg xz. Zobrazuje R na (—n/2,7/2), je na R spojitd a rostouci. Je

lim arctga = +m/2. Jeji graf je na obrazku 3.14.

r—+o0

d) Inverzni funkci k funkei f(z) = cotgz, x € (0, 7) znacime arccotg z.
Zobrazuje R na (0, 7), je na R spojitd a klesajici. Je lir+n arccotgz = 0,

T— 100
lim arccotgx = 7. Jeji graf je na obrazku 3.15.

Tr— —0Q

CVICENI 3.15. Necht h(z) = sinz, x € (7/2,37/2), w(x) = sinz,
x € (31/2,57/2). Vyjadiete h~ a w~! pomoci arcsin z.
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T
arccos %
2
1
0 x
cos x
-1 b
OBR. 3.13
1gx
2
arctg x
—m/2
2
"
—n/2
OBR. 3.14
k.

m L coigx
2

OBR. 3.15
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Hyperbolickymi funkcemi se nazyvaji funkce shz, chz, thx, cthax,
definované nasledovné:

—T

shx:i, r €R,
2
xr —x
chxz%, z € R,
T _ ,—x h
tha::i(: > x), xz € R,

eT + e ® chzx
e +e* chzx

they =——(= — R .
cthe == (= 55), 2 €R\ {0}

Jsou opét na svych defini¢nich oborech spojité a jejich grafy jsou na
obrazku 3.16.
l‘\' cthx

shx

cthx

OBR. 3.16

CvICENT 3.16. Najdéte limity téchto funkci pro x — 400, 0+.

CvICENT 3.17. Pro z,y € R dokazte nésledujici rovnosti:

sh(z +y) =shachy +shychz,
ch(z +y) =chachy+shashy,
ch®?z —sh?z =1, ch®?z +sh®z = ch2x



3.14. KLASIFIKACE BODU NESPOJITOSTI 83

3.13. Polynomy, racionalni funkce

Polynomem nebo také mnohoclenem se nazyva funkce tvaru
n
P(z) = Zaka:k, z eR,
k=0

kde a;, 1 = 0,1,...,n jsou readlnd nebo komplexni ¢isla — tzv. koeficienty
tohoto mnohoclenu. Je-li a,, # 0, pak ¢islo n v tomto vzorci nazyvame
stupném mnohoclenu P.

Raciondlni funkci se nazyva funkce tvaru

R(z) = P(x)/Q(x), v € R\ M,
kde P a @ jsou polynomy, Q £ 0, M = {z; =z € R, Q(x) = 0}.
CvVICENT 3.18. Ukaite, Ze ‘LEI-‘,]EIOO P(z) = sgna,(+00), Ili)r_noo P(z) =
(=1)"sgn ay, (+00), je-li P polynom s realnymi koeficienty, n > 1, a,, # 0.

CviCENT 3.19. Je-li R racionalni funkce s redlnymi koeficienty, R =

P/Q7 P(Q?) = ZZ:O akmk7 Q(.’E) = Z;i() blmla an, 7& 07 bm 7é 07 pak
ukazte, ze plati

0 pro m > n,
lim R(z) =1 an/by pro m =n,
Tr——+00

+oosgn(a,/by,) prom < n.

Vysetfete podobné lim R(z).
T——00
3.14. Klasifikace bod® nespojitosti

DEFINICE 3.21. Necht funkce f je definovana na U*(a). Rekneme,
ze ma v bodé a odstranitelnou nespojitost, jestlize existuje vlastni limita

lim f(x).

r—a
Mé-1i funkce f v bodé a odstranitelnou nespojitost, miazeme ji dode-
finovat popfipadé zménit v bodé a tak, aby vysledna funkce f byla v a

Spojitéa:
- f(z) pro z € U*(a),
)= lim f(z) proz =a.

r—a
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PRIKLAD 3.35. Funkce

e g0,
) =
ra={," 17,
mé v bodé 0 odstranitelnou nespojitost. Podle prikladu 3.21. je funkce
([ a o,
€r) =
fa={ " 17,

spojita v 0.
DEFINICE 3.22. Rekneme, 7e funkce f, definovana na U*(a) mé v bodé

a nespojitost 1. druhu (nespojitost typu skoku), jestlize v bodé a existuji
obé vlastni jednostranné limity lim+ f(z) a lim f(x), ale jsou rfizné.
r—a r—a—

Ma-li funkce f v bodé a nespojitost 1. druhu, mizeme vhodnym dode-
finovanim nebo zménou v bodé a dostat funkci, kterd je v bodé a spojité
zprava nebo zleva.

PRIKLAD 3.36. Funkce sgn x z prikladu 3.4. ma v 0 nespojitost typu
skoku.

DEFINICE 3.23. Rekneme, Ze funkce je po édstech spojitd na intervalu
J, jestlize ma vlastni jednostranné limity v koncovych bodech tohoto in-
tervalu a je spojita v kazdém vnitfnim bodé¢ intervalu J kromé kone¢ného
poc¢tu bodd, v nichz ma nespojitosti 1. druhu.

DEFINICE 3.24. Rekneme, Ze funkce f, definovand na U*(a) mé v bodé
a nespojitost 2. druhu, jestlize aspon jedna z jednostrannych limit této
funkce v bodé a neexistuje nebo je nevlastni.

PRIKLAD 3.37. Funkce g(z) = sin(1/z), x € R\ {0} a f(z) = 1/,
x € R\ {0} maji v nule nespojitost 2. druhu.

CvICENT 3.20. MA4-li funkce v daném bodé odstranitelnou nespojitost

nebo nespojitost 1. druhu, pak je na néjakém redukovaném okoli tohoto
bodu omezena.

CvVICENT 3.21. MA4-li funkce v daném bodé nespojitost 2. druhu a je
v néjakém redukovaném okoli tohoto bodu omezend, pak alespon jedna
z jejich jednostrannych limit neexistuje.

CVICENTI 3.22. Necht funkce f je definovdna na néjakém U*(a). Po-
tom ji lze v bodé a spojité dodefinovat (tj. existuje f takové, ze f = f
v U*(a) a f je spojita v a) pravé kdy# existuje vlastni limita lim f(z).

r—a
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3.15. Symboly o, O
Klasifikace funkci nekone¢né malych a nekoneéné velkych

V tomto oddilu budeme zkoumat, kdy se jedna funkce blizi k 0 nebo
k oo rychleji nebo pomaleji nez druha. Zavedeme téz uzitecné symboly
o (malé o) a O (velké O).

DEFINICE 3.25. Budeme psat

f :O(g)a r=ac R*a je'h lim (f/g)(x) = 07
f=0(g), © =a € R" jeli f/g omezena na néjakém U™ (a),
f~g, x=a€R" jeli lim(f/g)(z)e R\ {0},

r—a

kde f a g jsou funkce definované na U*(a).

DEFINICE 3.26. Necht f a g jsou takové funkce, Ze

lim f(z) = lim g(z) =0

r—a r—a

pro néjaké a € R*. Rekneme, Ze f je nekonecné mald vyssiho vddu nez g,
je-li f =o0(g), x = a, nekonecné mald nizstho vddu, je-li g = o(f), = = a,
nekonecné mald stejného tdadu jako g, je-li f ~ g, x = a a nekonecné
mald vddu k > 0 vzhledem ke g, je-li f ~ g*.

DEFINICE 3.27. Necht f a g jsou takové funkce, Ze

lim f(z) = lim g(x) = o0

r—a r—a

pro néjaké a € R*. Rekneme, Ze f je nekonecné velkd vyssiho vddu nez g,
je-li g = o(f), x = a, nekonecéné velkd nizstho vadu, je-li f = o(g), z = a,
nekonecné velkd stejného tddu jako g, je-li f ~ g, x = a a nekonecné
velkd 7ddu k > 0 vzhledem ke g, je-li f ~ g*.

Volime-li za g naptiklad funkci z —a nebo 1/(z —a) pro a € R, funkci
x nebo 1/x pro a = +oo, umozni ndm tyto definice roztfidit funkce,
které maji v bodé a nulové nebo nevlastni limity podle toho, jak rychle
se vzhledem ke srovnavaci funkci g blizi k nule nebo k nekonec¢nu.
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CVICENI 3.23. DokazZte:

1) f=o(9) = f=0l(9),
2) fi=o(g) (0(g)), f2=0(1) = fif2 = o(g) (O(g)),
3) fi=o(9) (O(9)),i=1,2,= fi+ fo=o0(g) (O(9)),
fufa = o(g?) (O(g?)).
4) Je-li f ¥4du k > 1 vzhledem ke g, pak f = o(g), je-li limg = 0.

PRIKLAD 3.38. Méjme funkce f(z) = 1 — cosz, g(z) = z, z € R.
Je lirrb flz) = lin}]g(m) = 0. Ponévadz plati 1 — cosz = 2sin?(z/2),

lir%% = %lir%(%)2 = % # 0, je f fadu 2 vzhledem k x
v bodé 0.

3.16. Obecné poznamky k vypocétu limit
Priklady

Neexistuje obecné pravidlo, jak postupovat pfi vypoctu limity dané
konkrétni funkce. Kromeé teorie je tfeba jisté pocetni praxe, jistého ,,citu”,
jak z mnoha zptsobt vybrat ten, ktery vede nejrychleji k cili (cilem mize
byt i dikaz, Ze limita dané funkce v daném bodé neexistuje). Uvedeme
jesté jednu poznamku o pouziti véty o limité sloZzené funkce.

PozNAMKA 3.25. Pfi praktickém pocitani pouzivame tuto vétu dvo-
jim zptsobem:

I. Je-li dana funkce F', pak se snazime ji zapsat ve tvaru F' = go f,
kde g a f jsou vhodné funkce, jejichz pfislusné limity zndme a (jsou-li
splnény pfislusné predpoklady) pouzijeme pfimo véty 3.21. 3.21°.

II. Potiz je v tom, Ze ne vzdycky je na prvni pohled jasné, jak g a f
volit, aby se dal pouzit prvni postup. Nékdy je uzitecné ,,dosadit” (pro-
vést substituci) za x né&jakou funkci p(t), tj. pfejit od funkce F' k funkci
(Fogp)(t), jejiz limitu umime najit. Obecné nemusi platit, ze }E%L(Fow)(t)
bude rovna lhm © F(x), ale za jistych dodateénych predpokladti o ¢

TR
to pravda je:

predpokladame-li napiiklad, Ze ¢ je spojita a ryze monoténni na (a, b),
¢((a,b)) C Dp, pak je-li t£%1+(FO@)(t) = A, pak je také 11ir£1+ Flz)=A

pro o rostouci a lim F(z) = A pro ¢ klesajici, kde a = tlim+ ©(t). To
r—o— —a
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je vidét z toho, Ze pii oznaceni ®(t) = (Fop)(t) je F = ® o1 a staci
pouzit vétu 3.21. nebo 3.21° spolu s vétou o limité inverzni funkce.

12
PRIKLAD 3.39. Najdéme lim ¢ —1
€Tr—

xsinx

. Ponévadz je

2 2
e’ —1 e —1 «x

xsinx 2?2  sinz
a lir%(x/ sinz) = 1, sta¢i najit lin})(e””2 —1)/22. Hned vidime (a s timto
— xr—

cilem jsme uvedenou tipravu délali), ze (e*” —1)/22 = (gof)(x)s gly) =
(e —1)/y a f(z) = 2. Podle véty 3.21. a piikladu 3.34. je

lim
a tedy ‘cakélin%](eﬂ”2 —1)/zsinz = 1.

PRIKLAD 3.40. Ukézeme, Ze
|
lim 711(1 +2)
x—0 €T

=1.
Polozime-li o~ (z) = In(1+ 2) = 2, tj. p(2) =e* —1 (p a ! jsou
spojité a rostouci), dostaneme podle poznamky 3.25.11.

In(1
T ) A
x—0 €T z—0e? —1

(Pfesnéji feCeno postup uvedeny v této pozndmce davd pouze
1ir61+(ln(1 + z))/z = 1, ale zfejmé by se dalo zformulovat analogické
r—
tvrzeni, které by dalo i limitu zleva.)
PRIKLAD 3.41. Ukézeme, Ze
lim (14+1/2)% =e.
xr——+00
Postupem uvedenym v oddilu 3.11. dostaneme
lim zln(1+1/z
lim (14 1/a)" = ermpee ")
r—400

Protoze je

In(1+1 In(1
lim zIn(l+1/5) = hm 2OFYD o Wty
T—+00 z—+00 l/ac y—0+ Y

je lim (141/x)" =e.
T—400
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CvICeNf 3.23. Najdéte lim (1+1/2)", lim (1+1/2)°%, o € R,

+o0

limb(l + afx))/ @) e-li lirr}) a(z) =0a a(z) > 0 pro z € U*(b).
CvVICENT 3.24. Dokazte nésledujici zobecnéni poznamky 3.25.11:
Necht lim 1(z) = A. Necht ke kazdému n > 0 existuje § > 0 tak, ze
z—a
Ui (A) C4(Uy(a)). Je-li lim (f o)(2) = B, pak je také lin}4 f(z) = B.

PRIKLAD 3.42. Necht

1 prox >0,
)= {

0 prox <0
(tzv. Heavisideova funkce), ¥(z) = 22, z € R. Potom lirr(1)¢(z) =0,
lir%(f ot)(z) =1, ale lin%] f(z) neexistuje.

PozNAMKA 3.26. Uzitim vysledku piikladu 3.40. se vypocet limity

vyrazu (v(z))*®) v ptipadé ze jde o neuréity viraz typu 1°° pievede na
zkoumani limity w(z)(v(z) — 1), nebot

In(1+ (v—1))
v—1

(’U—l),

wlnv =w

a limita zlomku v této rovnosti je podle pfikladu 3.40. rovna 1.

PRIKLAD 3.43. Mdame najit

lim (2e=+1 —1) *
i (207 1)
Podle predchozi poznamky staci najit
o241 P . emit —1
lim (2ew+1 — 2) =2lim ——F— =2
z—0 xT z—0 —
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Zkoumand limita je tedy rovna e?. Jak to bylo jednoduché, jen se
nezaleknout , strasného” ptvodniho vyrazu.



KAPITOLA 4

DERIVACE

Pod slovem funkce budeme v této kapitole vzdy rozumét readlnou nebo
komplexni funkci jedné redlné proménné, pokud nebude feceno jinak.

4.1. Definice. Zakladni vlastnosti

DEFINICE 4.1. Necht funkce f je definovdna na U(a) (U™ (a), U™ (a)),
a € R. Rekneme, %e f ma v bodé a vlastni derivaci (vlastni derivaci
zprava, zleva) rovnou A € R, C, je-li

i @) = @) _
T—a T —a

<nm f@) 2 1@ _ g g f@“)‘f(“)—A).
A,

r—a T—a— r—a

Je-li f redlna funkce, pak fikdme, Ze f ma v bodé a nevlastni derivaci
(nevlastni derivaci zprava, zleva) rovnou +oo, —o0, jsou-li vyse uvedené
limity rovny 400, —oo. Derivaci f v bodé a oznacujeme %(a), 1 (a),

f(a), prislusné derivace zprava (zleva) fi(a), f(a).

Pojem derivace mé nejriznéjsi aplikace:

1) geometricky - f@)=f(a) ) f (@) je rovno smérnici secny ke grafu funkce f,
tj. primky, prochazepa body (a, f(a)) a (z, f(x)) tohoto grafu. Derivace
jako limita tohoto zlomku pak znaci smérnici tecny ke grafu f v bodé
(a, f(a)), viz obréazek 4.1.

2) je-li s(t) draha, kterou hmotny bod urazi za ¢as t, pak w
je priimérné rychlost pohybu v dobé od okamziku 7 do okamziku ft.
Derivace jako limita tohoto zlomku pak je okamZitou rychlosti pohybu

Typeset by ApS-TEX
90
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Sx)

fla)

OBR. 4.1

tohoto bodu v okamziku 7. Podobné je-li u(t) teplota télesa v okamziku
t, je u/(t) rychlost zmény této teploty v okamziku t.

3) jinym piikladem je tzv. linedrni hustota hmoty tyce: je-li dana ty¢
délky [ (jejiz konce oznac¢ime 0, 1) a f(x) je hmota ¢asti tyCe mezi body
0axz€(0,0),je f/(x) lineadrni hustota hmoty tyce v bodé x — je to limita
prumeérnych hustot, kdyz délka tsekt tyce konverguje k nule.

PozNAMKA 4.1. Podle véty o limité slozené funkce je

o f@) = f@) S+t~ f(0)

r—a xr—a t—0 t

pokud aspon jedna z limit existuje, analogicky pro derivace zprava, zleva.

PRIKLAD 4.1. Funkce f(z) = ¢*, x € R ma v bodé a € R derivaci
f'(a) = e*, nebot podle piikladu 3.34. je

CviICENT 4.1. Najdéte (a®) v bodé z € R (a > 0).
PRIKLAD 4.2. Funkce

f(x):{x2 pro x > 0,

0 prox<O
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maé derivaci rovnou

2z prozxz >0,
ra={,
pro z < 0.
Je totiz pro xo < 0 (f(xo +¢t) — f(x0))/t = 0 pro [t| < |zo|, a tedy
1’ (z0) = 0. Analogicky se ukéze, ze f’ (0) = 0. Je-li o > 0, z > 0, je

S@) = f) _mmetm)
x* — o Tr — X

pro x — xg, a tedy f'(zo) = 2x¢. Pro derivaci zprava v bodé 0 mame

fi(0) = lim —————= =lim — = lima =
z—0+ x z—0 I z—0

PRIKLAD 4.3. Pro f(z) = z je f'(z) =1, € R, nebot (f(z +1t) —
f(z))/t =1 pro kazdé t, x € R.

Protoze derivace je definovana jako limita tzv. diferencniho podilu
(fla+1t)— f(a)/t) pro t — 0, dostavame z prislusné véty o limité nasle-
dujici vétu:

VETA 4.1. Funkce f md v bodé a derivaci tehdy a jen tehdy, ma-li
v tomto bodé derivace zprava i zleva a tyto derivace jsou si rovny.

Vztah mezi existenci vlastni derivace a spojitosti funkce v daném bodé
vystihuje

VETA 4.2. Md-li funkce f v bodé a vlastni derivaci, je v tomto bodé
spojitd.

DUKkAzZ. Podle véty 3.7. existuje K € R a U*(a) takové, Ze
M’ < K pro z € U*(a), a tedy pro takova z je |f(x) — f(a)] <

r—a

K |z — a|. Podle vét 3.16, 3.6. a 3.4. je proto lim f(x) = f(a).

PozNAMKA 4.2. Je-li f’(a) = 400, pak f nemusi byt v bodé a spojita
— viz nasledujici cviceni.
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CVICENI 4.2. Ukazte, Ze funkce sgnx mé v 0 derivaci rovnou +oo a
neni tam spojita.

PozNAMKA 4.3. Je-li funkce v bodé a spojitd, nemusi tam mit deri-
vaci — uvazte funkei |z| v bodé 0.
Plati

VETA 4.3. Maji-li funkce f a g v bodé a vlastni derivace, pak je
(f +9)(a) =f'(a) + ¢'(a)
(f.9)'(a) =f'(a)g(a) + f(a)g'(a);
je-li navic g(a) # 0, je také

(j)' (@) f(a)g(a) ~ fla)g'(a)

9

Analogicky pro jednostranné derivace.

DUKAz. Prvni tvrzeni plyne okamzité z véty o limité soudtu. Do-
kazme druhé a tfeti. Pouzijeme ,,genialni trik”: p¥i¢teni a odecteni téhoz.

f(@)g(z) — fla)g(a) _

r—a

= L (@) - F@)(@) + F@)gla) - Flag(a) =
f(x)g(x) —gla) | f(@) - f(a)g(a)‘

T—a T—a
Podle véty 4.2. je lim f(z) = f(a) a pomoci vét o limité souctu a soucinu
r—a

odtud dostavame druhé tvrzeni.
Podle véty 4.2. je g spojitd v bodé a. Podle pfedpokladu je g(a) # 0.
Proto podle véty 3.10. je g(z) # 0 v jistém Us(a). Pro « € U (a) je proto

1 ([ f@)
za(mm ww)‘
_ 1 (f(@) — F(@)gla) — F(@)(g(x) — g(@) _

T—a 9(x)g(a)

1 (f(x)_f(a)g(a)—f(a)g(x)_g(a)>

Tr—a T —a
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a staci opét pouzit vétu 4.2, definici derivace a véty o limité souctu a
soucinu.

PoOzZNAMKA 4.4. 7 dikazu véty je vidét, Ze ji lze snadno zobecnit
na pripad nevlastnich derivaci. Sta¢i napriklad predpokladat, ze pravé
strany uvedenych vzorci maji smysl v R* a pro soucin jesté spojitost f
v bodé a a pro podil spojitost g v bodé a.

VETA 4.4 (derivace sloZené funkce). Necht [ je redlnd funkce, g re-
dlna nebo komplexni funkce, které maji vlastni derivace f'(a) a ¢'(4),
A = f(a). Potom funkce go f md derivaci v bodé a rovnou ¢'(f(a)).f'(a).

DUKAz. a) Necht f navic spliiuje pfedpoklad f(z) # f(a) v néjakém
Us(a), v > 0. Miizeme zéroveii piedpokladat, ze 7 je tak malé, ze g o f
je na U, (a) definovana. Potom pro = € UJ(a) je

9(f(2)) —9(f(@)) _ 9(f(2)) = 9(f(a)) f(z) — f(a)

T—a f(x) = f(a) r—a
(y) = g(y) g(4)

Limita druhého zlomku je rovna f’(a). Ozna¢ime-li H

pro y € UF(A), 6 > 0 dost malé, je prvni zlomek roven (H )(x
)

Podle véty o limité slozené funkce je lim (H o f)(x) = h}rcr(l )H(y
T—a y—f(a

Jlim, H(y) = g'(4) = g'(f(a).

b) Miize se ovsem stit, ze takové okoli U} (a) neexistuje. V takovém
pripadé existuje posloupnost z,,, z,, — a, z,, # a, ze f(x,) = f(a), atedy
lim W = 0. ProtoZe f'(a) existuje, musi byt podle Heineho véty

rovné 0. Mame tedy v takovém piipadé dokazat, ze ;IH}I w =
0.

Ponévadz je g’ (A) vlastni, existuji kladna ¢isla K a « tak, ze |(g(y) —
g(A))/(y — A)| < K proy € U;(A). Je-li e > 0, pak k nému existuje
d > 0 tak, ze |(f(z) — f(a))/(z —a) — 0] < ¢/K. Protoze je f v bodé
a spojitd (véta 4.2.), mizeme § volit tak malé, aby pro z € Uj(a) bylo
f(z) € U,(A). Potom pro z € Uy (a) mame

9(f(2)) — 9(f(a)) _
) { 0 pro f(z) = f(a),

U= RE R LI pro f(a) # f(a)
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a zkoumany vyraz je proto mensi nez K.e/K = ¢ pro = € Uj(a).

VETA 4.5 (derivace inverzni funkce). Necht f je redlnd ryze mono-
tonnt a spojitd funkce na U,(a), a € R. Necht f'(a) existuje a je nenu-

lovd. Potom (f~1) existuje v bodé A = f(a) a plati (f~1)'(A) = f,%a) =

1
Fr 1A

DUKAz. Podle véty 3.25. je f~! spojit4 a ryze monoténnina f(U, (a)).
Podle poznamky 3.25. je (substituce y = f(z))

o ) ) ) ()
y—f(a) y— f(a) z—a f(x) = f(a)
= lim —2 % _ — fim 1 !
B r—a f(,r) — f(a) r—a f(w) f(a) (a)

r—a

PozNAMKA 4.5. Vzoreéek pro derivaci inverzni funkce (nikoli diikaz
jeji existence) si lze snadno zapamatovat takto: vime-li, ze (f~1)" v bodé
f(z) existuje, pak derivovanim identity f~!(f(z)) = z dostaneme podle
véty o derivaci slozené funkce (f~ 1) (f(z))f'(z) = 1, odkud (za piedpo-
kladu f'(z) # 0) méme (f~1)'(f(2)) = 1/f'(2).

Existenci derivace inverzni funkce je mozno dokazat za slabsich predpokladt nez
ve vété 4.5: je-li f prosta na Us(a), f/(a) # 0 a f~1 je spojitd v A = f(a), pak ma
f~1 v A derivaci rovnou 1/f'(a). K diikazu se pouzije véta o limité slozené funkce
(substituce z = f~1(y), pro y — f(a) f~1(y) — f~1(f(a)) = a); dostane se

/ . f@) = fa) U W) — fla) . y— f(a)
= s T T e R T — £ @)

a staci uzit vétu o limité podilu.

PRIKLAD 4.5. (Inz) = L

eY

ylnz = 1/z, z € (0,400).

CVICENI 4.3. Ukazte, Ze pro f(z) = In|x|, z € R\ {0} je f'(x) = 1/x.

CVICENI 4.4. Dokazte, ze pro a € (0,1) U (1,400) je (log, x) =
1/(z1lna), z € (0,+00).

PRIKLAD 4.6. Ukazeme, Ze (sinz)’ = cosz, (cosz)’ = —sinz, z € R.
Je totiz

sin(x +t) —sinz  2cos (ZHEL) sin (H=1)

t t
sin(t/2)

t/2

= cos(x + t/2) — cosx pro t — 0;
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protoze je cosx = sin(m/2 — z), z € R, dostavame (cosz)’ = [sin(r/2 —
x)] = —cos(n/2 — x) = —sinx.

CVICENT 4.5. Ukaizte, Ze (tgx) = 1/cos? z, x # 7/2+km, (cotgz)’ =
—1/sin2 x, x # km, k € Z. Pouzijte vyjadfeni tg x = sinx/ cos x, cotgx =
cosx/sinzx.

PRIKLAD 4.7. Proa € Ra f(z) = 2, x € (0, +o0) je f'(x) = az®~ 1,
nebot je 1% = 1% 4 tedy (%) = (e*"?) = e¥In%q /gy = qr~ L.

CVICENT 4.6. Ukaite, %e pro a € Z plati (z%) = az® ! prox € R a
a >0, resp. prox € R\ {0} a a < 0, kde klademe 2° =1 a 0.2°71 =0
pro z € R. Pouzijte binomickou vétu, nebo rovnost a” — " = (a —
b)(a"t+a" "%+ +ab"t +b" 1) proa,be C,neN.

4.2. Tabulka derivaci

V tomto oddilu uvadime tabulku derivaci zdkladnich funkci. Pro po-
¢itani prikladu je ji tfeba znat bez zavahani. Vétsinu z nich jsme odvodili
v predchozich oddilech, ostatni pfenechavame ¢tenafi jako uzite¢né cvi-
éeni.

1) f(x) =C,zeR,CeR(C), f/(z)=0.

2) f(z)=z,z€R, fl(z)=1.

3) (e*) =e", zeR.

4) (In|z]) =1/z, x € R\ {0}.

5) (a®) =a"Ina, x € R, a € (0,00).

6) (log,z) =1/(zlna), z € (0,00), a € (0,1) U (1, 00).

7) (sinz)’ = cosz, x € R.

8) (cosz) = —sinzx, ¢ € R.

9) (tgx) =1/cos’z, x € (-2 + km,7/2 + kn), k € Z.
10) (cotgz) = —1/sin’z, z € (kn, (k + 1)7), k € Z.
11) (arcsinz) =1/v1—22, |z| < 1.

12) (arccosz)' = —1/v/1 — a2, |z| < 1.
13) (arctgz) =1/(1+2?), z € R.

14) (arccotgz) = —1/(1 +2?), x € R.
15) (shz)' =chz, z € R.

16) (chz) =shz, z € R.

17) (thz) =1/ch’®z, z € R.

18) (cthz) = —1/sh®z, z € R\ {0}.
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19) (z*) =az* L2 >0,a e R; 2z € R, a € NU{0}; z € R\ {0},
« celé zaporné.

PozNAMKA 4.6. Je-li f komplexni funkce, f1 a fo jeji redlné a imagi-
narni ¢ast, pak z véty 3.18. pfimo plyne: f mé derivaci v bodé a € R& fy
i fo maji v a vlastni derivace; plati pak f'(a) = fi(a) +ifi(a).

PRIKLAD 4.8. Necht o = a1 + iz je komplexni ¢islo, a; a as je jeho
realnd a imaginarni ¢ast. Definujme

def ..
e = e“(cosay + isinag).

Pomoci souc¢tovych vzorc pro trigonometrické fukce a vlastnosti ex-
ponencialni funkce se snadno dokéaze rovnost e®t? = e*.ef pro kazdé
a, B eC.

Definujeme-li funkci f(x) = e*® pro z € R, a € C, pak se opét snadno
ukéze, ze f'(x) = ae®®. Provedte vSe podrobné za cviceni.

4.3. Derivace vyssich radua

Necht funkce f mé v kazdém bodé otevieného intervalu J vlastni
derivaci. Prifadime-li kazdému x € J ¢islo rovné derivaci funkce f v bodé
x (tj. f'(x)), dostaneme funkci definovanou na J, kterou oznaéime f.

DEFINICE 4.2. Necht funkce f mé vlastni derivaci v kazdém bodé
né&jakého U, (a). Necht jeji derivace f’ ma derivaci v bodé a: (f')'(a) =
A. Potom ¢islo A nazyvame druhou derivaci funkce f v bodé a. Tuto

d?s

druhou derivaci oznacujeme f”(a) nebo také 3% (a). Indukei pro k € N

definujeme () (a) def (f*=1Y(a), pokud pravd ma smysl a nazyvame ji

k -tou derivaci nebo také derivaci 7adu k funkce f v bodé a. Oznacujeme
k

ji také 9-f (a). Pokladame také f(©) = f.

VETA 4.6 (Leibniztiv vzorec). Necht funkce f a g maji v bodé a
vlastni derivace do tadu n véetné, n € N . Potom i funkce f.g md v bodé
a vlastni derivaci Tadu n a plati

) 0@ =3 ()19 Hia)

k=0



98 4. DERIVACE

DUKAzZ. Pro n = 1 je to véta 3.3. V obecném piipadé provedeme
dikaz indukci, tj. z pfedpokladu, Ze plati pro n odvodime, zZe plati i pro
n+ 1.

(f.g)(n+1)(a) = (Z <Z>f(k)g(n—k)> (a) =

k=0

-3 @ (£ (@)g" (@) + £D (@)g " (@) =
:f(n+1)(a) (0)(a) f(o)(a)g("+1)(a)+

e () ()-

5 (") e,
0

kde jsme uzili rovnost (k 1) + (z) _ (nz—1)

4.4. Nékolik pouziti derivaci

V tomto oddilu trochu predbéhneme teorii a uvedeme nékolik pouziti
derivaci, ktera dokdzeme pozdéji v kapitole 5. resp. v kapitole o diferen-
cidlnich rovnicich ve druhém dile téchto skript (nebo v [K3]).

Nejdiive dva efektivni postupy k vypocétu limit.

VETA (I'Hospitalovo pravidlo). Necht pro néjaké a € R* maji funkce
f a g vlastni derivace na néjakém U*(a) a ¢’ je tam nenulovd. Necht je
ddle splnéna jedna z ndsledujicich podminek:

L lim f(z) = lim g(x) =0, a € R*, g(x) # 0 v U*(a),
II. lim |g(z)| = o0
r—a
Potom plati: existuje-li lim f'(z)/g'(x) = A, pak je také

lim f(2)/g(x) = A
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VETA (Tayloriv vzorec). Necht f md v a € R vlastni derivace do
radu n € N véetne. Potom plati

fx) =
f"(a)

(n)
= f(a)+f'(a)(w—a) + 75 (x—a)*+- 7@

n!

(z—a)"+o(x—a)".

PRrIKLAD. Najdéme
. l—coszx
lim ——.
x—0 $2

RESEN. 1. Pouzijeme prvni vétu. Je splnéna prvni podminka. Proto
mame

. 1—coszx . O+sinx . Ccosx 1
lim = lim (: lim ) = —.
z—0 2 2

2
(Se zavorkou jsme dvakrat pouzili ’'Hospitalovo pravidlo, bez zévorky
jen jednou a pak znamou limitu lin})(sin x)/z=1.)
xr—

z—0 €T z—0 2z

2. Uzijme Tayloriv vzorec.

1—cosz 1—(1—(sin0)x — (cos0)x?/2 + o(x?))

2 22

_ 2?2 + o(2?) _ 1 n o(z?)

1
272 2 x? 2°

(Tento postup je ¢asto rychlejsi, nez vicendsobné pouziti I’'Hospitalova
pravidla.)

PRIKLAD. lim z/e* = hm 1/e* = 0. Uzili jsme ptipadu II. Opa-
Tr——+00 r—+00
kovanym pouzitim tohoto pfipadu se dokéze, ze hIJIrl x%/e® = 0 pro
T—1T00

kazdé o € R. Provedte podrobné.

Formalni pouziti I’'Hospitalova pravidla mutize vést k nespravnym vy-
sledktim:

1
li lim — = 1.

(Neni splnén predpoklad, Ze limita jmenovatele je rovna 0.)
Nakonec jedno pouziti funkce e*®. Podle piikladu 4.8. je (e*®)() =
ae®®. Proto funkce e®” je fesenim diferencialni rovnice s konstantnimi



100 4. DERIVACE

koeficienty >1_,ary® = 0 (aj, jsou dand &isla, a, # 0) tehdy a jen
tehdy, je-li g kofenem polynomu P(a) = > p_ axa®. Mé-li tento poly-
nom 7 riznych kofent oy, ao, ..., a,, pak se da ukazat, ze kazdé TesSeni
této rovnice ma tvar y_,_, cxe®”, kde ¢, jsou &isla. Ponékud slozitéjsi
vzorec plati i v pfipadé, Ze polynom P(«) mé vicendsobné kofeny.

PRIKLAD. Pro rovnici 4 —y = 0 je P(a) = o? — 1 a m4 kofeny +1.
Obecné feseni této rovnice mé proto tvar ce® + de™=.

4.5. Diferencial funkce

Pro funkce jedné proménné nemé pojem diferencidlu teoreticky velky
vyznam, protoze je ekvivalentni existenci vlastni derivace. Jeho zobec-
néni pro funkce vice proménnych je uz podstatné. Ma vsak i v pripadé
funkci jedné proménné vyznam pro priblizny vypocet prirtistku funkce,
jak ukazuji priklady dale.

VETA 4.7. Md-li funkce f v bodé a vlastni derivaci rovnou A, pak
plati

(%) f(x) = f(a) + A(z — a) + o(z — a)

a naopak, existuje-li A € R(C) tak, Ze plati (x),md funkce f v bodé a
vlastni derivaci rovnou A.

DUKAzZ. Je

f'(a) = A& lim J@ =1 4l _gs

r—a Tr—a

o i @) = (@) = A = 0)

T—a |;[; —a|

& f(x) = fla) — A(z — a) = o(z — a).

=0¢&

Na tuto vétu se muzeme podivat i takto: Aby existovala linearni
funkce g(t) = f(a) + At takovd, ze f(a +1t) — g(t) = o(t) prot = 0
je nutné a staci aby f méla v a vlastni derivaci. Pak je takova funkce
(tj. takové ¢islo A) jedind a je f'(a) = A.
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DEFINICE 4.3. Diferencidlem funkce f v bodé a se nazyva takova
funkce df (a), ze df(a)(t) = At, A € R(C), pro kterou plati f(a +t) —
f(a) = df (a)(t) = o(t) pro t = 0.

PozNAMKA 4.7. Diferencidl funkce f v bodé a je tedy takova linearni
funkce prirtistku argumentu ¢, kterd se od celkového pfirtstku funkce
fla+t)— f(a) lisi o velidinu o(t), (t = 0), tj. o nekone¢né malou veli¢inu
vy$siho fadu, nez je pfirustek argumentu. Rik4 se také, Ze je to hlavni
cast prirustku funkce.

Pouzijeme-li pojmu diferencial, mizeme vétu 4.7. preformulovat takto:

VETA 4.7’. Funkce f mdad v bodé a diferencidl privé kdyz tam md
vlastnd derivaci. Pritom ¢islo A v diferencidlu je rovno f'(a).

PRIKLAD 4.9. Najdéme ptiblizné /1,0001. UvaZme funkci f(z) =
Vi+z,z>-1.Je f(0) =1, f'(z) = %(1 + )72 pro x > —1, a tedy
1/(0) = 1/2. Proto je vV1+ 2 =1+ /2 + o(z), z = 0. Pro x = 0,0001
tedy dostavame /1, 0001 ~ 1,00005.

CVICENI 4.7. Dokazte, Ze plati:

d(f + 9)(a) = df (a) + dg(a),
d(f.9)(a) = g(a)df (a) + f(a)dg(a),

d(f/g)(a) =2 (a)df (a;;(aJ; (a)dg(a)

P0OzZNAMKA 4.8. V oznadeni diferencidlu df (a) uvadime a proto, aby-
chom vyjadrili to, ze se jedna o diferencial v bodé a. Pro rtzné a jsou
diferencidly (tj. pfislusné ¢éisla A) obecné rizna stejné jeko mohou byt
v riznych bodech rtzné derivace.

PozNAMKA 4.9. Symbolicky zapis derivace % vypadéa forméalné
jako podil. Je-li g(x) = = funkce, je jeji diferenciél roven dg(a)(t) = t.
Derivace funkce f v bodé a je pak rovna oby¢ejnému podilu diferenciala
funkci f a g v bodé a.

4.6. Derivace funkce dané parametricky

Neékdy byva vyhodné zadat funkci parametricky takto: zadame hod-
notu argumentu = funkce, v némz chceme pocitat jeji hodnotu jako néja-
kou funkci & = 1 (t) parametru ¢ a p¥islusnou funkéni hodnotu y v bodé
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x = 1 (t) jako jinou funkci y = @o(t). Je-li 1 prosté, pak tento predpis
opravdu zadava funkci f = pg 0 gpl_l. Vypocet derivace takto zadané
funkce lze provést jednoduseji pomoci derivaci funkci 1 a g takto:

VETA 4.8. Necht funkce [ je ddna parametricky pomoci funkci x =
v1(t) ay = pa(t), kde o1 je prostd. Maji-li funkce @1 a @o vlastni
derivace v bodé tg a je ¢ (to) # 0, pak md f derivaci v bodé xg = 1 (to)
rovnou ph(to) /] (to).

DUKAZ plyne snadno z vét o derivaci slozené a inverzni funkce (pro-
vedte podrobn§).

4.7. Parcialni derivace funkce vice proménnych

Tento kratky oddil zde zafazujeme proto, abychom alespon ¢astecné
zmensili zpozdovani vykladu matematiky vzhledem k potfebam vykladu
fyziky. Podrobny matematicky vyklad viz naptiklad [K2].

Je-li f funkce n redlnych proménnych zi,xs,...,z,, pak parcidlni
derivaci této funkce podle k -té proménné v bodé 20 = (29,29,...,22)

£rdh deri i funk _ 0 ,.0 0 0 0
nazyvame derivaci funkce () = f(27, 73, ..., Tp_1, Tk, T g, -, Th)

v bodé 2%, pokud tato existuje. Oznacujeme ji 9f/0zy(z°). Je tedy

ﬁ(xo) i f(2d29,. .. ,x%_l,xg +t,x2+17...7xn) — f(2%)
oxy, t—0 t '

Pro parcialni derivace plati véty o derivovani souc¢tu, souc¢inu, podilu
a také (za pfislusnych piedpokladil) véta o derivovani slozené funkce:
Je-li F(z) = f(g1(2), 92(), ..., gm (7)), pak je

dg;
8$k

(),

g_i(x) - ; gzi (91(@), 92(2), - gm ()

kde znac¢ime zkrdcené x = (z1,2,...,Zn).



KAPITOLA 5

VLASTNOSTI SPOJITYCH
A DERIVOVATELNYCH FUNKCI

Pod slovem funkce budeme v této kapitole vzdy rozumét redlnou nebo
komplexni funkci jedné readlné proménné, pokud nebude feceno jinak.

5.1. Lokalni vlastnosti

Nasledujici véty jsou snadnymi disledky vét 3.7. a 3.10. Ctenaf si
muze jejich dikaz provést za cviceni.

VETA 5.1. Je-li redlnd nebo komplexni funkce f spojita v bodé a € R,
pak existuje U, (a), na némz je f omezend. Analogicky pro jednostrannou
spojitost.

VETA 5.2. Je-li redlnd nebo komplexni funkce f spojitd v bodé a € R,
pak plati
(1) je-li f(a) # 0, pak existuje Uy(a), Ze |f(z)| > |f(a)| /2 > 0 na
Uy(a).
(2) je-li f redlnd, a f(a) > 0 (f(a) < 0), pak ezistuje U,(a), Ze
f(@) = f(a)/2>0 (f(x) < f(a)/2 < 0) na Uy(a).

Analogicky pro jednostrannou spojitost.

DEFINICE 5.1. Rekneme, Ze funkce f je neklesajici (rostouct) v bodé
a € R, jestlize existuje UZ(a) tak, ze f(z) < f(a) (f(z) < f(a)) pro
x €Ul (a)a f(x) > fa) (f(x) > f(a)) pro x € U (a). Rekneme, Ze
funkce f je nerostouci (klesajici) v bodé a € R, jestlize existuje U (a)
tak, 7e f(x) > f(a) (f(x) > () pro € U2~(a) a f(z) < f(a) ((2) <
f(a)) pro z € U;*(a). Rekneme, ze funkce f ma v bodé a € R lokdlni
mazimum (lokdlni minimum), jestlize existuje U*(a) tak, ze f(z) < f(a)

Typeset by ApS-TEX
103
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(f(x) > f(a)) pro z € U*(a). Plati-li misto neostrych nerovnosti ostré,
mluvime o ostrém lokdlnim mazimu (ostrém lokdlnim minimu). Lokalni
maxima a minima (ostrd) se nazyvaji lokdlnimi extrémy (ostrymi).

PRIKLAD 5.1. Funkce f(z) = sinz, * € R méa ostra lokalni maxima
(minima) v bodech 7/2 + 2kw (—7/2 + 2kw), k celé. V ostatnich bodech
je bud rostouci nebo klesajici.

VETA 5.3. Necht funkce f md v bodé a € R deriwaci (vlastni & ne-
vlastni). Potom plati

(1) je-li f'(a) >0 (f'(a) <0), je f vbodé a rostouct (klesagict).

(2) ma-li f v bodé a lokdini extrém, je f'(a) = 0.

(3) je-li f v bodé a neklesajici (nerostouct), pak je f'(a) >0 (f'(a) <

0).

DUkAz. 1) Bud f’(a) > 0. Podle véty 3.10. existuje U*(a) tak, ze
W > 0 na U*(a), a tedy f(z) — f(a) >0prox—a >0a f(zx)—
f(a) <0proz—a<0,a f je proto v bodé a rostouci. P¥ipad f'(a) <0
prenechavame ¢tenafi za cviceni.

2) Necht ma f v bodé a napiiklad lokalni maximum, tj. f(z) < f(a)
pro z € U*(a). Potom ovSem je W >0(<0)proz—a<0(>0).
Z prvni nerovnosti ovSem dostaneme f’ (a) > 0 a z druhé f! (a) < 0.
Ponévadz f'(a) existuje, je 0 < f’(a) = f'(a) = f/.(a) < 0.

3) Posledni tvrzeni dostaneme z prvniho pouzitim obecné véty A =
B < nonB = A: f nerostouci = non(f rostouci) = non f'(a) > 0

& f(a) 0.

P0OzNAMKA 5.1. Véta udava postacujici (ale nikoli nutné) podminky
pro to, aby funkce byla rostouci (klesajici) v bodé a nutnou (nikoli po-
stac¢ujicl) podminku pro to, aby funkce, kterd ma v daném bodé derivaci,
méla v tomto bodé lokdlni extrém. Posledni tvrzeni je nutna (a nikoli
postacujici) podminka pro to, aby funkce byla v bodé a neklesajici (ne-
rostouct).

PRIKLAD 5.2. Funkce f(z) = 2%, 2 € R nema v bodé 0 extrém,
prestoze je f'(0) = 0. Je v tomto bodé rostouci, i kdyz neni f'(0) > 0.

5.2. Globalni vlastnosti
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VETA 5.4 (omezenost). Je-li redlnd nebo komplexni funkce f spo-
Jitd na omezeném uzavieném intervalu {a,b), a,b € R, pak je na tomto
intervalu omezend.

DUkAz. Kdyby f nebyla na (a,b) omezend, pak by existovala po-
sloupnost z,, € {(a,b), n € N, ze |f(x,)| > n. Posloupnost z,, je omezen4,
a proto z ni lze podle véty 2.13. vybrat konvergentni vybranou posloup-
nost xy,, T, — xo € R pro n — oo. Podle véty 2.9. je xo € (a,b).
Potom ovSem f neni omezena na zadném okoli bodu xg, a tedy podle
véty 5.1. nemlize byt spojitd v bodé zp, a tedy ani na intervalu (a, b).

Nasledujici priklady ukazuji, Ze na neomezeném nebo neuzavieném
intervalu véta obecné neplati. Staci také nespojitost v jednom bod€ in-
tervalu, aby funkce mohla byt neomezena.

PRIKLAD 5.3. Funkce f(z) = 1/z, z € (0,1) je na (0,1) spojitd, ale
nen{ tam omezend. Podobné funkce g(z) = x na intervalu (1, 00).

PRIKLAD 5.4. Funkce

f2) = { 1/xz proz € (0,1),

0 prox =0
je na (0, 1) nespojitd pouze v bodé 0 a je tam neomezen4.
Tato véta se da zobecnit nasledovné:

VETA 5.4’. Necht [ je spojitd na intervalu J a md vlastni jedno-
stranné limity v jeho kragnich bodech. Pak je f na J omezend.

DUKAZ. Z existence vlastnich limit v krajnich bodech plyne omeze-
nost f na jistych okolich U a U~ téchto bodi. Na J\ (UT UU™) (coz
je omezeny uzavieny interval) je f spojitd a podle véty 5.4. omezena.
Potom je ovSem omezend na J = (J\ (UTUU~ ) )UUTUU".

DEFINICE 5.2. Necht f je redlnd funkce, M C Dy, M # (). Oznacime

s&pf =sup f(M) =sup{f(z); z € M}

inf f = inf /(M) = inf{f(2); @ € M}

Rekneme, 7e funkce f nabyjvd na M svého mazima (minima), ma-li
mnozina f(M) maximum (minimum), tj. existuje-li zg € M tak, Ze
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f(zo) > f(z) (f(xo) < f(x)) pro viechna x € M. Cislo f(x) pak na-
zyvame mazimem (minimem) funkce f na mnoZiné M a oznacujeme jej
: 7
ma min f).
o [ (min f)

PozNAMKA 5.2. Kazd4 redlné funkce méa na M supremum i infimum
(€ R*), obecné tam ovSem nemusi mit maximum a minimum. Déle je
ziejmé, ze max f = sup f, min f = inf f, pokud maximum resp. mini-

M M M M
mum existuje.
PRIKLAD 5.5. Pro funkci f(z) = arctgz, « € R je sup f = 7/2,
R
iﬁf f = —m/2, ale maximum ani mininum na R tato funkce neméa (je

—m/2 < arctgx < /2 pro x € R).

Uzitecné je si uvédomit platnost nasledujiciho tvrzeni, jehoz dikaz je
ziejmy:
VETA 5.5. Nabyvd-li funkce f mazima (minima) na intervaly J v

bodé xo € J, pak je xo bud krajni bod intervalu J, nebo je to takovy
vnitini bod intervalu J, v némz md f lokdln? mazimum (minimum,).

VETA 5.6 (o nabyvani maxima a minima). Necht redlnd funkce f je
spojitd na omezeném uzavieném intervalu {(a,b), a,b € R. Pak f nabyvd
na {(a,b) svého mazima i minima.

DUkAzZ. Podle véty 5.4. je f na (a, b) omezend, a tedy G = sup f € R.

(a,b)
Podle definice suprema existuje posloupnost z, € (a,b), n € N, ze
G—-1/n < f(z,) < G, a tedy lim f(x,) = G. Z posloupnosti x,, mi-
n—oo
Zeme vybrat konvergentni vybranou posloupnost xx, — z¢ € (a,b). Diky
spojitosti f je podle Heineho véty lim f(xg,) = f(zo). Na druhé strané
n—oo

je lim f(zg,) = lim f(z,) = G, a tedy f(xo) = G a f(xg) = I<n&z>><f.

Pro mimimum se dikaz provede analogicky, anebo lze uzit jiz dokazané

tvrzeni o maximu na funkci f = —f (ziejmé je r(na);f =— {nu% ).
a,b a,b

PozNAMKA 5.3. Spojitost na uzavieném omezeném intervalu je pouze

postacujici podminkou pro nabyvani maxima a minima. Na druhé strané

7Supremum resp. infimum funkce jsme jiz definovali v kapitole 3. Uvadime je zde
znovu pro pohodli ¢tenafre.
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pro neuzavieny interval tvrzeni véty obecné neplati. Viz nasledujici pfi-

klady.

PRIKLAD 5.6. Funkce f(x) = sgnz, 2 € R nabyvd na R maxima
(= 1) ve vSech bodech 2 > 0 a minima (= —1) ve v8ech bodech = < 0.

PRIKLAD 5.7. Funkce f(z) = z, € R, nenabyva ani maxima ani
minima na zadném otevieném intervalu (a,b), a,b € R*, a < b.

PRIKLAD 5.8. Funkce
z ze€(-1,1),
fz) =
0 z=-1,1
nenabyva na (—1,1) ani maxima, ani minima (neni na (—1,1) spojitd).
Ziejmé je sup f=1, inf f=-1.
(~1,1) (=1,1)

Pro tplnost uvedme vétu, kterou jsme dokézali a pouzili v kapitole 3.
(véta 3.24):

VETA 5.7 (o nabyvani v8ech mezihodnot). Necht f je redlnd funkce
spojitd na intervalu {(a,b), a, b € R. Potom f nabjvd na {a,b) vsech
hodnot mezi éisly f(a) a f(b).

DUSLEDEK. Necht f je redind funkce definovand a spojitd na inter-

valu I. Potom f(I) je opét interval . Jeho koncovymi body jsou body
iIIlff a sup f. Tyto koncové body patri do néj pravé tehdy, nabyvd-li f
I

na I minima resp. mazrima.

DUKAZ. Pro omezeny uzavieny interval I to plyne okamzité z vét
5.6. a 5.7. V obecném piipadé je piedné f(I) C (ir}f fysup f). Jsou-li
I

Tn,Yn € I takové, ze f(x,) — irIlff, f(yn) — sup f pro n — oo, pak
I

podle véty 5.7. musi f(I) obsahovat cely interval (f(x,), f(y.)), a tedy
i otevieny interval (irIlf fysup f). Zbytek je ziejmy.
I

DEFINICE 5.3. Rekneme, Ze redlné nebo komplexni funkce f je stej-
nomérné spojitd na intervalu I, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0
tak, Zze pro kazdé dva body a',2” € I takové, zZe |2/ — 2| < § je
|f(2') = f(@")] <e.

Ziejmé plati: je-li f stejnomérné spojitd na I, pak je spojita na I (tj.
spojitd v kazdém bodé intervalu I). Opac¢nd implikace obecné neplati,
jak ukazuje
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PRIKLAD 5.9. Necht f(z) = 1/z, z € (0,1). f je zfejmé spojitd na
(0,1). Pro ,, = 1/n, yp = 1/2n, n € N je |z, —yn| = 1/2n — 0, ale
|f(zn)—f(yn)| = n > 1prokazdé n € N. Proe = 1 pfislusné § z definice
stejnomérné spojitosti neexistuje a funkce neni stejnomérné spojitd na

(0,1).

CVICENI. Stejné jako v predchozim piikladu ukazte, Ze na (0, 1) neni
stejnomérné spojitd funkce f(z) = sin(1/x).

VETA 5.8 (Cantorova). Redlnd nebo komplexzni funkce f, kterd je
spojitd na omezeném uzavieném intervalu I je na tomto intervalu stej-
nomerné spojitd.

DUKAZ provedeme nepiimo. Kdyby tam f nebyla stejnomérné spojit4,
pak by existovalo 9 > 0 a posloupnosti =, a y, z I, Ze |z, — yn| <
1/n, ale |f(xn) — f(yn)| > €0 pro kazdé n € N . Posloupnost z, je
omezend, muzeme z ni proto vybrat konvergentni vybranou posloupnost
2k, — To € I. Potom také y,, — xo a v disledku spojitosti f v bodé
xzo lim f(zr,) = lim f(yr,) = f(xo). Potom ovSem lim |f(zg,) —

n—oo n—oo n—oo
f(yk, )l =0, coz je spor s | f(zr,) = f(yr,)| = co.

Nasledujici véty se tykaji funkci majicich derivaci.

VETA 5.9 (Rolleova). Necht redlnd funkce f je

(1) spojitd na omezeném uzavieném intervalu {(a,b),
(2) md na (a,b) derivaci,
(3) fla) = f(b).

Potom ezistuje bod & € (a,b), Ze f'(£) = 0.

DUKAz. Podle véty 5.6. nabyva f na (a,b) svého maxima i minima.
Je-li min f = max f, pak je f konstantni funkce a je f'(¢) = 0 pro kazdé

(a,b) (a,b)
¢ € (a,b). Je-li ?nlgf < I(n;gc f, pak aspon jedno z nich se nabyva v

néjakém bodé & € (a,b), nebot v krajnich bodech jsou funkéni hodnoty
stejné. Potom ovSem ma f v bodé ¢ lokalni extrém, a podle véty 5.3. je

f1(§)=o.

POZNAMKA 5.4. Pro komplexni funkce tato véta neplati: funkce e,
x € (0, 27) splituje predpoklady (1) — (3) této véty, ale | f'(z)| = |ie?*| =1
pro kazdé = € (0, 27).
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PozNAMKA 5.5. Véta 5.9. mé jednoduchou geometrickou interpre-
taci: existuje & € (a,b), Ze teéna ke grafu funkce v bodé (§, f(&)) je
rovnobézné s osou x, viz obr. 5.1.

OBR. 5.1

Staci, aby funkce nespliiovala jeden z predpokladu véty 5.9, aby zadny
bod ¢ s uvedenou vlastnosti nemusel existovat — viz néasledujici priklady.
PRIKLAD 5.10.
a) Funkce f(z) = |z|, z € (—=1,1) nem4 derivaci v bodé 0.
b) Funkce
1 z=-1,

f(@) = { x ze(-1,1)
neni spojita v bodé —1 zprava.
¢) Funkce f(x) =z, x € (—1,1) nespliluje podminku (3).
Pro ani jednu z téchto funkci neexistuje £ € (—1,1), pro néz by bylo
f(€) =0.
VETA 5.10 (Lagrangeova, o piiristku funkce). Necht redlnd funkce
I spliiuje piedpoklady (1) a (2) véty 5.9. Potom existuje & € (a,b) tak,

- 1) = (a)
fren — f(a
f (5) - b —a 9
tj. f(b) = fa) = f'(€)(b—a).
DUKAZ prevedeme na piedchozi vétu a to tak, Ze od funkce f ode-
¢teme takovou linedrni funkci I, I(z) = ax + (3, aby funkce f — [ spl-
tiovala pfepoklad (3) této véty. Takovou funkci je ziejmé I(x) = f(a) +
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%{J;(G)(x —a), z € R. Pouzijeme-li na f — [ vétu 5.9, dostaneme exis-

tenci takového & € (a,b), ze f/(€)—1'(€) = 0, tj. f/(€) = I'(€) = L= @),

Geometricky to znamend, Ze existuje takové £ € (a,b), Ze tecna ke
grafu funkce f v bodé (£, f(€)) je rovnobéznd se secnou, prochazejici

body (a, f(a)), (b, f(b))-

Druhé formulace vyjadiuje prirustek funkce pomoci pfiristku argu-
mentu a hodnoty derivace v néjakém stfednim bodé £. Nedostatkem je, ze
bod £ prakticky nezndme, vime jen, zZe existuje. To ndm umozni, umime-
li odhadnout velikost derivace, odhadnout velikost prirtstku funkce, viz
nasledujici priklad.

PRIKLAD 5.11. Protoze |(sinz)'| <1 a|(arctgz)’| <1 pro z € R, da
ndm pouziti véty 5.10. na tyto funkce na na libovolném intervalu (a, b)
nerovnosti

|sinb —sina| < |b — a

|arctg b — arctga| < |b — al

Dalsim zobecnénim véty 5.9. je

VETA 5.11 (Cauchyova, zobecnénd véta o priristku). Necht rediné
funkce f a g splnuji ndsledujici poZadavky:

(1) f,g jsou spojité na omezeném uzavieném intervalu {(a,b).

(2) f md na (a,b) derivaci.

(3) g md na (a,b) viastni nenulovou derivaci.

Potom existuje € € (a,b), Ze
f) = f@) _ £
g9(b) —gla)  g'(&)

DUKAz. Pfedné je g(b) — g(a) # 0, nebot jinak by podle véty 5.8.
bylo ¢’(£) = 0 pro néjaké z, coz vylutuje pfedpoklad (3). Polozime-li

(*)

snadno ovérime, ze ¢ spliiuje predpoklady véty 5.9. a jeji pouziti da
existenci takového & € (a,b), ze ®'(£) = 0. Protoze je ®'(§) = f/(§) —

%g’(f), je véta dokézana.
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PozNAMKA 5.6. Piimé pouziti Lagrangeovy véty na citatele a jme-
novatele prvniho zlomku v (x) by dalo existenci takovych &1, &2 € (a,b),

* f0) = fla) _ F(€)

g®) —gla) ~ (&)

Vyhodou (*), kterou vyuzijeme napiiklad v oddilu 5.5. je, Ze se derivace
f" a ¢’ berou ve stejném bodé.

PozNAMKA 5.7. Diikaz véty 5.11. byl vice méné formalni. Zvolili jsme
,kouzelnou” funkci @, na ni jsme pouzili vétu 5.9. a dostali pozadovany

vysledek. Avsak i véta 5.11. ma nazorny smysl: staci se na dvojici funkei f
a g podivat jako na parametrické zadani funkce F = fog™!, anebo k¥ivky
v Ry. (%) vyjadfuje to, Ze tetna v bodé (g(&), f(€)) k této kiivce (ke
grafu funkce F') je rovnobéznd s pfimkou, prochazejici body (g(a), f(a)),
(g(b), (b)) (viz oddil 4.6. kapitoly 4. a oddil 6.14. kapitoly 6.).

DUSLEDEK 5.1. Necht f je redind nebo komplexni funkce, kterd je
spojitd na intervalu J. Je-li f'(x) = 0 na J°, pak je f konstantni funkce.®

DUKAz. a) Necht je f redlna. Zvolme pevné bod xy € J. Pro x; €
J, x1 > xo pouziti véty 5.10. na interval (xg,z;) dostaneme f(x;) =
f(z0). Analogicky uzitim této véty na interval (xs,zq), x2 € J, 22 < 2o
dostaneme f(x3) = f(xg). Celkem je tedy f(z) = f(xo) pro x € J.

b) Pro f komplexni z piedpokladu f’(z) = 0 na J plyne (Re f)'(x) =
(Im f)'(z) = 0 na J° a staéi aplikovat a) na Re f a Im f.

DUSLEDEK 5.2 (o limité derivaci). Necht f je redlnd nebo komplexnt
funkce, kterd je v bodé a € R spojitd zprava (zleva) a md na U*T (U*~)
vlastni derivact f', pro kterou plati

lim f'(z)=A ( lim f'(z)= A).

T—a+ T—a—
Potom ezistuje f, (a) (f_(a)) a je rovna A. V piipadé f rediné miZe byt
A rovno +oo.

DUKAzZ. Staéi dokdzat vétu pro realnou funkci. Pro komplexni funkci
pouZzijeme jiz dokézané na redlnou a imaginarni ¢ast funkce f.

8 J0 je tzv. vnitrek intervalu J, coZ je otevieny interval se stejnymi krajnimi body,
jako ma interval J.
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Pro uréitost uvazujme piipad derivace zprava. Aplikujeme-li vétu
5.10. na interval (a,z), x € U**(a), dostaneme

f(z) = f(a)

r—a

= f(&), kde a < &, < .

Proto je lirn+ &, = a. JelikoZ je lim+ f'(z) = A, je podle véty o limité
r—a

r—a

slozené funkee také lim f/(€;) = 4, a tedy také lim falf@) _ 4,

CVICENT 5.1. Necht f(z) = 2%, = € (0,00), a > 0, a € R. Ukazte, ze
f4(0) existuje a je

0 a>1,
f—ll-(o): 1 Oé:]_,
+oo a€(0,1).

CVICENI 5.2. Necht funkce f mé na (a,b), a,b € R omezenou derivaci
a necht existuje lim+ f'(z) = A. Potom
r—a

(1) existuje /lim_s_f(x) =aeR (C),

(2) funkce
fa={5, Too
€Tr) =
f(z) = €(a,b)
mé v bodé a derivaci zprava rovnou A.
NAvoD. Pouzijte B.-C. podminku.

DEFINICE 5.4. Rekneme, 7e funkce f spliiuje na mnoziné M C R
Lipschitzovu podminku s konstantou K € R, jestlize plati | f(z) — f(y)] <
K|z — y| pro vSechna x,y € M.

CVICENI 5.3. Dokazte

a) f ma na (a,b) omezenou derivaci = f spliiuje na (a,b) Lipschit-
zovu podminku = f je na (a,b) stejnomérné spojita.
b) jsou-li a,b € R, pak plati: f stejnomérné spojitd na (a,b) =
existuji vlastni limity lim+ f(z), lim f(z) = existuje spojité
r—a r—a—
rozSifeni f na interval (a,b).

NAvop. Pro dikaz b) pouzijte B.-C. podminku.
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DUSLEDEK 5.3. Necht funkce f md v kazdém bodé intervalu J vlastni
derivaci. Potom funkce f'(x) miZe mit na J nespojitosti pouze druhého
druhu, pricemz jen takove, Ze aspon jedna jednostrannd limita neexistuje.

DUKAzZ. Ponévadz mé f v kazdém bodé intervalu J vlastni derivaci,
je na J spojita. Podle disledku 5.2. plyne z existence limity derivaci v
néjakém bodé a € J to, Ze tato limita je rovna derivaci f’(a), a tedy deri-
vace je v bodé& a spojitd. Proto f’ miiZe mit nespojitosti pouze uvedeného

typu.
PRIKLAD 5.12. Funkce

x?sin(1/z) x #0,

r@={; "

mé derivaci na celém R, ktera je v 0 nespojitd (ovéite).
PRIKLAD 5.12A. Necht

1 >0
0 =<0

H(z) = {

(Heavisideova funkce). Podle disledku 5.3. neexistuje funkce f, defino-
vand na (—4,0), 6 > 0, pro kterou by bylo f/(x) = H(x) na (=46, 9).

Pomoci Cauchyovy véty dokdzeme nyni tzv. ’'Hospitalovo pravidlo,
které jsme jiz uvedli v pfedchozi kapitole (oddil 4.4):

VETA 5.12 (IHospitalovo pravidlo). Necht pro néjaké a € R* maji
funkce f a g vlastni derivace na néjakém U*(a), pFidemz ¢’ je tam ne-
nulovd.

Necht je ddle splnéna jedna z ndsledugjicich podminek:

I lim f(z) = lim g(z) =0, a € R*, g(x) # 0 pro x € U*(a),

II. lim |g(z)| = co.
Potom plati: existuje-li lim f'(z)/g' (z) = A, pak je také
lim f(x)/g(x) = A. Véta zistane v platnosti, nahradime-li oboustranné
r—a

limity a okoli jednostrannymi.

DUkAz. 1. Necht nejprve je a € R a pro uréitost necht je splnén
predpoklad s limitou a okolim zprava. Dodefinujme f i g jejich limitami
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(tj. nulou) v bodé a. Takto ziskané funkce oznadme f a §. Pro pevné
x > a (a dost blizké k a) funkce f a g splituji na (a,x) pfedpoklady
Cauchyovy véty. Je proto

(%) f@) _ f@)—fla) _ @) _f
) 3 g g )

Protoze je 0 < £(z) < z, je také &£(x) — a+ pro x — a+, a tedy podle
predpokladu a podle véty o limité slozené funkce je limita posledniho
zlomku v (%) rovnd A. Analogicky se provede diikaz pro limitu zleva.
Piipad a = oo prevedeme na jiz dokdzany pripad. Uvazme opét pro
urcitost a = +o00. Pfejdeme k nové proménné y = 1/x — 0+ pro z —
+00. Podle véty o limité slozené funkce (pfesnéji podle poznidmky 3.25)

je
fa) L f/y)

oo g(z) w0+ g(1/y)

pokud limita vpravo existuje. Ale funkce F(y) = f(1/y) a G(y) = g(1/y)
diky F'(y) = f'(1/y)(=1/y*), G'(y) = ' (1/y)(~1/y*) a

ok im F'(y) — lim f'(1/y) — lim f(z)
G ) T g g

)

spliiuji pfedpoklad I. s a = 0 € R (druhé rovnost v (x*) plati opét podle
véty o limité sloZené funkce), éimz je dikaz pfipadu I. ukonéen. Dikaz
pro ptipad II. viz napiiklad [D1].

VETA 5.13. Necht redind funkce f je spojitd ma intervalu J a md
derivaci na J°. Potom je f nerostouci (neklesajici) na J tehdy a jen
tehdy, je-li f'(z) <0 (f'(z) >0) na J°.

Je-li f'(x) <0 (f'(z) >0) na J°, pak je f klesajici (rostouci) na J.

DUkAz. To, ze uvedené podminky jsou postacujici plyne ihned z véty
3.10. Kdyby naopak bylo f’(z¢) > 0 pro né&jaké ¢ € J°, pak podle véty
5.3. by f byla rostouci v bodé xy, a nemohla by byt nerostouci na in-
tervalu J. Analogicky pro neklesajici funkci. Podrobnosti pfenechavame
¢tenafi za cviceni.

Z logického hlediska je zajimava nasledujici véta, vyjasnujici souvislost
mezi monoténii v bod€ a na intervalu:
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VETA 5.14. Redlnd funkce je rostouct, klesajici, nerostouct, nekle-
sajict na intervalu J tehdy a jen tehdy, jestliZe je rostouci, klesajict,
nerostouct, neklesajici v kazdém bodé tohoto intervalu.

DUKAz. Jednim smérem je to ziejmé, dikaz druhé implikace najde
¢tenaf napfiiklad v [D1].

Dokéazeme nyni nasledujici podminky pro lokalni extrém.

VETA 5.15. 1. (monotonnost na okoli) Necht redlnd funkce f je spo-
jitd v bodé a € R. Je-li f rostouct (klesajict) na U*~ (a) a klesajici (ros-
touct) na U*T (a), pak md f v bodé a ostré lokdlni mazimum (minimum,).
Analogickd tvrzeni plati, nahradime-li slovo rostouci slovem neklesajici
a slovo klesajici slovem nerostouct, pricemz ovsem extrémy nemusi bijt
ostre.

Je-li f rostouct (klesajici) jak na U*T tak i na U*~, pak f nemd v
bodeé a lokdlni extrém.

II. (znaménko derivace na okoli) Necht redlnd funkce f je spojitd v
bodé a € R. Je-li f'(x) >0 (>0) vU* (a) a f'(x) <0 (<0)vU*, pak
md f v bodé a lokdlni mazimum (ostré lokdini mazimum). Je-li f'(x) <0
(<0)vU*(a) a f'(x) >0 (> 0) vU*", pak md f v bodé a lokdlni
minimum (ostré lokdlni minimum,).

Je-li f'(x) <0 (>0) vU*(a), pak f nemd v bodé a lokdlni extrém.

III. (uZiti derivaci vyssich 7ddi) Necht pro néjaké prirozené n, n > 2
je f'(a) = f"(a) = --- = f=D(a) =0, f(a) # 0. Je-li n sudé, pak
md f v bodé a ostry lokdlni extrém, a to mazimum pro f(”)(a) <0a
minimum pro f™(a) > 0.

Je-li n liché, pak f nemd v bodé a lokdini extrém. Pro f™(a) > 0
(< 0) je f va rostouct (klesajict).

DUKAz. Nastava-li néktera z moznosti v II, pak nastava odpovidajici
moznost v 1. a stac¢i proto dokazat I.
Necht je napiiklad f rostouci na U*~ (a) a klesajici na U** (a). Potom
je f(a) = CElirgl f(x) = sup f, atedy f(a) > f(x) pro z € U* (a).
e U+~ (a)

Dokazme, 7e plati ostrd nerovnost. Polozime-li pro z € U* (a) & =
(r+a)/2,jex <& <aa f(r) < f(&) < f(a). Analogicky se ukéze
nerovnost f(z) < f(a) pro z € U**(a).

Podrobny rozbor ostatnich moznosti prenechavame ¢tenari za cviceni.
Poznamenejme, Zze v poslednim pfipadé odvodime f(z) < f(a) (f(z) >
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f(a)) prox <aa f(x) > f(a) (f(z) < f(a)) pro z > a, a tedy extrém
v bod€ a neni.

ITI. budeme dokazovat indukci podle n. 1) Bud n = 2. Mame tedy
f'(a) = 0, f"(a) # 0, naptiklad f”(a) > 0. Potom je f’ rostouci v
bodé a, a tedy f'(x) < f'(a) = 0proxz € U*— a f'(z) > f'(a) =0
pro x € U*+, a podle II. ma f v bodé a ostré lokalni minimum. Pro
f"(a) < 0 je dikaz analogicky.

2) Necht véta plati pro n. Dokazme, Ze pak plati i pro n + 1. Mame
tedy f'(a) = f"(a) = --- = f™(a) = 0, "+ (a) # 0. Uvazme funkci
f'. Pro ni je splnén predpoklad véty s n. Je-li n + 1 liché, je n sudé,
a podle induké¢niho piedpokladu méa f’ v bodé a ostry lokalni extrém.
Piitom, je-li f(»*1)(a) > 0, je to ostré lokalni minimum. Proto je v U*(a)
f'(x) > f'(a) = 0, a tedy podle IL. je f v bodé a rostouci. Pro f(**1) < 0
se analogicky ukéze, Ze f je v a klesajici. Je-li n+ 1 sudé, pak je n liché,
podle indukéniho piedpokladu pak f’ je v bodé a rostouci, a tedy je
f(xz) < f'(a) =0 proz <a, f(x) > f'(a) =0 pro x > a. Podle II. m4
f v bodé a ostré lokalni minimum.

POzZNAMKA 5.8. Z toho, ze f'(a) = f"(a) = --- = f"(a) = 0 nemi-
zeme udélat zadny zavér o tom, zda v bodé€ a je ¢i neni lokdlni extrém,
ani jakého je druhu.

PRIKLAD 5.13. Pro funkce f1(x) = 25, fo(z) = 2%, 2 € R je fi(k) (0) =
0,7=1,2, k=1,2. fy ma v bodé 0 lokadlni minimum, zatimco f; v 0
extrém nemd. O obojim se snadno presvéd¢ime: f; je rostouci na R a
nemd tedy zadny lokalni extrém; fa(x) > 0 na R\ {0} a f(0) =0.

Diilezitou tlohou je nalezeni tzv. nulovych bodiu funkci. Uvedeme zde
dva jednoduché disledky vét 5.7. a 5.9, které fikaji néco o existenci nebo
jednoznacnosti nulovych bodt.

DEeFINICE 5.4. Cislo 2y € R se nazyva nulovijm bodem funkce f, je-li

VETA 5.16. Necht redlnd funkce f je spojitd na intervalu {(a,b). Je-li
f(a).f(b) <0, pak md f na (a,b) alespon jeden nulovy bod. Je-li f navic
ryze monotonni, pak je takovy bod jediny.

VETA 5.17. Necht redlnd funkce f je spojitd na intervalu J a md na
JY derivaci. Jsou-li x1,7x9 € J, 1 < T2 dva nulové body funkce f, pak
na intervalu (z1,x2) je alespon jeden nulovy bod jeji derivace f'.
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5.3. Funkce konvexni a konkavni.
Inflexni body

Jako jsme pomoci prvni derivace zkoumali monoténnost funkce, bu-
deme v tomto oddilu pomoci druhé derivace zkoumat zakfiveni grafu
funkce.

Nejprve nam pujde o vzajemnou polohu grafu funkce a teény k nému
v okoli dotykového bodu. P¥ipomenme definici teény:

DEFINICE 5.5. Nechf funkce f je definovana na Us(zg), 79 € R. Rek-
neme, ze piimka y = f(xo)+k(z—x0) je tecnou ke grafu funkce f v bodé
Zo, je—li

f(@) = f(zo) + k(z — 20) = 0(z — T0).

Podle véty 4.7. je existence teny ekvivalentni existenci vlastni deri-
vace funkce f v bod€ z( a rovnice teény je

y = f(xo) + f'(z0)(x — 20).

DEFINICE 5.6. 1) Rekneme, 7e funkce f je v bodé xg ryze konvexni
(ryze konkduni), jestlize v néjakém U*(zg) je

() f(x) > f(z0) + f'(z0)(x — w0) (f(z) < f(zo) + f'(z0)(x — 20)).

2) Rekneme, Ze bod z je inflexnim bodem funkce f, jestlize v U** (z¢)
plati jedna z nerovnosti z () a v U*~(xg) nerovnost opacna.

3) Plati-li v (*) misto ostrych nerovnosti neostré, mluvime o konvez-
nosti (konkdvnosti) funkce v bodé xg, resp. o (slabém) inflexnim bodu
funkce.

P0OzNAMKA 5.9. Geometricky to znamend, ze graf funkce je v U*(z0)
bud nad te¢nou v bodé o nebo pod ni (viz obr. 5.2), resp. na jedné strané
je pod tefnou a na druhé nad te¢nou (viz obr. 5.3). V ptipadé pojmi z
bodu 3) se dovoluje, aby body grafu funkce lezely na teéné.

PRIKLAD 5.13. Funkce f(z) = sinz, € R md inflexni body k,
k € Z; v bodech, v nichz je sinz > 0 (sinz < 0) je f ryze konkévni (ryze
konvexni).
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OBR. 5.2

OBR. 5.3

PRIKLAD 5.14. Linedrni funkce f(z) = ax + b, z € R (a,b jsou dana
redlnd ¢isla), je ve vSech bodech konvexni i konkdvni a véechny body jsou
jejimi slabymi inflexnimi body. Zfejmé je f”(x) = 0 pro vSechna z € R.

Odvodime nyni postac¢ujici (a ne nutnou) podminku pro ryzi konvex-
nost (ryzi konkdvnost) a nutnou (nikoli postac¢ujici) pro inflexni bod.

VETA 5.18. 1) Je-li f"(x0) >0 (f"(x0) < 0), je funkce f v bodé xg
ryze konvexnt (ryze konkdvnt). 2) Je-li xo inflexni bod funkce f a f"(xo)
existuje, pak je f"(xq) = 0.

DUkAzZ. 1) Z f"(xo) > 0 plyne, ze f'(xo) je v bodé z¢ rostouci. Pro
x> xo je tedy f(z) — f(zo) = f'(&) (2 — z0) > f'(x0)(z — z0), nebot je
&: > xo, analogicky pro x < xg je také f(z) — f(xo) = f/'(&)(x — zo) >
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f(xo)(x — x0), nebot f'(&;) < f/'(xo) (vyndsobenim této nerovnosti za-
pornym éislem (z — xg) dostaneme f/(&;)(x — xo) > f/(z0)(z — o) pro
x < xg). Pro f"(x0) < 0 je postup analogicky. 2) Je-li zy inflexni bod,
pak podle dokadzaného nemiize byt ani f”(xg) > 0 ani f”(x0) < 0, a je
proto f”(zg) = 0.

Nasledujici véta dava dvé postacujici podminky pro inflexni bod.

VETA 5.19. L Je-li f"(z0) = 0 a f"(x).f"(y) < 0proxz < 29 a
y > xo (pFi prechodu pres xo druhd derivace zméni znaménko), je xg
inflexni bod.

IL. Je-li pro néjaké n > 2 f"(xo) = f"(xo) = --- = f V(o) = 0,
f(x0) # 0, pak pro n liché je ¢ inflexni bod a pro n sudé neni xo
inflexnim bodem (f je v ném ryze konvexni resp. ryze konkdvni podle
znaménka ) (x)).

DUkAz. I. Uvazujme pro uréitost f”/(z) > 0 pro z < z¢ a f’'(z) <0
pro x > xo. Podle véty 5.15. ma [’ v xz ostré lokdlni maximum, tj.
f'(x) < f'(xo) v U*(xp). Podle Lagrangeovy véty je f(z) — f(zo) =
I/ (&) (x—x0), coz je pro x > o v&tsi a pro x < xo mensi nez f/(zo)(z —
xo).

II. Derivace f’ spliiuje za danych predpokladt pfedpoklad III. véty
5.15. s n — 1 misto n. Je-li tedy n liché, je n — 1 sudé, a f’ méa tedy v xg
ostry lokalni extrém. Staci tedy zopakovat uvahy z dikazu I. Je-li n sudé,
je n — 1 liché, a nechf pro urcitost je f(™(xq) > 0. Podle véty 5.15.I11.
je f' v xg rostouci. Analogicky jako pfi dikazu I. se ukdZe nerovnost
f(@) = f(zo) > f'(z0)(x — o) pro x € U*(xo).

A7 dosud se vSe tykalo n&jakého (obecné malého) okoli daného bodu.
Nyni si fekneme néco o chovani funkce na daném intervalu.

VETA 5.20. Necht f je spojitd na intervalu {a,b) a f"(z) > 0 na
(a,b).Potom pro kaZdou trojici ¢isel x1,xq, 23 € (a,b), x1 < 23 < x3 je

() f(x2) — f(z1) < f(xs3) *f(l’Q).

T2 — 1 T3 — T2

DUkAz. Z f"(x) > 0 na (a,b) plyne, ze f’ je rostouci na (a,b). Podle
Lagrangeovy véty je prvni zlomek v (xx) roven f/(¢) a druhy f/(n), kde
€ € (z1,22), n € (22, 73), a tedy je f'(£) < f'(n).
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PozNAMKA 5.10. Vyznam (xx) je nésledujici: zlomky jsou rovny
smérnicim secen, prochazejicich body (z1, f(z1)), (x2, f(z2) resp. (z2), f(z2),
(23, f(x3)) a nerovnost ¥ikd, Ze smérnice levé seny je mensi nez pravé
(viz obr. 5.4a). Dalo by se dokézat (provedte za cviceni), Ze (xx*) je ekvi-
valentni podmince

(% %) Flaa) < flan) + L08) = f(@1)

To — X
r3 — T1 (2 1)

pro kazdou trojici x1,x2,23 € (a,b), v1 < xy < 3, jejiz geomet-
ricky vyznam je tento: graf funkce f pro x € (z1,z3) lezl pod seénou
y =g(x) = f(z1) + M(m — x1), prochézejici body (x1, f(z1))

r3—T1
a (zs3, f(x3)), viz obr. 5.4b. Podminka (% x*) se bere za definici ryz(
konveznosti funkce na intervalu {a,b). Véta 5.20. pak déva postacujici

podminku ryzi konvexnosti funkce na intervalu.

OBR. 5.4

PozZNAMKA 5.11. Ve vété 5.20. a v poznamce 5.10. mtizeme nahradit
ostré nerovnosti neostrymi a dojit ke dvéma ekvivalentnim podminkam
konveznosti funkce na intervalu (a,b). Podobné lze dokdzat véty, které
dostaneme z véty 5.20. nahrazenim vSech nerovnosti opa¢nymi (ostrymi
resp. neostrymi). Analogicky lze modifikovat pozndmku 5.10. a dojit k

definici ryzi konkdvnosti funkce resp. konkdvnosti funkce na intervalu
(a,b).

5.4. Asymptoty

DEFINICE 5.7. Necht f(z) je definovdnana (a,b),b € Ra lim f(x) =

z—b—
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+00 (—00). Potom Fikdme, Ze funkce f ma v bodé b vertikdlni asymptotu.
Analogicky pro levy krajni bod (pokud je zase a € R).

DEFINICE 5.8. Necht f je definovana na (a, +00). Rekneme, Ze piimka
y = kx + q je asymptotou funkce f pro x — +o0, je-li

(%) lim [f(z) — (kx4 ¢)] = 0.

xr——+00
Analogicky pro  — —oo, je-li f definovédna na (—oo,b).

VETA 5.21. Aby primka y = kx + q byla asymptotou funkce f pro
x — F00 je nutné a staci, aby platilo

1) lim M:kGR,
x

r—=+oo
2),.hrf (f(z) —kz)=q€eR.
DUKkAzZ. Necht lirjrg (f(z) — (kx + ¢)) = 0. Potom zfejmé také
T— o0

f(@)=(kx+q)
xT

lim
r—Fo0
lim f(z)/x = k. 2) pak plyne ihned z (x). Naopak (x) plyne pfimo

r—to0

z 2).

0. Ponévadz ale hIJ_P % = k, je také

T— OO0

5.5. Prubéh funkce

Pod tlohou najit prubéh funkce rozumime sestrojeni pfiblizného grafu
této funkce, ktery by daval jistou predstavu o jejim chovani. V konkrét-
nich pripadech mohou byt pozadavky na vystiznost grafu ruzné.

Postup pri feseni této tlohy je mozno shrnout do nasledujicich bodi:

(1) body nebo intervaly spojitosti funkce, jeji limity v bodech nespo-
jitosti nebo v krajnich bodech defini¢niho intervalu,
) sudost, lichost, periodi¢nost, omezenost funkce apod.,
) mnoziny, kde je funkce monotdnni,
) body lokélnich extrémt, pfipadné hodnoty v nich,
) nulové body funkce,
) konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body,
) asymptoty.

(2
(3
(4
(5
(6
(7

Vsechny tyto otazky byly probrany v predchozich oddilech. Ptipo-
metime jen definice pojmi, uvedenych v (2):
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DEFINICE 5.9. Rekneme, 7e funkce f je sudd (lichd) na intervalu .J,
symetrickém vzhledem k poéatku, je-li f(—z) = f(z) (f(—z) = —f(z))
pro = € J. Rekneme, Ze funkce je periodickd s periodouT > 0 na R, je-li
flx+T)= f(z) prox € R.

Ziejmé, je-li T perioda, je také T,, = nT', n € N periodou, a jde o to
najit nejmensi periodu.

Je-li funkce suda (lichd), pak staci najit jeji graf pro = > 0, je-li
periodicka, pak staci najit jeji graf na néjakém intervalu, jehoz délka je
rovna periodé.

PRIKLAD 5.15. VySetfeme pribéh funkce f(z) = V1422, z € R.

(1) f je spojita na celém R, wll}jl:loo f(z) = 4o0.

(2) f je sud4, je omezend na kazdém omezeném intervalu (a,b), ale
neni omezena na R.

(3) f'(z) =x/v1+ 22, a tedy f je rostouci na intervalu (0, +00) a
klesajici na (—o0,0).

(4) f'(z) = 0 pouze pro z = 0. Z predchoziho plyne, Ze v bodé
0 mé ostré lokalni minimum (coz by se dalo dokazat i z toho,
ze f"(x) = 1/(1 + 22)%/2, a tedy f”(0) = 1 > 0). Jiné lokélni
extrémy funkce nema. f(0) = 1.

(5) funkce nemd z4dné nulové body, je vzdy vétsi nebo rovna 1.

(6) f"(z) >0 pro z € R, a tedy je f ryze konvexni na R.

(1) lim {®) = YAEZ o gy BV g
rz—doo ¥ r—Fo0 z r—Fo0 z
IEIJ,I}OC<\/1 +22—2x) = xk&loo % = 0 (analogicky pro z —

—00). Funkce ma tedy dvé asymptoty: y = = pro ¢ — +00 a

Yy = —x pro x — —oo.

Graf této funkce je na obr. 5.5.
PRIKLAD 5.16. VySetfeme pribéh funkce

f(:r)z 2333—5302—1—143(;—67 xER\{O}.

42

(1) f je spojitd na (—o0,0) a (0,400).
alcii% f(z) =(1/4) i%(?x —-5)+(1/2) iii%(?x —3)/2% = —cc.
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OBR. 5.5

Funkce méa v 0 vertikalni asymptotu.
lilf flx) = lilf (22 — 5+ 14/x — 6/2%) /4 = +o0.

(2) f neni ani sud4 ani lich4, neni na R \ {0} omezena.

(3) f'(x) = (2 —Tx+6)/22% = (x — 1) (2 — 2)(x +3) /223, x £ 0. f’
je kladnd, a tedy f je rostouci na intervalech (—oo,—3), (0,1),
(2,+00), a f' je zdpornd, a tedy f klesajici na intervalech (—3,0),
(1,2).

(4) Odtud je vidét, ze v bodé z = —3 ma f ostré lokalni maximum,
f(=3) = —49/12. V bodé 1 m4 ostré lokdlni maximum, f(1) =
5/4, v bodé 2 mé ostré lokalni minimum, f(2) = 9/8.

(5) Ponévadz je 223 — 522+ 142 —6 = 2(x —1/2)(2? — 22 +6), v € R,
je f(x) = 0 pouze pro x = 1/2.

(6) f"(z) = (Tx—9)/2*,  #0, a tedy f”(z) < 0 pro x € (—o0,0) U
(0,9/7) — f je na téchto intervalech ryze konkavni. f(z) > 0
pro (9/7,400) a f je tam ryze konvexni. f(9/7) = 0, a protoze
v bodé x = 9/7 méni f” znaménko, ma f v tomto bodé inflexni
bod. Je f(9/7) = 913/756 =~ 1, 2.

(7) Najdéme nakonec asymptoty. Je mggm(2x3—5m2+l4x—6)/4x3 =
1/2, mll)rinoo[f(x) — 2/2] = —5/4. Funkce mé proto asymptotu
y=1x/2—5/4 pro x — Foo. Kromé toho m4, jak jiz bylo feceno,

vertikalni asymptotu v bodé = = 0.

Graf této funkce je na obrazku 5.6.
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OBR. 5.6

5.6. Maximalni a minimalni hodnoty realné funkce
na dané mnoziné

Zacnéme jednoduchym piipadem.

I. Necht funkce f je spojitd na omezeném uzavieném intervalu (a, b).
Podle véty 5.6. nabyva na (a,b) maxima i minima. Abychom nasli tyto
hodnoty a body, v nichz je funkce nabyva, postupujeme takto:

Jsou dv€ moznosti. Bud funkce nabyva svého maxima (minima) na
(a,b) v nékterém z krajnich bodi tohoto intervalu, anebo v nékterém
vnitinim bodé g € (a,b) (nebo oviem i na kraji i uvnitf). Podezfelymi
vnitfnimi body, v nichz mtZe nabyvat svého maxima (minima) mohou
byt (podle vét 5.3. a 5.5.) pouze takové body, v nichz m4 funkce nulovou
derivaci, nebo derivaci neméa. Necht takovych , podezielych” bodi je je

kone¢né mnoho: z1,xs,...,x,. Potom

Iaiﬁ(f = max{f(a), f(b),f(l‘1),f(1‘2), s 7f(1:n)}7

analogicky pro minimum.

Poznamenejme jeSte, Ze v nékterych z bodu xy,xs, ..., x, lokilni (a
tedy ani globalni) extrém byt nemusi, ale je ¢asto jednodussi uvazit i
hodnotu v takovych bodech, nez zkoumat, zda je podezrely bod skutecné
bodem lokalniho extrému.

PRIKLAD 5.17. f(z) = sinz?, x € (—/m,Vbm/2) = J. f'(z) =
2xcosw ,atedy f'(z) = 0 pro z = 0 a takova z, pro neZJe cosz? =0, tj.
—77/2+k77 k € Z. Z téchto bodt pouze body ++/7/2 lezi uvniti J. Je
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déle f(0) =0, f(+y/7/2) = 1, f(—=v/7) = 0, f(+/57/2) = sin(5m/4) =
—\/5/27 a tedy

max f =max{0,—v2/2,0,1,1} =1,
min f =min{0, —V2/2,0,1,1} = —V2/2.

Maximéln{ hodnotu nabyva funkce ve dvou vnitinich bodech ++/7/2,
miniméalni v pravém krajnim bodé.

II. JestliZe se nejedné o omezeny uzavieny interval, anebo funkce neni
na daném intervalu spojitd, neméame existenci maxima (minima) funkce
na dané mnoziné zajisténu. V takovém pripadé nelze ukazat obecny po-
stup (jako v I.) jak zjistit, zda extrémy existuji a jak je najit. Ukazme
si, jak je mozné postupovat v nékterych specidlnich ptipadech.

1) Nékdy se d4 maximum (minimum) ,uhodnout”: ijn V1+a? =

Vv1+0=1.

2) Je mozné hledat supremum (infimum) funkce na dané mnoziné a
pak zkoumat, zda je funkce na této mnoziné nabyva.

3) Je mozné rozdélit uvazovanou mnozinu na ¢4sti, na nichz je urceni
maxima jednodussi, a pak vzit nejvétsi ze vSech maxim jednotlivych ¢asti
(analogicky pro minimum, supremum, infimum).

Nakonec jedno malé zobecnéni postupu I.:

4) Necht f je spojitd na intervalu (a,b) a ma vlastni jednostranné
limity A, B v krajnich bodech a, b. Necht dale pocet bod intervalu (a, b),
ve kterych f mutze mit lokalni extrém je koneény: z1,x2,...,z,. Aby f
nabyvala na (a,b) maxima je nutné a stacéi, aby

() H=max{f(n), f(@2),... f(wn)} = K = max(A, B}.

Plati-li (x), je r(nm)( f = H. Analogicky pro minimum (zformulujte po-
a,b
drobné).

DUkAz. Nabyva-li f maxima na (a,b), pak je to v néjakém bodé
lokélniho maxima, a tedy v néjakém x; z x1, 22, ..., z,. Proto je f(z;) >
f(z) pro z € (a,b), a tedy podle véty o limitnim piechodu v nerovnosti
dostaneme A = $ILI£1+ f(xz) < f(xj), stejné pro B. Necht naopak plati

(). Pro a,b € R dodefinujme f jejimi limitami A, B v bodech a,b.
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Dostaneme funkei f, spojitou na (a,b). Ta na (a,b) nabyvi maxima v
nékterém z bodl a,b, z1,xa,...,z,. Protoze ale plati (%), musi to byt
v nékterém bodé ;. Je tedy f(z;) > f(z) pro x € (a,b), odkud plyne
f(z;) > f(z) pro € (a,b). Dtikaz pro a,b € R* lze provést tak, ze
zobecnime vétu o nabyvani maxima na spojitou funkci na uzavieném
intervalu J C R*.

Tento postup je moZno pfizpiisobit i za jinych pifedpokladid (viz pii-
klad 5.19).

CVICENI 5.4. Spliiuje-li f pfedpoklady bodu 4) (bez (x)) vyse, ukazte,
7e [ je na (a,b) omezend a

sup f =max{f(x1), f(x2),..., f(zn), A, B},

(a,b)
(ianlf)f =min{f(z1), f(z2),..., f(z,), A, B}.

PRIKLAD 5.18. Je-li f(z) = 755, © € R, pak je f spojitd na R,
xgrfwf(x) =0, f'(z) = (1 — 2?)/(1 + 2%)?, a tedy f’(z) = 0 pouze pro
x = £1, coz jsou vSechny podezfelé body z lokdlniho extrému, f(+1) =
+1/2. Je proto max{f(1), f(-1)} =1/2 > max{mgrfoo f(z),rgrfloo f(x)}
= 0. Je proto mRaxf = 1/2 a nabyva se v bodé 1. Analogicky nabyva f

svého minima na R v bodé —1. Nakreslete graf této funkce (zfejmé je
lich4).

PRIKLAD 5.19. Je tfeba najit valec, ktery m4 ze vSech vélcii daného
objemu V' > 0 nejmensi povrch.

Nejdfive musime tlohu spravné formulovat jako tilohu najit minimum
néjaké funkce na jisté mnoziné.

Je-li h vyska vélce a r polomér jeho podstavy, je povrch valce S dan
vzorcem S = 2mr? + 27rh. Ponévadz r a h jsou podiizeny pozadavku
V = 7r?h, mizeme napiiklad h vyjadiit pomoci r (a V) a dostaneme

2V
() S =S(r) =2mr? + —.
r
Podle smyslu tlohy mtze byt r libovolné kladné ¢islo.
Ulohu jsme pievedli na tilohu najit minimum funkce (**) na mnoziné
(0, +00). S je na tomto intervalu spojita, v krajnich bodech méa limity
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lir(r)lJrS(r) = 11111 S(r) = +o00. Tvrzeni bodu 4) je mozné zobecnit na
piipad nevlastnich limit (provedte to). Ponévadz je S'(r) = 4nr —2V/r?,
je S'(r) = 0 pouze v bodé ro = {/V/2m. Déle je S(rg) < lir(r)1+ S(r) =
lim S(r) = 400, a tedy S(rp) je minimum S na (0,+o0c). Hledany

r—-+00

valec mé tedy rozméry ro = {/V/2mw, hg = 2{/V /21 = 2ry.

V daném piipadé jsme to, ze S(rg) je minimem S na (0, +o00) mohli
odtivodnit jednoduseji: S’(r) > 0 pror > rg, S'(r) < 0 pror < rg, a tedy
je S rostouci na (rg, +00) a klesajici na (0,7¢). Je proto S(rg) < S(r)
pro 7 € (0,400) \ {ro}.

5.7. Tayloruv vzorec

V tomto oddilu zobecnime véty 4.7. a 5.10. Vétu 4.7. je mozno vyslovit
takto: Ma-li funkce f vlastni derivaci v bodé x, pak existuje pravé jeden
mnoho¢len Pj(x) stupné nejvyse 1, pro néjz plati

f(x) = Pi(z) = oz — o).

Tento mnohoclen mé tvar Py (z) = f(zo) + f/(x0)(x — x0).
Plati

VETA 5.22 (Peanova). Necht funkce f md v bodé o € R vlastni
derivace do Tddu n vcietné, kde n je prirozené. Potom ezistuje prdve
jeden mnohoclen P, (x) stupné nejvyse n (anebo nulovy), Ze plati

f(x) = Pp(z) = o((x — x0)").

Tento mnohoclen je ddn vzorcem
— f* (o)
Pn(x) = Z L (fE - xO)ka
k=0

nazyvd se Taylorovym mnohoclenem n—tého stupné a oznacuje se

7;1(1,;1'0, f)

Dtkazu predesleme tfi lemmata:
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LEMMA 5.1. Necht [ a g maji vlastni derivace v bodé g € R aZ
do ddu n véetne, (n prirozené). Je-li f@(xq) = g (zo) = 0, i=1,2,
-1, g™ (20) # 0, pak je g(x) # 0 na jistém okoli U* (o) a
f@) F™ )

a—wo g(x) g™ (o)

DUKAZ provedeme indukei podle n. Necht je n = 1. Potom je g(x)
ryze monoténni v bodé xg (¢'(xg) # 0), a tedy g(x) # 0 na néjakém
okoli Ui (zo) a

~
—
8
S~—
~
—~
&
I
=
8
N
=
8
N~—
I
~

(z0))/(x —x0) _ f'(x0)
(z0))/(z —wo)  ¢'(wo)

<
—
&
~
Q
—
&
~
|
Q
—
8
(=)
~
<
—~
8
~
|
<

pro T — xg.

Necht lemma plati pro n. Dokazme je pro n + 1. Polozime-li F(z) =
f'(z) a G(x) = ¢'(x), pak F a G spliuji pfedpoklady lemmatu pro n, a
tedy G(z) = ¢'(z) # 0 na né&jakém Uy (z¢) a

y F(x) F™ () . S (o)
JLIEO G(z) - G(n)(mo) - 9(”“)(%)‘

Funkce f a g jsou spojité a maji derivace na jistém okoli U, (zo) (nebot
maji v zg (n 4+ 1)-ni derivaci). Volime-li v < ¢, je také ¢'(z) # 0 na
Uy (z0). MuZeme proto pouzit 'Hospitalova pravidla, a dostaneme
/ F (n+1)
fa@) @ F@) [ ()

1. —_— = frd .
ammo (@) amgo ¢/(z)  amso G(x) | gt ()

LEMMA 5.2. Necht funkce f md v bodé xy vlastni derivace do vddu
n véetné (n € N ). Potom
(1) f(x)=o((x —xo)") & f* =0,k=0,1,...,n,
(2) f(x) je 7ddu n vzhledem k (xz — xo)" < fHF)(xg) = 0,
E=0,1,...,n—1, f(™(xy) #0.

DUKAz. Predpoklddejme, Ze plati nékterd z pravych stran a zkou-
mejme f(z)/(x — x0)™. Polozime-li g(z) = (z — x0)", je g (20) = 0,
k=0,1,...,n—1, g™ =n! #£0, a tedy podle lemmatu 5.1. je

f(x) £ (o) :{ 0 pro f("(zg) =0,

lim - = '
z—zo (T — x0) n! #0 pro f("(x) #0.
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Dokazme opac¢né implikace. Necht plati nékterd z levych stran. Do-
kazme nejdiive, ze pro k = 0,1,...,n — 1 je f*)(z0) = 0. Kdyby to ne-
byla pravda, pak pro n&jaké m € {0,1,...,n — 1} by bylo f)(zy) =0,
kE=0,1,...,m—1, f™(z0) # 0. Potom by ale prvni zlomek na pravé

strané v
f@)  _ f) 1
(x —x0)" (2 —20)™ (T — )"~ ™

mél podle prvni ¢asti dikazu nenulovou limitu. Protoze druhy nemé
vlastni limitu, dostali bychom spor s existenci vlastni limity lim ( f(z)

T—zo CE*I(])” .

Zbyva dokézat tvrzeni o n—té derivaci. Podle lemmatu 5.1. je

L@ )
z—wzo (X — o))" nl

Prava strana je rovna 0 pravé kdyz je £ (z¢) = 0, tj. je-li f(z) = o((z—
x0)™), musi byt £ (z0) = 0, je-li f(x) fadu n vzhledem k (2 — 2¢)", je
F™ (o) #0.

LEMMA 5.3. Pro kaZdé xg € R lze kaZdy mnohoclen P,(z) stupné
nejugse n zapsat jedingm zpisobem ve tvaru P, (x) = > _, ck(z — x0) s

cx = P (o) /1.

DUkAz. Je-li P,(z) = Y}y cu(z—x0)", jeprol = 0,1,...,n P,sl)(x) =
all+ > h_ i en(@—x0) P s & =k(k—1)...(k—1+1). To pro = = zo
dé& pozadované. Existence takového zapisu pro n = 0,1 je zfejma. Pro
n > 1 ji dokazme indukci: zfejmé mtizeme napsat

n n—1
E apz’ = an(x —x0)" + E apr”
k=0 k=0

s vhodnymi ay. Druhy scitanec na pravé strané se da v pozadovaném
tvaru zapsat podle indukéniho predpokladu.

DUkAzZ PEANOVY VETY. Je-li P,(x) polynom stupné nejvyse n, je
podle lemmatu 5.2.

f(@) = Po(x) = o(z — 20)" & (f — Po) ¥ (w0) = f*) (29) — P (w0) =0,
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pro k=0,1,...,n. A to proto podle lemmatu 5.3. nastane pro P,(z) =
S o ck(® —x0)* s cp = FF) (20) /R

Tato véta ukazuje, ze Taylortiv mnohoclem 7, (x;xo, f) je blizky k
funkci f pro z — zg. Tato pfesnost se zvétSuje se zvétSovanim stupné n

tohoto mnohoclenu. Uzitec¢nost této véty pro vypocet limit jsme vidéli v
kapitole 4. Ukazme si jesté jeden priklad:

PRrRIKLAD. Najdéme

lim € sine — z(1 + z) ~ lim f(x).

x—0 1‘3 x—0

Citatele musim rozloZit piesné do &lenti tfetiho fadu: dostaneme

lim f(x) = lim 1+ +2%/2! + o(a?))(x 3— 23/3! +o(2®)) —x — 22 _
z—0 x—0 -

. ow+ 4232 =233 —x — a2 4 o(a) 1
= lim ==
z—0 a3 2

1
-

| =

Nyni si ukdzeme, ze za prislusnych predpoklada pfiblizuje Taylortv
mnohoclen fukce f tuto funkci na celém intervalu.
Necht funkce f méa v bodé ¢ derivace do fadu n véetné. Polozme

Rpy1(z) = f(x) — Tn(z;5 20, ).

Toto Ry,11(x) se nazyva Taylorovym zbytkem funkce f po n—tém élenu.
Pottebujeme jej odhadnout. K tomu bude uzitecna nasledujici véta, da-
vajici jisté vyjadreni tohoto zbytku.

VETA 5.23. Necht funkce f md vlastni derivace do vddu n+ 1 véetné
na uzavieném intervalu J s koncovymi body xo a x (v krajnich bodech
derivace jednostranné). Necht funkce ¢(t) je spojitd na J a na J° md
vlastnd nenulovou derivaci. Pak existuje &€ € JO tak, Ze

(x = &)" p(z) — p(z0)

_ (n+1)
Ry () — 70 F(E).
Specidlné
a) pro (t) = (z — )" je
(n+1)
() = T ®) gy

(n+1)!
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(Lagrangeiv tvar zbytku),
b) pro p(t) =1t je

(1-9)

Rop(@) = S b1 40 — o)) (@ — o)

n!
pro néjaké 6 € (0,1) (Cauchyiv tvar zbytku).

DUkAz bude kréitky, ale nebude do ného moc vidét. Pro pevné x
zvolme funkci

n_ p(k)
F(t)=f(z) =) / k!“) (x—t)k teJ
k=0

(J je (xo,z) pro z > x¢ a (z,x0) pro z < zg.)
Je F(z) =0, F(x0) = Ryy1(x), F'(t) = —f () (x — )" /nl. F a @
splnuji podminky véty 5.11, a proto existuje takové £ mezi xg a x, zZe

F(x) — F(z) _ F'(¢)
o(xzo) —p(x)  ¢'(§)

Dosadime-li sem za F(zg), F(z) a F'(§), dostaneme pozadované vy-
jadfeni zbytku (pfesvédéte se podrobné). Specidlni pfipady dostaneme
§—xo

r—Io
z intervalu (0, 1), nebot & je mezi x a zo. (Provedte opét podrobné.)

dosazenim za ¢ — v ptipadé b) jesté polozime 6 = , které je opravdu

PozNAMKA 5.12. Pozorny Ctendf si jisté vSiml, Ze misto spojitosti
f+1) na J stadilo piedpokladat spojitost f(™) na J a existenci f(*+1)
na J°.

Jde nyni o to, zda T, (x;x0, f) — f(z), tj. Ray1(z) — 0 pro n — o0
pro x # xo. Z odvozenych vyjadieni je vidét, Ze to zavisi na chovani

5 . _ n+1 _ n+1 1—6
fHD(€) pro n — oo, nebot jak (I(n?i)! , tak (&=z0) — (1=6)n
guji k nule pro n — co. Rozebereme si nékolik dtlezitych piiklada.

PRIKLAD 5.20. f(z) =€®, zo =0, f®)(z) = e, f#)(0) =1, a tedy

konver-

n k
T
,];L(x707€z) = FRR
|
P k!
13
e
Rn-l-l( ): gt
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Mame proto

e|z\|x‘n+1

mﬁOpron—w)o

[Rnp1(2)] <

pro kazdé x € R. Uzili jsme Lagrangetuv tvar zbytku.

PRIKLAD 5.21. f(x) = sinz, xop = 0. Plati (dokazte) (sinz)*) =
sin(z + km/2). Je proto

0 pro k sudé,
(=)™ prok=2n+1, n=0,1,....

in) (o) = §

Pro n € N proto mame

Ton—1(x;0,sinz) = To,(x;0,sinz) =

x3 2P -
B T e A o v 2
sin(€ + (2n + 1)7/2) ,,

RQn(I) = R2n+1(1}) = ( (257/ + 1)‘) / )IQ +1’

a tedy R, (z) konverguje k nule pro n — oo pro kazdé x € R.

PRIKLAD 5.22. f(x) = cosz, g = 0. Podobné jako v pfedchozim
prikladu se pro n =0,1,... ukaze

x2 SC4 x2n
Ton(@;0, c082) = Ton1(7;0,c087) =1 = o + - 4 (=1)" (2n)!’
|x|2n+2

[Rant1(2)| = [Ront2(z)] < (2n +2)V7

a tedy R, (z) — 0 pro n — oo pro kazdé x € R.

PRIKLAD 5.23. f(z) = In(1 + z), 2 € (-1,1), g = 0. Pouzijeme
Cauchytv tvar zbytku. Je

(=D (k= 1)!

(In(1 + x))(k) = (1+2)F )
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a tedy
n
(—1)k_1$k
To(z;0,In(1+x)) = —_—
(w01 +2) = 3=
@ =e)ramtt (=)™l |
|Rﬂ+1($)| - ‘ n (1 + ex)n+1
|t S 1=\ 2"t 11—\

= < .
() 140z \1+60zx) — 1—|z| \1+0x pro [z <1

Protoze pro > —1je x> —0,1+0x >1—-0, (1 -0)/(1+6x) < 1,
je prava strana v (*) mensi nez |z|" "1 /(1 — |z|), coZ konverguje k nule
pron — oo a |z| < 1. Je tedy pro |z| < 1 T, (x;0,In(1 + z)) — In(1 + x)
pro n — oo. D4 se ukdzat (pomoci Lagrangeova tvaru zbytku nebo téz
piiklad 12.9. v [KIII]), Ze to plati i pro 2 = 1. Pro « > 1 to neni pravda.

PRIKLAD 5.24. f(z) =1+ )% a €R, |z| <1, 2o = 0. Potom je

1+x)*=
k=0

ala=1)...(a—k+1)
k!

Ik + Rn+1(£L').

D4 se dokdzat (viz naptiklad [D1]), Ze pro |z| < 1 Rp41(z) — 0 pro
n — o00. Pro « € N je Ryy1(x) = 0 pro n > « a dostdvdme znamy
binomicky vzorec (ktery plati pro vSechna z € R).

PRIKLAD 5.25. f(x) = arctgz, 9 = 0, |z| < 1.Plati (spoctéte za
cviceni)

JI3 x5 xQn—l
tor =0 — — + — 4+ ...4 (=1L
arctgr = x +—+--+(-1) o 1

3 3 + Ropy1(x).

Opét plati ([D1]), ze R,(z) — 0 pron — oo a |z < 1.
PozNAMKA 5.13. Znéme-li Taylorovy mnohocleny funkci f a g, pak
snadno uréime Taylortiv mnohoclen jejich souéinu f.g: Necht

n

F) =" ax(x — 20)* +of(x — zo)"),
k=0

g(@) =) Bile — z0)' +o((x —20)").

=0
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Podle véty 5.22. jsou polynomy na pravych stranich pravé Taylorovy
polynomy funkci f resp. g. Vynéasobime-li tyto rovnosti, dostaneme

F@)g(e) = Y awbilz — o) +ol(z —20)").

k+I1<n

Podle téze véty je polynom na pravé strané Tayloriv polynom funkce

f(x).g(x).



KAPITOLA 6

PRIMITIVNI FUNKCE. RIEMANNUV INTEGRAL
NEWTONUV VZOREC

6.1. Uvod

V této zavérecné kapitole se budeme zabyvat integrdaly. Toto slovo se
pouziva ve dvou na prvni pohled zcela rozdilnych vyznamech:

1. Neurcity integrdl neboli primitivni funkce k dané funkci f je takova
funkce F', jejiz derivace je rovna f, tj. I/ = f. Pro tuto funkci se uZiva

oznaceni
[ t@)aa.

které je mj. vhodné pro formulaci riznjch pravidel pro vypocet.

I1. Urcity integrdal (v naSem pfipadé to bude tzv. Riemanniv integrdl)
funkce f pfes interval (a,b) je cislo, které dostaneme jako limitu tzv.
integrdlnich soucti

Zf(fz‘)(xi —Ti-1)

promax (z;—x;—1) —» 0, kdea =29 <1 <+ <z =0b,& € (x-1,2;).
3

/abf(x)dx

a pro kladnou funkci f je rovno plosnému obsahu oblasti €2 nad osou
x a pod grafem funkce f, viz obr. 6.1. Diilezité jsou i jeho nasledujici
fyzikalni vyznamy:

Je to prace sily f, pod jejimz pusobenim se téleso presune po piimce
z bodu a do bodu b > a.

Toto cislo se oznacuje

Typeset by ApS-TEX
135
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Je-li f(x) tzv. linedrni hustota v bodé x € (a,b) hmoty tyce (tj. limita

prumérnych hustot hmoty této tyce na tseku (x,z + A,) pro A, — 0),
je fab f(z) dx rovno celkové hmoté tyce.

74

a x X b
Zé33

OBR. 6.1

Je vidét, Ze pojmy neurcity a urcity integral jsou na prvni pohled
zcela rozdilné; presto je mezi nimi tésny vztah:

III. Newtoniv vzorec. Je-li napfiklad f spojitd a F je k ni primitivni
na (a,b), plati

b
/ F@)dz = F(b) — F(a).
a
Prejdéme nyni k podrobnému vykladu této pomérné obtizné latky.
6.2. Primitivni funkce

DEFINICE 6.1. Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f
na intervalu J, jestlize

F'(z) = f(z) proxz € J

(v krajnich bodech patficich do J se rozumi p¥islugné jednostranné de-
rivace).

Primitivni funkci k funkci f oznacujeme

/ F(@) dz
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a nazyvame ji také neurcitym integrdlem funkce f.
7 tabulky derivaci z kapitoly 4. dostavame néasledujici tabulku primi-

tivnich funkei:
(1) [Cdzx=Cz, x € R (C je konstantni funkce, rovna ¢islu C).
(2) [avdax = a_l‘_lxo‘“, z € (0,00), «a € R\ {-1}; 2z € R, a €
NU{0}% 2 e R\ {0}, €Z, a < —1.

[a®dx =a*/Ina, x € R, a € (0,1) U (1, 00).

[sinzdr = —cosz, z € R.

Jcosxzdz =sinz, z € R.

[1/cos*zdx = tgz, x € (—n/2+ km,m/2 + kn), k € Z.

[1/V1—a?dz = —arccosz, x € (—1,1).
[1/(1 + 2%)dx = arctgz, x € R.
[1/(1+2?)dx = —arccotgz, x € R.
[shadx =chz, z € R.

)

)

)

)

)

|

0) [1/V1—a?dz = arcsinz, z € (—1,1).

)

)

)

)

) Jchzdr =shz, z €R.
)

VETA 6.1. Necht funkce F je primitivni k funkci f na intervalu J.
Potom pro kazdé C € R (C) je k ni primitivni také funkce Fo(x) =
F(z) + C. Jsou-li naopak Fy a Fy dvé primitivnd funkce k f na J, pak
je

Fy(z) — Fx(x) = konstantni funkce na J.

DUKAZ. Prvnitvrzeni plyne z toho, Ze derivace souc¢tu je rovna souctu
derivaci a derivace konstantni funkce je rovna 0. Dale je (Fy (z)—Fa(z))’ =
f(z) — f(z) =0, a podle disledku 5.1. je funkce F; — F5 konstantni na
J.

Mnozina vsech primitivnich funkci k dané funkci na daném intervalu
je tedy bud prazdné, nebo nekoneéna. V poslednim piipadé dostaneme
vSechny primitivni funkce z jedné pfi¢tenim vSemoznych konstant. Je-
jich grafy (v pfipadé realnych funkci) vzniknou tedy posunutim grafu

9Pro a = 0 zde klademe z° = 1 pro =z € R.
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jedné z nich ve sméru osy y. K pravym stranam ve vyse uvedené tabulce
primitivnich funkeci lze tedy pficist libovolnou konstantu.

Ne kazda funkce ma na daném intervalu primitivni — viz priklad 5.12a.
Na druhé strané dale ukazeme, 7Ze kazda funkce spojita na néjakém in-
tervalu mé na tomto intervalu primitivni funkci.

6.3. Véty o primitivnich funkcich

VETA 6.2. Necht [ a g maji primitivni funkce F' a G na intervalu J.
Potom funkce f + g md na J primitiont funkci F + G, tj.

/(f—l—g)dxz/fdx—k/gdx.

Je-li C' ¢islo, pak funkce C.f md primitivni funkci C.F, tj.

/C’.fdx:C/fdac.

DUKAZ plyne z vlastnosti derivaci.

POZOR: protoZe neni derivace sou¢inu rovna soucinu derivaci, neni
ani primitivni funkce k soucinu sou¢inem primitivnich funkci. Z véty o
derivaci soucinu plyne nasledujici metoda hledani primitivnich funkci:

VETA 6.3 (o integraci per partes). Necht funkce f a g maji vlastni
derivace na intervalu J. Necht F je primitioni funkce k funkci (f'.g).
Potom funkce G = f.g — F je primitiond k funkci (f.g'), 4.

/ fodu = f.g- / fgde.

DUKAZ plyne z véty o derivaci soudinu.

PRIKLAD 6.1.
/1:671 de =x(—e ")+ /ef"” =-—ze " —e"+C,zeR

(polozili jsme f =z, ¢ =e").
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PRIKLAD 6.2.

/lnxd:c:xlna:—/1d$:mlnx—m+0, z € (0,00)

(f=lnz, ¢ =1, f =1/z, g=2x).
Neékdy vede k cili pouziti uvedeného postupu dvakrat:

PRIKLAD 6.4.
/xzez dx = z?e” — /2176z dx = z?e” — (2we” — /26z dx) =
= 22" — 2we” + 2" = e“(z% — 22 +2) + C.

Neékdy timto postupem dostaneme rovnici pro hledanou primitivni
funkci:

PRIKLAD 6.4.
/e”’cosxdm = e”’cosx—l—/ewsinxdx:
=e"cosx +e’sinx — /e’”cosxdw,

odkud )
/e”” cosz dr = iem(sinx +cosz)+ C.

Nakonec jeden ,,dtkaz” toho, ze 0 = —1. Pocitejme uvedenou metodou f tg x dx:

/tg:cd:c:/ ted d:c:—l—Q—/wdx:—l—i-/tgxd:c,

coszx cos?

(Pouzili jsme f = 1/cosz, g’ = sinz, f' = (sinz)/cos?z, g = — cos x).

Formalné tedy dostavame 0 = —1, coz neni pravda. Kdyz si ale znovu pfesné zopa-
kujeme tvrzeni véty 6.3, dostaneme: je-li [ tgx dz primitivni k tgz, je —1+ [ tgzdx
primitivni k tgx, coz je podle véty 6.1. pravda, ale k tomuto zjisténi jsme nepotie-
bovali délat uvedeny vypocet. Spravy zavér je tedy ten, Ze pro vypocet primitivni
funkce k tg x ndm tento postup nic nedava. Uréime ji jinym postupem déle.

7 véty o derivaci slozené funkce dostavame nasledujici vétu:
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VETA 6.4 (integrace substituci). Necht f md primitivni funkci F' na
intervalu J. Necht ¢ zobrazuje interval I do J a md na I vlastni derivaci.
Potom F o ¢ je primitivng funkci k funkei f(p(t))¢'(t) na I, 4.

/ o) (1) dt = / F(2) djoe iy + C.

Tuto vétu pouzivame tedy tak, Ze integrovanou funkci si zapiSeme ve
tvaru f(¢(t))¢’ () s néjakymi f a ¢ (pokud to jde a my pfijdeme na to,
jak), pak za ¢(t) dosadime z, za ¢'(t) dt dosadime dx, spoéteme integral
[ f(z)dz a do vysledku dosadime opét za = ¢(t).

PRIKLAD 6.5. Poditejme integral [ et dt. Zde se nabizi vzit f(z) =
e” a p(t) = t2. Bohuzel neni ¢/ (t) rovné t, ale 2t. Proto nejdiive vydélime
a vynasobime hledany integral 2 a pak uz se tato f a ¢ hodi:

1 1 1 1
/etztdt =3 /etQQtdt =3 /ez dr|p—i2 = §6|xx=t2 = §6t2 +C.

PRIKLAD 6.6. Mame najit [ cos® ¢ dt. ZapiSeme nejdiiv integrovanou
funkci ve tvaru (1 — sin®t) cost. Ted uz se nabizi substituce z = sin t:

/cos3tdt: /(l—singt)costdt:

1 1
:/(1—x2)dx::z:f§z3:sintf§sin3t+0.

Nékdy je vyhodnéjsi jiny postup: v hledaném integralu [ f(z) da udé-
lame substituci z = ¢(t) s néjakou derivovatelnou funkci ¢, tj. za x dosa-
dime ¢(t), za do dosadime ¢'(t) dt, spoc¢teme (pokud to umime) integral
[ F(e(t))¢'(t) dt a do vysledku dosadime za ¢ jeho vyjadieni p~'(z) —
musi byt tedy ¢ prostd, aby méla inverzni o ~!. Funkci ¢ vybirame tak,
abychom po substituci ziskany integral byli schopni spocitat. Je tieba
uvazit, ze dosazujeme nejen za z, ale i za dx. Ukazme si to na pfikladu.
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PRIKLAD 6.7. Mame najit integral [ —£2. Udélame substituci z = 2t

(je derivovatelnd s kladnou derivaci, a tedy prostd). Dostaneme

/ dz / 2dt 1/ dt 1 tot
= = — — = — arc =
2+4 JarraT2) 142 2708

= % arctg(z/2) + C.

To, ze za prislusnych predpokladd tento postup je korektni, dokazuje
nasledujici véta:

VETA 6.5 (druhd substituéni metoda). Necht ¢ zobrazuje interval I
na interval J a md na I vliastni derivaci, kterd je bud vsude kladnd, nebo
vsude zdpornd. Je-li G(t) primitioni k f(p(t))¢'(t) na J, je G(p~1(x))
primitivni k f na J.

DUKAZ. Z toho, ze derivace ¢’ zachovévé na I znaménko a je nenulové
plyne, Ze je na I ryze monoténni, a tedy prosta, pficemz ¢! ma derivaci,
rovnou 1/¢’. Je tedy

(Gl (@)) =G (¢ (@)l ()] =
1 1

= ') g = FE0) ) = Fe0) = (@),

kde z a t jsou svazdny vztahem z = p(t).

~—

PozNAMKA 6.1. Véty 6.2. - 6.5. umoznuji spolu s tabulkou primi-
tivnich funkci najit primitivni funkce mnohych funkci. Obecny postup
jak postupovat vSak neexistuje. Navic: oznacime-li F mnozinu funkci,
tvorenou funkcemi e”, x®, Inx, trigonometrickymi funkcemi, funkcemi
k nim inverznimi, a nakonec funkcemi, které ze vSech téchto dostaneme
sCitanim, ndsobenim, délenim a tvorenim sloZenych funkci, pak derivace
kazdé funkce z F je opét z F, ale existuji f € F takové, ze k nim primi-
tivni funkce do F nepatti. Takové jsou napiiklad funkce e*/x, (sinx)/x,
(cosz)/x, 1/Inz, e cos(a?), sin(z?), aj.

6.4. Integrace racionalnich funkci

V tomto oddilu stru¢né vylozime ,,recept” na integrovani tzv. racio-
ndlnich funkct.
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Racionéalni funkci rozumime funkci, danou predpisem

P(z)
Qx)’
kde P a @ jsou polynomy @ # 0, definovanou pro ta x, pro néz neni
Q(x) = 0. (Takovych bodt je nejvys tolik, kolik je stupernl polynomu Q.)
Budeme predpokéadat, Ze koeficienty téchto mnohoclent jsou realné.
Zacnéme nékolika specidlnimi pripady:
L

/ - :vz{ (e =o)L k> 2,
(z — z0)* Aln |z — x|, k=1

(substituce z — xg = t).

R(z) =

1.
/ (Az + B)dz

@I+ e+ o)l
kde trojélen ve jmenovateli nemé realné kofeny, tj. 3% < 4, a je tedy
kladny pro x € R

Je-li A # 0, snazime se v ¢itateli ,, vyrobit” derivaci trojélenu ve jme-
novateli:
2x+2B/A (2z 4+ B)+ (2B/A - 5)
__/ (22 + Bz + a)F / (22 + Bz + a)F
A/2
(—k+1)(22 + Bz + a)F1
A

dr =

dx
(22 + Bz + a)*

dx,

A
+5QMA—m/

) A dx
5 +6w+a)+5(2B/A—ﬁ>/m

kde prvni fadek je pro k > 2, druhy pro £ = 1. Tim jsme tento pfipad
prevedli na pfipad A = 0.

Uvazujme tedy piipad A = 0. Budeme se zbavovat ve jmenovateli
¢lenu s prvni mocninou x:

xz,

/ dx _ / dx _
(z2+ Br+a)k ] (22 +2(8/2)z + a+(8/2)% — (8/2)?)F

dx
/fu+gmy+v%W'f“ﬂ”4>“
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Substituce = + /2 = y a z = y/~ daji postupné

dy _ dy _ RS vydz _
[y - | - &

1 / dz
T2 | (1 2)R

To pro k=1 da

z+5/2

1
—arctgz, z=y/y = ——mt—.
2 Va—p%/4

Pro k£ > 2 odvodime pro I = f % rekurentni vzorec:

I—/ dz _/1+z2—22d_
Pl arar T ) Tar e T

2’2
=Ip 11— | ——dz.
k—1 /(1+Z2)k Z

Integraci per partes odvodime

22 1 2z
/(1+z2)k dz_5/2(1+z2)k dz =

e e -

_ 1 z n 1 I _
2\ (h+ DA +22) 1 " (k—1) " T
Je tedy konec¢né
z 1
I, = 1l—— | Ij_1 =
F O k)1 2 +< 2(k—1)> kol
2z 2k —3
= —+ Ik—1~

2k —1)(1+22)k-1 " 2k —2
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PozNAMKA. Nemé smysl se ucit tyto vzoreéky nazpamét, je tfeba si
pamatovat postup, a ten v kazdém konkrétnim piikladu pouzit.

Obecny pripad

kde P a @ jsou polynomy prevedeme na sled nékolika vyse uvedenych
specialnich pripadu:
1. Je-li stupen P > stupen @, ¢astecné vydélime a dostaneme

P(x)
Q(x)’

kde P; a P jsou mnohocleny, stupen P< stupen Q. Protoze polynom P;
snadno integrujeme, prevedli jsme obecny pripad na pripad, kdy stupen
P < stupen Q.

2. V pripadé, kdy je stupen P < stupen @, plati nasledujici véta o
rozkladu (viz napfiklad Dodatek 2. v [K1], [I1]):

Je-li

R(LL') = P1<£L') +

T S
Qz) = [[(@ —a)™ [](=* + Bjz + ay)ts
i=1 j=1
rozklad polynomu ) na reélné kofenové ¢initele (soudinitelé prvniho typu
odpovidaji redlnym kofenim a; nasobnosti k; mnohoclenu ), souéinitelé
druhého typu odpovidaji dvojicim komplexné sdruzenych kofenti nasob-
nosti [;, trojclen % + Bx; + a; nema realné kofeny, ﬁjz < 4oyj), pak
existuje rozklad

Plz) _ Ana Awoia o A
Qz) (z—a)k  (z—a)n~? T —a
4t Ak“r Akr—l,r 4t 1,r +
(z —ap)kr  (z—ap)kr-1 T — ap
Cll,lirDll,l L. 01711'+D171
(22 + fr + o)t (2% + Brx + 1)
C’lgs‘T‘FDlgs Clsx+Dls

o - o :

@2+ B +a)t (@24 Ber + ay)
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kde realné koeficienty A, 4, C}, 4, Dy 4 tohoto rozkladu jsou polynomy P
a (Q uréeny jednoznacné.

PozNAMKA 6.2. K uréeni téchto koeficientit musime nejprve rozlozit
mnohoclen @, abychom uréili spravny tvar rozkladu. Potom napiSeme
rozklad s neur¢itymi koeficienty, pro néz dostaneme po vynéasobeni Q(x)
soustavu rovnic (dostaneme rovnost dvou polynomt s neuréitymi koefi-
cienty, ktera je splnéna pravé kdyz tyto polynomy maji stejné koeficienty
u stejnych mocnin).

PRIKLAD 6.8. Spoc¢téme integral

rdx
/ (x —1)%(22 422 +2)

Rozklad integrandu ma tvar

T A B Cx+D

(x —1)%(22 4+ 22+ 2) (x—1)2+(m—1)+:v2+2m+2'

Po vynéasobeni jmenovatelem dostavame

= A2 + 22 +2) + Bz — 1)(2® + 22 + 2)+
+ (Cx + D)(z — 1)

Koeficient A snadno uré¢im dosazenim za ¢ = 1: 1 = A.5, tj. A=1/5.
Pro urceni zbylych koeficienttt mame tedy rovnost

x— (22 + 22 +2)/5 =
= B(z — 1)(2? + 22 + 2) + (Cz + D)(z — 1)%.

Pfirovnavame koeficienty u stejnych mocnin:
2> 0=B+C,C =-B,
2?2: —-1/5=B—2C + D,
z':1-2/5=C-2D,
2%: —2/5=-2B+ D.
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Tato soustava ma feseni B = 1/25, C' = —1/25, D = —8/25. (Nedivte
se, ze mame 4 rovnice pro 3 neznamé; jen 3 jsou nezavislé, ovérte. Kdy-
bychom koeficient A neurcovali pouzitym specidlnim zpusobem, dostali
bychom prirovnanim koeficienti soustavu 4 rovnic o ¢tyfech neznamych,
kterd mé pravé jedno feSeni. Napiste si ji.)

Je tedy

rdx B
/ (x—1)2(22 + 22 +2)

_1/L+i/d_w_i/x7+f3dx_
" 5) (z-1)2 25 ) 2—1 25) 2242242
11 1 1 r+8
== —hnjz—1] - = | ————du.
571 g5l 25/x2+2x+2 v

r+8 d _1 2 + 16 _1 20+ 2 n
2+2:+270 7 2) Prow+2 2) 2r2w+2

dx 1 dx
(e + 22+ 2 L
+7/J;2—|—2x+2 g lnfa” + 2u 4 )+7/($+1)2+1

1
=5 In(2? + 2z + 2) + Tarctg(x + 1).

Hledany integral je tedy roven

11 1 (@-12 7
2 I R C ) A 1) +C.
51z 502 ror o o5 etsl@ Tl HC

6.5. Nékteré dulezité substituce

Podrobny rozbor a diukazy nasledujicich tvrzeni najde ¢tenar napti-
klad v knihach [D1], [IP], [F].
I. Necht R je racionalni funkce, a € R\ {0}. Potom je

/R(e"‘“")dz - é/Ri’z) dz

(substituce z = e*®).
II. Pro R stejnou jako v L. je

/ %R(lnz) dz = / R(t) dt

(substituce t = Inz).



6.5. NEKTERE DULEZITE SUBSTITUCE 147

DEFINICE 6.2. Mnohoclenem ve dvou proménnych se nazyva funkce
tvaru

P($7y) = Z aijxiyja
0<i+j5<n

kde n € NU {0}. Je-li alespoii jedno a;; s i + j = n nenulové, mluvime
o mnohoclenu stupné n.
Racionélni funkci dvou proménnych rozumime funkci tvaru

P(x,y)
Q(x,y)’

R(l‘,y) =

kde P a @ jsou mnohocleny dvou proménnych, @ # 0.

IIL. Je-li R(u,v) raciondlni funkce dvou proménnych, potom integral
/ R(sinz, cos z) dx

lze pfevést na integral raciondlni funkce jedné proménné nésledujicimi
substitucemi

1.t =tg(x/2),

2. t = cosz, je-li R(—u,v) = —R(u,v),

3. t =sinuz, je-li R(u, —v) = —R(u,v),

4. t =tgux, je-li R(—u,—v) = R(u,v).

Prvni substituce vede k cili vzdy; ponévadz vsak vede casto ke slo-

Zitym vypoctim, je uziteéné ve specialnich pripadech pouzit substituce

2 —4.
JJar+b
/R(x’ c.r_"_d)dx?

IV. Integral
kde s € N, a,b,c,d € R, ad — be # 0, se prevede na integrél z racionalni
funkce jedné proménné substituci

PR axr +b
" NVex+d
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V. (Eulerovy substituce). K vypoétu integralt tvaru
/ R(z,Vax? + bx + c) dx

jsou uzite¢né nasledujici substituce:
1) M&-li trojélen az? + bz + ¢ dva realné riizné kofeny 1 < xo, vede
k cili substituce

. a(x — z2)
B Tr — T

pro ta x, pro néz je tato odmocnina definovana.
2) Je-li a > 0, lze pouzit substituci

vVazr? +bx +c=zva+1t.

3) Je-li ¢ > 0, lze uzit substituce

Vaz? +bx +c=at++/c

Ukazme si na nékolika prikladech pfevod téchto integrald na integral
z racionalni funkce jedné proménné:

PRIKLAD 6.9. Mame najit integral

/ dx
2sinxz —cosz + 5

Je
. _ sin(xz/2)
= tg(x/2) = cos(z/2)’
9 sin’(z/2) 1 —cos?(x/2) ) ~
= cos2(x/2)  cos?(z/2) = cos”(z/2)(1+¢7) =1,
cos®(x/2) = 1

1+¢2
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i 2 2t
sin x =2sin(z/2) cos(z/2) = 2% cos?(z/2) = T
cos z = cos?(z/2) — sin?(z/2) = 2cos?(z/2) — 1 =
2 2=(14) 1
142 T 1+ 142
dz 1 2 2
— = = dz = 2cos®(x/2) dt = —— d.
dt dt/dr  1/cos?(z/2)’ T =2c0s(z/2) 1+41¢2

Je tedy

/ dx 7/ 1 2dt
2sinz —cosx+5 ) 22t/(1+12) — (1 —2)/(1+2) +51+2

_/ 2dt _/ dt
) a1 —-2)+5(1+12) ) 322+ 2

PRIKLAD 6.10. Pfevedme na integral z racionélni funkce integral

/ dx
sin z + cost

Uzijeme substituci t = tg « a potfebujeme pomoci t vyjadiit sin’ x, cos? x

5 9 1+t2-1 t2

sin“x=1—cos"z = e :1+t2’
tot dx 1 d dt

T = arc —_— = — r=——:.
Y T 1 141¢2

Proto se zkoumany integral prevadi na

1 dt 1+t
/ 2/ + )2+ [1/0+2)21+e / T
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PRIKLAD 6.11. Pro & > 1 pfevedme na integral z racionélni funkce

integral
ve+1l—+vx—
ve+l+ve -1

Vydélime-li ¢itatele i jmenovatele v/x — 1, dostaneme

Udélame substituci t = \/(x +1)/(z — 1). Je pak (x +1)/(x — 1) = 2,

r={2+1)/(t* - 1), dv = —4tdt/(t* — 1)?, a tedy zkoumany integral je

roven
74/t—1 tdt 774/ tdt
t+1(t2-1)2 (t+1)3(¢—-1)

PRIKLAD 6.12. Pfevedme na integral z racionalni funkce integrél

dx
/x+\/x2+x—|—1'

Protoze jak koeficient u 22 tak absolutni ¢len jsou kladné, lze uzit obé
Eulerovy substituce. UZijeme-li V22 + 2 + 1 = x+t, dostaneme 22 +x +
1=2a2?+2xt+t% = (1—t2)/(2t —1). Uzijeme-li V22 + x + 1 =2t +1,
dostaneme 2%+ + 1 = 22t2 + 22t + 1, * = (1 — 2t)/(t*> — 1). Dokonéeni
ulohy jiz pfenechavame ¢tenafi za cviceni.

6.6. Riemannuv integral.

DEFINICE 6.3. Necht (a,b) je omezeny uzavieny interval. Necht x =
a<xy <---<x, =bjen+1 ésel. Rekneme, Ze tato &isla urcuji délend
D intervalu (a,b) a nazyvame je délicimi body tohoto déleni. Interval
(xi—1,x;) nazyvame i-tym délicim intervalem déleni D a ¢islo v(D) =
max{r, — xg, Ty — T1,...,LTy — Tn_1} NazZyvame normou tohoto d&leni.

DEFINICE 6.4. Déleni D’ nazyvame zjemnénim déleni D, je-li kazdy
délici bod déleni D také délicim bodem déleni D’.
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DEFINICE 6.5. Nechf je f realna funkce, definovand a omezena na
intervalu (a,b). Je-li D déleni intervalu (a,b) s délicimi body z;, i =
0,1,...,n, oznacme

m; = inf f, M;= sup f, i=12,...,n.

(zi_1,5) (zi_1,25)

Potom ¢islo N
s(f,D)=>_ mi(zi —xi1)
i=1

nazyvame dolnim Riemannovym souctem funkce f odpovidajicim déleni
D a ¢islo

S(f, D) = ZMZ(LL'Z — :Ci,l)

nazyvame hornim Riemannovym souctem funkce f odpovidajicim déleni
D.

PozNAMKA 6.3. Kdybychom nepfedpokladali, Ze f je omezena, pak
by nékterd z m;, M; mohla byt +oo, a také soucty s(f, D) a S(f,D)
by pak byly £oo. Je-li ovSem f omezena na (a,b), je také omezend na
kazdém délicim intervalu déleni D, a tedy uvedené vyrazy jsou realna
¢isla.

Na obrazku 6.2. je kromé grafu funkce f vyznacen plnou carou graf
funkce, rovné na kazdém {(x;_1,x;) m; a teckované graf funkce, rovné
na kazdém (x;_1,2;) M;. Geometricky vyznam s(f, D) je tedy soucet
ploch mensich obdélni¢ki a geometricky vyznam S(f, D) je soucet ploch
vétsich obdélnicku.

OBR. 6.2
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LEMMA 6.1. Necht f je omezend redlnd funkce na {(a,b). Potom plati
m(b—a) <s(f,D) <S(f,D) < M(b—a)
pro kazdé déleni D, kde m = (inlg f, M =sup f.
a, <avb>
DUKAZ plyne okamzité z nerovnosti m < m; < M; < M, platnych
pro kazdé ¢t =1,2,...,n.

DEFINICE 6.6. Necht f je realnd omezend funkce na (a,b). Cislo
sup s(f, D) (inf S(f, D)), kde supremum (infimum) se bere pres vSechna
déleni intervalu (a, b), se nazyva dolnim (hornim) Riemannovym integrd-
lem funkce f pfes interval (a,b) a oznacuje se

/:f(:c)dx (/abf(:c)dx> .

PozNAMKA 6.4. Podle lemmatu 6.1. je mnozina vSech dolnich souéti
i mnozina vSech hornich sou¢ti omezenéa, a proto jak dolni, tak horni
integral je (kone¢né) redlné ¢islo.

DEFINICE 6.7. Necht f je redlnd funkce, omezend na (a, b). Jestlize je
jeji dolni integdal rovny hornimu, pak jejich spole¢nou hodnotu nazveme
Riemannovym integralem funkce f ptes interval (a,b) a znacime jej

/a " fa) do.

Je-li f komplexni funkce omezend na (a, b), pak fekneme, ze md Rie-
mannuv integrdl pres interval (a, b) pravé kdyz jej maji obé funkce Re f
a Im f a pokladame podle definice

/abf(x)da::/abRef(:E)dx—i—i/abImf(x)dm_

Nadéle budeme slovo Riemanntiv vynechévat.
PRIKLAD 6.12. Pro konstantni funkci f(z) = 2 pro kazdé z € (a,b)

je f: f(z) de = 2(b—a), nebot pro kazdé déleni D je s(f, D) = S(f,D) =
2(b — a), a tedy také jeji horni i dolni integral jsou rovny 2(b — a).
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PRIKLAD 6.13. Dirichletova funkce d definovana predpisem

1 =z racionalni, z € (a,b),
d(z) = L
0 « iracionélni, x € (a,b)
nemé na (a,b) integral, nebot pro kazdé déleni D je s(d,D) = 0 a
S(d,D) =b—a+#0 (pro a < b).

LEMMA 6.2. Je-li f redlnd omezend funkce na (a,b) a D’ je zjemnéni
délent D tohoto intervalu, pak je

s(f,D') = s(f, D),
S(f.D") < S(f, D).

DUKAZ provedeme napfiklad pro dolni soucéty. Pfitom to stadi doka-
zat pouze ve specidlnim piipadé, kdy déleni D’ dostaneme z déleni D
pfidanim jednoho bodu, napiiklad & € (zj_1, ). Potom misto s¢itance
mg(xr — xp—1) v s(f, D) jsou v s(f,D’) dva s¢itance m(Z — xx_1) a

m(zp — &), kde mp = inf f, m = inf f, m = inf f. Pro-
(Th—1,2k) (T —1,T) (Z,21)

toZe je zfejmé m > my, m > my, je m(T — xp_1) + m(zr — T) >

me[(Z — xk-1) + (v — )] = mg(zr — Tk—1), a tedy je tvrzeni doka-

zano, nebot ostatni séitance jsou v obou dolnich souctech stejné.
LEMMA 6.3. Pro libovolnd dvé déleni Dy a Dy intervalu {a,b) je
S(faDl) < S(faDQ)
pro libovolnou redlnou funkci f, omezenou na {(a,b).

DUKAzZ. Necht D’ je spoleéné zjemnéni déleni D a Ds. Takové uréité
existuje — staci vzit za jeho délici body vSechny délici body obou déleni.
Podle lemmat 6.1. a 6.2. pak mame

S(f7D1) SS(f,D/) S S(va,) SS(vaQ)

DUSLEDEK 6.1. Pro libovolnou redlnou funkci f omezenou na (a,b)

je )
/a " fa)ar < / () da.
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LEMMA 6.4. Omezend redlnd funkce f md na {(a,b) integrdl tehdy a
jen tehdy, jestliZe ke kaZdému € > 0 existuje déleni D, tohoto intervalu,
pro které plati

(%) S(f,De) —s(f, De) <e

DUKAz. Jestlize integral existuje, pak je podle definice supremem dol-
nich sou¢td a infimem hornich sou¢ti. Proto ke kazdému e > 0 existuji
takova déleni D’ a DY, pro néz plati

0<S(f,D /f Ydx < /2, 0</f Ydx — s(f, DY) < e/2.

Vezmeme-li za D. spolecné zjemnéni obou téchto déleni, dostaneme
podle lemmatu 6.2.

0<S(f,D /f Ydz < g/2, 0</f Ydx — s(f,D.) <¢e/2.

Sec¢tenim téchto nerovnosti dostaneme (). Necht naopak existuje D,
spliiujici (x). Mame dokazat, Ze horni integral se rovna dolnimu. Plati

b b
) < / f(x) da < / f(x)dx < S(f.Ds),

a tedy
b b
e > S(f,De) — s(f,De) > / f(z)dx —/ f(z)dz >0

pro kazdé £ > 0. Pak ale musi byt f; f(z)dx = fff(a:) dzx

VETA 6.6 (postacujici podminka existence integralu). Je-li f redlnd
nebo komplexni funkce, kterd ja spojitd na intervalu {(a,b), pak md na
(a, by integrdl.

DUKAZ staci provést pro redlnou funkci, nebot pro komplexni funkci
staci aplikovat tento vysledek na realnou a imaginarni ¢ast a uzit definice
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6.7. Ukdzeme, Ze realnd funkce f, kterd je spojitd na (a,b) spliiuje pod-
minku lemmatu 6.4. Nechf ¢ > 0 je kladné ¢islo. Ponévadz je f spojita
na {(a,b), je tam podle Cantorovy véty (véta 5.8.) stejnomérné spojita,
a tedy existuje & > 0 tak, ze |f(a’) — f(2”)] < ¢/(b — a) pro kazda
z' 2" € (a,b) a |z’ — 2"| < §. Volme D, tak, aby v(D.) < §. Protoze je
f spojita na kazdém délicim intervalu (x;_1,z;) déleni D,, je (véta 5.6.)
m; = f(&), My = f(n;) pro n&jaka &;,n; € (w;_1,x;). Pak je |n; —&| <6
a

0<M;—m;=f(m)— f(&)<e/(b—a),

a tedy také

S(f,D.) = s(f,Dc) = Z(Mi —m)(x; —xi1) <

3 " £
b_a;(xi—l‘i_l)— b_a(b—ﬁ)—&

PozNAMKA 6.5. Jak ukazuje nésledujici ptiklad, neni spojitost nut-
nou podminkou pro existenci integralu.

PRIKLAD 6.14. Ukazme, Ze funkce
0 z€(-1,0),
xTr) =

(@) {1 x €(0,1)

mé integrél na (—1,1) rovny 1. UkéZeme, ze funkce spliiuje podminku
lemmatu 6.4. K tomu staci volit D, tak, aby v(D.) < € a 0 byla napiiklad
k-tym jeho délicim bodem. Pak je totiz

S(f, De) _5(f7De) =T — Tp—1 <E.

Abychom dokézali, ¢emu je jeji integral roven, staci si uvédomit, Ze pro
déleni D’ mayjici 0 za délici bod je s(f, D') = 1. Pro libovolné déleni D je
na druhé strané s(f, D) < 1, nebot je lze doplnit nulou na déleni pfed-
choziho typu, a dolni soucet se pfitom nezmensi. Je tedy sup s(f, D) = 1.
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6.7. Integral jako limita integralnich souétu

V tomto oddilu si ukdZzeme trochu jiny pfistup k integralu. Zminili
jsme se o ném v avodu k této kapitole. D4 se ukazat, ze tento ptistup je
ekvivalentni s pristupem, uzitym v predchozim oddilu.

DEFINICE 6.8. Necht f je redlnd nebo komplexni funkce omezené na
intervalu (a,b), D je déleni tohoto intervalu s délicimi body a = ¢ <
x1 < -+ < xp = b. Ozna¢me N (D) mnozinu n-tic £ = (£1,&2,...,&)
takovych, ze & € (x;_1,2;). Cislo

o(f,D,8) = Zf& —zi1)

pro £ € N(D) se nazyva Riemannovgm integrdlnim souctem funkce f
prislusnym déleni D a n-tici £ € N(D). Viz obréazek 6.1.

DEFINICE 6.9. Rekneme, Ze

i a(£.D.€) = AeR (C),

jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé déleni D s
v(D) < ¢ a pro kazdou n-tici { € N(D) plati

lo(f,D,§) — Al <e.

Pro takto definovany pojem limity plati nasledujici analogie Heineo-
vych vét a B.-C. podminky, které prenechavime ¢tenafi za cviceni:
CvVICENI 6.1. Nésledujici podminky jsou ekvivalentni
1 li D istuj
(1) V(];r)rioo(ﬁ ,§) existuje,
(2) pro kazdou posloupnost déleni Dy s v(Dy) — 0 a kazdou ¢ ¢
N(Dy,) existuje vlastni limita klim o(f, Dy, ),
(3) ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro kazda dvé déleni
Dy a Dy s v(D;) < 6 a kazdou €% € N(D;), i = 1,2 plati
|0(f7 Dlvg(l)) - U(fa D27§(2))| <e.
Plati-li (2), pak limity vSech takovych posloupnosti jsou stejné a
jsou rovny lim o(f,D,§). Naopak: je-li lim o(f,D,§) = A, jsou
v(D)—0 v(D)—0
v8echny limity v (2) rovny A.
Plati (viz naptiklad [K1], [D1])
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VETA 6.7. Funkce f md na intervalu integral rouny A tehdy a jen
tehdy, je-li (gr)n Oa(f,D,f) = A.

PozNAMKA 6.6. Véta 6.7. dava nutnou a postacujici podminku pro
existenci integralu. Tuto podminku je proto mozné vzit za ekvivalentni
definici integralu. Takové definice méa své prednosti: hodi se pfimo i pro
komplexni funkce (ale i pro obecnéjsi funkce) jedné redlné proménné,
nebot se neopird o vlastnost usporddani v mnoziné redlnych &isel; ma
také nazornéjsi smysl pro rizné aplikace. Na druhé strané se pomoci ni
obtiznéji dokazuji nékteré vlastnosti integralu. Jiné jdou zase dokazovat
pomoci ni jednoduseji, a proto ji nékdy také pouzijeme.

PozNAMKA 6.7. V definicich 6.8. a 6.9. se nikde nepouzilo toho, ze
funkce f musi byt omezena. Dalo by se dokazat, Ze z existence limity
(gr)n o(f,D,¢§) jiz plyne omezenost f.
v —0
6.8. Vlastnosti integralu
VETA 6.8. Necht f a g maji na {a,b) integral. Potom plati
1) f+ g md na (a,b) integrdl a

/ab<f+g><x>dx=/abf<x>dx+/abg<x>dm.

2) Pro kaZdé ¢islo ¢ md také funkce c.f integrdl na (a,b) a je

/abc.f(x)dx:c/abf(x)dx.

3) Funkce f.g md na {a,b) integral.
DUKkAz. Je-li D,, posloupnost déleni intervalu (a,b) takovd, ze
v(Dy) — 0, £ € N(D,), pak je
o(f +9,Dn €™) =0 (£, D, €™) + 0(g, D, €M),
o(c.f, Dn,§™) =c.o(f, Dy, €™),

odkud dostaneme prvni dvé tvrzeni pomoci piislusnych vét o limitach
posloupnosti a cviceni 6.1. a véty 6.7. Posledni tvrzeni dokazovat nebu-
deme. Ctenaf najde jeho dikaz napiiklad v [D1].
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VETA 6.9. Necht f, g a h jsou redlné funkce, které maji na {(a,b)
integrdl. Potom plati
1) Je-li h > 0 na (a,b), pak

b

/h(x) dx > 0.

a

2) Je-li f(z) < g(z) na (a,b), je

b b
/ f(z) dz < / 9(x) da.

DUkAzZ. 1) plyne z toho, s(h, D) > 0 pro vSechna déleni D a definice
integralu. 2) plyne z 1) pomoci véty 6.8, polozime-li h = g — f.

b
PozNAMKA 6.8. Implikace h > 0, h # 0 na (a,b), [ h(z)dx existuje

b
= [ h(x)dz > 0 obecné neplati — viz véta 6.13. dale. Aby platila, staci
navic pozadovat, ze h je spojitd na (a, b), nebo Ze je na (a, b) kladn4 (viz
napiiklad [F2]).

VETA 6.10. Md-li f na (a,b) integrdl, ma také funkce |f| integrdl a
plati

|/bf(x)dac| S/bf(x)|dx.

DUKAz. Nejdiive dokazeme, Ze | f| mé integral. ProtoZe f ma integral,
existuje podle lemmatu 6.4. ke kazdému e > 0 déleni D, ze S(g, D.) —
s(g,D:) < € pro g = Re f, Im f. Ponévadz pro kazda x,y € (x;—1,x;)
(kde a =29 < 1 < -+ <z, = b jsou délici body D), plati

|f@)] = 1fW)] < |f(x) = fy)] <
< |Re f(z) = Re f(y)| + [Im f(z) — Im f(y)| <
< sup Ref— inf Ref+ sup Imf— inf Im/f,

(Ti—1,2i) Li—1,T; (Ti—1,2:) Li—1,T4
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a tedy také

sup |f| -~ inf |f] <

(Ti—1,24) i—1,T4

< sup Ref—<inf Ref+ sup Imjf— inf Imf.

(@i_1,2:) Ti—1,% (@i_1,2:) (Ti—1,%i)

Odtud snadno dostavame nerovnost

S(If1, De) = s(|f], D) <
< SMRef,D.)—s(Ref,D.)+ S(Im f,D.) — s(Im f, D,) < 2¢

b
ze které podle lemmatu 6.4. plyne existence [ |f|(z)dz.

Pozadovand nerovnost pak plyne ze zfejmé nerovnosti |o(f, D,&)| <
o(lf|, D, &), kterd plati pro kazdé déleni D intervalu (a,b) a kazdé £ €
N(D) pomoci véty 6.7.

PoOzNAMKA 6.8. M4-li | f| integrél, nemusi jej mit f. Naptiklad funkce

1z raciondlni, z € (0, 1),

) = {

—1 z iracionélni, z € (0,1)

nemd na (0, 1) integrél, zatimco fol |fl(z)dz = 1.

VETA 6.11. Md-li f integrdl na {a,c) a na {c,b), pak md integrdl na

(a,b) a je b
/f(x)dx:/acf(x)dx—i—/cbf(x)da:.

DUKAz. Necht D, je posloupnost déleni intervalu (a,b) s v(D,,) — 0.

1) Predpoklidejme, ze bod ¢ je délicim bodem déleni D,, pro kazdé
n € N . Potom déleni D,, indukuje déleni D,, a D,, intervalt (a,c) a
(¢, b), a pro &M = (£ M), ¢ e N(D,,), £ € N(D,,) plati

o(f, Du, €M) = o(f, D, €M) + (£, D, €M),
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Prava strana mé pro n — oo limitu [ f(z) dz + fcb f(x)dx, a proto
ji ma také leva strana.

2) Necht je nyni D, libovolna posloupnost déleni s v(D,) — 0,
¢ € N(D,,).Vytvoime déleni D/, ptiddnim k D,, déliciho bodu c. Miize
se stat, ze D = D,. Je-li D) # D,, pak je ¢ € (zy,_1,7k,), tj. je
vnitinim bodem k,-tého déliciho intervalu déleni D,,.Polozme n(") =
(51, 527 cee >§kn—17 G ¢, Ekn—‘rla v agsn)' Podle bodu 1) je pak

c b
o(f, Dl n™) — / f(z) d + / f(z) dz.
Ale

(o (f, Dy ™) = o(f, D, €00 =
= |f(e)(e = ar, 1) + F(O) (@, = ) = F(&k)(@h, = TH01)] <
< 2sup |f|-v(Dy) =0,

(a;b)

a tedy posloupnost o (f, D,,,£) méa také limitu f: f(z) dx—i—fcb f(z)dx.
Nyni sta¢i pouzit cviceni 6.1. a vétu 6.7.

VETA 6.12. Md-li funkce [ integrdl na intervalu {a,b), pak md inte-
grdl na kazdém intervalu (o, §) C (a, b).

DUKAZ staéi provést pro redlnou funkci. Podle lemmatu 6.4. ke kaz-
dému ¢ > 0 existuje déleni D, intervalu (a,b), ze plati S(f, D) —
s(f, De) < €. MuiZeme piedpokladat, ze a a 8 jsou délicimi body, nebot
jejich eventualnim pridanim bychom dostali zjemnéni tohoto déleni, pro
které bude platit stejnd nerovnost. Délici body déleni D., které patii
do (a, 3) tvori déleni D. intervalu («,3), pro které plati S(f,D.) —
s(f,DL) < S(f,De) — s(f, De), nebot vyraz napravo se lis{ od vyrazu
nalevo o soucet nezapornych c¢leni, odpovidajicich délicim intervaltiim
déleni D., kterd nepatii do D.. ProtoZe ale prava strana je mensi nez ¢,
plyne odtud pozadované tvrzeni pomoci lemmatu 6.4.

VETA 6.13. Integrdl funkce se nezmént, zménime-li hodnotu funkce
v konecném poctu bodi.

DUKAz. Staci dokdzat, Ze se nezméni, zménime-li hodnotu funkce v
jednom bodé. Obecny pripad se dostane tak, Ze pouzijeme , kone¢nékrat”

tento specialni pripad.
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Necht tedy funkce f mé integral na (a,b). Polozme

fiy= { [ zE@bVich

v z=g

kde ¢ je néjaké ¢islo z (a,b) a v né&jaké redlné nebo komplexni éislo.
K dikazu pouzijeme cvi¢eni 6.1. Necht D,, je posloupnost déleni {a,b),
v(Dy) — 0, &M e N(D,,). Potom vyrazy o(f, Dy, ™) a o(f, Dy, ™)
se mohou li§it pouze v téch s¢itancich, ve kterych se vyskytuje f(c) nebo
f(¢). Takové s¢itance jsou nejvyse dva, nebot mezi Gisly ﬁn), fén), . }gj?
jsou nejvyse dvé c¢isla rovna c. Tyto séitance maji tvar

fe)(ws, — x5, 1) resp. f(c)($sn — Ts,—1)
pro néjaké s,,. Potom ovsem je
(*)  0<|o(f, Dny €M) = o(f, D, €M) < 4AMu(Dy) — 0,

kde M = max{sup |f|, sup |f|} (¢ty¥i cleny, které se ve vyrazu v abso-
(a,b) (a,b)
lutni hodnoté v (x) mohou nezrusit jsme odhadli sou¢tem jejich absolut-

b
nich hodnot). Ponévadz o(f, D,,, &™) — [ f(z) dz, ma diky () stejnou

limitu také o(f, D,,, ™), coz podle cviceni 6.1. a véty 6.7. dokazuje jak
integrovatelnost f, tak rovnost jejiho integralu integralu funkce f.

PozNAMKA 6.9. Necht f definovdna na (a,b) \ M, kde M je ko-
neénd mnozina. Dodefinujeme-li néjakym zpusobem f v bodech M, pak
integral z takto dodefinované funkce nezavisi na tom, jak jsme f dodefi-
novali. Pokud tato dodefinovand funkce mé integral, mazeme jej prohla-
sit za integral puvodni funkce. Tak muZeme integrovat i funkce, které v
koneéném poctu bodl z (a,b) nejsou definovany.

6.9. Postacujici podminky pro existenci integralu

VETA 6.14. Necht f je omezend a spojitd na {(a,b) kromé konecéné
mnoha bodi. Potom md na (a,b) integrdl.

DUKAz. Staci, kdyz vétu dokdzeme pro piipady, kdy f je spojita a
omezend na (a,b) nebo na (a,b). Obecny pfipad pak odtud dostaneme
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pomoci véty 6.11. Provedme diikaz pro prvni p¥ipad. M4-li f v bodé a
limitu zprava, je dikaz jednoduchy: polozime-li

. lim f(z) z=a,
F@) = =0t
f(z) z € (a,b),
je f spojitd na (a,b) a méa integral podle véty 6.6. Podle véty 6.13. ma
pak stejny integral i f. V pfipadé, Ze f nema uvedenou limitu, dé dikaz
vice prace. Stac¢i jej provést pouze pro redlnou funkci. Necht ¢ > 0,
a € (a,a +¢/4M), kde M = sup |f|. Potom je f na (a,b) spojita,
(a,b)
mé tam tedy integral a existuje takové déleni D, intervalu (a,b), Ze
S(f,D:) — s(f,D:) < e/2. Necht 1 = a < 29 < -+ < x, = b jsou jeho
délici body. Body xp =a < z1 =a < x5 < --- < x,, = b tvofi déleni D,
intervalu (a,b). Potom je
S(fa DE) = S(f7 De) + M1(1'1 - xo)v S(fa DE) = S(fa De) =+ m1($1 - 1'()),
kde M;i(my) je rovno sup f ((inf>f ).
(a,a) a,a
Pro toto déleni pak je

|S(f7DE) - S(fa D8>| =
IS(f,D.) — s(f,D.) + (My —mq)(z1 — )| <
2Me

24 2M(a — 2
<e/24+2M(a—a)<e/ +4M

:6‘7

b
odkud podle lemmatu 6.4. plyne existence integralu [ f(z)dz.

a
VETA 6.15. Necht je f monotonni a omezend na {(a,b). Pak md na
(a,b) integral.
DUKAz. Necht je f napiiklad neklesajici. Vezméme déleni D,,, které

dostaneme tak, ze interval (a,b) rozdélime na n stejné dlouhych inter-
valti. Jejich délka pak bude (b — a)/n. Potom je

S(f,Dn) = s(f,Dn) = Z(Mi —mg) (T — xim1) =

=S () — fla)) = = 2200 - fa),
i=1

n n
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nebot je m; = f(x;—1), M; = f(x;). Tento vyraz lze udélat mensi nez
libovolné dané € > 0, vezmeme-li n dost velké. Podle lemmatu 6.4. méa
f integral.

6.10. Integral s proménnou horni mezi.
Newtonuv vzorec

Z rtznych divodu (viz naptiklad véty 6.16. a 6.17. déle) je Gcelné
definovat integral funkce f od a do b i pro b < a.

DEFINICE 6.9. Pro libovolnou funkci f a a € R polozme

/aaf(x)dazzo.

Pro b < a, a,b € R polozme

a/bf(a:)dxz—/baf(a:)d:c

pokud integral na pravé strané existuje ve smyslu definice 6.7.

VETA 6.16. Necht a,b,c jsou libovolnd redind ¢isla a mecht f md
integral na (o, 8), kde a = min{a, b, c}, 8 = max{a,b, c}. Potom plati

/acf(:v)d:ﬂ—k/cbf(x)d:c—/bf(x)dx.

a

Pro libovolnd a,b € R je

/b flayda = [ "),

pokud aspori jeden z integrdlu existuje.

DUKAZ. Pro a < ¢ < b prvni tvrzeni plati podle vét 6.12. a 6.11.
V obecném pripadé se dikaz dostane pomoci téchto vét a definice 6.9.
rozborem jednotlivych moznosti vzajemné polohy bodu a,b,c. Druhé
tvrzeni plyne okamzité z definice 6.9.
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VETA 6.17. Necht f md integrdl na kazdém uzavieném intervalu (c, (),
ktery je podmnoZzinou intervalu J. Je-li ¢ € J libovolny pevny bod, pak
funkce

@)= [ 5@ de ve

md nasledujict vlastnosti
1) je spojitd na J, F.(c) =0,
2) je-li f spojitd v bodé xg € J, pak F.(xo) = f(xo),
3) pro libovolnd c1,co € J je Fe, (x)—Fe,(x) = konst = f:f f(x)dz,
x€J.

DUKAZ. Integral ff f(&) d¢ existuje pro kazd4d ¢,z € J podle pred-
pokladu véty. Necht je zy vnitinim bodem J a § > 0 je takové, Ze
(xo — 0,20 + ) C J. Potom pro h € R, |h| < ¢ je

zo+h

Fueo+ )~ Faao) = [ fl)de.

o
Odtud podle vét 6.10. a 6.9. mame |F.(xq + h) — F.(zo)] < M|h|, kde
M = sup  |f|. Ponévadz limita pravé strany pro h — 0 je rovna

(xo—08,20+06)

0, je prvni tvrzeni dokdzano (modifikaci pro ptipad, kdy je z¢ krajnim
bodem intervalu J pfenechdvame ¢tenafi za cviceni).

Dokazme 2). Predpokladejme opét, Ze x¢ je vnitinim bodem J (pro
krajni bod by se dokazovala existence jednostranné derivace — podrob-
nosti opét prenechévame tenaii). Je

FC(Q?(] + h) — Fc(x()) .
Y — f@o) =

zo+h zo+h
:;{/ flaydo— [ f@ww}z
zo+h
=%{/ (ﬂ@—ﬂmﬁm}-

Ponévadyz je f spojita v bodé xg, existuje ke kazdému ¢ > 0 §(¢) > 0 tak,
ze | f(z)— f(zg)|] < € pro |z —m¢| < §(¢). Podle véty 6.10. je tedy posledni
vyraz v absolutni hodnoté mensi nez €|h|/|h| = . To ale znamena, ze

Fc(!EO + h) — FC(LL'()) .
Y = f (o).

lim
h—0
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3) plyne okamzité z véty 6.16.

Z této véty pomoci véty o derivaci slozené funkce (véta 4.4) plyne:

pro f spojitou a a(x),b(x) derivovatelné je pro ®(x) = f;((;)) f(z)dz
o' (z) = f(b(x))b' (z) — f(a(z))d'(x). Dokazte podrobné. Uvazte nejprve
pfipad, kdy je proménna jen jedna mez.

Déle z této véty plyne véta o existenci primitivni funkce ke spojité
funkci:

VETA 6.18. Necht f je spojitd na intervalu J. Pak md na J primitivnd
funkci. Pro c € J je primitivni funkce, kterd je v bodé ¢ round nule ddna

predpisem
0= [ fe i

Odvodime nyni v tvodu slibeny Newtontiv vzorec pro vypocet Rie-
mannova integralu pomoci primitivni funkce.

VETA 6.19 (Newtoniv vzorec). Je-li f spojitd na {a,b) a F je k ni
primitivni na (a, by, pak plati

b
/f(x) dx = F(b) — F(a).

DUkAz. Podle ptedchozi véty je funkce F,( f; (&) d¢ prlmltlvnl
k f na (a,b). Podle véty 6.1. je pro n&jaké ~ 6 (C) F(z) = Fo(z) +~
pro kazdé = € (a,b). Je proto

F(b) — F(a) = Fu(b) - Faa) = / f()de —0 = / f(z) da

PozNAMKA 6.10. Véta 6.19. platiipro a > b, je-li f spojitd na (b, a).

PRIKLAD 6.15. Najdéme integral f02 e dx. Ponévadz k funkci e je

e, y .2
primitivni funkci funkce e®, je fo e?dr=e?>—e’ =e? — 1.
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PRIKLAD 6.16. Spoctéme integral f_ll f(x)dx, kde
x x € (—1,0),
flz) = 3
1+2° x€(0,1).
f je omezend na (—1,1) a spojité na (—1,1) kromé bodu 0. Podle véty
6.14. ma tedy 1ntegral na (—1,1), ktery je podle vét 6.11. a 6.12. roven

/f dm—l—/f ) dz.

Prvni integral miizeme pocitat pomoci véty 6.19. a dostaneme

/_Olf(x)dx:/_olxdx: [22/2)° :_%_

Na druhy integral Newtonilv vzorec pfimo pouzit nemiizeme, ale zméni-
me-li f v bodé 0 na jednicku, ¢imz se integral nezméni, dostaneme spo-
jitou funkeci na (0,1) a podle Newtonova vzorce mame

/1f(m)da::/l(1—|—x3)dx: [x—l—x4/4](l) =1+1/4.
0 0

Je tedy hledany integral roven 3/4.
Pouzili jsme

OzNACEN{. Je-li F funkce, pak [F(z)]} oznacuje F(b) — F(a).

6.11. Integrace per partes a substituéni metoda
pro urcité integraly

Pomoci Newtonova vzorce (véta 6.19) odvodime z vét 6.3. a 6.4. ana-
logické véty pro uré¢ity (Riemanniiv) integral.

VETA 6.20. Necht f, f',g,49" jsou spojité na {(a,b).Potom plati

b b
/f(x)-g’(w) dx = [f(z).9(x)]a —/f’(w) g(x) dx

DUKAz. Necht F je primitivni k f’.g na (a,b). Potom je G = f.g— F
primitivni k f.¢’ na (a,b). Podle véty 6.19. je tedy

b
/ f(2).¢ (@) dz = [G@)]’, = [f.g" — [FI’ = [f.g)" - / fgda.
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VETA 6.21. Necht ¢ md na {«, 3) spojitou derivaci a f je spojitd na
e({a, B)). Potom plati

w(B) B
(+) L@@f@ﬂszfW@W@Mt

DUkAZ. Oba integrily v () existuji (véta 6.6). Je-li F' primitivni k f
na ¢({(a, ), pak je F(p(t)) primitivni k f(¢(t))¢’(t) na (a, 8), a podle
Newtonova vzorce plati

v(B) B
tﬂ)ﬂwm=wm3=wWﬁ=/fwmwwﬁ

PozNAMKA 6.11. Véty 6.20. a 6.21. plati za slabsich predpoklada
(viz naptiklad [I1]).

PozNAMKA 6.12. Diky poznamce 6.10. plati véty 6.20. a 6.21. i pro
b<aresp. < a.

PozNAMKA 6.13. Je-li ve vété 6.21. ¢ navic ryze monoténni, jsou
potom p(a) = A a ¢(f) = B koncové body intervalu p((«, 3)), ak ¢ na
tomto intervalu existuje inverzni funkce ¢ 1. Rovnost (*) mfizeme pak
prepsat ve tvaru

B e M (B)
/A f(x)dx:/l( Fle(t)¢'(t) dt.

)

Mizeme tedy pfi vypoctu ff f(z) dz postupovat formélné takto: za x
dosadime vhodnou funkci ¢(t), za dz dosadime ¢’ (t) dt a zménime meze
integrace: misto A (B) bude ¢~(A) (¢~1(B)).

PozNAMKA 6.14. Véty 6.20. a 6.21. jsou na prvni pohled zbyteéné.
Misto jejich pouziti by stacilo podle vét 6.3, 6.4, 6.5. spocitat primitivni
funkce a pouzit Newtonuv vzorec. Tak se také da postupovat. Presto jsou
véty 6.20. resp. 6.21. uzitecné napriklad pfi opakovaném pouziti. Usetii
psan{ vyrazl, které pro koneény vysledek nejsou potiebné (viz priklad
6.17. déle). Je ovSem tfeba dat velky pozor na spravnost vypoctu, nebot
zatimco u pocitani primitivni funkce se derivovanim snadno presvéd-
¢ime, zda jsme primitivni funkci urcili spravné, u ur¢itého integralu nic
takového neexistuje.
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PRIKLAD 6.17.
us T
/ 23 sinz dr =[23(— cos )] + / 32 cosxdr =
0 0
=73 + [32? sin 2]} — 6/xsinxdm =

=73 + [62 cos z]] — 6/ coszdr =
0
=73 — 6 — 6[sin | = 7° — 6.

Spoctéte tento integrédl tak, Ze najdete per partes primitivni funkci k

x2sinx a pouZijete Newtontv vzorec.

P0OzZNAMKA 6.15 (geometricky vyznam véty 6.21). Jestlize f a ¢ spl-
nuji predpoklady véty 6.21. a ¢ je navic ryze monoténni (pfedpokla-
dejme, Ze je rostouci), potom pro kazdé déleni Dy : a =tg < t; < -+ <
t, = 0 a kazdou n-tici 7 € N(Dy) je D, : A = p(tg) < ¢(t1) < -+ <
©(t,) = B délenim intervalu (A, B) a n-tice £ = &1,&a,...,&n, & = (i)
patii do N(D,). Plati déle

n n

o(f,Das€) = > f(&) (@i — i) = Y flpm)(¢(t) = p(ti1)) =

=1 i=1
= Z Flo(r)) ' (7))t — ti_1)

(podle véty o prirastku funkce). Posledni vyraz se malo lisi (diky spoji-
tosti ¢') od o((f o ¢)¢’, Dy, 7) a pro v(D;) — 0 konverguji tyto vyrazy
k pfislusnym integraltim, které jsou si rovny. Véta o pfiristku nam rika,
ze délka ¢-tého déliciho intervalu déleni D, je tmérné délce i-tého déli-
ciho intervalu v déleni D; s koeficientem timérnosti ¢’(7;). Derivace ¢’ (t)
udévé tedy ptiblizné zménu délky malého intervalu (¢, t+J) pfi zobrazeni
©, presnéji pomér délky intervalu p({t,t+ J)) k délce intervalu (¢, ¢+ 9).

PRIKLAD 6.18. Nejjednodussi substituce je linearni, tj. x = at + b,
a,beR.
Ukazme Ze plati: je-li f spojitd na (—a, «) a je sudé (lichd), pak

_a f(z)dx = 2/: f(z)dx (0).
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Plati totiz N 0 N
f(z)dx = f(z) dx—|—/ f(z) dx.
-« 0

—Q

V prvnim integralu provedeme substituci © = —t a dostaneme

0 0 «@ o
" t@do == [ eni= [Cpena-x [

kde plus plati pro sudou a minus pro lichou funkci.

CVICENI 6.2. Necht f je spojitd na R a periodickd s periodou w.
Potom pro kazda a,b € R plati

/a " ) de = /b " ) de = /0 " ) do

CVICENT 6.3. DokaZte, Ze pro f spojitou na {(a,b) plati

/ab (/ (/ )i dtus... ) s =

b
= ﬁ/ f) (- T)"fl dr.

NAvOoD. Pro n = 2 per partes na integral vpravo, pro n > 2 indukci.
6.12. Véty o stifedni hodnoté

VETA 6.22. Necht redlnd funkce f md na (a,b) integrdl. Je-li m =

inf f, M = sup f, potom existuje ¢ € (m, M), Ze plati
(a,b) (a,b)

/bf(x) dx = ¢(b—a).

Specidlné je-li f spojitd na {(a,b), pak existuje £ € {a,b), Ze
b

/ f(@)dz = F(€)(b - a).

a



170 6. PRIMITIVNI FUNKCE. RIEMANNUV INTEGRAL

c resp. f(§) se nazgvd stiedni hodnotou funkce f na {(a,b).

DUkAz. Plati m < f(z) < M pro z € (a,b). Podle véty 6.9. uzité na
f a konstantni funkce rovné m a M dostavame

b b
m(b—a)g/f(x)dang(b—a), mg/f(:c)dx/(b—a)gM,

b
a stacf proto polozit ¢ = [ f(z)dz/(b—a). V pfipadé spojité funkce staci
a
uzit véty 5.7.

PozNAMKA 6.16. Véta 6.22. fika, Ze k dané funkci f existuje takova
b

~ b ~
konstantni na (a,b) funkce f, ze [ f(z)dx = [ f(x)dz. Hodnota funkce
a

a

f lezi mezi m a M, nebo je dokonce rovna hodnoté f v néjakém bodé
€ € (a,b).

Trochu obecnéjsi je

VETA 6.23. Necht redlné funkce f a g maji na {(a,b) integrdl a g je
tam nezdpornd (nekladnd). Oznacime-li m = <inlf> f, M = sup f, pak

a, {(a,b)

existuje c € (m, M), Ze

b

b
/fgdx:c/gdx.

a

Specidlné je-li f na {(a,b) spojitd, pak ezistuje takové £ € {(a,b), Ze

/bfgdx=f(§)/bgdaf~

DUkAz. Je-li g(x) > 0 na (a,b), pak z nerovnosti m < f(x) < M
dostaneme vynéasobenim g(z) nerovnosti mg(z) < g(z)f(z) < Mg(z),
z nichz podle véty 6.9. plyne

b b b
m/gdarg/fgdeM/gdx.
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b b
Je-li [gdz = 0, je také [ fgdz = 0, a za ¢ lze volit libovolné ¢&islo

b b b
z (m,M). Je-li [gdx # 0, staci volit ¢ = [ fgdx/ [ gdz. Zbytek prene-
a a a
chavame Ctenafi za cviceni.
Mnohem silnégjsi je nasledujici tzv. druhd véta o stredni hodnoté:

VETA 6.24. Necht redlné funkce f a g maji na {a,b) integrdal. Je-li g
na {(a,b) monotonni, pak existuje & € {(a,b), Ze plati

a/bfgdwg(a)/affderg(b)/;fdx.

DUKAZ provedeme za dodateéného piedpokladu, Ze f, g, g’ jsou spo-
jité na {a,b) (v obecném p¥ipadé viz naptiklad [I1]). Necht F(z) =
[ f(€) d€. Potom podle vét 6.20 a 6.23. méme

b
[ f@g(@)de = (@)t~ [ Falg'(@)da =

b
— F(b)g(b) - F(€) / §(@)de =

b

— o) [ s0yde o) [ 10 gt [ 5010 =

I3 b
:g(a)/ f(z) d:c+g(b)/f f(x) dx,

kde € € (a,b). (Z monotonie g plyne, Ze g’ zachovava na (a,b) znaménko,
a tedy jsme mohli pouzit vétu 6.23.)

DUSLEDEK 6.2. Necht f a g splnuji predpoklady véty 6.24. a g je
navic nezdpornd (nekladnd) na (a,b).
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Pro g neklesajici na {a,b) pak existuje n € {a,b), Ze plati

/b fgdz = g(b) / ' fa)dr /b fodo = gla) [ ! fw) do

Pro g nerostouct na {(a,b) pak ezxistuje ¢ € {(a,b), Ze plati
b c b ,
[ sz =g [ s | [ odr=0) [ s)ds

DUKAZ provedeme pro g nezdpornou a neklesajici, ostatni pfipady
pfenechdvame Ctenafi za cviceni. Polozme

o) = { gla) € fo.bl

Potom je g opét neklesajici, a podle véty 6.24. existuje n € (a, b), Ze

/bfédm=§(a)/anf(x)dx+§(b)/7bf(x)dx:

b
90 [ 1)

b b
Podle véty 6.13. je ale [ fgdx = [ fgdz.

PozZNAMKA 6.16. Véty 6.22. — 6.24. se nazyvaji vétami o stfedni hod-
noté integrdalniho poctu a jsou uzitecné pii odhadech integrald. Pfitom
véta 6.24. dava obecné lepsi odhad, nez véty 6.22. a 6.23. Je-li napriklad
g nerostouci a nezdpornd na (a,b), f ma na (a,b) integral, pak podle
véty 6.23. dostavame

/bfgdx S/blf|9|dzgg(a)/b|f|dx.
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Podle véty 6.24. mame

/bfgdx = ‘g(a)/anfdw

b
Ziejmé je | [ fdx| < [T |fldx < [|f] da.
a

= g(a)

/anfd:z:

PRIKLAD 6.19. Ukazme, Ze funkce
T sint
0

ma vlastni limitu pro z — +oo.
Ukéazeme, ze F' spliiuje pro x — 400 B.—C. podminku. Pro 0 < a <
b < 400 je

b
int
F(b) — F(a) :/%d
Funkce g(t) = 1/t je na (0, +00) kladnd a nerostouci, f(¢) = sint je tam
spojitd. Podle dusledku 6.2. je pro néjaké n € (a,b)

b

int 17
/Slidt:—/ sint dt.
t aJ,

a

Protoze je pro libovolnd a,n € R | ["sintdt| < 2 (ovéite), dostdvame

odhad
b

int 2
/—Sm dt| <% b>a>0.
t a

a

To je ale pro a > 2/e, b > a mensi nez e.

. \ . T |sint| _
Dalo by se dokazat, Ze xll)ﬂr_loo Jo S5 dt = +o0.
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CVICENI 6.4. Necht f m4 na <x0,9:> spojitou derivaci f("*1). Opa-

kovanym uzit{ vzorce f(b) f f/(7) dr odvodte vzorec

) =Tt //“ /t“( [ o)

Vyjadfete integral v tomto vzorci pomoci cvic¢eni 6.3. Pomoci véty 6.23.
odvodte kone¢né Lagrangetiv tvar zbytku v Taylorové vzorci. D4 se takto
odvodit obecny tvar zbytku (viz véta 5.24), v némz funkce ¢ ma spojitou
a nenulovou derivaci na (zo, ).

6.13. Zobecnény Riemannuv integral

Z definice 6.7. je vidét, Ze Riemanniv integral maji pouze omezené
funkce a pouze pres omezeny interval (a to jesté daleko ne vSechny). To
je bohuzel velmi tzka tifida funkci. Proto se zavadéji rtuznd zobecnéni
integralu. Jedno z nich ukazuje nésledujici

DEFINICE 6.10. I. Necht funkce f m4 integral na kazdém intervalu
(a, B) pro kazdé ( € (a,b), a € R, b € R*, b > a. Necht existuje vlastni

limita Blirlr)l ff f(z)dx = A € R (C). Potom ¢islo A nazyvame zobecné-

nygm Riemannovym integrdlem funkce f pies interval (a,b).

II. Necht funkce f m4 integral na kazdém intervalu (a,b) pro kazdé
a € (a,b), b € R, a € R*, b > a. Necht existuje vlastni limita
alir&_ fj f(z)dr = B € R (C).Potom ¢islo B nazyvame zobecnénym

Riemannovym integrdlem funkce f pftes interval {a,b).

III. Necht J je libovolny interval v R s koncovymi body a < b,
a,b € R*. Necht existuji body =1 < x93 < -+ < xx, z; € (a,b) tak,
ze funkce f m4 na kazdém z intervall (a, z1), (x1,x2), ... ,(xk,b) zobec-
nény Riemannav integral ve smyslu I. nebo II. rovny A;,As, ... ,Apt1.
Potom ¢islo Zf;rll A; nazyvame zobecnénym integralem funkce f pres
interval (a, b).

D4 se ukézat, ze tato definice je korektni, tj. ma-li f integral ve smyslu
dvou z bodu I, II.; III.; pak jsou si tyto integrily rovny a integral ve
smyslu III. nezavisi na délicich bodech x1, o, ..., k.

Z véty 6.17. také plyne, ze mé-li f integral na (a,b) ve smyslu definice
6.7, pak jej ma i ve smyslu definice 6.10. a oba integraly jsou si rovny.

Pro takto definovany integral plati véty 6.8. (¢asti 1,2), 6.9, 6.10, 6.17.
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PRIKLAD 6.20. Necht f(z) = 1//z, x € (0,1). Potom pro « € (0,1)
je f; f(z)dz = [2/z]} =2-2\/a — 2 pro a — 0+. M4 tedy tato funkce
na intervalu (0,1) zobecnény Riemanntv integral rovny 2. Integral na
(0,1) ve smyslu definice 6.7. zfejmé nem4, nebot na ném neni omezena.

PRIKLAD 6.21. Podle pfikladu 6.19. mé funkce
Si% x € (0,00),
ro={," TSy

na (0, 00) zobecnény integral.

6.14. Aplikace integralu

1. Délka kiivky v R,.1°

Krivkou v R, rozumime spojité zobrazeni ¢ néjakého intervalu (a, b) C
R do R,. Mnozinu ¢({a, b)) nazyvame jejim geometrickym obrazem. Né-
kdy se také kiivkou nazyva mnozina ¢({a,b)) a zobrazeni ¢ se nazyva
jejim parametrickym zaddnim.

Abychom vypocitali délku kiivky, budeme do ni vepisovat lomené ¢ary,
spocteme soucet délek jejich jednotlivych tsecek (délku lomené ¢ary) a
budeme zkoumat, jestli

a) pfi zjemnovani déleni se délky lomenych ¢ar blizi k néjakému éislu,
které bychom nazvali délkou k¥ivky,

b) je-li koneéné supremum délek téchto lomenych ¢ar. Jestli ano, pak
jej nazveme délkou kiivky a kiivku rektifikovatelnou.

Tyto dva ptistupy odpovidaji dvéma definicim Riemannova integralu:
a) pomoci integralnich sou¢td, b) pomoci hornich a dolnich souct.

Omezime se na piipad jednoduché kiivky tridy C', coZ znamena, e
zobrazeni ¢ zadavajici k¥ivku je prosté na (a,b), jeho slozky ¢1, pa,.. .,
©r jsou spojité derivovatelné na (a,b) a ¢’ = (¥}, ¢h,...,¢.) # 0 nebo
jednoduché uzavrené krivky tridy C*, coz znamen4, Ze zobrazeni ¢ zada-
vajici kiivku je prosté na (a,b), p(a) = ¢(b) a jeho slozky ¢1, @2, ..., pr
jsou spojité derivovatelné na (a,b), ¢’ # 0.

OR, = R x R x --- x R (r-krat) je mnozina uspofadanych r-tic redlnjch &isel
a = (a17a27--'1a7’)‘
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Vepsané lomené ¢ary jsou definovany nasledovné: je-li D : a = tg <
t; < --- <tp=>b déleni intervalu (a,b), polozime

o(ti) — @(tifl)(

() = (ti) + P

t—ti_1), t € (ti—1,ts),
1=1,2,...,n a

o) =), te (tis,ty), i=1,2,....n.

(Kazdé [ déva tsecku, spojujici body o(t;_1) a o(t;) (viz obrazek
6.3).

OBR. 6.3

Délkou této lomené ¢ary je prirozené nazvat soucet délek jejich tsecek,
tj.

T n T

) YD wt) = (i) =D D (pslts) — ps(tio1))>.
i=1 \ j=1 i=1 \ j=1
Podle Véty o stfedni hodnoté je " (t,’) —©j (ti_1) = (p;- (Tij)(ti - ti—l);

a tedy (*) se d4 zapsat ve tvaru

— ti—l)-
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Kdyby vSechny stfedni body 7;;, 7 = 1,2....,r byly stejné a rovné né-
jakému 7; € (t;_1,1;), pak by vyraz

(3 * ) S kel ()Rt — tima)
=1 =1

byl integralni soucet funkce H(t) = /> 7_,[¢}(t)]* odpovidajici dé-

leni D a n-tici 7 € N(D), a pfi zjemiiovani déleni by se blizil inte-

b
galu [ />°7_[¢}(t)]? dt. Obecné jsou ale 7;; pro riznd j riznd, a proto
a
musime ukdzat, Ze rozdil vyrazii (xx) a (x % *) konverguje k nule pro
v(D) — 0. K tomu pouZijeme nerovnosti

T

(+) doak— D < D (a5 —b)2 <) lay — by,
j=1 j=1 j=1

j=1

ktera plati pro libovolné a;, b; € R. Druha nerovnost se snadno dostane
umocnénim na druhou, prvni mozna ¢tenaf zna z prednasky z linearni
algebry (pro jeho pohodli ji petitem dokazujeme dale). Diky témto ne-
rovnostem mame

pro v(D) < d(e), zarucujici |¢}(t) — gog(f)\ < e pro [t —t| < §(e). Délka
kiivky ¢ je tedy rovna
b
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Da se dokazat, ze pro jednoduchou nebo jednoduchou uzavienou k¥ivku
takto definovand délka nezavisi na parametrizaci. Na druhé strané pro
x = cost, y =sint, t € (0,47) (dvakrat probéhnutd jednotkova kruznice
se stfedem v pocatku) uvedeny integral je rovem 4.

Diikaz prvni nerovnosti v (+). 1) V R, zavedeme séiténi (a + b) = (a1 + b1, a2 +
b2,...,ar + br), nasobeni &islem A € R Aa = (Aa1, Aaz, ..., Aa,), skalarni soucin
(a,b) = >_7_4 a;jb; anormu |laf| = V/(a, a). Potom pro kazdé a,b € R, a kazdé A € R
e
: 0 < (a— Ab,a — A\b) = (a,a) — 2X(a,b) + A2(b,b).

Diskriminant kvadratického trojélenu (v proménné \) na pravé strané musi byt ne-
kladny (jinak by tento trojélen mél dva redlné kofeny, a nékde by nabyval zépornych
hodnot): (a,b)? — (a,a)(b,b) <0, tj.

|(a, )| < llallllb]|

(tzv. Cauchy-Buriakovského nerovnost).
2) Pro normu plati
lla + 8l < [lall + o]

(tzv. Minkovského nerovnost), nebot
lla+bl|* = (a+b,a +b) = (a,a) + 2(a,b) + (b,b) <
< (a,a) +2|(a,b)| + (b,0) < (a,a) +2V/(a,a)V/ (b, b) + (b,b) = ([lall + [[b])*.
3)a=(a—=0b)+b=lal <lla—>bl+][bll = llall — bl < [la— b]. Analogicky

odvodime nerovnost ||b]| — ||a]| < |la — b||. Pozadovana nerovnost plyne z poslednich

dvou nerovnosti.

PRIKLAD 6.22. Necht je kiivka ddna parametricky zobrazenim
x =a(t —sint), y = a(l —cost), 0 <t < 2.

Pak se jeji délka rovna

2m 2m
t
a/ \/(1—cost)2+sin2tdt:2a/ \sin§|dt=
0 0

= 4a/ siny dy = 4a[— cosy|f = 8a.
0

Je-li kiivka zadana jako graf funkce y = f(z), « € (a,b), pak volime
za parametr x a dostaneme pro délku této kiivky vzorecek

b
[VIFF@P i,
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OBR. 6.4

Zadame-li kiivku v tzv. polarnim tvaru r = h(p), ¢ € (o, 5) C (0,2m)
(viz obrézek 6.4),

dostaneme x = h(yp)cost, y = h(p)sint a pro jeji délku dostaneme
vzoreCek

B
| VRGP

(provedte podrobns).

PRIKLAD 6.23. Je-li r = ¢, ¢ € (0,27) (kus Archimedovy spirély),
pak je délka této kiivky rovna

2m
V14 p2de.

0

(Spoctéte tento integral Eulerovou substituci.)

2. Plo$ny obsah rovinnych atvari.

b
Jak jsme jiz ukdzali v ivodu, ma pro f nezdpornou na (a,b) [ f(z)dx

vyznam plosného obsahu mnoziny v R, omezené osou x, grafe?n funkce
f a pfimkami x =a a x = 0.

Plosny obsah rovinné mnoziny omezené paprsky ¢ = a, ¢ = § a
kiivkou zadanou v polédrnim tvaru funkei r = h(p), ¢ € (a,0) (viz
obrézek 6.5) je roven



180 6. PRIMITIVNI FUNKCE. RIEMANNUV INTEGRAL

3¢
h(®)

OBR. 6.5

17,
3 h=(¢) de.

Je totiz plocha malé vysefe omezené paprsky ¢ a ¢ + dp a grafem
kiivky piiblizné rovna 1h(p).h(¢)é¢ (jako plocha trojthelnika o zé-
kladné h(p)de a vysce h(yp)). Rozdélime-li zkoumanou mnozinu na malé
¢asti uvedeného typu a seCteme jejich pfiblizné plosky, dostaneme inte-
gralni soucet uvedeného integralu.

3. Objem rotac¢niho télesa.
Necht je ddna funkce f nezaporna a spojitd na intervalu (a, b). Necht
V je téleso, které dostaneme otacenim grafu funkce f okolo osy x. Potom
jeho objem je roven

b
™ / f2(z) da.

Tento vysledek dostaneme tak, ze téleso V' pfiblizné rozdélime na tenké
vélecky o vysce Ax a podstavé o poloméru f(z). Objem takového valecku
je mf?(x) Ax. Jejich sectenim dostaneme integralni soucet uvedeného
integralu.

4. Fyzikalni aplikace.
Dvé takové aplikace (préaci sily po piimkové dréze a hmotu tyce) jsme
jiz uvedli v tvodu. Uvedme zde jesté vypocet téZiste tyde:
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Je-li ddno n hmotnych bodi na ose x lezicich v bodech o souradnicich

vvey

Rozdélime-li hmotnou ty¢ zaujimajici interval (0, [) na malé ¢asti body
xg=0< 2 <22 < --- < 2y, = [, mizeme pfiblizné jednotlivé dilky
povazovat za hmotné body o hmotach m; = p(x;) A z; (p(z) je linedrni
hustota hmoty tyce) a lezicich v bodech o soufadnicich ;. Podle vyse

Vv

; wip(wi)(zi — Tio1)

zfn 7
> P
=1

(zi)(zi — zi-1)

coz se pfi normé déleni konvergujici k nule blizi

fol xp(x) dx.
Jo pla) dx

Poznamenejme nakonec, ze vyse uvedené geometrické priklady se opi-
raji o ,nédzornou” predstavu plosného obsahu a objemu a zde je nepreci-
zujeme. Podobné rozumnost postupu ve fyzikalnich prikladech musi byt
zdivodnéna fyzikdlnimi argumenty.

6.15. Priblizny vypodéet integrala

Jak jsme vidéli, jen pomérné malo integralii se da spocitat presné.
Proto velky vyznam maji priblizné metody vypoctu integralti a odhady
chyb pri téchto metodach. Soucasné pocitace tento priblizny vypocet
velmi urychluji. Omezime se zde na strucny vyklad nékterych metod,
aby ¢tenar dostal jistou pfedstavu o tom, co asi pocitace provadéji.
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1. Obdélnikova metoda.

Rozdélime integra¢ni interval (a,b) na n stejnych casti délky (b —
a)/n = h. Oznaéime z; = a+ih, i =0,1,...,n, y; = f(x;). Nahradime
funkci f funkci f danou pfedpisem f(x) = y; pro € (w;_1,x;), i =

- n
1,2,...,n. Integral funkce f rovny h > y; pak dava s jistou presnosti
i=1
integral puvodni funkce f. Pro f, kterd ma na (a,b) omezenou derivaci
(If'] < My) je chyba v absolutni hodnoté mensi nebo rovné 3 M; (b—a)h.

2. Lichobéznikova metoda.

Pri stejnych oznacenich jako vySe nahradime funkci f funkci f , ktera
je linearn{ na kazdém délicim intervalu (x;_1,x;) a rovnd f v jeho kraj-
nich bodech. Potom je integral funkce f roven h(%yo +yr+y2 + -+
Yn_1+ %yn) a priblizuje integral funkce f s chybou v absolutni hodnoté
mensi nebo rovnou 5 Ma (b — a)h?, kde |f”| < M.

3. Simpsonova (parabolickd) metoda.

Jako vySe rozdélime interval (a,b) na n stejnych ¢asti, ovSem jen
pro n sudé. Funkci f nahradime funkci f , kterd na kazdém intervalu
(w9;_o,T2;) M4 tvar ax? + bx + ¢, kde a, b, ¢ jsou takové, ze f(xl) =y =
f(x;), i =0,1,...,n. Takova f je uréena jednoznatné a jeji integral je
roven zh(yo +4y1 + 2y2 + 4ys + -+ + 2yn—2 + 4Yyn—1 + yn) a piiblizuje
integral funkce f s pfesnosti v absolutni hodnoté mensi nebo rovnou
a5 Ma(b—a)h?, kde |f)] < M.

Podrobnéji o téchto otdzkich viz naptiklad [I1].
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