MATEMATICKA ANALYZA 1
Cvicen{ 1 (4. 10. 2016)

Definice absolutni hodnoty. ReSeni nerovnic s absolutnimi hodnotami. Geometricka inter-
pretace Teseni nerovnice |z + 1] < 3.

Komplexni ¢isla a operace s nimi, absolutni hodnota, redlna a imaginarni ¢ast.
Algebraicky, goniometricky a exponencialni tvar, el¥ = cos ¢ +isin . Vlastnosti exponencidly
v komplexnim oboru, kosinus a sinus jako reilna a imaginarni ¢ast exponencialy.

Dukaz Moivreovy véty a souvislost s exponencidlnim tvarem (zatim pouze pomtcka pro za-
pamatovani), binomicka rovnice, kvadratickd rovnice.

Dtkazové techniky:

- dikaz primy,

- nepfimy (=B = —A),

- sporem (—(A A =B), piiklad: diikaz iracionality ¢isla v/2),

k

n
- dikaz matematickou indukei (binomicka véta (a + b)" = Z <n) a” ko).
k=0

Soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti, souvislost s rozklady 1+ x™ a odvozeni
(bez uziti matematické indukce).

Transformace grafu, vyznam jednotlivych parametra v predpisu funkce y—za = f(%5°),

aplikace na piiklad y = 2sin3(z — §) + 1.

DomAct UkoL NA 11. 10. 2016

Odkazy na priklady miii vzdy do seznamu ,,Pavlikova“:
(http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Pavlikova/Pavlikova-MA1l.pdf)

Pavlikova, 2. Komplexni ¢isla: pt. 3, 4c, 5, 8c

Znazornéte v Gaussové roviné vsechna komplexni ¢isla z = = + yi takova, ze
a)lzl] <1 b)lz]>1 ¢ |z—(2-1)|=1
d) |z—i|+|z+il=1 e)|z—il+]z+i=2 f)|z—i+]z+i=4
g) z+ z =1 (vyjadriete z a z pomoci z a y)

1
Odvodte: Va,z e R,z >0aa>0,a#1: log,z = ln—x
na

Pavlikova, 3. Dikazy: pt. 10a, b, ¢, d, f; 11

Pavlikova, 4. Funkce a jejich vlastnosti: pr. 1la, b, ¢, d; 5b, ¢, d

Pavlikova, 5. Cyklometrické funkce: pr. 1a, b, ¢, d; 4a, c, e


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Pavlikova/Pavlikova-MA1.pdf

Cviceni 2 (11. 10. 2016)

Opakovani, tlohy v navaznosti na domaéci tikol.
Pojem funkce, vlastnosti funkei, funkce periodickd, sudé/lichd, prosta, inverzni.

Definice funkei sinus a kosinus, odvozeni nékterych jejich hodnot a souctovych vzorct.

DowmAct UKoOL NA 18. 10. 2016
Pavlikova, 4. Funkce a jejich vlastnosti: pr. 1f, i, p, q; 2b, ¢, d; 6a,b,c,d; 7
Pavlikova, 5. Cyklometrické funkce: pr. 5a, c, d
Seznamit se s odvozenim souctovych vzorcii pro funkce sinus a kosinus.
Odvodte souc¢tové vzorce pomoci Moivreovy véty.

(Je to vlastné jen ,pomtcka pro zapamatovani“, nebof sama Moivreova véta je odvozena
pomoci souctovych vzorci...)

1 /
Odvod’te:singﬁznzi 2—\/2+\/2+ 2+---4+v3 (n odmocnin, n € N)

[Navod: urcete délku strany pravidelného 6uhelniku, 12dhelniku, 24tahelniku, .|

Tomiczek, cv. 3.8 (dokazte trojihelnikovou nerovnost)

Fibonacciova posloupnost

Je zaddna rekurentné Fy = F, =1, F,y9 = F,y1 + F, pro vSechna n € N.

Leonardo Pisansky (zvany Fibonacci) vydal 1202 knihu Liber abaci, v niz je nésledujici
tloha (upraveno): Méame pér dospélych kraliku. Kolik paru kréliki budeme mit po n mésicich,
pokud se kralici mnozi dle nasledujicich pravidel:

- kazdému dospélému paru se kazdy mésic narodi jeden par
- kralici dospivaji po jednom meésici, poprvé tedy rodi az druhy mésic po narozeni
- krélikti neubyva (nehynou ani je nikdo neodnasi)

1. mésic 2. mésic 3. mésic 4. mésic 5. mésic

1. generace o 0 0 o} 0
2. generace o 00 000 0000 00000
3. generace 0 00 000
0 00
0

4. generace 0



Program pro vypis ¢lent Fibonacciovy posloupnosti (prvnich N ¢lent) v jazyce Python 3,
zdarma ke stazeni na https://www.python.org/downloads/.

N = 35 # pocet ¢leni

a, b=1, 1
print(a, end=', ')
print (b, end=', ')

for i in range(2, N):
a, b =D>b, atb
print(b, end=', ')

1,1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765,
10946, 17711, 28657, 46368, 75025, 121393, 196418, 317811, 514229, 832040, 1346269, 2178309,
3524578, 5702887, 9227465, .

Dokazte, ze pro vsechna n € N plati:
1. F, < 2"

2. 1+ F3+F5+--+ Fop 1 = Fyy

(1+VB)" = (1—V5)"
2n\/5

" — (—p)” 1+
14 F, =2 "9 o=
V5 LA

3. b, =

S

n
5. Fr=Fn—1
k=1

F,

6.% lim —t = ¢ (s a bez pouziti vzorce pro n-ty ¢len)
n—oo [,

Skutecné:
Fn FnJrl Fn+1/Fn Fn Fn+1 Fn+1/Fn
1 2 2 21 34 1,619047
2 3 1,5 34 55 1,617647
3 5 1,666 666 55 89 1,618181
5 8 1,6 89 144  1,617977
8 13 1,625 144 233  1,618055

13 21 1,615 384 233 377 1,618025


https://www.python.org/downloads/

sin(a + 8) = v1 + v2

U1 U2
cosa = —
sin 3

sina =
cos 3

sin(a + B) = sina cos 3+ cosasin 3

sin o

cos(a+ 0B) = z1 — 22

z1 z2

sin 3

cosox = sina =

cos 3

cos(a+ B) = cosacos 3 —sinasin 3



Cviceni 3 (18. 10. 2016)

Pocitani s cyklometrickymi funkcemi, grafy cyklometrickych funkeci.

Souctové vzorce: snadné ,,odvozeni“ pomoci Moivreovy véty,
vyuziti souctovych vzorcl pro odvozeni vSech ostatnich vzorcii z goniometrie.

Poznamka — klicova role diikazu ve vyucovani na zakladni a stfedni skole:

- rozvoj mysleni — naplnéni jednoho ze zékladnich cild vyucovani matematice,

- socialni dusledky — autorita a hledani pravdy,

- tvorivé opakovani predchozi latky,

- hlubsi porozuméni — disledky pfi vstupu na VS,

- student ze SS neodchazi po 4 letech pouze s matnym dojmem, Ze ,nékde v tabulkach
jsou néjaké vzorce®.

Fibonacciova posloupnost: diikaz nékterych tvrzeni.
Dikazy nerovnosti indukei: n! < (”TH)R pron > 2.

Supremum a infimum — priklady.

DomAct UKoL NA 1. 11. 2016
cviceni 25. 10. odpada kvili imatrikulacim...

e Pavlikova, série 111, 1. Supermum a infimum: priklady 1 az 5 (tj. vse).

e Vypoctéte nasledujici limity posloupnosti.

n? + 100n + 1000 n? + (n+ 1)2
a) lim b) lim
n—oo  3n?+n+2 n—oo (n + 3) + (n+4)?

n—oo (1 —3n)3+n3 n»ooerf n—oo 2¢/3+2n+ Yn—1

42
f) lim (n—2)i21—n42 g) lim n- [(1—2) —1] h) Jl)rgof (Vn—+vn-1)

n—oo n n—oo n

e Pavlikova, série 111, 2. Limita posloupnosti: 5a, b, ¢; 6a—f; 7a, b, c, e, f; 8a



Cviceni 4 (1. 11. 2016)

Urcovani suprem a infim mnozin.

Pocitani limit z minulého doméciho tkolu.

DoMAci UKOL NA 15. 11. 2016

Pavlikova, série III, 2. Limita posloupnosti:
vSechny priklady 1 az 10; 14b, ¢, d; 15, 16, 17a, b, c;

Pokuste se vypocitat limitu posloupnosti (za predpokladu, ze existuje):

1

1
a) an+1:2<an—|—>, ar >0
n

b) lim n+l - v, Fi=F, =1, (sa bezpouziti vzorce pro n-ty clen)
n—oo [,



Cviceni 5 (15. 11. 2016)

Pocitani limit posloupnosti z minulého domaciho tkolu.

DoMAci UKOL NA 22. 11. 2016

e Pavlikova, série III, 2. Limita posloupnosti:
vSechny priklady 1 az 10;  14b, ¢, d; 15, 16, 17a, b, c; 18b, ¢

e Vypoctéte nasledujici limity posloupnosti. Predpokladejte, ze a € R.

a) lim

n—oo

n+vn+vn+1 b) I n+vn2+vnt+1
11m
n+1 n—00 n+1

¢) lim n®- (\3/n2+1— i)’/n2—1> d) nli_)rglon“- (\/n2+\/ﬁ—\/n2—\/ﬁ)

n—0o0

e) lim n“~<\/n3+\/ﬁ— n3—\/ﬁ>

n—oo

e Najdéte vSechny hromadné body néasledujicich posloupnosti a limsup a,, a liminfa,,.
n—00 n—00

1 n
a) a, =mn-sin % b) an = <1 + ) - cos(mn)
n

e Pavlikova, série IV, 1. Limita funkce: priklad la, b, ¢, d

Cviceni 6 (22. 11. 2016)

Pocitani limit posloupnosti z minulého doméaciho tkolu, vod k limitam funkeci.

DoMAci UKOL NA 29. 11. 2016

e Pavlikova, série IV, 1. Limita funkce: priklady 2, 3, 4



Cviceni 7 (29. 11. 2016)

Limity posloupnosti — tvar prikladi v zapoctovém testu.
Pocitani limit funkci.

DoMAcTi UKOL NA 6. 12. 2016

e Pavlikova, série IV, 1. Limita funkce: priklady 6 az 12
(lze pocitat i dalsi limity funkei: pt. 13 az 21)

e Pokuste se samostatné provést dikazy zadané ve skriptu Tomiczek:
- funkce a jejich vlastnosti, od str. 46: cv. 6.3 a 6.4, pr. 6.3, cv. 6.5 a 6.6
- vlastnosti spojitych funkci: str. 56: c¢v. 6.14, 6.15, 6.16

e Vytvorte jeden priklad na limity posloupnosti, ktery bude kombinovat vSechny klicové
aspekty (rozdily odmocnin, rychlost ristu posloupnosti, e). Priklad by nemél vyjit +o0o ani 0.

e Metoda pileni intervalu (neboli metoda bisekce) je aplikaci Bolzanovy véty o nabyvani
mezihodnot. Nejdéte s jeji pomoci zdporny koien rovnice z2 — 2% = 0 s piesnosti aspon na
5 desetinnych mist.

e Poznamka k definici konvexni funkce:
vyraz tx1 + (1 — t)zo pro t € (0,1) nabyva pro
t = 0 hodnotu xs,
t= % hodnotu %(xl + x2), tj. jednd se o stfed usecky s krajnimi body x1, =2,
t = 1 hodnotu 7.
Jak parametr ¢ probihd interval (0, 1), nabyva vyraz tz; + (1 —t)z2 hodnoty vsech bodi tsecky
s krajnimi body x1, x2. Jedné se tedy o parametrické vyjadreni této tsecky.
Podobné je tomu s vyrazem tf(z1) + (1 —¢)f(x2): jednd se o tGsecku s krajnimi body f(x1),
f(w2).
Smysl nerovnosti f(tx1 + (1 — t)xze) < tf(xz1) + (1 —t)f(x2) v definici konvexnosti je tedy
tento:
»zvolime-li si libovolny bod tsecky xix2, tak funkéni hodnota v ném lezi pod prislusnym
bodem spojnice bodu [z1, f(x1)] a [z2, f(x2)]“
Neboli spojnice bodt [z1, f(z1)] a [ze, f(x2)] lezi nad grafem funkce f.




Cviceni 8 (6. 12. 2016)

Pocitani limit funkei (7-10).
DomAcf UKoL NA 13. 12. 2016
e Pavlikova, série IV, 1. Limita funkce: pftiklady 11 az 21

e Porozumét definici konvexnosti (viz minuly tkol).
Ze skripta Tomiczek provést cv. 6.5 (str. 46) a cv. 6.14 (str. 56).

Pisemnd prace MA I A (limity posloupnosti a limity funkci) se bude psat na cviceni
v utery: ranni i odpoledni skupina: 20. prosince.

Cviceni 9 (13. 12. 2016)

Pocitani limit funkei (13-21).
DoMAct UKOL NA 20. 12. 2016

Piiprava na pisemnou praci — limity posloupnosti a limity funkeci.

Cviceni 10 (20. 12. 2016)

DoMAci UKOL NA 3. 1. 2017

Hyperbolické funkce

¢ Poznamka.
- Funkce tgh z je na R definovdna rovnosti tghx = ggﬁi .
- Inverzni funkce k hyperbolickym funkcim sinh x, coshz, tghz se znadci argsinh x,
argcosh z, argtgh x, ¢teme argument sinu hyperbolického, argument kosinu hyperbolic-
kého, argument tangenty hyperbolické (prip. argument funkce tangens hyperbolicky).

e Na zakladé definice hyperbolickych funkci odvodte vztahy pro sinh 2z a cosh 2z.
(viz Tomiczek, cv. 6.2 na str. 46)

sinh z . 1 —coshz . tgh x

e Vypoctéte limity lim im im .
z—0 X z—0 22 z—0 X
: tehz smbh 2 },.ln Tz : : tghx
lim (cosh x)tehw sinhz lim (sinhx)

z—0 rz—0+



Spojitost a stejnomérna spojitost

e Ovérte, zda funkce f na zadanych intervalech splniuje predpoklady Weierstrassovy véty.
Je funkce f na téchto intervalech omezena? (Nacrtnéte si graf.)

) f@ =g, A=[L1 h=[01 k=L neN,
) J@) = logy (2?2 — 2 —2)’ )
) f(z)=xlnz, J=10,1],

) f@=YT n=pa h=[h1

xlnz’
e Pomoci Bolzanovy véty rozhodnéte, zda ma rovnice Inx = cosx kofen. V kladném
pripadé naleznéte metodou bisekce prvnich 5 cifer jeho desetinného rozvoje.

log,, 2

o

)

J=

N[
Njw

o

(oW
~

o Pokuste se samostatné provést cviceni zadana ve skriptu Tomiczek:
- funkce a jejich vlastnosti, str. 44: cv. 6.1,
- vlastnosti spojitych funkci: str. 57: pt. 6.9 a 6.10.

1

¢ Nacrtnéte graf funkce y = sin ;. a urcete
. 1 C
lim sup sin — liminfsin — .

Derivace a diferencial

o Tomiczek, str. 60, cv. 7.1b: dokazte, ze derivaci sudé funkce je funkce licha a naopak.

o Napiste rovnici teény v bodé zg ke grafu funkce f.
a) flx)=¢€¢", x9=0,
b) f(z)=2%, zo=1,
c) f(z) =coshz , xp=

e Podle pravidla o derivovani inverzni funkce najdéte derivace nasledujicich funkci.
a) y = arcsinz b) y =argsinhax c¢)y=argtghz

e Pomoci diferencidlu urcete priblizné nasledujici hodnoty.

4,2 sin3° Inl,2 e

Cviceni 11 (3. 1. 2017)

Definice goniometrickych a cyklometrickych funkci, limity obsahujici hyperbolické funkce.
Spojitost, derivace, diferencidl — pocitani prikladu z predchoziho doméciho tkolu.



DoMAci UKOL NA 10. 1. 2017

Vypocitejte nasledujici limity funkei (bez uziti derivaci a ’Hospitalova pravidla), pripadné
ovérte vysledky.

1 5 (T : i (21 Ve 1 T arccotg x
1' . ( <7 _ t )> narcsin — —x . t -
a) Jim T cos” { 5 —arctgz ¥ arctg ;—— e

b) Tim (Incos7z) - (1 — cos3x cosbz) arctg (coshz)
20 In(2 4+ tghx - argtghx) — In 2 In cos 2z

(earctg%c _ eJ?) . (\/1 +tgx — \/1 + sin :E) 111(1 + xeﬂc) sin 243
li . =
°) 250 argtgh z - tgh z - In cos 22 sinh x - argsinh =

1
, 2, arccosx [T . \TWi-®
d) lim gl!/arecos’z 2222 (— — arcsin :L‘) 2

z—1— V1—x 2

: 1 1\" 1
e) lim (sin—4cos— | -(arccotgx)mz =1
Tr—+00 xX X

f) I cosx - cos2x - cos3x---cosnr — 1 1
im -
z—0 1 — cosh z - cosh 2x - cosh 3x - - - cosh nx

Cviceni 12 (10. 1. 2017)

Poznamky k limitdm posloupnosti.

Vysetirovani pribéhi funkei: y=ax — 2arctgx.



