LINEARNI ALGEBRA 1
OSNOVA CVICENI

Zakladni literatura k predmétu:

[Be] Bec¢var J.: Linedrni algebra. Matfyzpress, Praha, 2010.

Podminky udéleni zapoctu:
Budeme psat 2 pisemné prace (v poloviné a na konci semestru), v souc¢tu je nutné z nich
ziskat alespon 8 bodu (z 10 moznych). Pocet ziskanych bodu se zohledniuje u zkousky.

1 Cviéeni 3. 10. 2017

1.1 Grupy a pole
Grupa: definice ([Be], str. 45). Pole: definice ([Be], str. 18).
Pole (T, +,-) je vlastné mnozina se dvéma bindrnimi operacemi, kde
e (T,+) je komutativn{ grupa,
o (T'\ {0},-) je komutativni grupa,
e a obé operace jsou svazany distributivnimi zakony.
Priklady:
1. Ukazte, ze (Z,+) je komutativni grupa.

je komutativni grupa.
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4. Ukazte, ze je komutativni grupa.

5. Rozhodnéte, zda (Z, -) je komutativni grupa.
6. Rozhodnéte, zda (Q, -) je komutativni grupa.
7. Rozhodnéte, zda (Q\ {0}, ) je komutativni grupa.
8. Ukazte, ze (R \ {0}, ) je komutativni grupa.

9. Ukazte, ze (C\ {0}, -) je komutativni grupa.

10. Rozhodnéte, zda (Z, +, -) je pole.
11. Rozhodnéte, zda (Q,+,-) je pole.
12. Ukazte, ze (R, +,-) je pole.

13. Ukazte, ze (C,+,-) je pole.

14. * Rozhodnéte, zda mnozina R3 viech usporddanych trojic redlnych éisel se séitanim po
slozkach tvoti komutativni grupu.
(tj. R® = {[a,b,c]; a,b,c € R}, Va,b,c,d,e,f €R:[a,b,c|+][d, e, f] = [a+d,bt+e, ct+f])


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/becvar_-_linearni_algebra.pdf

1.2 Komplexni c¢isla

Doporucuji knihu:
Calda E.: Komplexni c¢isla. Série Matematika pro gymnazia, Prometheus, Praha, 1994.

Zavedeni komplexnich ¢isel, problém se zavedenim imaginarni jednotky jakozto feseni rovnice
22 +1 = 0, princip permanence a definice operaci (séitani, ndsobeni) na C. Odé&itan{ a déleni
komplexnich é&isel (a — b = a + (=b), a : b = a - b~1), déleni pomoci komplexné sdruzeného
¢isla s jmenovatelem. Komplexni ¢isla jako uspotrdadané dvojice redlnych cisel a jejich graficka
reprezentace.

Algebraicky tvar komplexniho ¢isla, Gaussova rovina = rovina komplexnich ¢isel. Gonio-
metricky tvar nenulového komplexniho ¢isla, absolutni hodnota a argument.

Moivreova véta — odvozeni pomoci souc¢tovych vzorct pro funkce sinus a kosinus.

Véta 1. Pro kazdéd dvé (nenulovd) komplexni ¢isla 71 (cos a+isin ), ro (cos f+isin 3) plati:

[r1 - (cosa +isina)] - [ra - (cos B +isin )] = rirg - (cos(a+ B8) +isin(a + 3)) .

7 véty 1 lze snadno odvodit matematickou indukci néasledujici disledek.

Véta 2. Pro kazdou komplexni jednotku cos ¢ 4 isin ¢ a pro kazdé n € N plati:

(cosp +isinp)" = cosnp +isinnep.

Pozorovani: nasobeni komplexnich jednotek se chovd podobné, jako nasobeni exponencial:
el . ¢ = ¢l(@+h) vV Matematické analjze II bude dokédzano (pomoci Taylorovych rozvoji),
ze skutecné
el¥ = cosp +ising.

Kazdé nenulové komplexni ¢islo z € C lze tedy vyjadiit ve tvaru z = r - €%, kde r > 0,
¢ € [0,2m), ktery se nazyva exponencidlni tvar komplexniho ¢isla.

Rozhodnéte, jak je to s jednoznacnosti tohoto vyjadreni. (Otédzka jednoznacnosti je stejna
jako u goniometrického tvaru, jeji ujasnéni je dulezité napr. pri feseni binomické rovnice.)

Priklady:

1. Najdéte v C opacny a inverzni prvek k nenulovému komplexnimu ¢islu a + bi.

.\ —25
1
2. Najdéte algebraicky tvar komplexniho ¢isla (1 + l> . Vyuzijte Moivreovu vétu.

-8
3. Najdéte algebraicky tvar komplexniho ¢isla <\/§ — i) . Vyuzijte Moivreovu vétu.

4. Najdéte kofeny kvadratické rovnice 2 + 2 — 1 = 0.
5. Najdéte koteny kvadratické rovnice 22 + x 4+ 1 = 0.

6. Pokud ma kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty komplexni koren a + bi, b # 0,
pak jeji druhy kofen je nutné a — bi (je tedy s prvnim kofenem komplexné sdruzeny).
Ukazte, pro¢ tomu tak je.

7. Najdéte kofeny binomickych rovnic: 22 = 1, 22 = —4, 23 = 8. Pokuste se o tfi zptisoby
feSeni: a) pomoci algebraického tvaru komplexniho ¢isla; b) pomoci goniometrického
tvaru komplexniho ¢isla a Moivreovy véty; ¢) pomoci rozkladu binomu.

8. Vyjadrete komplexni cislo 2 (cos HT” +isin HT”) v algebraickém tvaru. Nésledné se po-

kuste vysledek prevést zpét do goniometrického tvaru.


http://www.prometheus-nakl.cz/index.php?zobraz=detail&id_katalog=134
http://www.prometheus-nakl.cz/index.php?zobraz=id3&id3=11

1.3 Soustavy linearnich rovnic I

- Pro¢ resit soustavy linearnich rovnic? Zabyvaji se jimi matematikové i dnes?
- Soustavy linearnich rovnic jako zaklad linearni algebry.

Metoda s¢itaci (adi¢ni), substituéni, kompara¢ni (porovnavani stran), graficka. Zapis soustavy
pomoci matic.

Priklady:
1. Napiste linearni soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, kterd nemé feseni.

2. Napiste linedrni soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, kterd ma vice nez jedno reseni.
(Kolik jich pak ma?)

2 Cviceni 10. 10. 2017

2.1 Komplexni ¢éisla I1

Opakovani z predchoziho cvic¢eni — problematické priklady, alternativni feseni.

2.2 Soustavy linearnich rovnic II

Soustavy, které maji nekonecné mnoho feseni, nemaji feSeni. Homogenni soustavy. ReSeni
soustav pomoci matic, vektorovy zapis reseni.
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Rese
1. (2, 2,3,5) 2. (1,-1,1,3), 3. (=1,1,0,0) + ¢ (1,—1,1,0), 4. 0,
5( )+t1( 4717072)+t2(_37011a2)

3 Cviceni 17. 10. 2017

e Soustavy linedrnich rovnic — feseni pomoci matic
e Operace s maticemi, priklady 1-18 (odpoledni skupina pouze 1-16)

e Prvky souc¢inu matic, priklad 1.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/MaticeOperace.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/prvkySoucinuMatic.pdf

4 Cviceni 24. 10. 2017

4.1

4.2

Matice

Operace s maticemi: vSechny ptiklady z tohoto souboru.
Probirali jsme: maticové rovnice, komutujici matice, Hadamardiv a Kroneckeriiv soucin.

Triidy matic: vsechny ptiklady z tohoto souboru.

Prvky soué¢inu matic: vSechny priklady z tohoto souboru.

Vektorové prostory

Definice vektorového prostoru ((V, +) komutativni grupa, obé pseudodistributivity, pseu-
doasociativita, 1 - @ = @), definice vektoru (prvek VP).

Ovéieni, ze (R?, 4+, R, ) je vektorovy prostor.

Vektorové prostory (papir rozdany na cviceni), ptiklady 1 az 5: doma rozhodnout, zda
mnoziny (s danym séitdnim a ndsobenim skaldrem z daného pole) tvoii vektorovy pro-
stor.

Priklady vektorovych prostori a jejich podprostori.
U podprostorti staci ovérit uzavienost vzhledem ke séitani vektorti a nasobeni vektoru skala-
rem (ostatni vlastnosti se totiz dédi z puvodniho prostoru).

Rozmyslete si, pro¢ nasledujici struktury tvori vektorovy prostor.

Priklad VP: mnozina vSech vdzangch vektori v roviné (v prostoru) se spole¢nym po-
¢atkem (soucet vektori pomoci doplnéni na rovnobéznik).

[Tvori VP, vazané vektory jsou jen geometrickym znézornénim aritmetickych VP (uspo-
fadanych dvojic/trojic), sou¢tu pomoci doplnéni na rovnobéznik také odpovida soucet
usp. dvojic po slozkach, podobné si odpovidé i ndsobeni skaldrem.]

Priklad VP: mnozina vsech usporddanych n-tic prvki z pole T' (s¢itani po slozkach,
nasobeni skaldrem po slozkach).

Priklad VP: samotné pole T nad polem T'. (Je to vlastné specidlni ptipad n-tic prvkd,
n=1)

Priiklad VP: mnozina vSech matic typu m x n (standardni sé¢itdni matic a ndsobeni
skaldrem). Na matice se muzeme divat jako na usporddané (m - n)-tice prvki pole T
Podprostory tohoto VP (sta¢i ovérit uzavienost) jsou naptiklad: ¢tvercové matice, horni
trojihelnikové matice, dolni trojihelnikové matice, matice diagondlni, skalarni, symet-
rické, antisymetrické.

Piiklad VP: mnozina vsech nekone¢nych posloupnosti prvki z pole T'.

Podprostory tohoto VP (staci ovérit uzavienost) jsou napriklad: posloupnosti ,,s nulami
na danych mistech”, posloupnosti konvergentni, posloupnosti nulové — konvergujici k
nule.

Piiklad VP: mnozina vSech funkci definovanych na dané mnoziné.
Podprostory tohoto VP (sta¢i ovérit uzavienost) jsou napiiklad: funkce omezené, spo-
jité — C([a, b)), diferencovatelné na daném intervalu, riemannovsky integrovatelné na

intervalu [a, b] — R([a, b]).

Piiklad VP: mnozina vSech polynoma nad R, ptipadné nad C ¢i jingm polem.
Podprostory tohoto VP (staci ovéfit uzavienost) jsou napiiklad: polynomy stupné nej-
vyse n (pro pevné dané n), polynomy nabyvajici v daném bodé hodnotu 0.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/MaticeOperace.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/maticeTridy.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/prvkySoucinuMatic.pdf

5 CvicCeni 31. 10. 2017

5.1 Imatrikulace (dopoledni skupina)

o Uctéte prosim odpadlou linearni algebru minutou ticha.

e Co presné znamena slovo imatrikulace a z ¢eho je odvozeno?

Domaci cviceni: pokuste se vypocitat vse z kapitolky 5.4.

5.2 Vektorové prostory — opakovani
Reseni piikladil z rozdaného papiru, pifklady 1 az 4 — vektorové prostory a podprostory.

Tridy matic, priklad 4: matice A, B, D jsou skutecné antisymetrické, nebot v Zs je 1 = —1 (tj.
1 je prvkem opacnym sam k sobé), vyhovuji tedy podmince z definice antisymetrické matice:

a;; = —aj;. Proto na hlavni diagondle v tomto piipadé nemuseji byt jen nuly, ale mohou tam
byt i jednicky.
Podobné chovani 1ze pozorovat v okruzich Z4 (protoze 2 = —2), Zg (protoze 3 = —3), ..

5.3 Pocitani ve vektorovych prostorech

Posledni axiom vektorového prostoru (V,+,7,-) zni: VYaeV: 1-ud=1u.
Plati analogické tvrzeni pro nulovy prvek ¢iselného pole T'7

Dokéazali jsme nasledujici tvrzeni.
e YueV: 0-u=o.
e YueV: (—-1)-u=—u.
e YU, 7€V, VaeT: a-(U—7V)=a-U—a-7.
Rozdil dvou vektort @ — 7 je definovan jako @+ (—7), tj. odecist vektor znamend pricist vektor
opacny.
5.4 Linearni obal, linearni kombinace

Klicovy fakt — linedrni obal mnoziny M je roven mnoziné vSech linedarnich kombinaci vektoru
z této mnoziny M.

Konkrétni priklady linedrnich obalti — najdéte linedrni obal mnoziny M.

« M={(L3)} [M]={c-(1,3); ceR}
« M =1{(1,3,2),(0,1,2)} [M] = {c1-(1,3,2) +¢2-(0,1,2); c1,c0 € R}
o« M =1{(1,3,2),(2,6,4)} [M] = {c-(1,3,2); c€R}
o M ={1,z,2%} [M] = {a + bz + cx?; a,b,c € R}
o M ={l,z,2% 23, ...} [M] = R[z]

Rozhodnéte, zda vektor @ € Z3 nalezi lineArnimu obalu mnoziny M C Z3.
a) M ={(2,0,3),(4,1,4),(3,2,2)}, © = (1,2,3)
b) M ={(2,0,3),(0,4,0),(3,2,2)}, @ = (3,0,2)
c) M =1{(2,0,3),(0,4,0),(3,2,2)}, © = (1,1,1)

—
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S SR

—


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/maticeTridy.pdf

ReSeni piikladu a) Méme rozhodnout, zda @ € [M]. Z prednasky vime, ze [M] je
mnozinou v8ech linedrnich kombinaci vektoru z M. Pokud tedy @ € [M], musi jej byt mozno
vyjadrit jako linedrni kombinaci vektort z mnoziny M, tj.

Jer, 00,63 €Z3 5 e1-(2,0,3) +ea-(4,1,4) +c3-(3,2,2) = (1,2,3).
SeCtenim vektort na levé strané dostaneme
(2¢1 + 4co + 3es, ca + 2¢3,3¢1 + 4eg + 2¢3) = (1,2, 3),

coz muzeme piepsat jako soustavu linedarnich rovnic pro nezndmé cq, co, c3:

w O N

4 3|1
1 2|2
4 213

Ma-li tato soustava Teseni, pak lze vektor 4 vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru
z mnoziny M, tj. 4 € [M].

Pokud tato soustava feseni nemad, tak vektor @ nelze vyjadrit jako linedrni kombinaci
vektort z mnoziny M, tj. 4 & [M].

Rychlejsi feseni prikladu a)
vychézi z Frobeniovy véty: soustava (A | b) méa feSeni <= h(A) =h(A | b)
tj. hodnost matice soustavy = hodnost matice rozsitené
Vektory z mnoziny M dame do fadk matice, kterou elementarnimi tipravami (tj. Gaus-

sovou eliminaci) pfevedeme na matici odstupnovanou. Klicovy je pocet nenulovych radki,
které zbudou (jedna se o dimenzi linedrniho obalu [M]). Pfiddme-li k témto vektorim vektor
i, muze po Gaussové eliminaci nastat pravé jedna z moznosti:

- pocet nenulovych rddku se nezménil — @€ [M],

- pocet nenulovych radku se zvysilo 1 = a ¢ [M].

Jiny (jednodussi) pohled na rychlejsi feSeni prikladu a):

Provadét Gaussovu eliminaci vlastné znamend provadét linearni kombinace vektort v fadcich
matice. Pokud se ndm tedy podaii vyeliminovat vektor @, znamena to, ze je vektor @ linedrni
kombinaci ostatnich vektort v fadcich matice, tj. vektortt mnoziny M.

Ukol: vyfeste piiklady b) a c) obéma zpiisoby.

6 Cviceni 7. 11. 2017

6.1 Hratky s linearnim obalem
1. Opakovani: vse z kapitolky 5.4.
2. Z kapitolky Linedrni obal, baze pokuste se vytesit ilohy 1 a 2 (tj. vSe).
3. Z kapitolky Linearni obal, dimenze pokuste se vyftesit ilohy 1 az 6 (tj. vSe).

4. 7 kapitolky Béaze, souradnice vektoru vzhledem k bazi pokuste se vyftesit dlohu 1.

6.2 Jak na linearni obal
Hodnost matice

je rovna poctu nenulovych radka, které zbudou po Gaussové eliminaci, jiz matici upravime
na odstupnovany tvar.

Uvédomme si, ze pii Gaussové eliminaci vlastné provadime linedrni kombinace vektoru
tvoricich radky dané matice.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/krychlicky.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/linObalBazeDimenze.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/baze.pdf

Jak najit dimenzi linearniho obalu mnoziny M

Dimenze linearniho obalu dim[M] je rovna:

- poc¢tu linearné nezavislych vektoru, které mnozina M obsahuje,

- hodnosti matice A, jejiz fadky tvori vSechny vektory z mnoziny M,

- prakticky: po¢tu nenulovych radka matice A, které ,zbudou“ po Gaussové eliminaci.

Formaélné zapsano:

| dim[M] = h(4) |

Jak zjistit, zda vektor « néalezi lineArnimu obalu [M]

1. Uré¢ime dimenzi linedrniho obalu mnoziny M.
2. Uréime dimenzi linedrniho obalu mnoziny M U {}.
3. Rozhodneme:

a) Pokud se tyto dimenze rovnaji, pak @ € [M].
b) Pokud se tyto dimenze nerovnaji, pak @ ¢ [M].

Formalné zapsano:

(@c[M] <«  dim[M]=dim[MU{a}].|

Jak zjistit, zda dvé mnoziny vektoru generuji tentyz vektorovy podprostor

Tj. jak zjistit, ze

1. Pokud maji byt oba podprostory totozné, musi mit rozhodné stejnou dimenzi:
dim[M] = dim[N].

Staci tedy pomoci matic uréit dim[M] a dim[N]. Pokud se rovnaji, lze prosetrit, zda
jsou oba podprostory totozné.

2. Pokud je navic dim[M U N] = dim[N] (nebo = dim[M]), jsou si oba podprostory rovny,
tj. [M]=[N].

Formalné zapsano:

[[M]=[N] <= dim[M] = dim[N] = dim[M U N]_|

7 Cviceni 14. 11. 2017

Na cviceni probirdno:
e hledani dimenze linedrniho obalu,
o zjistovani, zda 4 € [M],
o zjistovani, zda [M] = [N],

e baze, dimenze, souradnice vektoru vzhledem k dané bazi.



7.1

7.2

Baze, dimenze, souradnice

7 kapitolky Baze, souradnice vektoru vzhledem k bazi se pokuste vyresit ulohy 2 az 5,
8,9, 12, 13, 14.

Rozhodnéte, zda je mnozina M C C3 linedrné zévisla ¢ nezavisla.
a) M={(2-1,2+3ii), (3-1,4+2i1+2i), (-2-5i,-2-"73—4i)}
b) M={3-1,2+13i), (1-i7+2i1+2i), (3—3i,—9+16i,—1+4i)}

Rozhodnéte, zda [M] = [N], kde M i N jsou podmnoziny Z3.
M={(4,1,2),(2,3,4),(3,2,2)} N ={(3,2,3),(1,4,1),(1,4,2)}.

Obsah testu A

grupy, operace a jejich vlastnosti,

maticové feSeni soustav (a Frobeniova véta o existenci feSeni soustavy),

matice (komutujici matice, maticové rovnice, typy matic),

priklady vektorovych prostori a podprostori, rozhodovani, zda je néco podprostorem,
linearni obal, baze, dimenze, souradnice vektoru,

spojeni a prunik podprostoru.

Priklady v testu budou analogické prikladim zadévanym na cviceni.
Test A probéhne 5. prosince 2017.

8 Cviceni 21. 11. 2017

8.1

Baze, dimenze, souradnice vektoru vzhledem k dané bazi

Na cviceni feseny tlohy:

zda dand mnozina tvori bazi daného prostoru,

urcit dimenzi linedrniho obalu,

pretvorit mnoziny vektori na bazi (pridanim ¢i odebranim vektori),
jaka je baze R nad R, C nad R, C nad C,

na LZ polynom1,

vektor vyjadrit jako LK vektort dané baze,

urcit souradnice vektoru vzhledem k dané bazi (kanonické, B).

7 kapitolky Baze, souradnice vektoru vzhledem k bézi vyreste ilohy 6, 10, 11, 14.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/baze.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/baze.pdf

8.2

Priprava na test A

Rozhodnéte, zda je ¢ binarni operaci na mnoziné M. V kladném pripadé urcete jeji
vlastnosti (véetné zakonu kraceni) a rozhodnéte, jakou algebraickou strukturu tvoii
(M, o).

a) M =Q\ {0}, acb= a%+2ab+bi2

by M=Z,aob=a+b+3

. Tvoii struktura (Q, ®, ®) téleso?

Va,beQ: a®b=a+b+3, a®b=a—2ab+b.

Jsou dany matice A, B, C nad télesem Zs:

1 3 2 3 4 0
=63 =00 e=(8)
Urcete matici X nad télesem Zj tak, aby platilo:

A-X+3B2=Xx"T.C.

Najdéte vsechny matice, které s matici A nad télesem R komutuji.

1=(%3)

. Rozhodnéte o linearni zavislosti a nezavislosti nasledujicich vektori vektorového pro-

storu nad C: (1 +2i,1—2i,2i), (1—-1,3+2i,1+3i), (5+6i,—7—1i,—5+ 3i).
Rozhodnéte, zda mnozina M generuje vektorovy prostor [N]:

M =1{(2,4,1),(2,1,2),(1,1,00} cZ N =1{(1,3,1),(3,2,2),(0,1,3)} c Z?

Necht V je vektorovy prostor nad R, vektory u, v, w jsou linedrné nezavislé. Rozhodnéte,
zda jsou nasledujici vektory linedrné zavislé ¢i nezavislé: u,u — v, v + w.
V z4vislosti na parametru a € Zs urcete dimenzi prostoru [M] C Z3:
M =1{(1,2,4),(2,a,3),(0,1,2)}.
Z nésledujicich vektoru 1, us, i3, Uy vyberte néjakou bazi B prostoru W = [i1, U, U3, U]

a urcete jeho dimenzi dim W. Zbyvajici vektory vyjadiete jako linedrni kombinaci prvka
baze B a napiste jejich souradnice vzhledem k bézi B.

= (1>O727 _3)7 Uy = (3727 1, _5)> U3 = (_1727 1, _2)7 Uy = (_3707270)

9 Cviceni 28. 11. 2017

9.1

Spojeni, direktni soucet

Na cviceni jsme délali:

o opakovani k testiku A,

e hledani spojeni podprostort a jeho dimenze,

¢ hledani priniku podprostorii a jeho dimenze,

o Grassmannovu formuli (véta o dimenzi spojeni a priniku).



9.2 Ukol na pfisté
o Pripravit se na test A — vse si fadné zopakovat.
e 7 kapitolky Soucet vektorovych prostoru vyteste ulohy 1, 2, 3, 4.

e 7 kapitolky Soucet a prunik vektorovych prostort II vyfeste vSechny tlohy, tj. 1 a 2.

9.3 Prtivodce po spojeni a priniku
Jak najit spojeni podprostort

Jsou-li ddny podprostory Vi = [41, Ua, . .., U] a Vo = [U1,Ts, ..., Us], je jejich spojenim V; + V3
podprostor

(Vi + Vo = [y, Ty, ...y, T, T, ]

Dimenzi spojeni uréime snadno pomoci Gaussovy eliminace (jako u hledéni dimenze lineér-
niho obalu).
Jak najit dimenzi priniku podprostort

Pomoci Gaussovy eliminace uré¢ime dimenzi Vi, Vo a Vi 4+ V. Dimenzi priniku pak snadno
dopocitame z Grassmannovy formule:

| dim Vi + dim V3 = dim(V + V5) dim(Vi N V5) .|

Jak najit prinik podprostort

Jsou-li ddny podprostory Vi = [dy, U, . .., U,| a Va = [0, Vs, . .., Us], pak vektor o lezi v jejich
pruniku, lezi-li v jednom i druhém podprostoru:

weVinVy, <+ welV;adels.
Kazdy vektor @ € Vi lze vyjadiit pomoci generatora prostoru Vi, podobné i pro vektor z Va:
weW - W = c1Uy + colip + - -+ + ¢ty

weVy, = W=dV+datio+ -+ dsUs

Vytesime tedy homogenni soustavu linearnich rovnic
clty + cotls + -+ + cptly = d1U1 + doUy + - - - + dUs .

Prunik pak ur¢ime pomoci ziskanych koeficientt (lze si vybrat bud ¢, ..., ¢, nebo dy, ..., ds),
které zavisi na parametrech (neni-li prunik trivialni), tj. napf.:

ViNVa ={c1@ + cotia + - - - + ¢, tiy; pro vSechna ¢;, jez jsou FeSenim soustavy}.

10 Cviceni 5. 12. 2017

Dnes jsme psali test LA T A, na strankach jsou vysledky.

10.1 Dopoledni skupina (9:00-10:30)

Maéme probrano: jak poznat homomorfismus, ovéreni, ze zadané zobrazeni je homomorfismus,
hledani jadra a obrazu homomorfismu.

Domaci cviceni: z kapitolky Homomorfismy vyteste tlohu 1.


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/soucetPrunik.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/soucetPrunik_2.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/LA/2017_ZS_vysledky.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/Homomorfismy.pdf

10.2 Odpoledni skupina (15:40-17:10)

Probirali jsme: jak poznat homomorfismus, ovéreni, ze zadané zobrazeni je homomorfismus.

Doméci cviceni: z kapitolky Homomorfismy vyfeste tlohu 1 (pouze poznat, zda se jedna
o homomorfismus).

10.3 Domaéci cviceni (pro obé skupiny)

o Zopakujte si pojem jadro homomorfismu, defekt (dimenze jadra), obraz, hodnost homo-
morfismu (dimenze obrazu).

Méjme homomorfismus f: V — W.

o Kazdé zobrazeni (tedy i kazdy homomorfismus) je urceno hodnotami na defini¢nim
oboru. Homomorfismus f je tedy jednoznacéné urcen, urc¢ime-li obrazy vsSech vektoru
z prostoru V. Neni to vSak nutné. Abychom homomorfismus jednozna¢né uréili, staci
predepsat obrazy vsech prvka baze prostoru V. Proc¢?

e Proc¢ je jadro homomorfismu Ker f vektorovym podprostorem prostoru V' (a ne pouze
podmnozinou)?

e Proc¢ je obraz homomorfismu Im f vektorovym podprostorem prostoru W (a ne pouze
podmnozinou)? Cim je tento podprostor generovin?

10.4 Hledani jadra a obrazu homomorfismu
Hledani jadra Ker f homomorfismu f:V — W

Ker f je mnozinou vSech vektoru & € V, které se zobrazi na nulovy vektor: f(&) = 0. Je-li
tedy homomorfismus zadan svym analytickym vyjadifenim, napr.

f(xayvz) = (2$—y+32,22),
tvoii jeho jadro vSechny vektory & = (z,y, z), které se zobrazi na nulovy vektor, tj.:
(2x —y +32,22) = (0,0) .

Jadro tedy nalezneme vyTesenim homogenni soustavy
2 -1 3|0
0 0 21]0 )

Hledani obrazu Im f homomorfismu f:V — W

Jadro je generovano obrazy vektord baze B = {51, . ,gn} prostoru V, tj.

Pokud je napiiklad V = R3, je jaddro generovano napi. obrazy vektorii kanonické baze, takze

Im f =[f(1,0,0), f(0,1,0), £(0,0,1)].

Konkrétné: obraz homomorfismu f(z,y, 2) = (20—y+3z,2z2) jeroven Im f = [(2,0), (—1,0), (3,2)].


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/Homomorfismy.pdf

Na co davat pozor
e V Zs lze délit, inverzni prvky ke vSem nenulovym prvkim totiz existuji, napt.:
3a=2 = a=4,nebot3-4=2.

Stejné se chové kazdé Z,, kde p je prvocislo.
Argument, Ze rovnice 3 a = 2 nemé Feseni, nebot Zs = {0, 1,2, 3,4} neobsahuje prvek 2,
je tedy chybny, nebot % v Zs5 oznacuje inverzni prvek k prvku 3, coz je 2, protoze 3-2 = 1.

o Je-li zadana operace o, nevysetfovat a + b, ale a o b.
o Pri vysetrovani vlastnosti operaci nezapominat na kvantifikdatory.

o Pfii rozhodovani, zda mnozina M generuje podprostor [N] nesta¢i rovnost dimenzi.
(Napf. existuje nekoneéné mnoho riiznych vektorovych rovin v R3.)

o Pii prosettovani spojeni U + W podprostort U, W se nikde neobjevuje soucet matic —
ten se souctem (spojenim) podprostort nemé nic spole¢ného.

e Je-li U podprostor, pisSeme dim U. Je-li M pouze mnozina vektoru, neni obecné podpro-
storem, a neni-li podprostorem, pak nemé dimenzi. Tato mnozina miize pouze generovat
podprostor, musime tedy psat dim[M].

o Sjednoceni podprostoru obecné neni podprostorem, nelze tedy psat dim(U U W).

o Lze vsak psat dim(U 4+ W); pojem spojeni podprostori vznikl pravé proto, ze pouhé
sjednoceni neni podprostorem.

o Otézka: l1ze psat dim[U U W]? A plati rovnost U + W = [U U W]?
o Prunmik je vzdy vektorovym podprostorem, lze tedy vzdy psat dim(U N W).

o Je-li dim(U NW) = 0, neni prunik prazdnou mnozinou, ale U N W = {0}.

11 Cviceni 12. 12. 2017

Dnes jsme hledali jadro, obraz, hodnost a defekt homomorfismu. Pfipomnéli jsme si vétu
o hodnosti a defektu homomorfismu f : V,, — W,,:

a(f) +r(f) =n.

Hledali jsme také predpis homomorfismu, je-li zadan obrazy bazovych vektort.

Domaéci cviceni
1. Z kapitolky Homomorfismy vyfeste tilohy 2-7.

2. 7 kapitolky Maticova reprezentace homomorfismi se pokuste vyresit dlohu 1.

Opravny termin pro test A: utery 19.12.2017 7:20 az 8:50 v u¢ebné K3 (2. patro).


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/Homomorfismy.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/MatRepreHomomorfismu.pdf

Matice homomorfismu (vzhledem ke kanonickym bézim)
Analytické vyjadfeni homomorfismu f : R3 — R3 je
flz,y,2) = (22 + 3y — 2,52 — 2y + 32, 7Tx + 8y — 9z2) .

Matice tohoto homomorfismu je

2 3 -1
A= 5 -2 3
7T 8 -9
x
Ovétte, ze plati:  f(z,y,2) =Ar- |y
z
Ukazte obecné, ze lze psat
f(u) =A;- 4.

11.1 Hlednani predpisu homomorfismu
Najdéte predpis homomorfismu f : R? — R2, jestlize
F2,-8)=(1,5),  f(1,2)=(4,-1).
Reseni. Hleddme piedpis homomorfismu, ktery ma tvar f(z,y) = (ax + by, cx + dy). Jeho
matice je tedy Ay = <ch Z) Vime ptitom, Ze

oo (5)-(). s ()- ()

Pro neznamé koeficienty a, b, ¢, d tedy dostavame vztahy
a by (2)_ (1 a b\ (1\ _ (4
c d -3) \b)’ c d 2)  \-1)"
2 —3b\ (1 a+20\ (4
2¢c—3d) \5)’ c+2d) \-1)°

7 rovnosti prvnich slozek a nasledné druhych slozek dostavame

20 —3b=1 2c—=3d=5
a+2b=14 c+2d=-1.

neboli po dpravé

Jelikoz se jedna o soustavy, které maji stejné matice, lisi se jen pravymi stranami, mtzeme je
resit soucasné:
2 -3 |1 5 o -7 |-7 7 011 —1
1 2 4 —1 1 2 4 -1 1 214 -1
1 -1 102 1
~ — (B] 7).
2 1 011 —1

0 1
10

Prvni soustava s nezndmymi a, b ma tedy feseni a = 2, b =1 (v 1. sloupci za svislou ¢arou).
Druh4 soustava s nezndmymi ¢, d mé tedy feseni ¢ = 1, d = —1 (v 2. sloupci za svislou ¢arou).

Homomorfismus ma tedy predpis f(z,y) = (ax + by, cx + dy) = (2x +y,x —y). Jeho matici je

2 1
A= 4 )

coz je transpozice matice, ktera vznikla pri paralelnim reSeni soustav.



12 Cviceni 19. 12. 2017
Zabyvali jsme se matici prechodu a matici homomorfismu.

o Klicovy material k matici prechodu: MaticePrechodu.pdf

e Poznamky k matici homomorfismu: MaticeHomomorfismu.pdf

o Upravena a doplnénd verze shrnuti rozdavaného na cviceni: MatRepreHomTeorie.pdf
Domaci cviceni

1. Z kapitolky Maticova reprezentace homomorfismu vyreste vsechny tlohy, tj. 1 az 9.

2. Z kapitolky Homomorfismy vyteste tlohu 4 (pfipadné i 5, 6, a 7) pomoci znalosti matice
homomorfismu, tj. postupem naznacenym nize.

12.1 Hledani predpisu homomorfismu pomoci matice homomorfismu
Uloha: Najdéte predpis homomorfismu f : RZ — R2, jestlize
f(2,-3) = (1,5), f(1,2) = (4,-1).

Reseni. Staci si uvédomit, co je to matice homomorfismu f vzhledem k bazim B a C: je
to matice, v jejichz sloupcich jsou soutadnice obrazl vektort baze B vzhledem k bézi C.
Pokud bychom za bazi B zvolili B = {(2,—3), (1,2)}, tak bychom mohli ihned napsat matici
Ay.p x homomorfismu f vzhledem k bazi B a bazi kanonické, v jejich sloupcich by byly obrazy
vektorti baze B, tj.

Arpr = (f(27 —3) f(172)) = <; _41)

Hledame analytické vyjadireni homomorfismu f, tj. hledame jeho matici vzhledem ke kano-
nickym bazim: A;.x i = 77?. Tu najdeme snadno pomoci matice pfechodu:

Af;K,K = Af;B,K : PK,B = Af;B,K .B~ L.

2
-3 2

(518) -~ (5157).
(2

1 0 10
01 01 '
2
Inverzni matice je tedy B~ = (g
7

_ i (14N (2 -\ (2 1

Analytické vyjadireni hledaného homomorfismu f je tedy

Inverzni matici k matici B = ( ) najdeme snadno pomoci Gaussovy eliminace:

tj. konkrétné

=

o

~Jlw ~IIo

benim matic:

flz,y) =2z +y, z—y).


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MaticePrechodu.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/MaticePrechodu-Badatel.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~halas/LA/MatRepreHomTeorie.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/MatRepreHomomorfismu.pdf
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~stepanov/Homomorfismy.pdf

12.2 Uplny vzor vektoru

Uloha: Homomorfismus f : Z3 — 73 je ddn predpisem
fl@y,z,w) =2z +y+z,z+22+w, y+ 2+ 2w).

Urcete obraz vektoru (1,0,2,1) a uplny vzor vektoru (2,1,1).
Obraz vektoru (1,0,2,1) vypoc¢teme velmi snadno: dosadime do analytického vyjadieni (x = 1,
y =0, z=2, w=1). Dostaneme tak f(1,0,2,1) = (1,0,1).

Uplny vzor vektoru (2,1,1) je mnozina vSech vektoru , které se zobrazi na vektor (2,1,1).
Tuto mnozinu zna¢ime f~4(2,1,1).

Hleddme tedy vSechny vektory @ vyhovujici rovnici f(u@) = (2,1, 1), kterou muzeme pre-
psat maticové (pomoci matice Ay homomorfismu f):

Ap-at = (2,1,1)7,

neboli
2110 U 92
1 0 21 up | =111,
0112 u3 1
coz je soustava linedrnich rovnic
2 11 0|2
102 11|,
01121

jejiz matici je matice Ay homomorfismu f a vektorem pravych stran je vektor . Resenim
této soustavy jsou vSechny vektory tvaru (2 + w, 2w, 1 4+ 2w, w), kde w € Zg, mnozinou vSech
feseni je tedy linedarni mnozina (2,0,1,0) + [(1,2,2,1)]. Uplny vzor vektoru (2,1,1) je tedy:

f712,1,1) = (2,0,1,0) + [(1,2,2,1)] .

Heslovité shrnuti:
- najit obraz vektoru — dosadit do analytického vyjadrend,

- najit dplny vzor vektoru b— vyTesit soustavu Ay | b )

Souvislosti:

- Najdéte jaddro homomorfismu f z predchozi dlohy.

- Rozmyslete si, ze Ker f = f~1(3).

- Rozmyslete si, ze Ker f = [(1,2,2,1)], nebot se pti jeho hledani fesi soustava se stejnou
matici jako pri hledani tiplného vzoru jakéhokoli jiného vektoru, jen pravou stranou je nulovy
vektor.

- Rozmyslete si, ze jsme Teseni predchozi tilohy mohli zapsat:
F712,1,1) = (2,0,1,0) + Ker £,

kde Ker f =[(1,2,2,1)].

- Rozmyslete si, ze pro soustavy linedrnich rovnic obecné plati:

vsechna Teseni nehomog. soustavy = néjaké jedno reseni nehomog. soustavy

+ vsechna Teseni homog. soustavy
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Cviceni 9. 1. 2018

Budeme psat test LA I B.

13.1

Obsah testu B

Prunik vektorovych podprostortu a jeho dimenze, véta o dimenzi souctu a priniku pod-
prostori,

rozpoznéni, zda je dané zobrazeni homomorfismus,

hledani jadra a obrazu homomorfismu, urceni typu homomorfismu,

hledani dplného vzoru zadaného vektoru,

sklddéni homomorfismu (maticové i pfimym dosazovanim),

hledani matice prechodu, transformace souradnic vektori,

hledani analytického vyjadreni homomorfismu, jsou-li zaddny obrazy bazovych vektori,

hledani matice homomorfismu vzhledem k rtiznym béazim.

Priklady v testu budou analogické prikladim zadavanym na cviceni.

Test

B probéhne 9. ledna 2018 primo na cviceni.

Pro zajemce o opravu testu LA T A je v SISu vypsén termin na ¢tvrtek 11. ledna 2018 od

17:20.

13.2
1.

Ukazkovy test B

Urcete prunik U N W vektorovych podprostori prostoru Z; a dimenzi tohoto pruniku.
Déle rozhodnéte, zda je soucet podprostora U + W direktni.

U=][(1,5,4),(3,1,1)] cc Z3 W =(6,1,4),(1,1,3)] cC Z3

. Rozhodnéte, zda je zobrazeni f homomorfismus.

a) f: R = RY f(z,y,2) = (v — 3y — 2,0,2 + 2,2y)

b) f:R® =R f(r,y,2) = (x — 2y + 2,0 — 1,20 — 2y — 2)

V pripadé, ze je f homomorfismus, urcete jeho typ, hodnost a defekt.

Urcete jadro, obraz, hodnost, defekt a typ homomorfismu f, ktery vznikne slozenim
homomorfismt fi, fo.

f1:2% = 73 fi(z,y, 2,w) = (x + 2y + 2w, 37 + 2 + 3w, 2z + 3y + 22)

fa: 23 = 73; fow,y, z) = (22 + 3y, & + 2y + 2,3y + 22,2¢ + y + 32)

Déle urcete obraz vektoru (1,2, 1, 3) a uplny vzor vektoru (1,1,1,0).

. Najdéte matici pfechodu od béze B k bazi C prostoru Z3, jestlize

B =1{(2,3,4),(4,0,3),(2,3,1)}, C ={(2,3,0),(1,2,3),(4,4,1)}.

Daéle najdéte matici pfechodu od béze C' k bézi kanonické a matici pfechodu od baze
kanonické k bazi C. Najdéte soufadnice vektoru ()¢, jsou-li zadany jeho soutadnice
vzhledem k bazi kanonické: (@) = (1, 3,2).

. Napiste matici homomorfismu f : Z2 — Z2 vzhledem k bazim B a C, jestlize

f(x,y,2) = (x+2y+32,60+3y), B =1{(3,2,4),(4,2,4),(6,5,6)}, C={(6,3),(2,5)}.
Nakreslete prislusné schéma.



Vysledky ukazkového testu B

1.UNW =[(4,6,5)], dim(UNW)=1, neni
2.a) r(f) =3, d(f) =0, monomorfismus b) ne

3. Af = Kerf = [(3727474)]7

— W o
W= O
DN DN = W
N =~ W W

Im f = [(1,4,3,1),(0,1,1,1),(0,0,1,2)] (oéekévam bazi),

nehotova pracovni verze: Im f = [(1,4,3,1),(4,0,1,3),(3,4,2,2), (3, 3,4, 2)]
r(f)=3, d(f)=1, endomorfismus

f(1,2,1,3) = (1,2,4,0), f~41,1,1,0) = (2,1,3,2) +[(3,2,4,4)]

~—

4 1 3 21 4 0 2 2 44 4
4. Ppc=12 0 3 Perg=13 2 4 Pxe=14 4 3 D. (1 5 5)
3 3 2 0 3 1 3 3 2

Pozor: v testu se mize objevit i priklad typu:

Nagjdéte matici (analytické vyjadreni) homomorfismu, jsou-li zaddny obrazy vektori.

(Je to sice obsazeno v hleddni matice homomorfismu vzhledem k riznym bazim, ale radéji
jsem to explicitné doplnil do kapitolky Obsah testu B.)

Na co davat pozor

» Matice baze obsahuje vektory béaze ve svych sloupcich. Je-li dana baze B = {(1, 2), (3,4)},
je matici této béaze (tj. vlastné matici prechodu od béaze B k bézi kanonické)

B:(; 2)

Tuto konvenci je nutno dodrzovat, jinak vie vychézi $patné.’

« Neni nutné psit Pox = K ~'C a vypisovat jednotkovou matici (matici kanonické baze),
kterou se pak naoko nasobi matice C; Gsporné a spravné je: Poxg = C. Rozhodné neni
tfeba naoko pocitat matici inverzni k jednotkové matici — je to ztrata casu.

e Podobné neni treba psat jednotkovou matici, mame-li napsat matici prechodu Pg¢
(tj. zbyteéné zdlouhavé vypisovat C~1K). Struéné a spravné je: Pxc = C~ 1.

e Ve schématu je nutno vyznacovat baze pod jednotlivymi prostory:
vy L iy
M C B L
Pom Appe Pup

o Uplny vzor — je t¥eba vyfesit soustavu a FeSeni pekné zapsat. Je-li jadro netrividlni, pak
je TeSenim linedrni mnozina, tj. Gplny vzor ma tvar  (1,2,3) + [(4, 3,2), (1, 3,4)].

e Nalézt prunik dvou podprostorii — nesta¢i nalézt pouze dimenzi tohoto priniku dle
Grassmannovy formule, je tfeba Tesit soustavu. Pozor, po vyfeSeni soustavy nelze primo
pouzit cisla, kterd ndm vysla, jako vektor generujici prinik — resenim soustavy jsou
koeficienty linearni kombinace vektorud, které generuji prinik.

! Pokud bychom vse psali do ¥adkii, byly by vSechny vztahy transponované; i vektory ndsobené matici
prechodu by byly radkové, nasobeny by vsak byly matici prechodu zprava, nikoli zleva — vSe by bylo treba

,obratit®: (=) |- =(==--).
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