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Slovo tvodem

Tento text vznikl ptivodné spojenim rozsitenych prednasek prednesenych v ramci nékoli-
ka Seminari z historie matematiky pro vyucujici na strednich skolach poradanych Katedrou
didaktiky matematiky Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.

Jak jiz sam nézev napovida, je vénovan uplnym pocatkim discipliny, kterou dnes na-
zyvame goniometrie. Text je rozdélen na dvé ¢asti.

Prvni ¢ast obsahuje nékteré historicky vyznamné postupy vypoctu hodnot , goniome-
trickych funkci“. Z matematického hlediska jim v antické matematice odpovidaji délky
tétiv, a tak se zamérujeme na zpusob jejich vypocétu v prvnim komplexnim dochovaném
textu — v Ptolemaiové Almagestu. Pro srovnani pak také zminujeme texty pozdéjsi, v nichz
se vyskytuji podobné vypocty (Kopernikovy Obéhy).

V Ptolemaiovych vypoctech se skryva jedno omezeni — délka tétivy prislusna jednomu
stupni je pouze odhadnuta. Odhad je proveden s takovou presnosti, ze zcela vyhovuje pro
vytvoreni celé tabulky délek tétiv s presnosti na dvé Sedesatkova mista. Nelze jej vsak
néjakym analogickym zptisobem déle zpresnovat. Toto omezeni tspésné odstranili islamsti
matematici. Jejich postupy také uvadime, nebot jsou vhodnym doplnénim Ptolemaiova
textu.

Tuto ¢ast uzaviraji moderni postupy vypoc¢tu hodnot goniometrickych funkci. Struc¢né
zminujeme rozvoje do mocninnych rad a fetézové zlomky. Podrobnéji se vénujeme jedno-
duchému algoritmu CORDIC, ktery je velmi péknou aplikaci souctovych vzorcii, poskytuje
tedy v jistém smyslu jiny pohled na anticky postup Ptolemaitiv.

Ve druhé casti si pokladame otazku, proc¢ vlastné goniometrie vznikla — ¢im se li-
dé zabyvali, ze jim pri feSeni téchto problému vyvstala potfeba matematického aparatu
odpovidajiciho dnesni goniometrii. Ukazeme, Ze jednim z klicovych problémt mohla byt
interpretace vysledki métreni délky roc¢nich obdobi, kterd byla v prubéhu staleti zpresno-
vana. Tato data byla v zdsadnim rozporu s jednoduchym aristotelovskym modelem, kdy se
nebeskd télesa méla pohybovat rovnomérnym kruhovym pohybem, pricemz stredem této
kruhové drahy by byla Zemé. Reseni vyZzadovalo geometricky model, jehoZ parametry bylo
mozno urcit pouze s pomoci rozvinutého aparatu pro vypocet délek tétiv, coz byl, jak jsme
jiz zminili, predchiidce dnesni goniometrie.

Preji vSem ¢tenaitim tohoto textu, aby v ném nalezli inspiraci pro svou praci i potéseni
z antické matematiky.
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Cast I
Vypocty hodnot goniometrickych
funkci

1 Tabulky funkénich hodnot ve starovéku

Jiz na hlinénych tabulkach ze starovéké Mezopotamie mame doloZeny rizné tabulky,
napriklad druhych a tfetich mocnin, nasobeni, prevracenych hodnot, a dalsi. Takové tabul-
ky jsou odrazem lidské snahy po usnadnéni stale se opakujicich vypocta tim, Ze se provedou
jednou provzdy a peclivé se zaznamenaji do tabulky:.

Ze starovékého Egypta se nam také dochovaly riuzné tabulky, zajimavé jsou zejména
tabulky rozkladt zlomkii na soudet kmennych zlomki.! O téchto tabulkich lze nalézt vice
informaci napt. v [Be].

Na Rhindové papyru se nam vsak také dochovaly tlohy na vypocet sklonu pyramidy,
tzv. seqed. Geometricky rozumime pyramidou pravidelny ¢tyrboky jehlan. Sklon pyramidy
seqed je pak pomér poloviny délky jeho podstavné hrany a a vysky v, coz je v podstateé
kotangens velikosti tihlu ¢, ktery sviraji podstava a bo¢ni sténa, tedy

SHINE

seqed = cotg p =

Diky témto ulohdm (R56-R60) se u egyptské matematiky nékdy hovoii o tzv. proto-
goniometrii. Pfeklad téchto tloh s komentéfem je uveden v [Vy].

2 Recké tétivy

Goniometrické funkce? hraly dtleZitou roli zejména v astronomii, jak uvidime ve druhé
casti tohoto textu. Nejranéjsi doklady jejich uzivani v rozvinuté podobé zatim sahaji do
starovékého Recka. Rekové pouzivali misto nasich goniometrickych funkei délku tétivy
danou stredovym thlem o velikosti a. V nasem textu ji budeme znacit crd o, tj. plati

crda = 2R sin %.

Je pravdépodobné, ze jako prvni sestavil tabulky vyznamny recky astronom HIPPARCHOS
(asi 180125 pr. Kr.). Jeho dilo se nam vSak dochovalo jen ve zlomcich, a tak jsme odkézani
pouze na pozdéjsi svédectvi.

L Tj. zlomk s jednickou v &itateli.
2 Pfesnéji se jednalo o jejich pfedchiidce.
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Na Hipparcha védomé navazal zejména KLAUDIOS PTOLEMAIOS, ktery Hipparcha
mnohokrat zminuje a cituje. Z Ptolemaiova dila mtizeme usuzovat, ze Hipparchos tabulky
hodnot crd a opravdu potieboval, pouzival je napr. pri studiu pohybu Meésice a pri dalsich
astronomickych vypoctech.

Spolecné s piilivem astronomickych poznatki ze starovéké Mezopotamie se do Recka
dostalo pouzivani Sedesatkové soustavy. V Recku se jeji ndznaky objevily poprvé nékdy
v poloviné tfetiho stoleti v geografickém dile ERATOSTHENA z KYRENY (276-194 pt. Kr.).
Toto dilo se nam nedochovalo, k dispozici mame pouze nékolik uryvkil, zejména u Strabdna.

Nejvyznamnéjsim hellénistickym autorem, jehoz astronomické dilo se ndm dochovalo,
je bezpochyby Klaudios Ptolemaios.

2.1 Klaudios Ptolemaios

O Klaudiovi Ptolemaiovi toho vime pomérné malo. Zil piiblizné nékdy mezi lety 90-165
a pusobil v Alexandrii. Podrobnéji se lze o ném doéist napt. v [St]. Byl to velmi plodny
autor, jak je patrné ze struéného prehledu jeho dila.

o Almagest
o Kanopska poznamka — predbézné shrnuti parametri Ptolemaiovy soustavy; cca 9 stran
» Tetrabiblos — astrologicka prirucka, zajistilo mu proslulost ve stredoveku

» Geografie — rozsahlé dilo, obsahuje topograficky popis a 27 map; (Stidéta oré: cesko-
némecké pomezi, Ebtiron: asi oblast jizné od Brna)

« Optika
o Planetarni hypotézy — o vzdalenostech planet
o Priruéni tabulky — pro vypocet poloh kosmickych téles; obsahuje katalog 180 hvézd

o Féaze nehybnych hvézd

Dnes je nejznaméjsi jeho monumentélni astronomické kompendium Almagest (fecky
MoaOnpatikn oovrabig, Mathématiké syntaxis), jehoz vydani [He] ¢ita 1154 stran. Toto
dilo mélo pro astronomii podobny vyznam, jako pro geometrii Eukleidovy Zdklady. Cela
astronomie je zde budovana na zakladé geocentrické soustavy.

Sam Ptolemaios své dilo nazyva Mathématiké syntazis. Pozdéji vsak bylo také nazy-
vano Megalé syntazis (Velkd skladba, Mey&dn oOvta€ig). Arabsti prekladatelé tento nézev
zménili na Megisté syntazis (Nejvétsi skladba, Meyiotn oOvtaig), coz mozna ucinili z tcty
k tomuto ohromnému dilu. Prepisem do arabstiny pak vzniklo Al-Magisti, coz déale preslo
do latiny jako Almagest.
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Pro zajimavost uvadime zkracenou verzi obsahu prvni ze trinacti knih Almagestu.

Obsah prvni knihy, jak je shrnut v jejim tvodu:

1.
2.

10.
11.
12.
13.

14.

Predmluva.

O Tazeni vét.

Ze se nebe pohybuje po sféfe.

Ze i Zemé jako celek je kulatd.

Ze Zemé je stfedem nebe.

Ze Zemé je viiéi vesmiru jako bod.

Ze se Zemé nepohybuje.

Ze na nebi jsou dva druhy priméarnich pohybi.

O postupné vystavbeé.

O délce tétiv v kruznici.
Tabulka tétiv v kruznici.

O oblouku mezi slunovraty.
Uvod pro sférické dikazy.

O obloucich mezi rovnikem a ekliptikou.

Vidime, ze Ptolemaios v tivodni kapitole vypracoval tabulky délek tétiv — jsou to nej-
starsi dochované tabulky tohoto typu. S nejvétsi pravdépodobnosti vsak nebudou prvni.
Je témér jisté, ze Hipparchos (2. stol. pr. Kr.) a Menelaos (1. stol. po Kr.) také pouzivali

Idea tétivy pochazi nejspise od Hipparcha. Délky tétiv byly pozdéji nahrazeny po-
loviénimi délkami, coz odpovidalo nasemu sinu. Poprvé to mame dolozeno u indického

matematika Aryabhaty (499 po Kr.), jemuz se budeme vénovat pozdéji.

7 obsahu prvni knihy je patrné, ze Ptolemaios neuvadi pouze tabulku, ale také podrobny
navod na jeji sestaveni.
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2.2 Ptolemaiova goniometrie

V prvni knize Almagestu je vybudovana rovinna goniometrie, a to véetné peclivych di-
kazii. Cely postup slouzi k vypoctu tabulky délek tétiv, kterou Ptolemaios uvadi s krokem
pul stupné. Tato tabulka slouzi v ostatnich kapitolach jako pomocny aparat pro astrono-
mické vypocty.

Jak uz bylo zminéno, Ptolemaios pracuje s délkami tétiv na rozdil od nasich sini.
Samotnou kruznici déli na 360 stejnych tiseki, jeji primér na 120 dseki.”

Délku tétivy dané stifedovym thlem o velikosti @ budeme znacit crd a. Nas sinus je
vlastné polovinou délky tétivy prislusejici dvojnasobnému tthlu vydélenou polomérem, plati
tedy vztah

crda = 2Rsin%,

kde R je v nasem ptipadé rovno 60.

Vsechny vypocty jsou v Almagestu provadény primo v pozicni Sedesatkové soustave.
Ptolemaios systematicky pracuje s presnosti na dvé Sedesatkova mista, takze mize uvadét
vzdy pouhd tii ¢isla oddélend mezerou bez dalsiho oznaceni, a presto nemuze dojit k zad-

nému nedorozuméni. Tento ptvodni zptisob zapisu zachovavame. Napriklad udaj 70 32 3
32 3

znamena 70+ 60 + 602" V pripadé, ze by na nékteré pozici méla byt nula, pise Ptolemaios

maly krouzek, ktery je patrny i na prilozené ukazce. Tento krouzek vsak nelze povazo-

vat za pravoplatného predchidce nuly, nebot slouzi vyhradné k oznaceni , prazdné* pozice

v Sedesatkovém zapisu.

Transformace Ptolemaiovych tidaji do soucasného oznaceni tedy probiha néasledujicim
zpusobem. Vezmeme-li si naptiklad rovnost

crd72° =70 32 3,
tak pro nds znamena na levé strané:
crd 72° = 120 - sin 36° = 120 - 0,587 785252 --- = 70,534 230 275 ...

a na strané pravé (presnost je omezena na dvé sedesatkova mista):

32 3
70323=70+ —+ — = 70,534 166 ... .
* 60 * 602 ’

Jelikoz mé strana pravidelného Sestitthelniku (stfedovy thel 60°) stejnou délku jako
polomér kruznice jemu opsané (R = 60), dostdavame zakladni poznatek, z néhoz Ptolemaios
vychazi:

crd 60° = 60 .

3 Tyto tseky samoziejmé neodpovidaji Gsekéim, na néz je rozdélena samotnéd kruznice, jejiz ¢lenéni
odpovida dnesnimu déleni plného thlu na 360°. Pro nazornost se budeme proto u udaju, které se vazi k
¢lenéni kruznice, drzet soucasného oznaceni; misto pouhého ¢isla 60 tak budeme psat 60°. Pouzivani ¢lenéni
na 360 a 120 tsekt je dédictvim mezopotamské astronomie, podobné jako pocitani v sedesatkové soustave.
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Pti tomto oznaceni a za téchto predpokladi odvozuje nékolik vét, které jsou teoretickym
zékladem vypoctu tabulky délek tétiv prislusnych stfedovym thlim o velikostech od 0° do
180° s krokem % . Tato tabulka je také soucasti Almagestu, ukazka z ni je na obrazku nize.

Celé budovani teoretického aparatu, na némz je tvorba tabulky délek tétiv zalozena, je
rozdéleno do Sesti krokt.

1.

Uréi se hodnota crd 72° a crd 36°. Z geometrické konstrukce pravidelného pétithelniku
a desetithelniku a uzitim Pythagorovy véty se dostane

crd72° =70 32 3 crd 36° = 37 4 55.

Ptolemaiova véta — zaklad pro odvozeni souc¢tového vzorce crd (a + f3).
Pro libovolny tétivovy ¢tyiihelnik ABC'D plati

|AB| - |CD| + |AD| - |BC| = |AC| - |BD).

Vztah pro crd (o — ) — lze tedy odvodit crd 12° = crd (72° — 60°).
Vztah pro crd § — odtud se odvodi crd 6°, crd 3°, crd % a crd %O.

Odhad pro crd 1°, odtud pak crd %

o

ced1° =12 50 crd% =03125

Sestaveni tabulky s krokem % s pomoci odvozenych vztah.

w sy Prunosiy

lues [ s | nd| 40
us | usy vr | s
usé | el | x| 4
Wl | Wl | vae| 3
WZ5 | wn | | L
L e R R L _
Ukézka z Ptolemaiovy tabulky, vydani [Gr] z roku 1538.

o | ud
Ad

W | «
X

o oo & o
O o O o oy ™
-
ot

9
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2.3 Konstrukce tabulky délek tétiv

V této podkapitole rozvedeme jednotlivé kroky Ptolemaiovy vedouci k sestaveni tabulky
délek tetiv. Celd konstrukce je pomérné prehlednd. Nejprve vypocteme stranu pravidelného
pétithelniku a desetithelniku, ¢imz ziskame hodnoty crd 72° a crd 36°. Nasledné odvodime
Ptolemaiovu vétu, kterd vlastné (moderné feceno) vystupuje v roli sou¢tového vzorce pro
funkci crd . Odtud pak odvodime modifikaci tohoto ,,souctového vzorce“ pro crd (a— ) a
crd 5. Tyto vztahy uz pak umozinuji vhodnou kombinaci znamych hodnot dopocitat velké
mnozstvi hodnot jinych, jak je uvedeno v prehledu vyse.

Jednotlivé kroky Ptolemaiova postupu budeme prezentovat v modernizované a upravené
podobé, abychom usnadnili jeho transformaci do soucasné skolské matematiky.

Nez se podivame na samotny Ptolemaitv postup, u¢inime k nému nékolik poznamek
z hlediska soucasné skolské matematiky. Z vyse uvedenych shrnuti je ziejmé, Ze jeho jadrem
jsou souctové vzorce pro funkce sinus a kosinus (u délky tétivy pfitom postacuje soucto-
vy vzorec jediny). Sta¢i znat alespon jednu hodnotu a vSechny ostatni pak lze pomoci
souctovych vzorcii dopocitat. Zajimavou aplikaci souctovych vzorctt na vypocet hodnot
goniometrickych funkei je algoritmus CORDIC, o kterém pojedname nize.

Je-li mozno na zakladé jedné hodnoty dopocitat s pomoci souctovych vzorct vsechny
hodnoty funkei sinus a kosinus, jsou tak vlastné jednoznacné zadany a souctové vzorce lze
vzit za zaklad jejich definice. Teoretickym zakladem je k tomu nasledujici véta.

Véta. Existuje pravé jedna dvojice funkci s(x) a c(x), které splituji na celém R soustavu
funkcionalnich rovnic

a podminku

limﬂzl.
x—0 X

Posledni podminka (limita) je nutnd kvili spojitosti. Vezmeme-li totiz jednu hodnotu,
tak postupnym ptlenim ptislusného argumentu a kombinaci vzniklych mensich argumenti
pomoci s¢itani a od¢itani dostaneme jen nékteré racionalni nasobky argumentu ptivodniho.
K rozsifeni na vSechna redlna cisla tedy potfebujeme limitni proces (pfesnéji spojitost).

Pokud jsou souc¢tové vzorce odvozovany izolované, bez upozornéni na jejich ohromny
potencial pro vypocet dalsich hodnot, tak se ztraci néco podstatného z jejich matematické
podstaty.

10
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Ve skolské matematice jsou vétsinou odvozovany nasledujici hodnoty goniometrickych
funkci. Zakladem je rovnostranny trojuihelnik ABC.

Odtud pfimo miizeme psat:

g 1
cosa = cos60° = 2 = —,
a 2
g 1
siny =sin30° = 2 = —,
a 2
V3
5 3
sina = sin60° = — = 29 _ \/_—’
a 2
cosy = cos 30° = v_2%_ £
a a 2

Podobné na zakladé pravoihlého rovnoramenného trojihelnika

c

ihned dostavame:

sin45°:cos45°:g:L—i—£.
C \/E-a \/5 2

Samotné odvozeni souc¢tového vzorce pro funkei sinus a kosinus je zfejmé z nasledujicich
obrazki.

11
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N

sin 3

O P,

)
[
=
&

sin(a+ 8) = v1 + vz

U1

cos 3

U2

sin 3

sina = cosa =

sin(a 4 B8) = sina cos 3 4 cos asin 8

cos(a+B) =z1— 2

Z1 z2

sin 3

sina =

cosox =

cos 3

cos(a + B) = cosacos 3 — sinasin 3

2.3.1 Pravidelny pétiihelnik a desetitihelnik

Nyni vypocteme délku strany as pravidelného pétithelniku, abychom ziskali hodnotu
crd 72°. S pouzitim dnesni goniometrie by se jednalo o snadny tkol, stacilo by vhodnym
zpusobem pouzit funkci sinus v trojihelniku, jehoz vrcholy tvori dva sousedni vrcholy
pravidelného pétithelniku a stred kruznice opsané:

12
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sin 36° =

= |l\3|0$

tj.
as = 2r sin 36°.
Chceme-li vSak urc¢it délku strany pravidelného pétitthelniku pouze s pomoci elementarni

geometrie, budeme muset vyjit z jeho konstrukce. Ta je béznou soucasti skolské mate-

matiky, zaznamendnu ji mame nejen v Almagestu, ale také ve vété IV,11 Eukleidovych
Zakladi.

Uvazujme kruznici se stredem A a o poloméru AT, jehoz stied oznac¢me E. Bod Z
zkonstruujme tak, aby lezel na pruméru AT a zaroven EZ = EB. Potom tusecka AZ ma
délku rovnou strané pravidelného desetitthelniku a BZ pravidelného pétithelniku.

Oznac¢ime-li polomér kruznice r, dostaneme z Pythagorovy véty aplikované na troj-
uhelnik BAE

EB =/r?2 + (i)erﬁ.
2 2

Odtud potom plyne

tj.
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Opét z Pythagorovy véty aplikované na trojihelnik BAZ obdrzime vztah

as = aig ) 4 o

2
2 2 <\/3—1> P LR R S SRR

tedy

5—5

as T 9

Pro r = 60 dostaneme®

crd 72° =70,534230 --- ~ 70 32 3.

7 Thalétovy véty plyne, zZe trojihelnik nad preponou je pravouhly. Plati v ném tedy
Pythagorova véta
crd *a + crd (180° — ) = 1202 .

Ke kazdé hodnoté crd a 1ze tedy dopocitat hodnotu komplementarni:

crd (180° — a) = V1202 — crd *a.

2.3.2 Ptolemaiova véta

JelikoZ zname hodnotu crd 60° = 60, budeme moci vypocist crd (72° — 60°) = crd 12°.°
K tomu vsak potrebujeme odvodit vztah, ktery by zastoupil roli dnesnich souctovych vzorct
— Ptolemaiovu vétu®.

1 [5—+/5
4 7 pohledu soucasné goniometrie jsme vypocetli hodnotu sin 36° = 3 2\f.

® Jazykem dnesni goniometrie se jednd o vypodet sin(36° — 30°) = sin 6°.
6 Sam Ptolemaios tuto vétu oznacuje jako ,velmi uziteéné lemmatko* (Anppértiov edypnotov mévv),
nebot v jeho konstrukei plni spiSe funkci pomocnou.
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Véta (Ptolemaiova). V kazdém tétivovém ctyrihelniku ABT'A plati:
AB-TA+AA-BI'=AI'-BA,

neboli
ac+bd=ef,

kde a, b, ¢, d jsou postupné délky jeho stran a e, f délky thlopricek.

Sestrojme na thlopri¢ce AT bod E tak, aby byl tthel ABE roven tthlu ABT" (oznaceny
zelené). Také oranzové oznacené tihly jsou si rovny, nebot se jednd o obvodové tihly prislusné
témuz oblouku. Trojuhelniky EBI" a ABA jsou tedy podobné, tj.

BI'  BA
El  AA’

neboli
AA -BI' = EI'- BA.

Také trojuhelniky ABE a ABT jsou podobné (ithly BAE a BAT prisluseji témuz oblou-
ku BI'), ziskdme tedy rovnost
AB AB

EA  TA’
neboli
AB - TA =EA - AB.

Souctem obou vyslednych nerovnosti ziskame
AB-TA+ AA-BI'=(AE+EI' - BA =AT-BA,
coz je tvrzeni véty. ]

Aplikaci Ptolemaiovy véty ilustruje nasledujici obrazek.
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2.3.3 Tétiva odpovidajici jednomu stupni

Nalezeni odhadu pro crd 1° je z historického i matematického hlediska velmi vyznamné.
Videli jsme, Ze z odvozené hodnoty crd 12° lze pomoci formule pro crd § ziskat crd% a

crd %O, ne vsak crd 1°. Bylo by potieba provést trisekci tihlu, a tak Ptolemaios hleda radéji
dostatecné dobrou aproximaci.
Zakladem hledani dolniho a horniho odhadu je nerovnost (plati pro 0° < a < 3 < 180°)

ktera byla v té dobé znama, pouzivali ji napriklad Aristarchos, Eukleidés ¢i Archimédés.

Lze ji prepsat ve tvaru
crd o S crd B

Nerovnost (2.1) je pomérné nézornd; rika, ze se vétsi oblouk od prislusné tétivy lisi vice,
nez je tomu u mensiho oblouku. S pouzitim (2.1) dostaneme

. (2.1)

a<f=

o o

crd % crd 1° crd %
35S 3
2 4

Dosazenim znamych hodnot crd % =13415 a crd %O = 0 47 8 dostaneme

9 crdl° 4
13415 -2 <292 0478 .=,
3 3

1° 9

1250 < S48 49502

3

kde je rozdil mezi hornim a dolnim odhadem crd 1° tak maly, Ze pfi zvolené presnosti na
dvé Sedesatinnd mista ihned dostavame crd 1° =1 2 50.7

71250 =1+ 2 + 5295 =1,047222..., picemz crd 1° = 2- 60 - sin 3 = 1,047 184 ...
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2.3.4 Posledni sloupec v Ptolemaiové tabulce

V Ptolemaiovych tabulkach je uveden jesté jeden (tfeti) sloupec, ktery obsahuje inter-
pola¢ni udaje, konkrétné hodnoty

crd(a+ 1) —crda
30 '

Rozdily délek tétiv sousedicich v tabulce jsou vydéleny 30, pricemz tyto sousedni tétivy
prisluseji thliim lisicim se velikosti o pll stupné; jedna tricetina tedy odpovida nasi jedné
minuté. Pro zajimavost poznamenejme, ze déleni tiiceti je v Sedesatkové soustaveé jedno-
duché; provede se vynasobenim dvéma a posunutim radové ¢arky o jedno misto doleva.

Tento interpolac¢ni udaj tedy umoznuje alespon priblizné rozsitit tabulky na hodno-
ty pocitané s krokem 1 minuta. Potfebujeme-li napiiklad hodnotu crd 7° 40", nalezneme
v tabulkach crd 7° 30" a interpola¢ni idaj — jednu tficetinu rozdilu crd 8° —crd 7° 30”. Tento
udaj vyndsobime deseti a pricteme k crd 7° 30", ¢imz dostaneme pomoci linedrni interpolace
pribliznou hodnotu crd 7° 40’.

3 Indické tabulky sini a Aryabhata

V Indii lze zdjem o astronomii s jistotou vysledovat uz v prvnim tisicileti pred Kristem,
mozna i o néco drive. Vyrazné propracovanéjsi a presnéjsi se indicka astronomie stala nékdy
kolem 5. stol. pr. Kr., kdy se predpoklada priliv poznatka z Babylonie. Priblizné ve 3. a 4.
stol. po Kr. se zacaly objevovat také recké vlivy. K drivéjsim babylonskym aritmetickym
schémattim se tehdy zacinaji pridavat fecké postupy zalozené na geometrii. Indi¢ti astrono-
mové postupné zacali fesit prakticky vSechny tlohy jako Rekové, zejména ur¢ovani polohy
Slunce, Mésice a planet, predpovédi zatméni, nalezeni délky stinu gnémonu a dalsi. Vy-
pocty tohoto druhu méame zachovany uz v nejstarsich dochovanych astronomickych dilech
Aryabhatz’ya a Pancasiddhdntikd z prelomu 5. a 6. stoleti. Tyto vypocty vyzadovaly hod-
noty goniometrickych funkci, neni tedy divu, ze prakticky kazdé astronomické pojednani
obsahovalo v néjaké podobé goniometrické tabulky.

Vyraznou zménou oproti Recku je, Ze indi¢ti matematici za¢ali pouzivat polovinu délky
tétivy, coz odpovidalo nasim sinfim. Zadny komentai se o této zméné nedochoval, presto
vsak neni nijak obtizné odhadnout, ze k ni vedla nutnost nasobeni a déleni dvéma pri
pocitani s celymi tétivami, coz se objevovalo v nékterych typech vypocti.

Pro indickou védu je typické, ze mnohé vysledky byly shrnovany do stru¢nych formuli,
které usnadnovaly zapamatovani. V této formé mame naptiklad dochovanu celou gramatiku
sanskrtu, kterd obsahovala 3976 gramatickych pravidel. Tato stru¢na pravidla zpravidla
nejsou bézné srozumitelna, je potieba predem védét, jak jsou v nich prislusné informace
,zakodovany*.

Do této skupiny texti patii také jiz zminénd matematicko-astronomicks béseri Arya-
bhatiya, kterou ve svych 23 letech sestavil vyznamny a hojné komentovany matematik
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ARYABHATA (476-550). Zde také nachdzime snad prvni dochovanou tabulku hodnot sin.

Celd tabulka je na malé ploSe pouhych dvou versa®:

AT #iE wiE afE ufE 517 57 e whfe fevar w@fe fhea
edlfh fohar g 9fh fohg €01 51U 59 &l @ & © FHeldSAT: 1901

makhi bhakhi phakhi dhakhi nakhi fiakhi nakhi hasjha skaki kisga sghaki kighva |
ghlaki kigra hakya dhaki kica sga jhasa nva kla pta pha cha kalddhejyah ||

254200 244-200 224-200 194-200 154200 104200 54200 1004+-90+9 90+1+100 1004-80+3
70444100 100+4+60 |
44-504-100 100+3440 10041430 194100 100+6 90+3 7049 5+60 1450 21+16 22 7, coz
je polovina tétivy. |

(Aryabhatiya 1,10)

Zvoleny prepis naznacuje strukturu jednotlivych ,slov“: pomoci pridanych znamének
plus jsou pro nazornost oddélena jednotliva ¢isla reprezentovana slabikami v ramci jednoho
slova.

Cisla, kterd nachézime v téchto dvou versich, jsou diference polovin délek tétiv. Aryab-
hata si bere za zaklad kruznici, jejiz obvod rozdélil na 21 600 stejnych dilka (tj. 60 - 360 =
225-96), jeden dilek tak odpovida nasi jedné minuté. Polomér této kruznice je pak priblizné
3438 dilk.

Diky tomu, Ze se berou jen poloviny tétiv, sta¢i uvadét hodnoty pouze pro prvni kvad-
rant. Tabulka obsahuje 24 ¢isel; rozdélime-li tedy prvni kvadrant na 24 stejnych casti,
dostaneme 3°45’, ¢emuz odpovidd 225 Aryabhatovych dilki.

Abychom dostali Aryabhativ sinus nap¥. 15°, musime seéist prvni ¢tyii &sla, tj. 225 +
224+ 2224219 = 890. Prepocet na nas sinus ziskame, kdyz vydélime tuto hodnotu délkou

poloméru, tj.
890

3438

NiZe uvaddime kompletni tabulku vytvofenou na zakladé Aryabhatovych verst. V posled-
nim sloupci jsou pro srovnani nase hodnoty funkce sinus.

sin15° = = (0, 25887 .

Aryabhatova tabulka diferenci sint

8 Verse jsou psany slabi¢nym pismem dévanigari, které se &te zleva doprava. Tyto verSe vyuzivaji
notace, kdy kazdé slabice je prirazeno ¢islo, ¢imz vznikd moznost zapisu ¢isel, kterd vypadaji jako slova.
Ta vSak v sanskrtu obecné nemaji zadny bézny vyznam.
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Poradi Stupné Diference Soucet Soucet / 3438 sinus

1 3°45 225 225 0,0654450 0,0654031
2 7° 30 224 449 0,1305992  0,1305262
3 11° 15 222 671 0,1951716 0,1950903
4 15° 219 890 0,2588714 0,2588190
5 18° 45 215 1105 0,3214078 0,3214395
6 22° 30’ 210 1315 0,3824898 0,3826834
7 26°15 205 1520 0,4421175 0,4422887
8 30° 199 1719 0,5 0,5
9  33°45 191 1910 0,5555556  0,5555702
10 37°30 183 2093 0,6087842 0,6087614
11 41°15 174 2267 0,6593950  0,6593458
12 45° 164 2431 0,7070971 0,7071068
13 48°45 154 2585 0,7518906 0,7518398
14 52°30 143 2728 0,7934846  0,7933533
15 56° 15 131 2859 0,8315881 0,8314696
16 60° 119 2978 0,8662013 0,8660254
17 63°45 106 3084 0,8970332 0,8968727
18 67°30 93 3177 0,9240838  0,9238795
19 71° 15 79 3256 0,9470622  0,9469301
20 75° 65 3321 0,9659686  0,9659258
21 78° 45 o1 3372 0,9808028 0,9807853
22 82°30/ 37 3409 0,9915649 0,9914449
23 86°15 22 3431 0,9979639  0,9978589
24 90° 7 3438 1 1

4 Prinos islamskych matematiki

Arabsti matematici znali velmi dobte Almagest a néktera dila indickych matematikii.
Také jim byla dobfe zndma vyhoda pouzivani sinu misto délky celé tétivy. Goniometrie
slouzila v ranych arabskych dilech prakticky vyhradné astronomii, takze zakladni goni-
ometrické vysledky nachazime vesmés v tivodnich kapitolach astronomickych pojednani.
Arabové pozvedli goniometrii (rovinnou i sférickou) na troven opravdové matematické
discipliny, napf. v AL-BATTANIHO pfepracovaném vydani Almagestu (kolem roku 920).

Astronomické vypocty se provadély v sedesatkové soustave, proto byla také nejcastéji
pouzivana varianta sinu, kdy se nebrala kruznice jednotkova, ale o poloméru 60. Tuto
variantu sinu budeme znacit Sin. Plati pro néj zfejmy vztah

crd

Sina = =60 -sina,

kde crd o bereme v uzsim smyslu jako délku tétivy kruznice o poloméru 60.

Prvni tabulky sint, které se ndm od Arabu dochovaly (ovSem jen v pozdé&jsim pre-
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pracovani), sestavil ve svém astronomickém dile Z7j al-Sindhind® MUHAMMAD 1BN MUSA
AL-CHWARIZMI (780-850). Obsahovaly Sedesétkové tabulky sint s intervalem 1° s presnos-
ti na 3 Sedesatinnd mista. Al-Chwarizmi zde také implicitné pouziva kotangens a tangens
pri feSeni uloh na zjistovani vysek pomoci gnémoénu a stinu.

ABU’L-RAYCHAN AL-BIRUNI (973-1048) patfil mezi nejvétsi arabské ucence. Napsal
ohromné mnozstvi praci o astronomii (zejména Qdnin al-Mas“idi), matematice, geografii,
indické literature a mnoha dalsich tématech. Goniometrii se vénoval v dile Kniha o odvozeni
tetiv v kruznici.

V tabulkéch sini, které uvadi v Qdnun al-Mas“idi, bral kruznici s jednotkovym polomeé-
rem; jeho sinus tak presné odpovida nasemu. Tato zména vSak prindsela jen malé vyhody,
protoze se astronomické vypocty provadély v sedesatkové soustave. Prechod k jednotkové
kruznici zacal byt nevyhnutelny az tehdy, kdyz se zacalo upoustét od sedesatkové soustavy
a vypocty se provadély v soustavé desitkové. Prechod k jednotkové kruznici pak znamenal
vyhnout se neustalému nasobeni a déleni Sedesati. V Evropé se sinus, jak jej zndme dnes,
usadil az zasluhou L. Eulera.

Originalnim zpusobem se postavil k problému s aproximaci Sin1° matematik AL-
SAMAW’AL IBN YACHYA AL-MAGHRIBI ve své praci Odhaleni chyb astronomii. Zde mimo
jiné poukazuje na to, ze astronomové spoléhaji na tétivu prislusnou jednomu stupni, pritom
vsak nikdo nezné presné jeji délku. Odhalil, Ze kofenem tohoto problému je rozdéleni kruz-
nice na 360 dili. Hned také navrhuje feseni: rozdélit kruznici na 240 nebo na 480 dila. Pri
rozdéleni na 480 dild totiz odpovida strana pravidelného vepsaného pétithelnika 96 dilim
a Sestithelnika 80 dilim. Odsud se pak snadno urcéi délka tétivy odpovidajici 96 — 80 = 16
diliim. Postupnym ptlenim pak uz snadno dostaneme délku tétivy odpovidajici prave jed-
nomu dilu.

4.1 Zpresnovani vypocti u Arabua

V Ptolemaiové postupu vypoctu hodnot délek tétiv je presnost omezena presnosti odha-
du crd 1°, ktery je proveden na dvé Sedesatinnd mista. ZlepSenim tohoto odhadu se tispésné
zabyvali arabsti ucenci.

Nejstarsi znamé zpresnéni odhadu pro Sin1° provedl egyptsky astronom IBN YUNUS.
Kolem roku 1007 sestavil velmi dobré tabulky. Pro nalezeni presnéjsiho odhadu bere znamé
hodnoty Sin %O a Sin %o, ze kterych ziskava pomoci linedrni interpolace hodnotu Sin1° s
presnosti na 3 Sedesatinna mista (tj. 6 desetinnych mist). S touto presnosti pak také pocita

tabulky sinti s krokem 10 minut.

Jesté vétsi presnosti nez Ibn Yunus dosahl v urcovani odhadu Sin 1° baghdadsky ast-
ronom ABU’L-WAFA’ AL-BUZJANI (940-998). Jako jeden z prvnich se zabyval podrobné

9 Toto dilo bylo zaloZeno na stejnojmenné difvéjsi praci, kterd byla prekladem sanskrtského astrono-
mického textu.
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a systematicky goniometrickymi vzorci. Ve svém dile Almagest pouzival jak délku tétivy,
tak i sinus. Mnoho vét, které uvadi, se zabyva vztahy mezi nimi.

Abu’'l-Wafad’ navrhl novy zpuisob urceni presnéjsiho odhadu pro Sin % , ¢imz opét ziskal

moznost v¥poctu mnohem piesnéjsich tabulek. Pro vpocet Sin 1 také pouzivé interpolacni

2
metodu, pricemz predem vypocte
12° 15° 18°
Sin — Sin — Sin —
M3g» 23y M3y
ke 30° 36°
12°=72°—-60°, 15°=—, 18 =—.
2 2
Horni hranici pro Sin % ziskd z hodnoty na primce, kterd prochazi body [é—g, Sin %} a
[:1,’—30, Sin %] . Podobné pro horni hranici pouzije primku prochézejici body [é—g, Sin é—g} a
[é—g , Sin % ], jak je naznaceno na obrazku.

Ziskané hranice pro Sin %

nakonec dostava hodnotu Sin % = 0;31,24,55,54, |55, tj. s presnosti na 7 desetinnych mist.

jsou priblizné Sestkrat uzsi nez Ptolemaiovy. Abi’l-Wafa’ tak

4.2 Al-Kasi

V Samarkandu byla ve 20. letech 15. stol. ztizena observator vybavend nejlepsimi pri-
stroji té doby. Tam byly také sestaveny velmi presné astronomické tabulky Zij Guragani,
které obsahovaly tabulky sint (s krokem 1 minuty) a tangent, oboji s presnosti na 5 Sede-
satinnych mist.

JAMSID AL-KAST (11429) popisuje v dopise Risalat al-watar wa-I-Jayb (Dopis o tétivé
a sinu, kol. r. 1400), jak ziskat jinym zptusobem nez Ptolemaios hodnotu Sin 1°. Ptolemaitv

postup pomoci odhadu uz totiz nelze vyrazné zpresnovat. Jednda se o uplné jiny pristup,
nez ktery navrhl Abu’l-Wafd’.

Ptvodni al-K&asiho prace je sice ztracena, jeho postup vSsak mame zaznamenan napf.
v komentati k astronomickym tabulkam Pravidla operaci a oprava tabulek, ktery sepsal
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Marjam Celebi (kol. r. 1500). V jednom z rukopist je vyslovné feceno, Ze tento uvedeny
postup v¥poctu Sin 1° pochézi od al-Kastho. Celebiho dédecek byl Qadi-zade, ktery pracoval
v Samarkandu podobné jako al-Kasi. Sepsal Traktdt o urceni sinu jednoho stupné, v némz
je vylozen al-Kasiho zptisob vypoctu.

4.3 Al-Kasiho metoda aproximace sin 1°

V dobé al-Késiho byla velmi dobfe zndma hodnota (v Sedesatkové soustave)
Sin3° = 358,24, 33,59, 34, 28,15,

coz odpovida (po prevedeni do desitkové soustavy a po prepoctu na nas sinus) hodno-
té sin3° = 0,05233595624294|4. Tuto hodnotu lze ziskat standardnim Ptolemaiovym
postupem. Pro prehlednost budeme cely postup modernizovat a budeme pouzivat naseho
sinu.
Al-Kéasi vychazi z tehdy znamého vzorce
sin3a =3 sina—4 sinsoz,

kde za o dosazuje 1°. Pfitom sin 1° bere jako ,véc®, ktera neni znama, ¢imz cely problém
prevede na teseni kubické rovnice

sin3° = 3z — 423,

kde hleda x = sin 1°. Toto preformulovani problému trisekce tihlu na rovnici tietiho stupné
se podarilo uz v 11. stoleti. Celou rovnici pak al-Kasi pise ve tvaru

3z = 423 + sin 3°,
coz je zakladem v podstaté itera¢niho predpisu

B 423 4+ sin 3° 1

xr 3 , IO:@.

Presnéji feceno, al-Kasi hledal nezndmou ve formé souctu
x:a0+a1+a2+“'+a/9,

kde jednotliva a; reprezentuji jednotlivé cifry v Sedesatkové soustavé vydélené prislusnou
mocninou Sedesati. V al-Kasiho postupu je pak naptiklad

(ag + aq)3 + Sin3°

— (ag +aq) =~ 0;0,49.
Po deviti takovych iteracich tedy obdrzel hodnotu

Sin1° = 1;2,49,43, 11,14, 44, 16,19, 16,
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kde je spravnych sedm Sedesatinnych mist (posledni dvé Sedesatinnd mista by méla byt
26, 18). Tato hodnota odpovida nasemu

sin1° = 0,01745 24064 3728|2 8,

¢imz doséhl velké presnosti. Cely postup ma oproti predchozim pristuptim zalozenym na
omezovani hodnoty pomoci linearni interpolace tu velikou vyhodu, Ze stac¢i znat dostatecné
presné hodnotu Sin3°, a poté dostaneme po nékolika malo iteracich pohodlné Sin1° s
pozadovanou presnosti.

4.4 Al-Kasiho metoda aproximace sin 1° — program v Pythonu

Al-Kasiho metoda aproximace umoznuje provést vypocet Ptolemaiovy tabulky s li-
bovolnou presnosti. Staci, abychom Ptolemaiovym postupem vypocetli sin3° a potom al-
K&siho postupem spocitali sin 3° s pozadovanou presnosti. Tyto vypocty lze snadno provést
na pocitaci. Na zavér této casti tedy prikladame kompletni program napsany v jednodu-
chém programovacim jazyce Python'".

# VipoCet sin 3° podle Klaudia Ptolemaia
# a vypoCet sin 1° podle al-Kasiho

from decimal import *

N = 49

getcontext() .prec = N # nastaveni presnosti vypoclti

def odmoc(x): # funkce pro vypolet odmocniny
a=x

x = x / Decimal(2)
for i in range(N+3):

x = (a + xxx ) / (2%x)
return x

# Ptolemaiovy vypolty
sin36 = Decimal(1)/Decimal (2) * odmoc( (Decimal(5) - odmoc(5)) / Decimal(2) )
sin6 = odmoc(3)/Decimal(2) * sin36 - 1/Decimal(2) * odmoc( Decimal(l) - sin36**2 )
8in3 = odmoc( (Decimal(l) - odmoc( Decimal(l) - sin6 **2 )) /Decimal(2) )

# al-Kasiho vypoclty
# odhad sin 1° nejsndze: (1 / 2) /30 (tj. sin 30° / 30)

10 Kompletni prostfedi pro psani a spousténi programii v jazyce Python3 je zdarma k dispozici na
strankach https://www.python.org/downloads/.
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a = Decimal(l) / Decimal(60) # lepSi odhad: sin3 / Decimal(3)

for i in range(N // 3 + 3):
print(i, "\t" , a)
a = (sin3 + Decimal(4)x* axax*a) / Decimal(3)

# kontrola pomoci Taylorova rozvoje - vstup ve stupnich
def SinTaylor(a):
pi = Decimal("3.14159265358979323846264338327950288419716939937510")
a =a * pi / Decimal(180)
sin = a
X = a
k = Decimal(1)
for i in range(3, N // 2 + 3, 2):
X =X * a *x a *x Decimal('-1")
k = k * Decimal(i-1) * Decimal(i)
sin = sin + x / k
return sin

print ("kontrola - Taylor:")
print("\t" , SinTaylor(1l) )

5 Nazvy goniometrickych funkci

Prestoze je tétiva geometricky nazorna, v astronomickych vypoctech se vétsinou uplat-
novala polovina délky tétivy. Prvni doklad jejiho tabelovani méame dolozen u vyznamného
a hojné komentovaného indického astronoma a matematika Aryabhaty'' (476-550), ktery
nazyva polovinu tétivy ardha-jya (nebo zkracené jya), coZ znamena ,polovina tétivy luku®.
Tento standardni termin staré indické matematiky pak arabsti matematikové prepsali pri
prekladu indickych dél do arabstiny jako jiba (psano bez samohlések jb), coz vsak nemd v
arabstiné zadny vyznam. Pozdéjsi autori to tedy zacali nékdy v 9. stoleti nahrazovat slovem
jaib (,zaliv, zatoka®). Kdyz pak ve 12. stol. preklddali ROBERTUS CASTRENSIS (Robert z
Chesteru, 1145) a GHERARDO Z CREMONY (1175) tyto spisy do latiny, nahradili arabské

11 Aryabhata patiil mezi velmi viznamné indické uence. Uréil napiiklad obvod Zemé s udivujici pres-
nosti — jeho 1daj je jen o pfiblizné 100 km mensi nez souc¢asnd hodnota. Uvadi také hodnotu = = 3, 1416.
Védél, Ze to neni pfesnd hodnota (zmituje, ze se ,blizi“); casto se mu tak pfipisuje, ze védél o iracionalité
7, coz viak neni v kontextu indické védy zcela korektni. Aryabhatu dale cituji vyznaéni arabsti matemati-
kové, napf. al-Chwérizmi, ktery jeho dilo Aryabhatia prelozil kol. roku 820 do arabstiny, coZ také sehrélo
dtilezitou tlohu na cesté arabskych ¢islic do Evropy.
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jaib doslovné latinskym ekvivalentem sinus (,zahyb, oblouk, zaliv*).

Nézev pro kosinus (vlastné zkratka pro latinské complementarii anguli sinus, tj. ,si-
nus doplnkového thlu®) zavedl spolu s ndzvem kotangens roku 1620 anglicky astronom a
matematik EDMUND GUNTHER (1581-1626) ve svém spisu Canon Triangulorum.

Dnes pomérné opomijeny kotangens (opét zkratka pro latinské complementarii anguli
sinus, tj. ,tangens dopliikového tthlu®) se objevil dffve nez tangens, v arabské matematice
jej zavedl v 9. stol. al-Battani. V Evropé jej znovuobjevil anglicky matematik THOMAS
BRADWARDIN (1290-1349).

6 G. J. Rhaeticus — pravotihly trojuhelnik

GEORG JoACHIM RHAETICUS (1514-1574) byl ptivodné profesorem aritmetiky a ge-
ometrie. Poté, co musel opustit Lipsko, odesel do Prahy studovat medicinu. Usadil se
v Krakove, kde se vénoval mediciné a astronomii.

Rhaeticus je zpravidla spojovan s Kopernikem, nebot v roce 1539 Kopernika navstivil
a podporil jej v publikovani jeho objevii. Bez ného by patrné Kopernikovo dilo zapadlo.

V roce 1551 vydal spisek Canon doctrinae triangulorum, ktery obsahoval tabulky vsech
Sesti tehdy pouzivanych goniometrickych funkei (sin, cos, tg, cotg, sec, cosec). Rhaeticus
v tomto spisku ucinil velmi vyznamny krok: goniometrické funkce zavedl pomoci vztahi
mezi thly a stranami v pravoihlém trojihelniku, tj. zptsobem, kterym se ke goniomet-
rickym funkecim pristupuje dnes na zakladni skole. Tim opustil kruhové oblouky a tétivy.

V Krakové se kromé mediciny vénoval také astronomii, zvlasté sestavovani ohromnych
tabulek goniometrickych funkci Opus Palatinum de triangulis. Toto dilo ¢ita pres 1 400
stran. Obsahuje také teoretickou ¢ast, kterd zahrnuje prakticky celou rovinnou i sférickou
trigonometrii.

Necely rok pred svou smrti k sobé Rhaeticus prijal mladého studenta jménem LuUcIius
VALENTINUS OTHO, ktery se pozdéji stal profesorem v Heidelbergu. Do teoretické casti
prispél 340tistrankovym pojednanim o sférickych trojihelnicich. Po Rhaeticové smrti se
Otho postaral o dokonceni celého dila, které vyslo roku 1596, prace mu tedy zabrala asi
dvacet let. Pritom byl finanéné podporovan Frederikem IV.

7 M. Kopernik a jeho novy Almagest

Upravy Ptolemaiova Almagestu a komentafe k nému zistaly az do doby Kopernikovy
zékladem veskeré evropské astronomie. Sdm Kopernik své hlavni dilo De revolutionibus
orbium coelestium (Obéhy nebeskych sfér) koncipoval podle Almagestu. Toto jeho dilo
mélo byt jakymsi novym Almagestem vychazejicim vsak z heliocentrického nazoru.

Pro zajimavost a pro srovnani s Ptolemaiovym Almagestem uvedeme obsah celé prvni
knihy.
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Uvod
1. O tom, ze svét je kulaty
2. O tom, zZe také Zemé je kulata

3. O tom, jak Zemé s vodou tvoii jedinou kouli

4. O tom, ze pohyb nebeskych téles je rovnomérny, kruhovy, nepretrzity anebo slozeny
z kruhovych pohybi

5. O tom, zda se Zemé pohybuje kruhovym pohybem, a o jejim misté
6. O nesmirné velikosti nebe vzhledem k velikosti Zemé
7. Proc se staii domnivali, Ze Zemé lezi nehybné ve stiedu svéta jako jeho centrum
8. Reseni predlozenych divodd a jejich nedostateénost
9. Zda je mozné Zemi prisoudit vice pohybii a o stfedu svéta
10. O poradi nebeskych sfér
11. Dtkaz o trojnasobném pohybu Zemé
12. O primkach, které jsou tétivami kruhu
13. O stranach a thlech primostrannych rovinnych trojihelnikt
14. O sférickych trojihelnicich

Kapitoly 12-14 prvni knihy mély ptivodné tvotit samostatnou druhou knihu, ktera by
obsahovala pomocny matematicky aparat. Tato ¢ast vysla tiskem oddélené pod Koper-
nikovym jménem jesté pred publikaci celého dila roku 1542 pod ndzvem De lateribus et
angulis triangulorum, tum planorum rectilineorum, tum sphaericorum (O stranéch a tihlech
rovinnych pfimostrannych a sférickych trojihleniki) ve Wittenbergu. O vydani se postaral
Georg Joachim Rhaeticus.

Pro nas je ted nejzajimavéjsi 12. kapitola, v niz Kopernik uvadi Ptolemaitv postup
vypoctu a tabulky. Samotny vyklad s diikazy je veden pro tétivy. Potom vSak poznamenéva,
ze bude v tabulce uvadét jen poloviny tétiv dvojnasobného oblouku. Diky tomu vystaci
pouze s kvadrantem a nemusi brat cely pulkruh. Navic jsou ve vypoctech a v diikazech

Vv

minut.

O volbé priiméru kruznice Kopernik pige:!'?

Kruh jsme v obecné shode s matematiky rozdelili na 360 stupni. Stari autori brali primer
jako 120 dili; pozdéjsi autori, aby se vyhnuli spleti malych cisel pri ndsobeni a déleni téchto

12 Viz [Ko], str. 85-86.
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car, které jsou nesoumeritelné v délkdach, ale spise v mocnindch, odkdy se ustdlilo pouZivani
indickych cislic, urcili prumer na dvandctkrdt sto tisic, dalsi na dvacetkrdt sto tisic, jini
urcili raciondlni prumeér néjak jinak. Tento zpusob ciselného oznaceni je dokonalejsi nez
kterykoli jiny, at uz recky nebo latinsky, protoze se dda neobycejné pohotové pouZit na vipocty.
Proto jsme i my prijali 200 000 dili priméru joko dostacujicich, aby zabrdnily vydélitelné
chybé. To, co navzdjem neni v poméru jako c¢islo k cislu, je mozné vyjadrit tim, co stoji
nejblize. Ndsledujice z velké cdsti Ptolemaia, vysvetlime to v Sesti teorémech a v jedné iloze.

Téchto sest vét skuteéné odpovida Sesti krokiim, ve kterych odvozuje celou teorii Pto-
lemaios. Pro srovnani si Kopernikovy véty strucné a bez dikazt shrneme.

1. Pro dany prumér kruhu je dana i strana pravidelného vepsaného troj-, ¢tyr-, Sesti-,
péti- a desetitihelnika.

2. Vepise-li se do kruhu ctyrihelnik, rovna se obdélnik sestrojeny z uhlopricek tém
rovnobéznikim, které jsou sestrojeny z protilehlych stran. (Ptolemaiova véta)

3. Odsud lze ziskat vztah pro crd (oo — ).
4. Odvozeni vztahu pro crd 3.

5. Odvozeni vztahu pro crd (o + ).

6. Dikaz nerovnosti o < 3 = g > cdf

cda”

Pred uvedenim samotnych tabulek Kopernik podava jesté struény komentar, jak 1ze tabulky
vytvorit. Poznamenava, ze kdyz vezmeme oblouk AB rovny 1 1/2° a oblouk AC je velky
3/4°, bude tétiva AB téch 2618 dilii a tétiva AC 1309 dili, a tak musi byt vétsi nez polovina
tetivy AB; nelze vsak pozorovat, Ze by se od ni lisila, ale pomér oblouki a tetiv uZ vypadd
jakoby stejny. Kdyz jsme tedy dosli az tam, kde je rozdil primky a oblouku nepostrehnutelny,
jako by byli touZ carou, nepochybujeme o tom, Ze se tétivy, prave tak jako tétiva 3/4°, kterd
je 1309 dili, stejné prizplisobuji k jednomu stupni a k ostatnim jeho cdstem.'

Na obrazku je ukazka z autografu Kopernikovych Obéhu, na které je zacatek jeho
tabulky sini. V prvnich dvou sloupcich jsou stupné a minuty (¢ervené), druhy sloupec
obsahuje ,poloviéni tétivy dvojnasobnych obloukii, tj. ¢isla, ktera jsou po posunu radové
c¢arky o pét mist doleva presné rovna nasim sintm. VSimnéme si napiiklad sinu jednoho
stupné. '

13 Viz [Ko], str. 91-92.
14 Pro srovnani: sin1° = 0,0174524 ... Obrazek byl pievzat z digitalizované verze zvefejnéné na stran-
kach Jagellonské univerzity v Krakové.

27



Zajimava matematika

Goniometrie

Ukazka autografu Kopernikovych Obéhi, folio 15 verso.
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8 Mocninné rady, retézové zlomky

Taylorovy rozvoje funkci do mocninné fady jsou znamy velmi dobfe. Napriklad mame

x> 25 a7

SN =2 — — + — — = + -

31 5T

Tato fada konverguje velmi rychle pro x blizka nule. Nepiekvapi tedy, ze Taylorovy (pfip.
Laurentovy) rozvoje nachézeji uplatnéni v praxi. Pro zajisténi dostatecné rychlosti konver-
gence na celém zakladnim intervalu se tento interval rozdéli na nékolik podintervali a pro
kazdy z nich je v paméti ulozen specialni rozvoj vhodny pro prislusny podinterval.

Rozvoje do mocninnych tad se tedy pro praktické vypocéty vesmés hodi. Napsat Taylo-
rav rozvoj pro funkci tangens je vsak nepomérné slozitéjsi, nez pro funkce sinus a kosinus.

28



Zajimava matematika Goniometrie

Jinak je tomu s fetézovym zlomkem; pro funkci tangens jej lze napsat pomérné snadno:!®

x
tgx = 1 2 ,
3 o
5o T
7_
coz se uspornéji pise ve tvaru
; r 22 2% 22
r= ———
R T N .

Rozvoje do fetézovych zlomkt jsou ¢asto numericky vyhodnéjsi nez rozvoje do mocninnych
rad, Tetézové zlomky totiz casto konverguji rychleji.

V praxi se pouzivaji i jiné aproximace zadané funkce polynomem ¢i racionédlni funkei,
aproximace CebySevova a Padého, interpolaéni vzorce.'9 Ve vsech téchto pifpadech vsak
vypocet obsahuje mnoho nasobeni a déleni, coz diive byvalo ndrocné na cas i na misto
na papire, resp. v paméti. V dobach pocatkia vypocetni techniky se tedy musel hledat
vhodnéjsi zptisob vypoctu goniometrickych funkei, ktery by vyhovoval moznostem tehdejsi
vypocetni techniky.

9 CORDIC

V zaii roku 1959 vyvinul JACK E. VOLDER v oddéleni letecké elektroniky v Convair
specidlni algoritmus pro vypocet hodnot funkce tangens. Tehdy bylo potteba nahradit
analogovy Tesi¢ v navigaénim pocitaci bombardéru B-58. Novy algoritmus dostal nazev
CORDIC, tj. Coordinate Rotation on a Digital Computer. Sviij vysledek publikoval ve
¢lanku [Vo.

Tento algoritmus byl navrzen s ohledem na omezené moznosti tehdejsi vypocetni techni-
ky. Potreboval prakticky pouze s¢itani, od¢itani a posun desetinné ¢arky, coz jsou operace,
které lze provadét velmi snadno a rychle. Pokud tedy procesor nema zabudovano hardwaro-
vé nasobeni, tak je CORDIC obecné rychlejsi nez jiné algoritmy. Jinak jsou vSak mocninné
fady a metody zalozené na nacitani z tabulky a nasledné interpolaci rychlejsi.

JOHN STEPHEN WALTHER z Hewlett-Packardu tento algoritmus pozdé&ji zobecnil'”
tak, Ze jej bylo mozno pouzit nejen na vypocet funkénich hodnot goniometrickych a hyper-
bolickych funkci, ale také funkci exponencialnich, druhé odmocniny, logaritmii a nasobeni
i déleni.

15 Viz [Pr], str. 91-92.
16 Podrobnéji viz [AS].
17 Viz [Wa], str. 91-92.
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CORDIC byl ptiivodné vytvoren pro dvojkovou soustavu, v sedmdesatych letech se pak
objevila modifikace pro soustavu desitkovou — vétsina kapesnich kalkulatori totiz byla
konstruovana tak, ze ve dvojkové soustavé reprezentovala dekadické ¢islice (BCD, binary
coded decimal).

9.1 Podstata algoritmu

Algoritmus CORDIC je zalozen na pouziti souc¢tového vzorce pro funkei tangens. Chceme-
li pro dané a vypocitat tg a, je postup nasledujici.

1. V paméti mame ulozena jednou pro vzdy ¢isla o takova, Ze tga;, = 107%, tj.

1 1
tgay =1, tgalzﬁ, tga2:r.0,

2. a napiSeme jako soucet téchto o:

Dostaneme tak

tga =tg (i%) .
i=0

3. S pouzitim souctového vzorce

_ tg (a;) + tg (a;)
1—tg(a;) - tg(a;)

tg (a; + ;)
dostaneme vysledek. Konkrétné, oznacme

)

Y Yy’
gf e g(B+ ;) "

dostaneme
Yttga;,  y+atgey oy

t i) = B T
g(f+a) 1-Y-tga; x—ytga; o'’

odkud obdrzime
Y =y+atga;,, '=r-ytgq,.

Nésobeni tg a; je realizovdno pouhym posunem desetinné éarky, nebot tg o, = 107, Zde je
skryta podstata a i¢innost tohoto algoritmu. Uplné na zavér celého vypoctu je pak potieba
provést jediné déleni.
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9.2 CORDIC - program v Pythonu

Tento algoritmus 1ze snadno implementovat. Na zaver této ¢asti prikldaddme jednoduchy
program napsany v programovacim jazyce Python'®, ktery je urcen pro vlastni experimen-
tovani s algoritmem CORDIC.

# Vypocet tg pomoci CORDIC

alfa = [0.7853981633974483096156608458198757210492923498437764, # arctg 1
.0996686524911620273784461198780205902432783225043146, # arctg 1/10
.0099996666866652382063401162092795485613693525443766, # arctg 1/100
.0009999996666668666665238096349205440116209345542680, # arctg 1/1000
.0000999999996666666686666666523809524920634911544011,
.000009999999999666666666686666666665238095238206349 ,
.0000009999999999996666666666668666666666665238095238,
.00000009999999999999966666666666666866666666666665238,
.000000009999999999999999666666666666666686666666666667
.000000000999999999999999999666666666666666666866666667 ,
.0000000000999999999999999999996666666666666666666686667 ]

O O O O OO OO oo

uhel = float( input("Zadejte tGhel (rad): ") )
a = uhel

x=1; y=0; d-=10;

for i in range(11):

d=d/ 10

while a >= alfalil:
a =a - alfalil
X = x - dxy

y =y + dx(x + dxy)

print("tg {} = {:.10}".format(uhel, y/x))

18 Kompletni prostfedi pro psani a spousténi programti v jazyce Python3 je zdarma k dispozici na
strankach https://www.python.org/downloads/.
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Cast 11
Astronomické pocatky goniometrie

V této casti se zamérime na jeden konkrétni pripad spojeni matematiky s praxi. Uka-
zeme si, jak pozorovani nestejné délky roc¢nich obdobi vedlo k vytvoreni modeli, jejichz
matematické zpracovani si vyzadalo vznik nové matematické discipliny — goniometrie.

10 Pocatky goniometrie a pozorovani délky rocnich
obdobi

Zminku o prvnim pozorovani nestejné délky roc¢nich obdobi 1ze nalézt v Simplikiové
komentéafi k Aristotelovi'?, kde se piSe o Meténovi a Euktémonovi?’, kteif uz nékdy kolem
roku 430 pt. Kr. védéli o tom, ze se doby mezi slunovraty a rovnodennostmi lisi. Prehled
antickych pozorovani nestejné délky ro¢nich obdobi nachazime na jednom papyru znamém

pod nazvem Fudoxi Ars Astronomica®":

Jaro | Léto | Podzim |Zima Rok
Eudoxos 917 | 917 92 91 |asi 360 pr. Kr.
Démokritos ? - 91 91 |asi 400 pr. Kr.
Euktémén [ tj. 93 | 90 90 92 | asi 430 pr. Kr.
Kallippos tj. 94 | 92 89 90 |asi 330 pi. Kr.

7 tabulky shrnujici tato pozorovani je vidét, ze Euktémonovo pozorovani sice nebylo
iplné presné, piesto vSak ukazalo, Ze jaro’? je nejdelsim roénim obdobim. O pozorovani
Démokritové nemame zaznam uplny. Prekvapujici je, ze vynikajici matematik a astronom
Eudoxos z Knidu pravdépodobné povazoval rozdily v délce jednotlivych ro¢nich obdobi za

19 1. L. Heiberg, Simplicii In Aristotelis De caelo, Commentaria. Berolini, 1894. Na strané 497, fadek
19 se nachazi citdt z Eudéma, ktery se zminuje o Meténovi a Euktémonovi.

20 Metén a Euktémoén jsou nékdy povazovani za zakladatele védecké astronomie, a to diky pozorovini
letniho slunovratu, které provedli v Athénach roku 432 pr. Kr. Jedna se o prvni datované pozorovani v
antice.

21 Vydal jej Fr. Blass roku 1887. Tento papyrus byl napsin v Egypté mezi lety 193 a 165 pt. Kr. Jedna
se pravdépodobné o zépisky z predndsek. Ke konci tohoto papyru (sloupce 22 a 23) se nachézi udaje o
nestejnych délkach jednotlivych ro¢nich obdobi u ruznych autort. Pak uz jen nasleduje seznam znameni
zvérokruhu a zavérecné poznamky, mezi nimiz si pisatel zaznamenal i pobidku prednasejiciho k pilnému
studiu, jez ma studentam zajistit lepsi zivot: Namdhejte se, pdnové, abyste pak nemuseli Zit v ndmaze.

22 Dodejme pro tplnost, ze délky ro¢nich obdobi se postupem ¢asu pomalu méni; dnes je nejdelsim
ro¢nim obdobim 1éto.

32



Zajimava matematika Goniometrie

chybu méfeni a rozdélil rok na ¢tyii stejné dily (podzimu formalné pridal jeden den, aby
ziskal pocet 365). Mnohem presnéjsi pozorovani provedl sto let po Euktémonovi Kallippos.

Slavny astronom Hipparchos provedl nékdy pred rokem 130 pt. Kr. vlastni pozorovani,
ktera byla velmi presna:

: .

Tyto vysledky potvrdil Klaudios Ptolemaios*® kolem roku 150 po Kr. svym vlastnim
presnym mérenim, pfi némz odhalil nepatrnou nepresnost umisténi velkého bronzového
prstence slouziciho k uréovani rovnodennosti, ktery byl umistén v alexandrijské palaistre.
V Ptolemaiové astronomickém kompendiu Almagest se nachazi rozsahla citace Hippar-
chovych vysledkt méreni a popis modelu, ktery Hipparchos na zakladé téchto vysledkt
vytvoril. Pravé v matematickém popisu tohoto modelu nachazime snad viibec prvni po-
uziti ,,goniometrie”. Podobnych aplikaci pak nachazime v antické astronomii celou tadu,
pricemz pravé takovéto astronomické vypocty byly motivem pro vytvoreni celého nového
odveétvi matematiky, které dnes nazyvame goniometrie.

jaro 94% léto 92% podzim 88% zima 90

10.1 Volba modelu pohybu Slunce

Stéale presnéjsi pozorovani nestejnych délek roc¢nich obdobi vedla k potirebé upravit
nejjednodussi model pohybu Slunce: pohyb konstantni rychlosti po kruznici, v jejimz stfedu
je Zemé. Jelikoz bylo pro antického c¢lovéka tézké si predstavit, co by Slunce primélo pri
svém obéhu snizovat a zvysSovat svou rychlost, ptipadné co by jej mohlo vychylit z kruhové
dréahy, byly nové modely zaméreny na modifikaci volby stfedu rovnomérného kruhového
pohybu. Vznikly tak dva modely, o nichz pozdéji Apollénios z Pergé kolem roku 200 pr.
Kr. ¢isté geometrickou cestou dokézal, Ze jsou ekvivalentni.

Planeta

%

Dva modely pohybu nebeskych téles: 1) deferent a epicykl; 2) excentr.

23 Alexandrijsky astronom, autor velkého astronomického kompendia Almagest o 13 kapitolach, v némz
shrnul, doplnil a systematizoval vysledky prace predchozich generaci astronomt. Zdaleka nejvice navazuje
na Hipparcha. O Hipparchovych vysledcich ohledné nestejnych délek roc¢nich obdobi se dozviddme prave
diky tomu, Ze je Ptolemaios obsédhle cituje ve svém Almagestu; Hipparchové pozorovani a teoretickému
modelu vénuje kapitolu IIL.4., viz [T1].
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Prvni model, ktery vznikl nejspiSe pii popisu pohybu planet?®, ponechal ve stfedu velké

kruznice (tzv. deferent) Zemi, po ni se vsak pohybovala svym stfedem jind mensi kruznice
(tzv. epicykl), po niz teprve obihalo jednou za rok Slunce. Jednalo se tedy o slozeni dvou
rovnomeérnych kruhovych pohybii.

Druhy model byl zaloZen na posunu stiedu kruhového pohybu. Slunce se tak pohybovalo
konstantni rychlosti po kruhové draze (nazyvané excentr), kterd vSak méla stfed mimo
Zemi. Tento stfed bylo potfeba nalézt tak, aby byl v souhlasu s pozorovanymi udaji. Pravé
tento model si pro matematickou jednoduchost Hipparchos vybral. Navic argumentoval
tim, Ze nepovazuje za rozumné popisovat pohyb Slunce pomoci slozeni dvou pohybt, je-li
jej mozné popsat pomoci jediného rovnomérného kruhového pohybu.

LS

Slunce

PR JR

Perigeum

10.2 Hledani stredu excentru

Nalezeni stredu excentru a jeho vzdalenosti od Zemé bylo problémem, ktery se Hip-
parchovi podarilo vytesit pouze s vyuzitim tehdy nové vzniklého odvétvi matematiky, jez
se zabyvalo urcovanim délek tétiv odpovidajicich prislusnym stfedovym thlim (znac¢ime
crd o, z Tec. chordé, struna ze steva). Hipparchos dokonce sestavil jejich tabulku. Ta je
prvni tabulkou, jez pfesné odpovida dnesnim tabulkdm funkce sinus. Pripomenme, ze sinus
je vlastné polovinou délky tétivy (v jednotkové kruznici), délka tétivy crd a v jednotkové
kruznici je tedy

crda:2sing.
2

24 Rekové je nazyvali planétes asteres (toulajici se hvézdy) diky tomu, ze pii pozorovani ze Zemd
vykazovaly opravdu podivné chovani: pti svém kruhovém pohybu se obcas zastavily a néjakou dobu se
pohybovaly opaénym smérem (tzv. retrogrddni pohyb), poté opét pokracovaly ve své dréze. Pfesnéjsi pozo-
rovani ukazala, Ze planety pfi svém pohybu opisuji ruzné veliké smycky. Popis téchto pohybt bylo mozno
uspokojivé modelovat slozenim rovnomérnych kruhovych pohybt. Téch vSak se stale presnéjsimi pozorova-
nimi pribyvalo; pravé témito korekcemi nabyl tento model takové slozitosti, ze astronomové zacali hledat

......

elipsa byly dobrym vychodiskem z krize stfedovéké astronomie.
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Vzhledem k této jednoznacné korespondenci mizeme Hipparchovy vypocty pomoci délek
tétiv snadno preformulovat do moderni podoby pomoci dnesni funkce sinus. Cely vypocet
uvedeme ve zjednodusené a modernizované podobé, pricemz budeme pouzivat dnesni sym-
boliku, aby se v komplikovanych antickych zptisobech zapisu neztratila prima a jednoducha
aplikace sinu. V prubéhu vypoctu také uvidime, proc¢ zacala indické a arabska astronomie
pozdéji misto délky tétivy pouzivat jeji polovinu, coz vedlo piimo k zavedeni dnesniho sinu
(a ostatnich goniometrickych funkei).

Celou drahu Slunce v pribéhu roku Hipparchos rozdélil mezniky jednotlivych ro¢nich
obdobi: jarni a podzimni rovnodennost (JR a PR), letni a zimn{ slunovrat (LS a ZS). Tuto
drahu budeme povazovat za kruznici o poloméru 60 (dédictvi babylénské astronomie).
Cilem je najit délky tsecek AK a LF', ¢imz ziskdme polohu Zemé vici stfedu excentru.

Perigeum

Prepomtame li délku trvani jara (94,5 dne, tj. 94,5 dild z 365) na stupné, obdrzime
94,5 dne ~ AF ~ 93° 9’, pro léto potom 92,5 dne ~ FH ~91°11".

Celkem ma tedy thel odpovidajici oblouku AFH od jarni po podzimni rovnodennost
velikost AFH ~ 184°20’, primy thel tak presahuje o 4°20’, ¢emuz odpovidd soucet délek
oblouktt AB a GH. Oba tyto oblouky maji stejnou délku, a tak mizeme psat

AB+GH = 2AB = AC ~ 4°20’ .
Hledanou délku tsecky AK ziskdme jako polovinu délky tétivy AC, kterou dnes pocitame
primo pomoci funkce sinus:

1 16
|AK| = yAC| 160 crd4°20 = 60 sin2°10" ~ 2.

Ve vysledcich zachovavame sSedesatiny, které jsou odrazem sedesatkové soustavy, v niz
Hipparchos pocital.
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Podobné ziskdme délku tsecky LF. Oblouk AF (délka jara) odpovidé hlu 93° 9’, pfe-
sahuJe tedy pravy thel o 3°9’, coZz odpovidd souctu délek obloukii AB a EF. Protoze
AB ~ 2°10, dostévéme EF ~ 59’ Odtud jiz snadno dopocitame délku tsecky LF':

4
2-|LF| :60-crd(2-59/):60-2-sin59’%2@,
neboli |[LF| =12.
Vypocet excentricity e (tedy vzdalenosti stiedu excentru od Zemé) je diky kolmosti os
v Hipparchové modelu primou aplikaci Pythagorovy véty:

16\ 2 2\2 12
— |AK]2 + |LF|? = (2-) (1-) ~6— .
[AK|® + |LF| 60 g0 60

29,5

Po odmocnéni odtud dostaneme ptribliznou hodnotu e ~ 2 + po zaokrouhleni e =~

760
23—8 = g—g, coz predstavuje i poloméru excentru (polomér excentru zvolen 60).
Ziskali jsme tak vSechny parametry modelu pohybu Slunce, ktery stal pfimo u zrodu

predchiidce dnesni goniometrie.
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Cast III
Goniometrie v 16. az 18. stoleti

koncem 16. stoleti se goniometrie méni od zakladi
Francois Viete a mnoho dalsich — postupny vznik algebry
vypocty se mechanizuji, ztraceji svou narocnost

11 Francois Viete

pravo, politika; matematice se vénoval ve volném case

Viete sam odvodil mnoho goniometrickych vztaht

rozlustil kod

In artem analyticam isagoge — nejznamejsi, 1591, nejranéjsi dilo o symbolické algebre,
zavadi znaceni prakticky stejné, jako mame dnes

znamé velic¢iny — souhlasky nezndmé veli¢iny — samohléasky (a, e, ..)

a, b, ¢ pro znamé a x, y, z pro neznamé — zavedl Descartes 1637

Viete zde také podava zakladni pravidla prace s rovnicemi

byl jesté trosku konzervativni, u svych rovnic zachovava konzistenci dimenzi

M in A aequatur B quadratus misto ma = b bere ma = b?

pouzival + a —, ale = psal slovné

co se goniometrie tyce, Viete napsal 1571 Canon mathematicus seu ad triangula cum
appendicibus

prvni systematické pojednani v zapadnim svété o feSeni rovinnych a sférickych trojua-
helnikt

uziva pri tom vsSech 6 goniometrickych funkci

odvozuje zde také napft.

sina + sin 8 = 2sin cos

odtud mohl Napier vzit myslenku logaritmu

11.1 Reseni rovnic vyssich stupni

Viete vytesil pro Jindficha IV. rovnici 45. stupné, kdyz nizozemsky velvyslanec byl
skepticky ohledné francouzské matematiky

(v Belgické Lovani vysel seznam prednich matematiki a nebyl tam zadny francouzsky)
— rovnici prinesl a tvrdil, ze francouzsky matematik s resenim neprijde
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Viete za chvili nasel jedno teSeni a druhého dne prinesl dalsich 22
zbytek byla feseni zaporna — ta nehledal
idea velmi zajimava, ukazka na kubické rovnici

3 —1204+8=0

sin3a = 3sina — 4sin a
4sin3a—3sina+sin3a: 0

melo by si odpovidat: x a sin«
zatim neodpovida, substituce x = ksin «

k3 sin® o — 12ksina+8 =0
vynasobme konstantou c:
ck3sin® oo — 12¢k sin o +8 =0

porovnanim s
. 3 . .
4sina—3sina+sin3a=0

dostavame soustavu
ck? =4 12ck = 3 8¢ = sin 3«

Odtud obdrzime vydélenim prvni rovnice druhou ’f—; = %, tj. k = 4. 7Z druhé rovnice pak
c= ﬁ = %6. Z posledni rovnice plyne

sin3a = 8¢ = 1
5
reseni jsou tedy
3a=30"4+n-360°, tj. « = 10°+n-120°, a 3a = 150°+n-360° tj. « = 50°+n-120°.
Dosazenim do substituce x = ksin o pak dostavame vsechny koteny:
xqy =4sin10° =0, 694592710..., Tq =4sin130° =3, 064177772 ...,
g = 4sin250° = —3, 758 770483 ...
Tento postup funguje pouze pro rovnice, které maji tii realné koteny, tj. rovnice tvaru
23 +pr+q=0,
kde e N
p=(3) +(5) <o

(tzv. casus irreducibilis). Kofeny sice 1ze vypocist pomoci Cardanovych vzorct, ale v/ D zpti-
sobi pro zaporna D neprijemné vypocty v oboru komplexnich ¢isel, prestoze jsou vSechny
tTi koTeny redlné.
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11.2 Rozvoj =

Viete také zavedl do goniometrie nekonecné procesy, napr. jeho nekonecny soucin

z roku 1593:
2 V2 V2+V2 2+ V242
=5 5 . 5

™

Tento prvni nekonecny proces napsany jako matematicka formule Viete odvodil geomet-
. vl v . o« a «
ricky, vyuzil pfitom rovnosti a« = § + G + g + -
Jednodussi je odvozeni pomoci opakovaného uziti vzorce pro sin 2a:

sinx = 2sin — cos — = 4sin — cos — cos — = 8sin — cos — C0S — COS — = ...,
2 2 4 4 2 8 8 4 2
tj.
. n . T x x x
sinx = 2" sin — cos — - --+ - COS — COS —,
2m 2n 4 2
odkud po tuprave
sin o T x T
sinx =z - COS — - +++ + COS — COS —
X
5 2n 4 2
a po limitnim prechodu dostavame
+00
sinx = x - Hcos—
27’L
n=1
Vyhodny tvar:
sinx x x x
= COS — - COS — - COS —
T 2 4 8
Volbou z = 7 dostavame
2 s s s
— = CO0S — - COS — - COS —
s 2 4 8
Jelikoz cos T = \/75 acos = ,/lt@st — V22T yypikne dosazenim hledany vztah

V2 V242 V24 V24V2
=S TS s

Tato formule pomérné rychle konverguje:
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1 282. 16 3,141592653|28...

2 3,06.. 17 3,1415926535|14...

3 3,121.. 18 3,1415926535|70..

4 3,1|36.. 19 3,14159265358]50...

5 3,14/03... 20 3,14159265358]86...

6 3,141]27... 21 3,141592653589|49...

7 3,1415|13... 22 3,1415926535897/19...

8 3,1415|72... 23 3,1415926535897|74...

9 3,1415|87... 24 3,1415926535897|88...
10 3,14159|14... 25 3,14159265358979|20...
11 3,141592|34... 26 3,14159265358979]29...
12 3,141592|57... 27 3,141592653589793|16...
13 3,1415926|34... 28  3,1415926535897932|20...
14 3,1415926|48... 29  3,14159265358979323|39...
15 3,14159265|23... 30 3,14159265358979323|73...

11.3 Tangentova véta

F. Viete jako prvni zformuloval kolem roku 1580 tangentovou vétu:
+
a+b _tg O‘—zi
a=b g5

Uziti pti feSeni trojuhelnika podle véty sus:
pro dany uhel v chceme najit zbylé dva thly « a 3
v tabulkdch najdeme O‘Tﬂa a O‘T*’B, odtud pak dopocteme « a (8
dnes bychom vypocetli ¢ pomoci kosinové véty c? = a? + b? — 2ab cos v, a poté pomoci
sinové véty:
sina = ¢siny a sinf= gsin’y
Funkce tangens mé pékné vlastnosti, napr.:
tga+tgf+tgy =tga-tgfl-tgy,

kde «, £ a v jsou vnitini thly ostrotihlého trojihelniku.

12 John Wallis
13 Abraham de Moivre
14 Leonhard Euler

zavedl jazyk funkci, ten pouzivime dodnes
ve 30. letech 18. stol. objevil, zZe goniometrické funkce hraji dilezitou roli pri reseni
diferencialnich rovnic popisujicich harmonické vinéni
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14.1 Wallisuv soucin

Euler zachazel s fadou jako s polynomem — polynom lze psat jako soucin korenovych
¢initel, napr.:

. x? x? x? 22
s = (“P) | (1‘472> ' (“W) | (1—167rz>

Polozme v této rovnosti x = g:

=51 0) (-9 (-5%)- (- 2o)

1=2.2.22.22 ... — .

Po upravé:

odkud dostavame Wallistiv souéin
T 2:-2-4-4.6-6-8-8-...

2 1-3-3-5-5-7-7-9-...
Tento nekonecny soucin objevil jako prvni John Wallis roku 1655 pomoci interpolace.
Konvergence je velmi pomalé, hodnotu 7 s presnosti na dvé platnd desetinnd mista dava

“ v e . o 21n-2n,
az soucin 493 cinitel tvaru Bne1)@nT )"

7
Lepsi rozvoj dostaneme, kdyz polozime x = g:

T 6-6-12-12-18-18 ...
3 5.7-11-13-17-19-...

Presnosti na dvé platna desetinna mista dosdhneme uz souc¢inem 55 ¢initelt tvaru %.

Presto vsak ani tento rozvoj neni vhodny pro vypocet m, jak vyplyva z nasledujici tabulky.

.. . T .. LT

platnych mist | potfebny pocet ¢initeld — rozvoj 5 potiebny pocet ¢initelt — rozvoj —

0 5 (1/2)

1 19 2

2 493 55

3 1325 147

4 8477 942

5 295976 32 886

6 1201668 133519

7 14655741 1628416

Euler odvodil v roce 1734 rozvoje

7r2_1+1+1+1+
6 12 22 32 42 7
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772_1+1+1+1
8 12 32 52 72

U ,liché rady“ ziskdme dvé platna desetinnd mista ¢isla 7 az souctem 200 clenti.
Odvozeni: srovname s Taylorovym rozvojem funkce sinus:

L ST W U W SR D RN N
x 2 472 972 1672

+...,

siny ] x2  xt 2f
PR T T
Koeficient u z2:
11 11 1
31 w2 4x2  9x2 1672 ’

odkud okamzité plyne souéet fady pro = .

Ve svém ¢lanku E20 — De summatione innumerabilium progressionum postupuje pomoci
aproximace jistého integralu

Petrohradské akademii predlozil 1731

vydano: Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 5, 1738, pp. 91-105

E736 — De summatione serierum in hac forma contentarum a/1+a?/4+a®/9+a*/16+
a®/25 + a®/36 + etc.

Memoires de 'academie des sciences de St.-Petersbourg 3, 1811, pp. 26-42 predlozeno
uz 1779

zde podéava nékolik dikazl, velmi pékné pocitani s logaritmy, mocninnymi fadami a
integraly

Odvozeni, které jsme si ukazali, vychazi z ¢lanku
E63 — Demonstration de la somme de cette suite 1 +1/4+1/9+1/16 + ...
Journ. lit. d’Allemange, de Suisse et du Nord, 2:1, 1743, p. 115-127.

14.2 Souvislost funkci sin a cos s exponencialou
Euler dale objevil prekvapujici souvislost mezi funkcemi sin a cos a exponencialni funkci
€'Y = cosp +ising

publikoval v Introductio in analysin infinitorum (1748)

toto dilo a autorita Eulera prispély znacnou mérou k usazeni komplexnich ¢isel v go-
niometrii

vztah

isinp = log(cos  + isinp)

uvedl uz 1714 Roger Cotes (1682 — 1716) posmrtné jesté vydano v souborném dile Harmo-
nia mensurarum (1722) pise hodné slovné pracoval na 2. vydani Newtonovych Principii,
ale predcasné zemfel (v 34 letech)
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tyto objevy privedly goniometrické funkce do analyzy a staly také u zrodu hyperbolic-
kych funkei

' iz_e—iz eiz+e—iz
sinzg = ——, c0sz — ————
2i 2
. eF—e ® e +e®
sinhz = ——— | coshz = ——
2 2

2 )
cosh” z —sinh" z =1

Goniometrické funkce se zaradily mezi zakladni elementarni funkce a staly se zdkladnim
nastrojem pro popis periodickych jevi.
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