LOGARITMY

ZDENEK HALAS

Na stfedni Skole je logaritmicka funkce definovdna jako funkce in-
verzni k funkci exponencidlni. Zapis

log,z =y

je tedy pro vsechna kladnd = a pro kazdé kladné a # 1 ekvivalentni vzta-
hu z = a¥. Piimo z této definice pak snadno plynou zakladni vlastnosti
logaritmické funkce, naptiklad

log, xy = log, x + log, y

pro vSechna kladna x,y a pro kazdé kladné a # 1.

Puavodné vsak logaritmy wvznikly jako néstroj pro zjednodusSeni
vypoctu. V této kapitole se pokusime naznacit odpovéd na otdzku, jak
byly poc¢itany prvni tabulky logaritmi. Odtud také vyplyne, jak vznikl
samotny termin logaritmus.

Déle se budeme zabyvat otazkou, jak lze pfimo vypocitat dekadicky
logaritmus zadaného ¢isla. Piestoze se logaritmy o zdkladu 10 mohou
na prvni pohled zdat byt naprosto pfirozenou volbou, vSimneme si pii
jejich vypoctu nepiijemného problému, ktery se ndm podaii odstranit az
volbou zédkladu e = 2,718 281828 459045235360 ... Bude tak ziejmé,
proc¢ se logaritmus o zdénlivé komplikovaném zékladu, jimz je iracionalni
Cislo e, nazyva logaritmem pfirozenym.

1 Objev logaritmu
Zakladni myslenkou, na niz stoji pojem logaritmu, je zjednodusit
néasobeni a déleni tim, ze se pfevede na séitani, resp. od¢itani.

Jiz pted objevem logaritmu byly znamy formule, které to v omezené
mife umoznovaly, napiiklad

1
sina - sin f = 5 [cos(a — B) — cos(a + B)] .
Objev logaritmu vSak uécinil az John Napier z Merchistonu (1550—

1617), ktery také v Edinburghu roku 1614 vydal jejich prvni skuteéné
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tabulky Mirifici logarithmorum canonis descriptio. Pripravil také po-
drobny néavod Mirifici logarithmorum canonis constructio, jak tyto ta-
bulky sestavit, jeho vydani vsak planoval az v ptripadé, zZe je o tabulky
zéjem. Vydan byl az posmrtné roku 1619.

Napierovy tabulky nasly velmi brzy hojné vyuziti pfi vypoctech
v ruznych oblastech, zejména pii navigaci a v astronomii. Proto byla
uzitetnd tabulka logaritmt hodnot funkce sinus. Puvodni definice loga-
ritmu z Napierova Constructio je proto se sinem svazana; pro dnesniho
Ctendre v8ak tato historickd formulace asi nebude prilis srozumitelna,
a tak ji uvedme jen na ukézku:

Logaritmus sinu je takové éislo, které velmi presné urcuje tsecku,
kterda se zvétSovala linedrné, ve stejném case usecka prislusnd celému
sinu se zmensSovala geometricky aZ k zadanému sinu a kaZdy pohyb je
chdapdn synchronné a s tymiz pocdatecnimi rychlostmi.

Pti samotném generovani tabulek vsak Napier pouzil vztahu mezi
aritmetickou a geometrickou posloupnosti.

Prvni tabulky dekadickych logaritmu (14mistné) sestavil roku 1617
Henry Briggs (1561-1630): Logarithmorum chilias prima. Jim definované
logaritmy spliiovaly vztah

Log (ab) = Loga + Logb — Log 1,

pricemz se voli Logl = 0, ,aby vznikalo co nejméné problému pii
vypoctech “.

Velmi brzy se ukazalo, ze logaritmy jsou velmi praktické, objev se
tedy brzy rozsifil po Evropé. Vydavaly se nejen samotné logaritmické
tabulky, ale také ndvody k jejich uziti, naptiklad:

e Johannes Kepler (1571-1630): Chiliades logarithmorum (1624),

e Denis Henrion (1580-1640): Traité des logarithmes (1626),

e Adrian Vlacq (1600-1667): Arithmetica logarithmica sive logari-
thmorum chiliades centum (1628), jednalo se o vylepsené Brigg-
sovy tabulky,

e Bonaventura Cavalieri (1598-1641): Directorium generale urano-
metricum in quo trigonometriae logarithmicae fundamenta (1632),
spis o aplikacich logaritmu.
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2 Zakladni idea logaritmu

Nyni se podivame podrobnéji na ideu, kterd je zakladem logarit-
mi. Volné pfitom navazeme na tvahy Napierovy. Pfedné si musime
v§imnout, ze nasobeni mocnin o stejném zakladu lze snadno provést
pouhym s¢itanim exponentl, napi.

16 - 64 = 2% .26 = 24+6 — 910 — 1024,

Pokud bychom tedy ptrevedli vSechna ¢isla, ktera chceme nasobit ¢i délit,
na mocniny o jediném zvoleném zgkladu (tfeba 2), ndsobeni, resp. délenf,
by bylo mozno realizovat snadno.

Problém je, jak pfevést dané ¢islo na mocninu o zvoleném zakladu;
je tfeba nalézt pfislusny exponent, jinymi slovy logaritmus. Pokud je
¢islo (napt. 8) piimo mocninou zakladu s kladnym celym exponentem
(zvolme zdklad 2), je situace pomérné snadna: 8 = 23, tedy logaritmus
¢isla 8 o zakladu 2 je roven 3.

Velmi snadnym FeSenim problému pievodu ¢isel na mocniny o jedi-
ném zakladu tedy je pocitat pouze s €isly, ktera jsou pfimo mocninou
zvoleného zdkladu s kladnym celym exponentem. Pozorujme napiiklad
tabulku mocnin o zakladu 2:

1 2 9 512

2 4 10 1024
3 8 11 2048
4 16 12 4096
5 32 13 8192
6 64 14 16384
7 128 15 32768
8 256 16 65536

Nésobeni (i déleni) ¢isel obsazenych v této tabulce je velmi snadné,
napf. 16 - 64 = 1024, nebot pomoci tabulky: 4 + 6 = 10 a u exponentu
10 pifimo ¢teme vysledek 1024.

Pro praktické pocitani vsak tato tabulka neni dostateénd, protoze je
piilis ,i{dka“. Vétsi zaklad by to jesté zhorsil, napt.: 51 = 5, 52 = 25,
5% =125, 5* = 625, ...

Resenim je tedy zvolit zaklad velmi blizky 1, aby byla tabulka
,hustsi“. Napf. mocniny ¢isla 1,001 s celo¢iselnym (kladnym) exponen-
tem postupné jsou:

1,001  1,002001  1,003003001 1,004... 1,005... 1,006...
1,007... 1,008... 1,009... 1,010... 1,011... 1,012...

105



Pokud bychom zvolili zdklad mensi nez jedna, ziskali bychom jeho
postupnym umocinovanim hodnoty z intervalu (0,1). To je pomérné
vyhodné, pokud chceme ziskat tabulku ¢isel vhodnou pro goniometrické
vypocty, nebot funkce sinus i kosinus nabyvaji hodnot z intervalu [—1, 1].
Tlustrujme si to na zakladu 1 — %; zacatek tabulky s timto zakladem

vypada takto:

1 09 13 0,2541865828329

2 081 14 0,22876792454961

3 0,729 15 0,205891132094649

40,6561 16 0,1853020188851841

5 0,59049 17 0,16677181699666569

6 0,531441 18 0,150094635296999121

7 0,4782969 19 0,1350851717672992089

8 0,43046721 20 0,12157665459056928801

9 0,387420489 21 0,109418989131512359209
10 0,3486784401 22 0,0984770902183611232881
11 0,31381059609 23 0,08862938119652501095929
12 0,282429536481 24 0,079766443076872509863361

Tabulka 1: Mocniny ¢isla 1 — %.

pocitat soucin 0,43 - 0,282 = 0,12126, staci v tabulce najit ptislusné
exponenty a secist je: 8 + 12 = 20, tj. soucin je pfiblizné roven 0, 121.
Ziskali jsme tak velmi snadno vysledek, ktery je pomérné pfesny.

Nyni nés nijak neprekvapi, ze si John Napier pii sestavovani prvnich
tabulek logaritmu Mirifici logarithmorum canonis descriptio zvolil za
zéklad 1 — 1077,

Nyni je zfejma zdkladni myslenka, jak byly sestavovany prvni ta-

VVVVVV

e Misto se samotnymi ¢isly pracujeme s exponenty (coz jsou vlastné
logaritmy).

e Je nutné mit ¢isla, s nimiz pocéitame, prevedena na mocniny
o stejném zdkladu.

e Tento prevod piimo nepocitdme, pouze umocriujeme zvoleny
zaklad.

e Aby byla tabulka dostate¢né ,hustd®, volime za zdklad ¢islo velmi
blizké 1.
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2.1 Samotny termin ,logaritmus*

Slovo ,logaritmus* vzniklo ze slozeni dvou feckych slov: logos (pomér)
a arithmos (pfirozené ¢islo, pocet).

Pohlédneme-li napiiklad na tabulku 1, je zfejmé, ze logaritmy
o zakladu 1 — % ¢isel, kterd tvori geometrickou posloupnost {1 — %}",
n € N, tvoii vlastné aritmetickou posloupnost ¢isel 1,2,... Tabulky
logaritmu tedy vzniknou spojenim aritmetické a geometrické posloup-
nosti. Jelikoz pro geometrickou posloupnost je charakteristické, ze pomér
kazdych dvou jejich sousednich ¢lent a,,41/a, = q je konstantni (touto
konstantou je kvocient), je ziejmé, ze logos odkazuje préavé na tuto
geometrickou posloupnost a arithmos na posloupnost prirozenych ¢isel,
ktera udavaji, o kolikaty ¢len geometrické posloupnosti se jedné, a jsou
vlastné logaritmem tohoto ¢lenu.

3 Napierovy logaritmy

Podivejme se nyni struéné na prvni logaritmické tabulky [Napl],
které vydal roku 1614 John Napier. Za zéklad si vzal éfslo 1 — 1077,
vysvétlenim této volby jsme se podrobné zabyvali v pfedchozi kapitole.
Pro predstavu vypisme nékolik fadku takovéto tabulky.

(1—10"")"

0,9999999

0,9999998 0000001

0,9999997 00000029999999

0,9999996 000000599999960000001

0,9999995 0000009999999000000049999999
0,9999994 00000149999980000001499999940000001

O UL W N~ 3

10 0,9999990 000004499998800000209999974800002099999880000. . .
A déle pro nékterd vétsi n:

100 0,9999900 0004949983830039212. ..
7500000 0,4723665 3502726813056629714. ..
10000000 0,3678794 2277746949660786692. . .

100000000 0,0000453 999070625241319530913. . .
100000001  0,0000453 999025225334257006781. . .
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Samotné Napierovy tabulky [Napl] viak obsahuji hodnoty
107- (1 —10"71)",

aby byly vSechny hodnoty celociselné. Pfi jejich vypoc¢tu by vSak Napier
musel stdle ndsobit zakladem 1 — 1077 = 0,9999999, coz by vsak bylo
velmi naro¢né. Na zéakladé jednoduchych pozorovani a peclivych odhadu
chyby tyto mocniny piimo pocitat nemusel. Ukazme si zdkladni princip,
na némz je zalozeno znac¢né ulehceni prace.

Ptedné pozorujme jednotlivé hodnoty pron = 1,...,100. Je patrné,
ze postupneé klesaji, a to velmi pravidelné: vzdy o jednicku na konci bloku
prvnich sedmi cifer. Za timto naprosto pravidelné vytvofenym blokem
cifer nésleduje blok nul, cifry za nim je mozno zanedbat. Takto Napier
vytvortil tzv. Proni tabulku.

n=1 9999999,0000000
—0,9999999 = 9999998, 000000 1

n=2 9999998,0000001
—0,9999998 = 9999997, 000 000 3

n=3 9999997,0000003
—0,9999997 = 9999 996, 000 000 6

n =100 9999900,0004950

Dalsi tabulky (druhd, tfeti) byly vytvoreny o néco kompliko-
vanéjsim zpusobem. Kazdopddné si Napier timto postupem nejen usnad-
nil provddéni samotnych vypoctu, ale také usetiil mnoho mista: kom-
binaci hodnot z jeho tabulek bylo mozno snadno nachazet logaritmy
dalsich ¢isel. Pokud by chtél publikovat své tabulky v kompletni po-
dobé napi. do n = 25000000, vydaly by jeho tabulky na velmi mnoho
objemnych knih.

4 Vypocet dekadického logaritmu

Pokud logaritmické tabulky postupné vytvarime, je vSe jasné. Jak
bychom v8ak piimo vypocitali napt. dekadicky logaritmus ¢isla 27
Vyjdéme ze zdkladniho pozorovdni: s rostoucim n se hodnoty /¢
blizi k jedné pro kazdé ¢ > 0, tj.
lim {/c=1.

n—o0
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Pozorovat to miizeme na konkrétnich hodnotéch, napiiklad pro /2.

V2
2
1,414213562373095. ..
1,259921049894873. ..
1,189207115002721. ..
1, 148698354997035. . .
20 1,035264923841377. ..
100 1,006955550056718. ..
1000 1,00069338746258. ..
10000 1,000069317120376. ..
100000 1,000006931495828. ..
1000000 1,00000069314742...
10000000 1,00000006931472. ..
100000000 1,00000000 6931471. ..

U W~ 3

Nyni muzeme pristoupit k vypoctu hodnoty y = log;, 2. PfepiSme tento
vztah podle definice logaritmu:

2 =10Y.
Odmocnénim obou stran této rovnice dostaneme
V2 = (V10)Y. (1)

Jelikoz se n-té odmocniny blizi shora k jedné, je mozno je pro dostatecné
velkd n psat ve tvaru

V2=1+¢,, resp. V10=1+94,,

kde e, a d,, jsou velmi mald kladnd realna ¢isla. Rovnici (1) tedy muzeme
prepsat ve tvaru
l+e,=(14d,)".

Podle zobecnéné binomické véty' aplikované na pravou stranu

dostavame:
Yy Yy Yy
l+e,=1+ (1>5n+ <2>5i+ <3>5§+--- ,

L Zobecnéni binomické véty, tedy rozvoje (14 z)%, kde « nemusi byt pfirozené
¢islo, bylo zndmo (zejména pro kladnd xz < 1 a kladnd a € R) jiz pied objevem
diferencidlniho poctu. Uzite¢né bylo nejen pii préci s logaritmy; pravé tohoto rozvoje
uzil I. Newton pii odvozeni funkce arcsin do fady, pficemz inverzi této fady nalezl
rozvoj funkce sinus.
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neboli (po odecteni jedni¢ek a rozepsani binomickych koeficient)

y-(y—1) o y-y—1)-(y—2) 3
13 Ot 1-2-3 On

En:%én—i— _|_...

Jelikoz je &, velmi malé kladné ¢islo, je jiz jeho druhd mocnina fadové

mensi nez samotné ¢,,. Podobné je tomu i s ostatnimi mocninami, a tak
je zanedbédme. Dostaneme tak pfibliznou rovnost

tj.

Cely vypocet tak muzeme shrnout do jednoduchého vztahu

lo 2““5—”—7{1/571
B0 s T 01

Cim vétsi n zvolime, tim pfesnéjsi hodnotu logaritmu dostaneme.? Po-
hodlné to muZzeme pozorovat v nasledujici tabulce.

V2—1

V10-1

0,4142135623... __

2 16a27m6601 . — 0» 191...

0,0717734625... __
10 0,2589254117... — 0,277197...

0,0069555500567... __
100 0,02329299228... 0,298611...

0,00069338746258... __
1000 0,002305238077... 0,300 78T

10000 0,301005...

n

Pro porovnan{ jesté uved me hodnotu log;2 = 0, 301029995664 . . .

5 Prirozeny logaritmus

P1i vypoctu dekadického logaritmu je vzdy potieba vydélit pro zvolené n
¢islem /10—1. To je ¢islo, které musi byt k dosazeni dostateéné presnosti
uvedeno na mnoho desetinnych mist; déleni jim je tedy naro¢né. Vznika

2 Pif{sné vzato bychom méli prosetfit konvergenci, narusili bychom tim vsak
elementarni podobu textu. Omezime se tedy jen na pozorovéni chovani posloupnosti
pro vybrand n.
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tak otézka, zda by se tohoto nepiijemného zavéreéného déleni nedalo
zbavit volbou vhodného zdkladu a > 0, a # 1.

Chceme se tedy zbavit vyrazu {/a — 1 volbou vhodného a. Ideéln{ by
bylo, kdyby a bylo pfimo n-tou mocninou, tj. ve tvaru a = u"; samotné u
v8ak nebude moci byt konstantou, tou musi byt zaklad, takze nutné bude
muset zaviset na n. Po odmocnéni bychom pak jesté odecetli jednicku,
kterda by v ¢isle u, méla byt obsazena, tj. u, = 1 + v,, neboli a =
(1 + v,)™. Pro dané n bychom tak nemuseli poé¢itat n-tou odmocninu,
ani odecitat jednicku, pouze délit v,,. Pokud bychom zvolili v,, = win, tak
bychom nakonec nemuseli délit, ale ndsobit w,. Zkusme co nejjednodussi
volbu w, = n. Hledany zaklad by tak byl:

1 n
an:<1+> .
n

Problém je, Ze se nejednd o konstantu, ale posloupnost zavislou na n.
Se vzrustajicim n v8ak tato posloupnost roste k jediné hodnoté, kterou
ozna¢ime e (Eulerovo éislo, jeho hodnota je e = 2,718 281 828459. .. ):

1 n
e = lim <1 + ) .
n—o00 n

Tj. pro dostateéné velkd n je e ~ (1 + )", neboli e¥/™ = /e ~ 1+ L.

n

5.1 Vypocet prirozeného logaritmu

Ovéime nyni, ze logaritmus o zakladu e pujde snadno vypocitat.
Vypoctéme tedy pro srovnani hodnotu log, 2. Opét vyjadiime n-té od-

mocniny:
n 1

V2=1+e¢,, Verm 14 —.

n

Z definice logaritmu log, 2 = y médme 2 = e¥. Na tuto rovnici aplikujeme
n-tou odmocninu:

n . 1
V2= (%e)¥, tj. l+e,~ <1+>
n
Dle zobecnéné binomické véty

y\1 y\ 1 y\ 1
1 ~1 = - .
ten +(1)n+<2>n2+(3)n3+

1

a po zanedbani ¢lenu obsahujicich vyssi mocniny vyrazu =:
n

1
l+e,=14+y-—+---
n
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Je tedy sn%y-%, neboli
y~n-ep,=n-(V2-1).

Je ziejmé, ze se nam podafilo naplnit cil, ktery jsme si vytkli: zbavit
se zavérecného déleni. Misto toho méame nasobeni piirozenym ¢islem n,
které miizeme podstatné zjednodusit volbou n = 10° pro néjaké i € N
dostatecné velké. Dalsi vyhodou je, ze pro vypocet hodnot log, z neni
tfeba znat hodnotu ¢isla e.

Tento zdklad e je tedy pfi vypoctu logaritmu pfirozenou volbou.
Logaritmy o tomto zakladu nazyvame prirozené a misto log, z piSeme
Inz (z lat. logarithmus naturalis).

Pozorujme jesté nékolik hodnot pii vypoctu In2 dle vztahu

n2~n-eg,=n-(V2-1).

n n-(¥Y2-1)
10 10-0,071773462---=0,71773462...
100 0,69|5555005. ..

1000 0,693|387462...
10000 0,6931|71203...
100000 0,69314|9582. ..
1000000 0,693147]420...

Pro srovnéni jesté uved me presnou hodnotu In2 = 0,693 147180. ..

Ze vztahu
In2~n-(V2-1)

piimo plyne jesté jedna souvislost. Pozorujeme-li vyse uvedenou tabulku
hodnot /2, zjistime, ze pro n rovnd mocnindm desitky spatiime za
desetinnou ¢arkou (a blokem nul) platné ¢islice hodnoty In 2, napf.

10000%0/9 = 1,000 000 693 147 ...

a pro srovnani:
In2=0,693147 ...
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