
Deterministické modely epidemíı
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15.11.2011

Jakub Staněk Stochastické diferenciálńı rovnice
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Model pro nemoc s rychlým š́ı̌reńım a krátkou dobou léčby.
Př́ıkladem takovéto nemoci je cȟripka.
Předpokládáme konstantńı velikost populace N, která je rozdělena
do ťŕı skupin:

I xt ... zdrav́ı jedinci, ktěŕı mohou být nakaženi,

I yt ... nakažeńı jedinci, ktěŕı mohou š́ı̌rit danou nemoc,

I zt ... jedinci, ktěŕı nemohou nemoc š́ı̌rit ani nemohou být
znovu nakaženi.
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Stochastické modely epidemíı
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Tento model je popsán následuj́ıćı diferenciálńı rovnićı:

dxt = −βxtytdt

dyt = βxtytdt − γytdt

dzt = −γytdt.

kde

I β znač́ı intenzitu p̌renosu nemoci a

I γ je intenzita léčby (tj. 1
γ popisuje sťredńı dobu trváńı

nemoci).
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Pr̊uběh epidemie s parametry β = 0.0005, γ = 0.45 (levý obrázek) a

β = 0.0005, γ = 0.25 (pravý obrázek).
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Tento model je zobecňeńım p̌redchoźıho modelu. Uvažujeme
obecněǰśı formu intenzity š́ı̌reńı nemoci β a vakcinačńı funkci ϑ(.).
Model je popsán následuj́ıćı diferenciálńı rovnićı:

dxt = −β(zt)[xt − ϑ(zt)]+ytdt

dyt = β(zt)[xt − ϑ(zt)]+ytdt − γytdt

dzt = −γytdt.
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Lze ukázat, že z∞ je řešeńım rovnice:

z = N − X (z),

kde

X (z) =

[
x0 +

∫ z

0

β(u)

γ
ϑ(u) exp

{∫ u
0 β(s)ds

γ

}
du

]

· exp

{
−
∫ z

0 β(u)du

γ

}
.
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Pr̊uběh epidemie s r̊uznou vakcinačńı strategíı. Levý obrázek ukazuje

vývoj s ϑ(z) = 300 + 0.2z , pravý obrázek s ϑ(z) = z . Celkově 363

vakcinovaných jedinc̊u v prvńım p̌ŕıpadě a 443 jedinc̊u v druhém p̌ripadě.
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Deterministické modely epidemíı
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Na obrazćıch je znázorněn efekt vakcinace (modrá čára) a p̌redvakcinace

(černá čára) vzhledem k maximálńımu počtu nakažených jedinc̊u

(obrázek vlevo) a celkovému počtu nakažených jedinc̊u (obrázek vpravo).
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Pro určeńı optimálńı vakcinačńı strategie zvolme následuj́ıćı
penalizačńı funkci:

f = c(yT + zT ) + c0ϑ0 + c1ϑ1,

kde

I yT + zT ... počet lid́ı, ktěŕı byli infikováni do času T ,

I ϑ0 ... počet jedinc̊u, ktěŕı dostali vakćınu p̌red začátkem
epidemie,

I ϑ1 ... počet jedinů navakcinovaných během časového intervalu
(0,T ),

I c ... penalizace za jednoho nakaženého jedince,

I c0, c1 ... penalizace za p̌redvakcinaci, resp. vakcinaci, jednoho
jedince.
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V našem p̌ŕıpadě hladáme optimálńı lineárńı vakcinačńı strategii, tj.
ϑ(z) = v0 + v1z .
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Na obrazćıch je znázorněna penalizačńı funkce f v závislosti na volbě

koeficient̊u lineárńı vakcinace v0 a v1. Vlevo jsou zvoleny penalizačńı

koeficienty c0 = 0.607 a c1 = 0.3061, vpravo c0 = c1 = 0.5.
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Stochastický model s vakcinaćı
Model s v́ıce patogeny (Allen, Kirupaharan)

Nechť (Ω,F ,P) je pravděpodobnostńı prostor, pak množinu
náhodných veličin (X (t), t ≥ 0) definovaných na tomto
pravděpodobnostńım prostoru nazveme náhodným procesem.
Na náhodný proces lze také nahĺıžet jako na zobrazeńı

X (t, ω) : R+ × Ω→ R,

pop̌ŕıpadě
X (., ω) : Ω→ RR+

.

X (., ω) se nazýva trajektorie procesu X .
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Wiener̊uv proces (Brownův pohyb) Wt je náhodný proces s
následuj́ıćımy vlastnostmi:

I W0 = 0 skoro jistě,

I Wiener̊uv proces má nezávislé p̌ŕır̊ustky,

I rozděleńı Wienerova procesu v čase t je N(0, t),

I Wiener̊uv proces má spojité trajektorie.
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Úvod
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Stochastický integrál
∫ b
a X (t)dW (t) si lze velmi zjednodušeně

p̌redstavit jako limitu

lim
∆→0

n−1∑
i=0

X (ti )(W (ti+1)−W (ti ))

kde a = t0 < t1 < ... < tn = b a ti+1 − ti = ∆.
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Deterministické modely epidemíı
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Finančńı modely
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Stochastický proces Xt je řešeńım stochastické diferenciálńı rovnice

dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dWt , X0 = x0,

pokud

Xt = x0 +

∫ t

0
b(Xs)ds +

∫ t

0
σ(Xs)dWs .
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Finančńı modely
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Stochastický model s vakcinaćı
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dXt =− β(Zt)Yt [Xt − ϑ(Zt)]+dt +
√
β(Zt)Yt [Xt − ϑ(Zt)]+dWt ,

dYt =β(Zt)Yt [Xt − ϑ(Zt)]+dt − γYtdt (1)

−
√
β(Zt)Yt [Xt − ϑ(Zt)]+dWt ,

dZt =γYtdt,
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Stochastický model s vakcinaćı
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Pět realizaćı řešeńı stochastické diferenciálńı rovnice (1).
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Úvod
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Na levém obrázku je znázorněn histogram a odhad hustoty maximálńıho

počtu nakažených jedinc̊u, vpravo je histogram a odhad hustoty času

kulminace epidemie.
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Histogram celkového počtu nakažených jedinc̊u během epidemie.
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K určeńı optimálńı vakcinačńı strategie zvolme následuj́ıćı
penalizačńı funkci:

f = E [c(YT + ZT ) + c0ϑ0 + c1V1 + c2Tep],

kde
I YT + ZT ... počet lid́ı, ktěŕı byli infikováni do časuT ,
I ϑ0 ... počet jedinc̊u, ktěŕı dostali vakćınu p̌red začátkem

epidemie,
I V1 ... počet jedinů navakcinovaných během časového

intervalu (0,T ),
I Tep ... délka časového intervalu, po který bylo nakaženo v́ıce

než 5% populace,
I c ... penalizace za jednoho nakaženého jedince,
I c0, c1 ... penalizace za p̌redvakcinaci, resp. vakcinaci, jednoho

jedince,
I c2 ... penalizace za každý den, po který bylo nakaženo v́ıce

než 5% populace.
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Penalizačńı funkce f = E [Z150 + 0.3 ∗ϑ0 + 0.4 ∗ϑ1 ∗Z150 + 0.5 ∗Tep] (levý

obrázek) a f = E [Z150 + 0.6 ∗ ϑ0 + 0.304 ∗ ϑ1 ∗ Z150] (pravý obrázek).
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Mějme populaci, jej́ıž velikost se v čase měńı. Sledujeme vývoj
nemoci s v́ıce pathogeny, kde očekáváme, že žadný jedinec nemůže
být infikován v́ıce než jedńım pathogenem nemoci.

I Nt ... počet jedinc̊u v populaci v čase t,

I Xt ... počet zdravých jedincu v čase t,

I Y k
t ... počet jedinc̊u, ktěŕı jsou nakaženi k-tým pathogenem

sledované nemoci v čase t,

I b, bk ... intenzity rozeńı v populaci, bk < b, ∀k ,

I d(Nt), αk ... intenzity vyḿıráńı populace,

I βk ... intenzita p̌renosu k-tého pathogenu.
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Finančńı modely
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dXt =Xt

(
b − d(Nt)−

d∑
k=1

βkY k
t

Nt

)
dt

+
d∑

k=1

bkY k
t dt +

d+1∑
k=1

B1.k(Xt ,Y
1
k , ...,Y

d
k )dW k

t ,

dY j
t =Y j

t

(
b − bj − d(Nt)− αj +

βjXt

Nt

)
dt

+
d+1∑
k=1

Bj+1.k(Xt ,Y
1
k , ...,Y

d
k )dW k

t , j = 1, . . . , d ,
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Pr̊uběh epidemie s jedńım patogenem (levý obrázek) a se dvěma

patogeny (pravý obrázek).
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Evropská opce, Black-Scholes model
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dX 0
t = ρ(t, ω)X 0

t dt, X 0
0 = 1

dX i
t = µi (t, ω)dt +

m∑
j=1

σij(t, ω)dW i
t , X i

0 = x0.

kde

I X 0... vývoj hodnoty bezrizikového aktiva

I X i , i = 1, ...,m... vývoj hodnoty rizikového aktiva
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Úvod
Model Trhu
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Označ́ıme θt = (θ0
t , θ

1
t , ..., θ

n
t ) portfólio v čase t. Pak hodnota

tohoto portfólia Vt je dána rovnićı

dVt = θt · dXt = θ0
t dX 0

t +
n∑

i=1

θi
tdX i

t

= θ0
t ρ(t, ω)X 0

t dt +
n∑

i=1

θi
tµi (t, ω)dt +

m∑
j=1

σij(t, ω)dW i
t


V0 = θ0

0 +
n∑

i=1

θi
0xi .
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Velmi často se pro modelováńı ceny finančńıch aktiv použ́ıvá
Geometrický Brownův pohyb. Tento proces je dán rovnićı:

dXt = µXtdt + σXtdWt , X0 = x0.

Lze ukázat, že

Xt = x0 exp

{
(µ− σ2

2
)t + σWt

}
s.j .
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Označme

pt = (µ− σ2

2
)t + σWt

a

rt = pt+1 − pt = ln Xt+1 − ln Xt ∼ N

(
µ− σ2

2
, σ2

)
.

Tedy

E(rt) =

(
µ− σ2

2

)
, var(rt) = σ2.
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Z odhadů

r̄ =
n∑

t=1

rt , s2
r =

1

n − 1

n∑
t=1

(rt − r̄)2,

dostaneme

σ̂ =
√

s2
r , µ̂ = r̄ +

σ̂2

2
.
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Deterministické modely epidemíı
Stochastické modely epidemíı
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Odhad modelu:

dXt = 0.00083506Xtdt + 0.01134243XtdWt , X0 = 1406.75
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Jakub Staněk Stochastické diferenciálńı rovnice



Deterministické modely epidemíı
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Evropská opce, Black-Scholes model

Uvažujme model trhu:

dX 0
t = ρX 0

t dt, X 0
0 = 1,

dX 1
t = µX 1

t dt + σX 1
t dWt , X 1

0 = x0 > 0,

kde

I T ... čas splatnosti,

I K ... prováděćı cena.
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Deterministické modely epidemíı
Stochastické modely epidemíı
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Geometrický Brown̊uv pohyb
Evropská opce, Black-Scholes model

(Fischer Black a Myron Scholes 1973).
Spravedlivá cena call opce je

p = x0φ(η +
1

2
σ
√

T )− Ke−ρTφ(η − 1

2
σ
√

T ),

kde
η = σ−1T−

1
2

(
ln

x0

K
+ ρT

)
a φ je distribučńı funkce normovanéno normálńıho rozděleńı.
Nobelova cena pro R. Mertona a M. Scholese 1997.
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Uvažujme call opci na unci zlata s dobou splatnosti jeden rok, tedy
11.11.2012 a s prováděćı cenou K = 1850 ($/unci). Použijme
model odhadnutý na p̌redchoźıch slidech, tedy model
geometrického Brownova pohybu s parametry µ = 0.00083506 a
σ = 0.01134243, ale s počátečńı podḿınkou X0 = 1790.55 (tedy s
cenou ze dne 11.11.2011). Uvažujeme-li ročńı výnos u
bezrizikového aktiva 3%, pak cena Evropské call opce je 120.11$.
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