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Deterministické modely epidemii Kermack-McKendrickiiv model

Kermack-McKendrickiiv model s vakcinaci

Model pro nemoc s rychlym $ifenim a kratkou dobou |é¢by.
P¥ikladem takovéto nemoci je ch¥ipka.
P¥edpokladame konstantni velikost populace N, kterd je rozdélena

do t¥i skupin:
> x;... zdravi jedinci, ktefi mohou byt nakaZeni,
> y;... nakaZeni jedinci, ktefi mohou $ifit danou nemoc,
» z;... jedinci, ktefi nemohou nemoc $i¥it ani nemohou byt
znovu nakaZeni.
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Deterministické modely epidemii

Kermack-McKendrickiiv model
Kermack-McKendrickiiv model s vakcinaci

Tento model je popsan nasledujici diferencidlni rovnici:

C/Xi_L = _/BXt}/t dt

dyr = Bxeyrdt — vypdt
dZt = —’Y_ytdt

kde

» (3 znadi intenzitu p¥enosu nemoci a
> v je intenzita 1é¢by (tj. % popisuje stfedni dobu trvani
nemoci).
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Deterministické modely epidemii

Kermack-McKendrickiiv model
Kermack-McKendrickiiv model s vakcinaci

1000
I
1000
I

800
I

800
I

2 g 2 g

s 8 s 8

5 kS

g 5

5 g £ g

2 T 3 ¥
2 3
S S

time time

Prib&h epidemie s parametry 3 = 0.0005, v = 0.45 (levy obrdzek) a
B = 0.0005, v = 0.25 (pravy obrazek).
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Deterministické modely epidemii

Kermack-McKendrickiiv model
Kermack-McKendrickiiv model s vakcinaci

Tento model je zobecitienim pfedchoziho modelu. UvaZujeme
obecng&jsi formu intenzity Sifeni nemoci (3 a vakcina&ni funkci 9(.).
Model je popsan nasledujici diferencidlni rovnici:

dXt = —ﬁ(Zt)[Xt — 19(21-)]+ytdt
dyr = B(ze)[x — 9(z:)] " yedt — yyedt
dz; = —7yy.dt.
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Deterministické modely epidemii

Kermack-McKendrickiiv model
Kermack-McKendrickiiv model s vakcinaci

Lze ukdzat, Ze z, je FeSenim rovnice:
z=N - X(z),

kde
X(z) = X0+ /OZ ﬁgwﬁ(u) exp fOUﬁ“Y(S)dS du

- foz B(u)du
Y

- exp
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Deterministické modely epidemii

Kermack-McKendrickiiv model
Kermack-McKendrickiiv model s vakcinaci
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Priib&h epidemie s riznou vakcinaéni strategii. Levy obrazek ukazuje
vyvoj s ¥(z) = 300 + 0.2z, pravy obrazek s ¥(z) = z. Celkové 363
vakcinovanych jedincl v prvnim pfipadé a 443 jedinci v druhém p¥ipadé.
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Deterministické modely epidemii

Kermack-McKendrickiiv model
Kermack-McKendrickiiv model s vakcinaci
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Na obrazcich je zndzorn&n efekt vakcinace (modré &3ra) a predvakcinace
(Zernd ¥ara) vzhledem k maximalnimu pottu nakaZenych jedinci
(obrazek vlevo) a celkovému pottu nakaZenych jedincl (obrdzek vpravo).
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Deterministické modely epidemii

Kermack-McKendrickiiv model
Kermack-McKendrickiiv model s vakcinaci

Pro urceni optimalni vakcinalni strategie zvolme ndsledujici
penalizaéni funkci:

f=c(yr +zr) + co + a1,

kde
> y1 + z7 ... polet lidi, ktefi byli infikovani do €asu T,

> g ... poclet jedinci, kteFi dostali vakcinu pred za&atkem
epidemie,

» 11 ... polet jedini navakcinovanych b&hem &asového intervalu
(0, 7),

c ... penalizace za jednoho nakaZeného jedince,

v

v

Co, €1 ... penalizace za predvakcinaci, resp. vakcinaci, jednoho
jedince.
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Deterministické modely epidemii

Kermack-McKendrickiiv model
Kermack-McKendrickiiv model s vakcinaci

V nasem pfipad€ hladdme optimalni linedrni vakcinalni strategii, tj.
WNz) = v +wniz.
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Deterministické modely epidemii

Kermack-McKendrickiiv model
Kermack-McKendrickiiv model s vakcinaci
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Na obrazcich je zndzornéna penalizaéni funkce f v zdvislosti na volbé
koeficientl linedrni vakcinace vy a v;. Vlevo jsou zvoleny penalizaéni
koeficienty ¢g = 0.607 a ¢; = 0.3061, vpravo ¢ = ¢; = 0.5.
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Uvod
Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)

Necht (Q, F, P) je pravd&podobnostni prostor, pak mnoZinu
ndhodnych veli¢in (X(t), t > 0) definovanych na tomto
pravdépodobnostnim prostoru nazveme ndhodnym procesem.
Na nahodny proces |ze také nahliZzet jako na zobrazeni

X(t,w) :RT xQ =R,

pop¥ipadé
X(,w): Q— RE".

X(.,w) se nazyva trajektorie procesu X.
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Uvod
Stochasticky model s vakcinaci
Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)

Stochastické modely epidemii

Wienerdv proces (Brownlv pohyb) W; je ndhodny proces s
nasledujicimy vlastnostmi:

» Wy = 0 skoro jistg,

» Wienerilv proces ma nezdvislé prirlistky,

» rozd&leni Wienerova procesu v &ase t je N(0, t),

» Wieneriiv proces ma spojité trajektorie.
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Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)
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Uvod
Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)

Stochasticky integral fabX(t)dW(t) si Ize velmi zjednodugen&
predstavit jako limitu

kdea=ty<ti <..<th=>ba t,'+1—t,':A.
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Uvod
Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)

Stochasticky proces X; je feSenim stochastické diferencidlni rovnice
dX; = b(X¢)dt + o(Xe)dWe,  Xo = xo,

pokud
t t
X, = x0+ / b(X.)ds + / o (Xs)dW,.
0 0
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Uvod
Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)

dXe = — B(Z:) Ye[ Xt — '19(Zt)]+dt + \/ﬂ(zt)yt[xt — 9(Ze)] T dWr,

dY: =B(Z:) Ye[Xe — 9(Z:)] T dt — yYedt (1)
— VB(Ze) Ye[Xe — 9(Ze)]FdW,
dZt :’)/Ytdt,
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Uvod
Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)
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P&t realizaci YeSeni stochastické diferencidlni rovnice (1).
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Uvod
Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)
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Na levém obrazku je zndzornén histogram a odhad hustoty maximalniho
poctu nakaZenych jedinci, vpravo je histogram a odhad hustoty &asu
kulminace epidemie.
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Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)
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Histogram celkového poctu nakaZenych jedincti béhem epidemie.
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Uvod
Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)

K uréeni optimalni vakcina¢ni strategie zvolme nasledujici
penalizaéni funkci:

f=E[c(YT + Z7) + oo + c1 V1 + c2 Tep,

kde

> YT+ Z7 ... poclet lidi, ktefi byli infikovani do €asuT,

> g ... polet jedinci, ktefi dostali vakcinu p¥ed za&atkem
epidemie,

» Vi ... polet jedin navakcinovanych b&hem &asového
intervalu (0, T),

» Tep ... délka Casového intervalu, po ktery bylo nakaZeno vice
nez 5% populace,

» c ... penalizace za jednoho nakaZeného jedince,

» g, C1 ... penalizace za predvakcinaci, resp. vakcinaci, jednoho
jedince,

» ¢ ... penalizace za kaZzdy den, po ktery bylo nakaZeno vice
nez 5% populace.
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Uvod
Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)

Meé&jme populaci, jejiz velikost se v ¢ase méni. Sledujeme vyvoj
nemoci s vice pathogeny, kde olekdvame, Ze Zadny jedinec nemiize
byt infikovan vice nez jednim pathogenem nemoci.

» N;... pocet jedinci v populaci v &ase t,

v

Xt... polet zdravych jedincu v Case t,

v

Y[... potet jedincii, kte¥i jsou nakaZeni k-tym pathogenem
sledované nemoci v &ase t,

v

b, by ... intenzity rozeni v populaci, by < b, Vk,

v

d(N¢), ak ... intenzity vymirani populace,

v

Bk ... intenzita pfenosu k-tého pathogenu.
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Uvod
Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)
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Uvod
Stochastické modely epidemii Stochasticky model s vakcinaci

Model s vice patogeny (Allen, Kirupaharan)
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Prib&h epidemie s jednim patogenem (levy obrdzek) a se dvéma
patogeny (pravy obrazek).
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od
Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb
Evropska opce, Black-Scholes model

Finan&ni modely
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Uvod
Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb
Evropska opce, Black-Scholes model

Finan&ni modely

dX? = p(t,w)X%dt, xX)=1

dX! :u;(t,w)dt+ZaU(t,w)thi, X{ = xo.
j=1
kde
» XO... vyvoj hodnoty bezrizikového aktiva

» X', i=1,...,m... vyvoj hodnoty rizikového aktiva
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Uvod

Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb
Evropska opce, Black-Scholes model

Finan&ni modely

Oznatime 0, = (09,61, ...,07) portfélio v ase t. Pak hodnota
tohoto portfélia V; je dana rovnici

dVe = 0 - dXe = 09dX0 + > 01dX]

i=1

= 0? (t, w)XOdt+Z t,u, (t,w dt+ZU,-j(t,w)thi
i=1 j=1

Vo =60 + ) _ boxi.
i=1

Jakub Stan&k Stochastické diferencialni rovnice



Uvod
Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb
Evropska opce, Black-Scholes model

Finan&ni modely

7

Velmi &asto se pro modelovani ceny finan&nich aktiv pouZiva
Geometricky Browniiv pohyb. Tento proces je dan rovnici:

dXt = ,LLXtdt + O'Xtth, X() = X0-

Lze ukazat, Ze

2
Xt = Xxo exp {(M - %)t—i— JWt} s.j.
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Uvod
Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb
Evropska opce, Black-Scholes model

Finan&ni modely

Oznatme
0.2
PtZ(N_i)t‘i‘UWt
a
o? 5

re = pe+1 — Pt = InXep1 —InXe ~ N | p — 770

Tedy
o2
E(re) = | p— 5 ) var(ry) = o2,
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Uvod

Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb
Evropska opce, Black-Scholes model

Finan&ni modely

Z odhadi

- 2 1 —\2
r = rt, s,:n 1E(rt—r),
t=1 t=1
dostaneme
Y R
g = Sr7 w=r =+ 7
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Uvod
Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb
Evropska opce, Black-Scholes model

Finan&ni modely
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Uvod
Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb
Evropska opce, Black-Scholes model

Finan&ni modely

Odhad modelu:

dX: = 0.00083506X:dt + 0.01134243X:dW;, Xo = 1406.75
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Uvod
Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb

Finan&ni model p
y Evropska opce, Black-Scholes model
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Uvod
Model Trhu

Finanéni model Geometricky Browniiv pohyb
© y Evropska opce, Black-Scholes model

Uvazujme model trhu:

dXx? = pX2dt, X§ =1,
dX} = pXtdt + oXtdwWs, X§ = x0 >0,

kde
» T... &as splatnosti,

» K... provadéci cena.
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Uvod
Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb
Evropska opce, Black-Scholes model

Finan&ni modely

(Fischer Black a Myron Scholes 1973).
Spravedlivd cena call opce je

p=:mﬂn+%o¢7)—KE”TMW—%0V7%

kde ) X0
_1—1
— o 1T <|7 ﬂ
n=o 2 (Ing +p

a ¢ je distribu¢ni funkce normovanéno normalniho rozdéleni.
Nobelova cena pro R. Mertona a M. Scholese 1997.
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Uvod
Model Trhu

Geometricky Browniiv pohyb
Evropska opce, Black-Scholes model

Finan&ni modely

Uvazujme call opci na unci zlata s dobou splatnosti jeden rok, tedy
11.11.2012 a s provadéci cenou K = 1850 ($/unci). PouZijme
model odhadnuty na pfedchozich slidech, tedy model
geometrického Brownova pohybu s parametry = 0.00083506 a

o = 0.01134243, ale s potatetni podminkou Xy = 1790.55 (tedy s
cenou ze dne 11.11.2011). UvaZujeme-li ro¢ni vynos u
bezrizikového aktiva 3%, pak cena Evropské call opce je 120.11%.
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