PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13

Studijni program: Matematika
Studijni obor: Financni a pojistna matematika

Varianta A

Piiklad 1 (25 bodi)
Nacrtnéte mnozinu M omezenou kiivkami
2 2 _
Yy =2r+1, Yy = —4r+4

a vypoctéte jeji plosny obsah.

Piiklad 2 (25 bodii)

Rozhodnéte (a ¥adné zdtvodnéte), zda funkce f(z,y) = 2? — xy + y* nabyvd na mnoZiné
M = {[z,y] € R% |z| + |y| < 1} své nejmensi a nejvétsi hodnoty. Pokud ano, vypoctéte je.

Piiklad 3 (25 bodii)

Necht X1,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou

0~ twexp{—22/(20)} = >0,

. kde 6 > 0 je neznamy parametr.
0 jinak,

f(x;0) :{

(i) Najdéte maximalné vérohodny odhad 6, parametru 6. X X
ii) Spoditejte hustotu X2, uréete piesné rozdéleni 2nb, a zjistéte E 6, a var0,.
J 1 )] J
(iii) Urcete asymptotické rozdéleni 6,, pro n — oo.

Piiklad 4 (25 bodii)

Uvazujte aktiva 0, 1, 2. Aktivum 0 je bezrizikové s vynosem ry = 6, vynosy aktiv 1, 2 jsou
ndhodné veli¢iny se stfednimi hodnotami r; = 10 a ro = 8 (vSe v procentech), s rozptyly
02 = 4 a 02 = 2. Kovariance mezi vynosy je o1o = 1. Pfedpokladejme, Ze investor investuje
bohatstvi ve vysi W = 1.

(i) Najdéte portfolio P skladajici se pouze z rizikovych aktiv (tj. aktiv 1, 2) a poskytujici
o¢ekdvany vynos rp = 9%.

(ii) Najdéte portfolio P skladajici se ze vSech t¥i aktiv minimalizujici riziko a poskytujici
ocekavany vynos rp = 9%. (Rizikem se zde rozumi smérodatné odchylka vynosu portfo-
lia.)
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Varianta A — reSeni

Piiklad 1 (25 bodi)

Vypocet plochy mtizeme provést pomoci Fubiniovy véty. Integral z f(z,y) = 1 pfes danou mnozinu
(= plocha mnoziny) existuje.

N
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ol e
/
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=
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1. zpisob

Vypodéteme z-ové sourfadnice bodi Ay a As, v nichz se kiivky omezujici mnozinu M protnou. Dosta-
neme r; = xo = 1/2. Pramét M, mnoziny M do osy x je roven (—1/2,1). Uzitim téchto skutecnosti

dostavame
1/2 Norasy 1 2z
/ 1dwdy:/ / dy dx—i—/ / dy | do =2V2.
M —1/2 \J—v2z+1 1/2 \J—2vT—x
2. zptisob

Vypodéteme y-ové soutadnice boda Ay a As, v nichz se k¥ivky omezujici mnozinu M protnou. Do-
staneme y;2 = +v/2. Je tedy priimét M, mnoziny M do osy y roven (—+/2,+/2). Uzitim téchto

skutec¢nosti dostavame
—y2+4

V2 [ e
/1dxdy:/ /2 de | dy = 2V2.
M V2 \ /-t



Piiklad 2 (25 bodi)

N

N

|
N

Funkce f je spojita na R?, tedy i na mnoziné M. Mnozina M je omezen4 a uzaviena v R2. Podle véty,
ktera rika, ze funkce spojitd na kompaktni mnoziné nabyva na ni své nejvétsi a nejmensi hodnoty,
ma tedy funkce f na M maximum a minimum. Body, podezielymi z nabyvani extrémi, jsou jednak
kritické body funkce f, lezici v M, jednak body hranice mnoziny M.

Kritické body uvniti M :

Z rovnic

of _ _ of o
ax(x,y)—Qx y=0, ay(ﬂcvy)—2y z=0

dostavame, ze jediny kriticky bod uvnitt M je bod [0,0]. Je f(0,0) = 0.

Vysetieni f na hranici M :

V ,rohovych“ bodech mnoziny M, tj. [1,0], [—1,0], [0,1] a [0, —1], je funkéni hodnota funkce f rovna
1.

Zbyva vySetfit situaci na mnozinach Hy = {[z,y]; = € (0,1), y = 1—=x}, He = {[z,y]; x € (0,1), y =
x— 1}, Hy = {[z,y]; z € (-1,0), y =1+ 2} a Hy = {[z,y]; = € (-1,0), y = —1 — z}. Snadno
zjistime, Ze dalsi podezielé body jsou body [1/2,1/2] a [-1/2,—1/2], resp. [-1/2,1/2] a [1/2,—1/2].
Funkéni hodnoty v téchto bodech jsou rovny 1/4 resp. 3/4.

Z provedenych vypo¢tu plyne, ze funkce f nabyva svého minima na M v bodé [0,0] a je minys f =
£(0,0) = 0 a funkce f nabyva svého maxima na M v bodech [1,0], [-1,0], [0,1] a [0,—1] a je
max,s f = 1.



Piiklad 3 (25 bodi)

(i)

) , ‘ . n 1 n )
Vérohodnostni funkce: L) =16 <i1 Xi>exp{—% ZZ; X; }
n 1 n
Logaritmickd vérohodnost: 00) =) logX; —nlogh — —» X?
ogaritmickd vérohodnos (0) Zzl og n log 50 Zzl ;
o0 1 &
Skérovéa statistika: Ug) = % = —% + 202 ; X?
1 X?
Skérova funkce: Ui(0) = ~37 + 29Z2
y ) : 5 . - N
Vérohodnostni rovnice: U(f,) =0 aodtud ihned 60, = > Z X;
n
i=1

Jedinym fesenim vérohodnostni rovnice je 6, = % Yoy X2. Je to maximdlné vérohodny odhad,
nebot £(0) je spojitd a neni omezena zdola.

(i)

Spocitdme hustotu nahodné veli¢éiny ¥ = X2, kde X mé hustotu f(z;6). Jelikoz P[X < 0] = 0,
transformace je prosta. Inversni transformaci je x = ,/y, jakobidn je 2\1/5. Nahodna veli¢ina Y ma
hustotu g(y;0) = (20) lexp{y/(20)}. Jeji rozdéleni je tedy Exp(1/(26)), stfedni hodnota EY =
E X? = 20, rozptyl varY = var X? = 462,

Protoze X; jsou nezdvislé a 2nf, = > | X2, mame ihned

A 1 N 1 ) N 1 5 02
2nf, ~ T %,n , EHn:%nEXZ- =40, a var@n:4—n2nvarXZ~ =

(iii)

Jelikoz 6, je maximéalné vérohodny odhad a jsou splnény podminky regularity, jeho asymptotické

~

rozdéleni je /n(6, — 0) L, N(0,1/1(0)), kde Fisherova mira informace je I(f) = E — 8%46(,6) =
EX2/0% —1/0? = 1/62. Mame tedy

(6, — 6) 25 N(0, 62).



Piiklad 4 (25 bodi)

Portfolio je soubor finané¢nich aktiv. Je reprezentovano podily (alokaci, diverzifikaci), které investor
investuje do jednotlivych aktiv. Oznaéime-i & = (z1,...,z N)T tyto podily, pak pfi investovaném
bohatstvi ve vysi 1 musi platit 1 +--- +zxy = 1.

(i) Ozna¢me vahy v porfoliu x; a xs. Musi platit z1 + zo = 1. Z toho vyplyva, Ze pro ocekavany
vymnos portfolia plati

rp = 10x1 + 8xry = 10z +8(1 —.%'1) =2r;+8=09,

a tedy x1 = z9 = 1/2.

(ii) Oznac¢me vahy v porfoliu zg, z1 a xe. Musi platit xg + z1 + x2 = 1. Oekdvany vynos portfolia je
tedy
rp = 6xg + 10x1 + 82 = 6 + 421 + 225.

Pozadujeme ocekavany vynos portfolia rp = 9, takze z posledni rovnice dostaneme

To = %(3 - 4:61)

Jsou-li vynosy rizikovych aktiv Ry a Rg, je rozptyl vynosu portfolia (po dosazeni za x2)
var(z1R1 +x9Re) = 27 var(Ry)+ 2122 cov(Ry, Ro) +3 var(Rs) = 425 + 27129+ 223 = § — 971 +827.

To je konvexni funkce, minimum ziskame tak, Ze polozime prvni derivaci rovnu nule. Derivaci posled-
niho vyrazu je 16z — 9, takze x1 = 9/16. Zpétnymi substitucemi do pfedchozich rovnic dostaneme
Tro = 3/8, o = 1/16



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13

Studijni program: Matematika
Studijni obor: Financni a pojistna matematika

Varianta B

Piiklad 1 (25 bodi)
Nacrtnéte mnozinu M omezenou grafy funkci
y=lz—1], y=—|z[+2

Necht )\ je Lebesgueova mira v R?. Vypodctéte

/M sy Az, ).

Piiklad 2 (25 bodii)

Rozhodnéte (a fadné zdtvodnéte), zda funkce f(z,y,z) = xy?z® nabyvd na mnoziné M =
{[r,y,2] eR3 2+2y+32=1, 2 >0, y >0, 2> 0} své nejvétsi a nejmensi hodnoty. Pokud
ano, vypoctéte je.

Piiklad 3 (25 bodii)

Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou

021 0<x<1
f(z;0) = { . - S kde 6 > 0 je nezndmy parametr.
0 jinak,

(i) Najdéte maximéalné vérohodny odhad 0, parametru 6.
(ii) Spocitejte hustotu —log X; a zjistéte E log X; a var log X;.
(iii) Urcete asymptotické rozdéleni 6,, pro n — oo.

P¥iklad 4 (25 bodii)

Kuponova obligace v nominalni hodnoté F' = 10 s ro¢ni kuponovou sazbou C' = 1 splatna
pfesné za dva roky (tj. zcela jisté po datu exkuponu) se prodava za (trzni) cenu P = 399/44
(v8echny hodnoty v tisicich K¢).

(i) Vyjadrete obecné souc¢asnou hodnotu uvedené obligace pfi hodnotici trokové mite i.
(ii) Formulujte vztah pro vynos do splatnosti (YTM).
(iii) Vypoétété vynos do splatnosti s vyse uvedenymi konkrétnimi hodnotami.
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Varianta B — feSeni

Piiklad 1 (25 bodu)
Vypocteme x-ové souradnice bodt A1 a As, v nichz se grafy obou funkci omezujicich mnozinu M pro-

tnou. Zjistime, Ze priimét M, mnoziny M do osy z je (—1/2,3/2). Snadno vidime, Ze [,, zy d\(z,y)
existuje.

Ay

NI w

A,

Vypocet miizeme provést pomoci Fubiniovy véty. Budeme integrovat nejprve podle y, potom podle
x. Je-li dano =z € (—1/2,0), mame pro y omezeni 1 —z < y < 2+ z. Je-li ddno x € (0, 1), mame pro
y omezeni 1 —z < y < 2 —z. Je-li ddno x € (1,3/2), méme pro y omezeni x — 1 <y <2 — x.

0 24z 1 2—zx 3/2 2—x
/ xyd)\(x,y):/ / xydydx—i—/ / :cydydx—i—/ / xy dy dz
M ~1/2 J1-=2 0 Ji-z 1 z—1
0 1

x x 32 g
:/ —3(1+2x)dm+/ —(3—2x)dm+/ —(3—2z)dx
,1/2 2 2 1 2

0

3 [0 1 (32 1 9 1
== 22%) dx + = 3v — 20 dr = —— + — = —.
2/1/2(90—1—36)96—1—2/0 (3x — 227) dx 16+16 5

Piiklad 2 (25 bodi)

Mnozina M je omezena a uzaviena v R3. Funkce f je spojita na R? a je tedy spojita i na mnoziné M.
Podle véty, ktera fika, ze funkce spojitd na kompaktni mnoziné nabyva na ni své nejvétsi a nejmensi
hodnoty, ma tedy funkce f na M maximum a minimum. Je hned vidét, ze funkce f je na mnoziné
M nezéaporna, pricemz hodnoty 0 nabyva pravé v téch bodech mnoziny M, pro néz je alespon jedna
soufadnice rovna nule. To jsou tedy body minima funkce f na M, pficemz hodnota minima je rovna
nule. Je rovnéz ziejmé, ze bod maxima funkce f na M bude lezet v mnoziné

My ={[z,y,2] e M; >0, y>02>0}C M,



kde funkce f nabyva kladnych hodnot.

K vypocétu bodu maxima uzijeme metody Lagrangeovych multiplikatort. Pfihlédneme-li k vazebni
podmince r+2y+3z = 1, m4 Lagrangeova funkce tvar L(z,y, 2, \) = xy?23—\(2+2y+32z—1). Protoze
V(x + 2y + 32) je riizny od nulového vektoru vsude v R3, je splnéna podminka véty o Lagrangeovych
multiplikdtorech. Budou nés tedy zajimat feSeni soustavy ¢tyf rovnic o ¢tyfech nezndmych x,y, z a
A

223 —A=0, zyz>—A=0, 2y?22—-\A=0, z+2y+32=1,

a to takova, Ze bod [z,y,z] lezi v mnoziné M;. Snadno vypocéteme, Ze je to pravé jeden bod
[1/6,1/6,1/6]. Podle zminéné véty a tvah o znaménku funkce f(x,y,z) je tento bod bodem ma-
xima funkce f na mnoziné M.

Shrneme nyni: miny, f = 0, funkce f nabyva této hodnoty ve vSech bodech mnoZiny M \ Mi;

Piiklad 3 (25 bodi)

(i)

n 0—-1
Vérohodnostni funkce: L(6) = 0" (H Xi>
i=1
Logaritmické vérohodnost: (0) =nlogh+ (0 —1) Z log X;;
i=1
0(0 &
Skérova statistika: U9 = 88—(9) = % + ; log X;
1
Skérova funkce: Ui(0) = 9T log X;
. . 1 X -1
Vérohodnostni rovnice: U(0,) =0 aodtud ihned 6, = <—— Z log XZ-)
n
i=1

Jedinym feSenim vérohodnostni rovnice je 6, = (—n‘l > log Xi)_l. Je to maximélné vérohodny
odhad, nebot, jak lze snadno ovéfit, £(0) je konkavni.

(i)

Spocitame hustotu ndhodné veli¢iny ¥ = —log X, kde X ma hustotu f(z;0). Tato transformace je
prosta. Inversni transformaci je z = exp(—y), jakobidn méa absolutni hodnotu exp(—y). Ndhodné

veli¢ina Y méa hustotu g(y;6) = 0 exp(—0y). Jeji rozdéleni je tedy Exp(f), stfedni hodnota EY =
—E log X; = 1/6, rozptyl varY = var log X; = 1/62.
(i)
Jelikoz 0, je maximéalné vérohodny odhad a jsou splnény podminky regularity, jeho asymptotické
rozdéleni je /n(6, — 0) 2, N(0,1/1(0)), kde Fisherova mira informace je I(#) = E — 8%;0(6) =1/0%.
Mame tedy

V(0 — ) 2 N(0,6%).



Piiklad 4 (25 bodd)

(i) Soucasnou hodnotu ozna¢ime PV. Pro uvedenou situaci plati

c C+F

PV = .
V=15 T arope

(ii) Je-li obligace na trhu koupena za hodnotu P, je vynos do splatnosti (ozna¢me Y') vlastné vnitini
mira vynosnosti (vnitini vynosové procento) penézniho toku (—P,C,C + F'). Vynos do splatnosti v
tomto pripadé je feSenim rovnice

C C+F

P:
T+i (112

vzhledem k proménné .

Z toho plynouci kvadraticka rovnice ma dva kofeny, z nichZ pouze ten vétsi ma ekonomicky smysl:

C —2P ++/C?2+4CP + 4FP

Y:
2P

Alternativné po substituci irokovd mira — diskontni faktor, tj. v = %ﬂ je mozné zikat reseni pro
odpovidajici diskontni faktor v feSenim rovnice pro neznamy diskontni faktor v:

P=Cv+ (C+ F)v*

(iii) Postup vypoctu pro konkrétni numerické hodnoty:

11+ 399 + 3990
11 N

diskriminant = C* +4CP +4FP =12 +4-1-32 1 4.10. 32 =

X 400,

odmocnina z diskriminantu je tudiz 20 a vysledna hodnota Y je

v 1-2-324+20 3
- - 399 T 19
2 44 19
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Varianta A

Piiklad 1 (25 bodii)

Vypoctéte
/ (4y® — zy + 42%) dx dy,
M

kde M = {[z,y] e R* : y < x, y > 2%},

Piiklad 2 (25 bodii)

Funkce f je dana predpisem

(i) Urcete defini¢ni obor funkce f.

(ii) Zkoumejte spojitost funkce f.

(iii) Vypocététe limity funkce v krajnich a nevlastnich bodech definiéniho oboru funkce f.

(iv) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda funkce f mé lokalni extrémy — pokud ano,
vypoctéte je. Nabyva funkce na svém defini¢nim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?

(v) Zjistéte, zda méa dand funkce asymptoty, Pokud ano, vypoctéte je.

(vi) Na zakladé provedenych vypocti nacrtnéte graf funkce f.

Piiklad 3 (25 bodii)

Naleznéte maximum a minimum funkce t¥f proménnych f na mnoziné M C R3. Pokud nee-
xistuje maxy, f, urcete sup,, f. Pokud neexistuje miny, f, urcete inf,,;. Funkce f a mnozina
M jsou dany takto:

f(x,y,z)::c2y2+y2z2, M ={[z,y, ] ER* z4+y+z2=1,2>0, y>0, z>0}.

Piiklad 4 (25 bodii)

Urcete hodnost h(A) matice

1 0 5 -1
0 3 -2 5
A= 2 9 4 a
1 15 b 24

v zavislosti na realnych parametrech a, b.
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Varianta A — reSeni

Piiklad 1 (25 bodi)

Nejprve uréime, ze M = {[z,y]; = € (0,1), y € (2%,7)}. Je snadno vidét, ze integral existuje.
K vypoctu uzijeme Fubiniovy véty.

1 T
/ (4y® — zy + 423) dx dy = / [/ (4y° — xy + 42%) dy | da.
M 0 22

Vypocteme nejprve vnitini integral

r 7 1
/ (4y° — zy + 423 dy = —2® — —2° 4 5zt — a3,
2 2 2

Vypocet integralu této funkce od 0 do 1 vede snadno k vysledku. Je tedy

1
7 1 1
/M(4y3 — a2y + 42%) dw dy = /0 (—xs - 5o 45t - 5;&) dz = 7—;’

Piiklad 2 (25 bodi)

Funkce f je dana predpisem

(i) Defini¢nim oborem funkce je mnozina téch x, pro néz je vyraz x>

jednoduchém vypoctu ndm vyjde, ze

— % vétsi nebo roven nule. Po

D(f) = (—00,0) U (1,00).

(i) Z véty o spojitosti souctu dvou spojitych funkei a ze spojitosti funkce /y plyne spojitost funkce
f v kazdém bodé defini¢niho oboru D(f).

(i) Méame lim,_,_ o f(2z) = limg;_o— f(z) = lim, .o f(z) =00 a f(1) = 0.

~1/2
f(z) = % <x2 — %) <2x + %)

Vypocet znaménka derivace dava:
e f/(x) <0, atedy f je klesajici, na intervalu (—oo, —1/+/2);
e f'(x) >0, atedy f je rostouci, na intervalu (—1/+/2,0);
e f'(x) >0, atedy f je rostouci, na intervalu (1, 00).

(iv) Snadno vypocteme

na (—o00,0) U (1, 00).



Protoze f je v bodé 1 spojitd zprava a protoze lim, .14 f'(z) = oo, je f'(1+) = oo: této
informace muzeme vyuzit k upfesnéni nacrtku grafu.

Funkce f ma v bodé —1/+/2 ostré lokdlni minimum rovné v/3/+/2. Funkce f neni na D(f)
omezend shora, nenabyva tedy na D(f) maxima. Minima nabyva v bodé 1, a je f(1) = 0.

(v) Funkce f mé& v bodé oo asymptotu, pravé kdyz existuji vlastni limity lim,_,.o @ = a a
lim, . (f(z) —az) = b. Asymptotou pak nazveme afinni funkci ax + b. Analogické tvrzeni plati

v bodé —oo.

Provedeme-li vyse uvedené vypocty, snadno zjistime, ze asymptota v bodé —oo existuje a ma
tvar v(z) = —z. Asymptota v bodé co rovnéz existuje a je rovna w(z) = x.

(vi) Néacrtek grafu funkce f na zdkladé uvedenych vypocti:

Sl @

sl

Piiklad 3 (25 bodi)

Protoze funkce f je spojita na celém R? (je dokonce t¥idy C°°(R3)) , mfizeme vyuzit toho, Ze sup,, f =
max,; [ a infps f = miny; f. Pokud funkce f v nékterém z bodt M dosahuje hodnoty sup,, f, ma
zde funkce f maximum, pficemz uvedeny bod je bodem maxima.

Budeme tedy zkoumat funkci f na mnoziné M. Ta je uzaviena a omezena v R? a funkce f je na ni
spojitd. Nabyva tedy f na M svého maxima a minima. Podezielymi jsou jednak body v M nalezené
metodou Lagrangeovych multiplikatort, dale pak body, které lezi v M a pro néz je alesponi jedna ze
soufadnic nulova. Zkoumejme nejprve funkci na mnozinach M;, i = 1,2, 3, kde

My ={[0,y,1—yl; y €0, 1)}, Ma={[l-y,y,0; ye (0, 1)}
a My ={[z,0,1—2z]; =€ (0, 1)}.

Na Mj3 je f = 0. Protoze funkce f je na M neziporné, jsou viechny body této tsecky body minima
f na M. Na mnozinidch My a Ms je funkce f rovna y?(1 — y)2. Tato funkce jedné proménné ma na
intervalu (0, 1) ,podezielé“ body 0, 1/2 a 1, z nichz pouze bod 1/2 je relevantni. Na mnozinach M;
a My tak mame dva podezielé body [0,1/2,1/2] a [1/2,1/2,0]. V nich nabyva f hodnoty 1/16.



Zkoumejme nyni podezielé body v M metodou Lagrangeovych multiplikdtori. Predné je V(x 4+ y +
z—1) = [1,1, 1], tento bod nelezi v M. Lagrangeova funkce ma tvar L(x,y, 2z, \) = 22y? +y222 + \(z+
y + z — 1). Pro nalezeni multiplikdtoru a soufadnic podezielého bodu dostavame soustavu rovnic

2e2 + A =0, 2y@®+2)4+A=0, 22°4+71=0, z+y+z=1

Jejich vyfesenim (nesmime pfitom zapomenout, ze v M jsou vSechny soufadnice kladné) dostaneme
dalsi podeziely bod, a sice [1/4,1/2,1/4]. V ném je funkéni hodnota rovna 1/32. Mizeme tedy
shrnout: f nabyva v M svého maxima 1/16 v bodech [0,1/2,1/2] a [1/2,1/2,0] a svého minima 0
v bodech [z,0,1 — z], =z € (0, 1). Protoze zadny z téchto bodi nelezi v M, nenabyva f na M svého
maxima ani svého minima. Jest sup,, f = 1/16, inf,; f = 0.

Piiklad 4 (25 bodi)

Pouzijeme vhodnou transformaci a dostaneme postupné matice

1 0 5 -1 1 0 5 -1 1 0 5 -1
0 3 =2 ) 03 -2 ) 0 3 -2 5
09 -6 a+2]"100 0 a—13]"10 0 b+5 0
0 15 b—5 25 0 0 b+5 0 00 0 a-—-13

Nyni je zfejmé, ze h(A) = 2 v pfipadé, ze a = 13 a b = —5. Déle, je-li a = 13 a b # —5 nebo a # 13
a b= —5, je hodnost matice h(A) = 3. Jestlize a # 13 a b # —5, je h(A) = 4.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13

Studijni program: Matematika
Studijni obory: MA, MMIB, MMFT, MSTR, NVM, PMSE, MDU

Varianta B

Piiklad 1 (25 bodii)

Vypoététe objem mnoziny M, kde M je uréena nasledujicimi nerovnostmi: 22 +y? < 1, 2 > 0,
y>0,2z>20az < ay.

Piiklad 2 (25 bodii)

Funkce f je dana predpisem
f(z) =sinz + cos® .

(i) Urcete definiéni obor funkce f a rozhodnéte, zda je funkce sudé, lichd ¢i periodicka.
(Zjisténou skutecnost vyuzijte pii vypoctu.)
(ii) Zkoumejte spojitost funkce f.
(iii) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda funkce f ma lokalni extrémy — pokud ano,
vypoctéte je. Nabyva funkce na svém defini¢cnim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?
(iv) Zjistéte, zda ma dand funkce asymptoty, Pokud ano, vypoctéte je.
(v) Na zakladé provedenych vypoct nacrtnéte graf funkce f.

Piiklad 3 (25 bodii)

Naleznéte maximum a minimum funkce dvou proménnych f na mnoziné M C R2. Pokud
neexistuje max,, f, urcete sup,, f. Pokud neexistuje min,; f, urcete inf,,;. Funkce f a mnozina
M jsou dany takto:

flr,y)=1+2)y*, M={z,y)eR* 2> +y* <1, 2>0,y>0}.

Piiklad 4 (25 bodi)
Spocitejte determinant matice

x Y z 0

T rT—y x+2 T
Yy+z r+z T+Y rT+yY+=z

1 1 1 1

A:



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13

Studijni program: Matematika
Studijni obory: MA, MMIB, MMFT, MSTR, NVM, PMSE, MDU

Varianta B — fFeSeni

Piiklad 1 (25 bodi)

Nejprve urcime, ze M = {[z,y,z];xz € (0,1),y € (0,vV1—22),z € (0,zy)}. K vypoétu objemu
uzijeme Fubiniovy véty.

1 V1-z2 Ty 1 V1-z?
,u(M):/ 1dmdydz:/ / </ dz>dy dac:/ / zydy | dx
M 0 0 0 0 0
1 9 1—x2 1
:/ [ﬂ] d:c:/ 1(30—303) dwzl.
o 12,5 0 2 8

Piiklad 2 (25 bodi)

Funkce f je dana predpisem

f(z) = sinz 4 cos® .

(i) Defini¢nim oborem funkce je celé R a funkce f je na svém definiénim oboru 27-periodické. Staci
tedy zkoumat tuto funkci na intervalu délky 27, napfiklad na intervalu (0, 27).

(ii) Funkce f je spojitd v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. Je totiz souc¢tem dvou spojitych
funkci.

(iii) Je pfedné f(0) = f(2m) = 0. Nulové body derivace
f'(z) = cosz(1 — 2sinx)
jsou pravé ty body intervalu (0,27), néz plati, ze sinx = % nebo cosz = 0. To jsou body 7/6,
/2, 5w /6, 37/2.

7 tvaru derivace je snadno vidét jakého znaménka nabyva v jednotlivych intervalech a jaka
je tedy monotonie funkce f. Je tedy f rostouci na intervalu (0,7/6), klesajici na (7/6,7/2),
rostouci na (7w/2, 57/6), klesajici na intervalu (57/6,37/2) a rostouci na (37/2,27). Odtud
plyne, Ze f nabyva lokalnich maxim v bodech 7/6 a 57/6, lokdlnich minim pak v bodech 7/2
a 3m/2. Je f(n/6) = f(57/6) =5/4, f(n/2) =1 a f(37/2) = —1. Odtud snadno nahlédneme,
ze maxg f = 5/4 a ming f = —1.

(iv) Funkce f nemé asymptotu v zddném nevlastnim bodé.

(v) Naértek grafu funkce f na zdkladé uvedenych vypocti:



Piiklad 3 (25 bodi)

Mnozina M je omezena a uzaviena v R?. Funkce f je spojita na R? a je tedy spojita i na mnoziné M.
Podle véty, ktera rika, ze funkce spojita na kompaktni mnoziné nabyva na ni své nejvétsi a nejmensi
hodnoty, m4 tedy funkce f na M maximum a minimum. Ze spojitosti f na M a z kompaktnosti této
mnoziny plyne, Ze maxy; f = sup,s f a miny; f = infs f. Pokud se néktera z hodnot inf,s f,supy, f
nabyva v nékterém bodé mnoziny M, je jasné, ze funkce ma na M prislusny extrém.

Vysetfeme tedy nejprve funkci f na kompaktu M. Body maxima a minima mohou byt budto kritické
body funkce f, které lezi v MY, anebo body hranice mnoziny M.

7 rovnic of of
3 2
_ — — 1 —
agc(ﬂc,y)—y =0, ay(ﬂc,y) 3y*(1+x)=0

plyne, ze y = 0, a tedy v M° nelezi zadny kriticky bod.

Hranice mnoziny M je sjednocenim tsecek

Il = {[‘T’O]? WS <0’ 1>}a IZ = {[an]v Yy e <0a 1>}

a oblouku I3 = {[z,y]; 2>+ y?> =1, = > 0, y > 0}. Body tisecky I; jsou body minima funkce f na
M. ProtoZe na mnoziné M je f > 0, je vidét, ze infy; f = 0 a minima funkce f na M nenabjva. Na
tiseéce I je funkce f rovna 3. Protoze tato funkce je na intervalu (0, 1) rostouci a nezdporna, je
bod [0, 1] jednim z ,podezielych“ bodii, v nichz mfize f nabyvat maxima na M.

K hledani podeztelych bodt na I3 mizeme uzit metody Lagrangeovych multiplikdtorti. Derivovanim
Lagrangeovy funkce L(z,y, \) = (1 + 2)y® + A(z? + y? — 1) podle viech ti{ proménnyjch a poloZenim
téchto derivaci rovnych nule dostaneme tii rovnice

L
g—x(:v,y,A) =y*+2\z =0
oL
By @) =301+ 2)y? + 2y =0
oL

a(xaya)‘):x2+y2_1:0



7 téchto ti rovnic snadno vyloudime dvé proménné a dostaneme jednu rovnici 422 + 3z — 1 = 0. Z
jejich dvou kofenii 1ze pouZit pouze ten kladny, ktery se rovnéd 1/4. Dalsi ,podezfely* bod je tedy
[1/4,4/15/4], s funkéni hodnotou 75/256+/15. Srovnanim hodnot funkce f ve dvou ,podezfelych®
bodech [0,1] a [1/4,/15/4], zjistime, Ze bodem maxima f na M je bod [1/4,1/15/4]. Protoze tento
bod lezi v M, je zaroven bodem maxima f na M.

Shrnuti: funkce f nabyva na mnoziné M svého maxima a je maxys f = f(1/4,v15/4) = 75/256+/15.
Minima funkce f na mnoziné M nenabyva, je ale infy; f = 0.

Priklad 4 (25 bodi)
Pri¢teme-li prvni radek ke tfetimu, dostaneme
(t+y+z 24+y+z z+y+z s+y+2),

coz je (x + y + z)-nésobek 4. fadku. Matice je tudiz singulani a jeji determinant musi byt 0.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13
Studijni program: Fyzika
Studijni obor: UMF

Varianta A

Piiklad 1 (25 bodii)

Funkce f je dana predpisem

(i) Urcete defini¢ni obor funkce f.
ii) Zkoumejte spojitost funkce f.
Jte Spo)
(iii) Vypoctéte limity funkce v krajnich a nevlastnich bodech definiéniho oboru funkce f.
(iv) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda funkce f méa lokalni extrémy — pokud ano,
vypoctéte je. Nabyva funkce na svém defini¢nim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?

(v) Zjistéte, zda méa dand funkce asymptoty, Pokud ano, vypoctéte je.
(vi) Na zakladé provedenych vypocti nacértnéte graf funkce f.

Piiklad 2 (25 bodii)

Urcete hodnost h(A) matice

1 0 5 -1

0 3 -2 5
A= 2 9 4

1 15 b 24

v zavislosti na realnych parametrech a, b.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13

Studijni program: Fyzika

Studijni obor: UMF
Varianta A — FeSeni
Piiklad 1 (25 bodu)
Funkce f je dana predpisem
1
fla)=yja? = —

(i)

(vi)

2

Defini¢nim oborem funkce je mnozina téch x, pro néz je vyraz x= — % vétsi nebo roven nule. Po

jednoduchém vypoctu ndm vyjde, ze

D(f) = (—00,0) U (1,00).

Z véty o spojitosti souctu dvou spojitych funkci a ze spojitosti funkce /y plyne spojitost funkce
f v kazdém bodé defini¢niho oboru D(f).

Mame lim,_._ f(z) = lim,;_o— f(z) = limy;_.o0 f(z) =00 a f(1) = 0.

~1/2
f(z) = % <x2 — %) <2x + %)

Vypocet znaménka derivace dava:
o f/(x) <0, atedy f je klesajici, na intervalu (—oo, —1/+/2);
e f'(x) >0, atedy f je rostouci, na intervalu (—1/+/2,0);
e f'(x) >0, atedy f je rostouci, na intervalu (1, 00).

Snadno vypocteme

na (—o0,0) U (1,00).

Protoze f je v bodé 1 spojitd zprava a protoze lim, .14 f'(z) = oo, je f'(1+) = oo: této
informace muzeme vyuzit k upfesnéni nacrtku grafu.

Funkce f ma v bodé —1/+/2 ostré lokdlni minimum rovné v/3/+/2. Funkce f neni na D(f)
omezend shora, nenabyva tedy na D(f) maxima. Minima nabyva v bodé 1, a je f(1) = 0.

Funkce f mé& v bodé oo asymptotu, pravé kdyz existuji vlastni limity lim, . @ = a a
lim, o (f(x) —ax) = b. Asymptotou pak nazveme afinni funkci ax + b. Analogické tvrzeni plati

v bodé —oo.

Provedeme-li vyse uvedené vypocty, snadno zjistime, ze asymptota v bodé —oo existuje a mé
tvar v(x) = —x. Asymptota v bodé co rovnéz existuje a je rovna w(x) = x.

Nacrtek grafu funkce f na zékladé uvedenych vypocti:



Sl @

-

Piiklad 2 (25 bodi)

Pouzijeme vhodnou transformaci a dostaneme postupné matice

1 0 ) -1 1 0 5 -1 1 0 5 -1
0 3 =2 ) 03 -2 ) 0 3 -2 5
09 -6 a+2]"100 0 a—13]"10 0 b+5 0
0 15 b—5 25 0 0 b+5 0 00 0 a-—-13

Nyni je zfejmé, ze h(A) = 2 v pfipadé, ze a = 13 a b = —5. Déle, je-li a = 13 a b # —5 nebo a # 13
a b= —b, je hodnost matice h(A) = 3. Jestlize a # 13 a b # —5, je h(A) = 4.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13

Studijni program: Fyzika
Studijni obor: UMF

Varianta B

P¥iklad 1 (25 bodii)

Funkce f je dana predpisem

f(z) =sinz + cos® .

(i) Urcete definiéni obor funkce f a rozhodnéte, zda je funkce suda, lichd ¢i periodicka.
(Zjisténou skutecnost vyuZzijte pii vypoctu.)
(ii) Zkoumejte spojitost funkce f.
(iii) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda funkce f ma lokalni extrémy — pokud ano,
vypoctéte je. Nabyva funkce na svém definicnim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?
(iv) Zjistéte, zda ma dand funkce asymptoty, Pokud ano, vypoctéte je.
(v) Na zékladé provedenych vypoct nacrtnéte graf funkce f.

Priklad 2 (25 bodi)
Spocitejte determinant matice

x Y z 0

T r—Yy T+=z T
Yy+z r+z T+Y r+Y+=z

1 1 1 1

A=



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13

Studijni program: Fyzika
Studijni obor: UMF

Varianta B — FeSeni

Piiklad 1 (25 bodi)

Funkce f je dana predpisem

(1)

(iv)
(v)

f(z) = sinz 4 cos® .

Defini¢nim oborem funkce je celé R a funkce f je na svém defini¢nim oboru 27-periodicka. Staci
tedy zkoumat tuto funkci na intervalu délky 27, napfiklad na intervalu (0, 27).

Funkce f je spojitd v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. Je totiz souctem dvou spojitych
funkci.

Je pfedné f(0) = f(27) = 0. Nulové body derivace
f'(x) = cosz(1 — 2sinx)

jsou pravé ty body intervalu (0, 27), néz plati, ze sinx = % nebo cosz = 0. To jsou body 7/6,
/2, 5w /6, 37/2.

7 tvaru derivace je snadno vidét jakého znaménka nabyva v jednotlivych intervalech a jaka
je tedy monotonie funkce f. Je tedy f rostouci na intervalu (0,7/6), klesajici na (7/6,7/2),
rostouci na (7w/2, 57/6), klesajici na intervalu (57/6,37/2) a rostouci na (37/2,27). Odtud
plyne, Ze f nabyva lokdlnich maxim v bodech 7/6 a 57 /6, lokdlnich minim pak v bodech 7/2
a 3m/2. Je f(n/6) = f(57/6) =5/4, f(n/2) =1 a f(37/2) = —1. Odtud snadno nahlédneme,
ze maxg f = 5/4 a ming f = —1.

Funkce f nemé asymptotu v zddném nevlastnim bodé.

Nacrtek grafu funkce f na zékladé uvedenych vypocti:




Priklad 2 (25 bodi)
Pri¢teme-li prvni radek ke tfetimu, dostaneme
(t+y+z 24+y+z z+y+z s+y+2),

coz je (x 4+ y + z)-nasobek 4. fadku. Matice je tudiz singulani a jeji determinant musi byt 0.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13
Studijni program: Matematika, Studijni obor: MIU
Varianta A

Piiklad 1 (25 bodt)

Navrhnéte deterministicky koneény automat nad abecedou {0, 1}, ktery pfijiméa vSechna slova délky alesponi
4 znaky, kterd obsahuji alespon jeden znak 1. Napftiklad slova 0010, 1111, 110011 automat pfijme, zatimco
slova 11, 101, 00000 nepfijme. Pfechodovou funkci automatu zapiste ve tvaru tabulky a automat znazornéte
ve tvaru prechodového diagramu. Navrhnéte co nejjednodussi automat, tzn. takovy, ktery bude mit minimélni
pocet stavi. Minimalitu poc¢tu stavi vaseho automatu zdtvodnéte.

Piiklad 2 (25 bodii)

Je dan nésledujici program (obé zadani v Pascalu a v jazyce C jsou ekvivalentni):

program A; A main() /x A */
var N, X: integer; {
begin int n, x;
read (N); scanf( "%d”, &n);
X = 0; x = 0;
while N > 0 do while (n > 0)
begin {
X:=X+4+ 9 — Nmod 10; x=x+4+9—1n% 10;
N := N div 10 n /= 10;
end ;
write (X) printf( "%d”, x);
end. }

a) Jaky vysledek obdrzime p¥i vypoctu se vstupni hodnotou N=105937

b) Urcete, pro kterou vstupni hodnotu N bude vysledkem ¢islo X=24. Naleznéte tii nejmensi riizna takova N
(pokud existuji).

c¢) Urdete v8echny vstupni hodnoty N, pro ktera je vysledek vypoc¢tu roven vstupni hodnoté, tzn. plati X=N.

Vsechny své odpovédi zdtvodnéte.

Piiklad 3 (25 bodii)

Funkce f je dédna predpisem
In®z—2
f@) = ———.
In"z+1
) Urcete defini¢ni obor funkce f.
(ii) Zkoumejte spojitost funkce f.
) Vypoctéte limity funkce v krajnich a nevlastnich bodech definiéniho oboru funkce f.
) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda funkce f m4 lokdlni extrémy — pokud ano, vypoctéte je.
Nabyva funkce na svém defini¢nim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?
(v) Zjistéte, zda mé dana funkce asymptoty, Pokud ano, vypoctéte je.
(vi) Na zékladé provedenych vypoc¢tl nacrtnéte graf funkce f.

Pxiklad 4 (25 bodii)

Vypoctéte determinant matice

1 -1 2 4
0 1 -1 2
A= 3 -1 2 0
-1 0 3 2



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13

Studijni program: Matematika
Studijni obor: MIU

~

Varianta A — reSeni

Piiklad 1 (25 bodi)

Pomoci stavil automatu odpocitdvame pocet znakd piijatych ze vstupu a soucasné evidujeme, zda
uz jsme precetli ze vstupu alespon jeden znak 1. Stavy B, C, D znamenaji slova délky po fadé 1, 2, 3
(a vice) tvofend samymi znaky 0, stavy E, F, G oznacuji slova délky 1, 2, 3 obsahujici alespon jeden
znak 1. Zadny z téchto stavii neni koncovy. Automat mé jediny koncovy stav H, do néhoz piejde ze
stavu D preétenim znaku 1 nebo ze stavu G pfectenim jednoho libovolného znaku. Ve stavu H pak
setrva, dokud neprecte cely vstup. Minimalitu poc¢tu stavi ovéfime redukci sestrojeného koneéného
automatu.

!

pocatecni stav

slovo 0

slovo 00

slovo délky alespon 3, tvoifené pouze znaky 0
slovo 1

slovo délky 2, obsahuje znak 1

slovo délky 3, obsahuje znak 1

slovo délky alespon 4, obsahuje znak 1

T EIQW e
DTIEoHgOOQWo
CIEo"E Qe

I

Piiklad 2 (25 bodi)

Vysledna hodnota X vznikne cifernym souctem vstupniho ¢isla N, pricemz ale je kazda cifra nahra-
zena svym doplikem do 9. V cyklu se z N odzadu postupné oddéluji jednotlivé cifry, nahrazuji se
svymi dopliiky do 9 a jsou pri¢itany k vysledné hodnoté X.

a) Dopliiky cifer ¢isla N = 10593 jsou po fadé 8, 9, 4, 0, 6, jejich soucet je roven vysledné hodnoté
27.

b) Vysledek 24 nelze slozit ze dvou cifer, musime proto hledat mezi trojcifernymi vstupnimi éisly.
Ziskdme ho souctem tii jednocifernych scitanci 8 + 8 + 8 nebo 9 + 8 + 7 nebo 9 + 9 + 6, coz
odpovida trojicim cifer vstupniho ¢isla 1, 1, 1 resp. 0, 1, 2 resp. 0, 0, 3. Z trojice cifer 1, 1, 1
lze sestavit jediné ¢islo 111, z trojice cifer 0, 1, 2 sestavime ¢tyfi rtzna trojciferné ¢isla 102, 120,
201, 210 a konec¢né trojice cifer 0, 0, 3 tvori opét jediné trojciferné ¢islo 300. Z uvedenych Sesti
moznosti vybereme jako vysledek tlohy tii nejmensi ¢isla, tedy 102, 111 a 120.

¢) Podminky zadéani spliiuje pouze vstupni hodnota 0, pro niz se vypocet v cyklu nevykona a vysledek
je tedy zjevné roven nule. Pro zdporné vstupni ¢isla je vysledek také nulovy, tzn. odlisny od vstupni
hodnoty. Nevyhovuje ani zadné kladné vstupni ¢islo. Zadné jednociferné ¢islo se nerovna svému
doplitku do 9. Soucet dvou cifer je roven nejvyse 18 a pro dvojciferna ¢isla z rozmezi od 10 do 18
snadno vyétem ovéfime, ze zadné z nich nevyhovuje (tzn. vysledek vypoc¢tu se nerovna vstupni
hodnoté). Vyssi dvojciferna ¢isla jiz zkoumat nemusime. Pro k > 2 7zadné k-ciferné ¢éislo nemtze
mit ciferny soucet s k ciframi (trojciferné ¢islo ma ciferny soucet roven nejvyse 27, ¢tyfciferné
nejvyse 36, atd.).



Piiklad 3 (25 bodi)

Funkce f je dana predpisem

(1)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

Iz —2
)= —F—
/(@) In2z+1
Protoze jmenovatel funkce f je kladny pro vSechny hodnoty x, je defini¢énim oborem funkce
defini¢ni obor logaritmu, tj. D(f) = (0, c0).

7 vét o spojitosti podilu dvou spojitych funkci plyne spojitost funkce f v kazdém bodé definic-
niho oboru D(f).
y -2 _

= lim, ST =

In® z—2
In? z+1

In® z—2
In? z+1

. 3_92 .
= lim, , % = —ooalim,_ .

Staci si uvédomit, ze lim,_,g4
00.

Snadno vypocteme
_Inz (In3z 4 3Ina + 4)
B r(In?z +1)2

f(x)

Vypocet nulovich bodt derivace: Polozime Inz = u a vyfesime rovnici u - (u3 + 3u + 4) = 0.
Jejim redlnym kofentim ug = 0 a u; = —1 odpovidaji nulové body derivace xg =1 a 1 = 1/e.
Ze znaménka derivace plyne, ze f je rostouci na (0,1/e), klesajici na (1/e,1) a rostouci na
(1,00). M4 tedy lokdlni maximum v bodé 1/e, lokdlni minimum v bodé 1. ProtoZe neni f na
D(f) omezenda zdola ani shora, nenabyva na svém definiénim oboru ani maxima ani minima.

Pro upfesnéni nacrtku grafu mizeme jesté spocitat: f(1/e) = —3/2, f(1) = -2, f(e %) =0.
Funkce f mé& v bodé oo asymptotu, pravé kdyz existuji vlastni limity lim, . @ = a a
lim, o (f(x) —ax) = b. Asymptotou pak nazveme afinni funkci azx + b.

Provedeme-li vyse uvedené vypocty, snadno zjistime, Ze asymptota v bodé oo neexistuje.

Nacrtek grafu funkce f na zakladé uvedenych vypocti:




Piiklad 4 (25 bodd)

Determinanty matice typu n x n kde n > 4 pocitime pomoci rozvoje podle libovolného fadku
(sloupce). Je vhodné vybrat takovy radek ¢i sloupec, ktery obsahuje co nejvice nul.

Rozvinnme determinant podle prvniho sloupce:

1 -1 2 -1 2 4
detA=1-(-D)"1. =1 2 0[+0-(—=1)>-|-1 2 0
0 3 2 0 3 2

-1 2 4 -1 2 4

+3- (1) 1 2[4 () (=) —1 2

3 2 -1 2 0

K vypoctu kazdého determinantu 3 x 3 mizeme nyni pouzit Sarrusovo pravidlo. Dostaneme det A =
1-(—4)+3-16+1-4=148.



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13
Studijni program: Matematika, Studijni obor: MIU

Varianta B
Piiklad 1 (25 bodi)

Navrhnéte deterministicky koneény automat nad abecedou {0, 1}, ktery pfijimé vSechna slova délky nejvyse 4
znaky a dale pfijima také vSechna slova delsi, pokud obsahuji alespon jeden znak 1. Napiiklad slova 101, 0000,
001001 automat prijme, zatimco slova 00000, 000000000 nepfijme. Pfechodovou funkci automatu zapiste ve
tvaru tabulky a automat znazornéte ve tvaru prechodového diagramu. Navrhnéte co nejjednodussi automat,
tzn. takovy, ktery bude mit minimélni pocet stavii. Minimalitu poctu stavi vaseho automatu zdtvodnéte.

Piiklad 2 (25 bodi)

Je dan nésledujici program (obé zadéni v Pascalu a v jazyce C jsou ekvivalentni):

~

program B; main () /* B x/
var N, X: integer; {
begin int n, x;
read (N); scanf ( "%d”, &n);
X := 0; x = 0;
while N > 0 do while (n > 0)
begin {
X := X % 10 + N mod 2; x=x % 10 + n % 2;
N := N div 2 n /= 2;
end; }
write (X) printf( "%d”, x);
end. }

a) Jaky vysledek obdrzime p¥i vypoctu se vstupni hodnotou N=587

b) Urcete, pro kterou vstupni hodnotu N bude vysledkem ¢islo X=10011. Naleznéte t¥i nejmensi rtizna takovi
N (pokud existuji).

c¢) Urcete vSechny vstupni hodnoty N mensi nez 1000, pro které je vysledek vypoétu roven vstupni hodnoté,
tzn. plati X=N.

Vsechny své odpovédi zdtvodnéte.

Piiklad 3 (25 bodt)

Funkce f je dédna predpisem
f(z) =sinz + cos® z.
(i) Urcete defini¢éni obor funkce f a rozhodnéte, zda je funkce sud4, licha ¢i periodické. (Zjisténou skuteénost
vyuzijte pfi vypoctu.)
(ii) Zkoumejte spojitost funkce f.
(iii) Zkoumejte monotonii této funkce. Zjistéte, zda funkce f mé lokdlni extrémy — pokud ano, vypoctéte je.
Nabyva funkce na svém defini¢nim oboru nejvétsi a nejmensi hodnoty?
(iv) Zjistéte, zda mé dand funkce asymptoty, Pokud ano, vypoctéte je.
(v) Na zdkladé provedenych vypoéti nacrtnéte graf funkce f.

Pxiklad 4 (25 bodii)

Spocitejte determinant matice

Yy+z r+z Tz+y r+y+=z



PRIJIMACI ZKOUSKA NA NAVAZUJICI MAGISTERSKE STUDIUM 2012/13

Studijni program: Matematika
Studijni obor: MIU

Varianta B — feSeni

Piiklad 1 (25 bodi)

Podle zadani automat nebude prijimat pouze ta slova, ktera jsou delsi nez ¢tyfi a zaroven jsou tvorena
pouze za znaki 0. Z pocateéniho stavu A proto prechazime pod znakem 0 postupné do stavi B, C,
D, E, F a tim odpocitdvame pocet nul na vstupu. VSechny stavy A, B, C, D, E jsou koncové (nejvyse
¢tyti znaky 0), zatimco stav F jiz koncovy neni (pét a vice znaki 0). Z kteréhokoliv stavu prejdeme
pod znakem 1 do koncového stavu G (na vstupu se objevil alespori jeden znak 1), v némz pak jiz
setrvame. Minimalitu poctu stavi ovéfime redukci sestrojeného kone¢ného automatu.

0 1

— A B G pocatecni stav
«— B C G pouze jeden znak 0
—C D G pouze dva znaky 0
«—D E G pouze tfi znaky 0
«—E F G pouze Ctyti znaky 0

F F G pét a vice znakt 0, zadny znak 1
— G G G alespon jeden znak 1

Piiklad 2 (25 bodi)

Vysledna hodnota X vznikne zrcadlovym pievracenim dvojkového zapisu vstupniho ¢isla N. V cyklu
se z N odzadu postupné oddéluji jednotlivé cifry jeho dvojkového zapisu a v obraceném poradi se z
nich vytvari vysledny desitkovy zapis hodnoty X.

a) Cislo N = 58 m4 dvojkovy zapis 111010, jeho pfevracenim dostaneme 010111 Vedouci nula se v
hodnot€ nijak neprojevi, takze vysledkem je ¢islo 10111.

b) T¥i nejkrats$i zpusoby zépisu ¢isla 10011 v desitkové soustavé jsou 10011, 010011 a 0010011.
Hleddme tedy cisla, jejichz dvojkovy zapis vypada po prevraceni pravé takto, coz jsou ¢isla 25
(mé dvojkovy zapis 11001), 50 (mé dvojkovy zépis 110010) a 100 (mé dvojkovy zépis 1100100).

c) Vysledek je vidy tvofen pouze ciframi 0 a 1, takze mize byt roven vstupni hodnoté jediné pro
vstupni éisla, kterd jsou rovnéz tvorena pouze nulami a jednickami. Takovych ¢isel z rozmezi od
0 do 999 je velmi malo — konkrétné to jsou pouze ¢isla 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110 a 111. Snadno
ovérime, Ze z nich podminkédm tdlohy vyhovuji pouze ¢isla 0 a 1. Pro vSechny zaporné vstupni
hodnoty vychézi vysledek 0, takze mezi nimi zadné dalsi feseni také nenajdeme.

Piiklad 3 (25 bodi)

Funkce f je dana predpisem

f(z) = sinz 4 cos? .

(i) Defini¢nim oborem funkce je celé R a funkce f je na svém definiénim oboru 27-periodicka. Staci
tedy zkoumat tuto funkci na intervalu délky 27, naptiklad na intervalu (0, 27).

(ii) Funkce f je spojitd v kazdém bodé svého defini¢niho oboru. Je totiz souc¢tem dvou spojitych
funkci.



(iii) Je pfedné f(0) = f(2m) = 0. Nulové body derivace
f'(x) = cosz(1 — 2sinx)

jsou pravé ty body intervalu (0,27), néz plati, Ze sinx = % nebo cosz = 0. To jsou body 7/6,
/2, 5w /6, 37/2.

7 tvaru derivace je snadno vidét jakého znaménka nabyva v jednotlivych intervalech a jaka
je tedy monotonie funkce f. Je tedy f rostouci na intervalu (0,7/6), klesajici na (7/6,7/2),
rostouci na (7w/2, 57/6), klesajici na intervalu (57/6,37/2) a rostouci na (37/2,27). Odtud
plyne, Ze f nabyva lokdlnich maxim v bodech 7/6 a 57 /6, lokdlnich minim pak v bodech 7/2
a 3r/2. Je f(w/6) = f(5n/6) =5/4, f(n/2) =1 a f(37/2) = —1. Odtud snadno nahlédneme,
ze maxg f = 5/4 a ming f = —1.

(iv) Funkce f nemé asymptotu v zddném nevlastnim bodé.

(v) Néacrtek grafu funkce f na zdkladé uvedenych vypocti:

Piiklad 4 (25 bodu)
Pri¢teme-li prvni radek ke tfetimu, dostaneme
(z+y+z z4+y+z z+y+z z+y+2),

coz je (x 4+ y + z)-nasobek 4. fadku. Matice je tudiz singulani a jeji determinant musi byt 0.
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