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Varianta A — ReSeni

Priklad 1

Existence integralu

U
/ 22sin®z dz
0

je ziejmé, nebot integrand je spojité funkce na R. Integral zapiSeme pomoci vzorce sin® z = (1 —cos2z)/2 a
spocteme nejprve prislusné primitivni funkce.

IQ IS
/?dﬂj—zﬁ-c,

2 1 1 1 1
x—cos 2 dx = ~z°sin 2z — z sin2xdr = ~2%sin2z + ~xcos2x — = [ cos2zdx =
2 4 2 4 4 4

1 1 1
= Z:EQ sin 2x + Z:ccos 2r — 3 sin 2x + c.

V tomto vypoctu jsme uzili dvakrat metodu integrace per partes.

Je tedy
1—cos2 3 1 1 1
/x2sin2xdx:/12ﬂdx: %— (Z:cQsiHQ:chZ:ccosQ:c ésin2:c> +c,

2
odkud dostaneme dosazenim mezi 5
s
. T T
22sin?rdr = — — —.

Priklad 2

Funkce f je dana predpisem
@) = cosx
2 —sinx
(i) Funkce je definovana na celém R. ProtoZe uvazovand funkce je 27 - periodickd, sta¢i vySetfit jeji chovani
na intervalu (—m, 7).
(ii) Z véty o spojitosti podilu dvou spojitych funkei plyne spojitost funkce f v kazdém bodé defini¢niho oboru
R.
(iii) Protoze funkce f je periodicka, limity lim,_, o f(2) a lim, . f(z) neexistuji.
Méme viak f(—7) = f(r) = =%, f(5F) = f(5) =0, f(0) =3
(iv) Snadno vypocteme
1—-2sinz
(2 —sinz)?’

f'(z) =

Derivace je na zkoumaném intervalu nulové pravé kdyz @ = 7/6 a @ = 57/6. Z jejiho znaménka zjistime,
Ze [ je rostouci na intervalu (—m, 7/6), klesajici na (7/6,57/6) a opét rostouci na intervalu (57 /6, 7).
Srovnanim funkénich hodnot v bodech —m, 7 a v kritickych bodech /6 a 57 /6 zjistime, Ze na zkoumaném
intervalu je

V3

max f = f(7/6) = ?, min f = f(57/6) = — 5

(v) Vypoc¢teme druhou derivaci
1+sinz

f//(l') = -2 COSI'(Q_STI)?).

Z véty o vztahu znaménka druhé derivace a konvexnosti (konkdvnosti) nyni snadno zjistime, ze f je
konvexni na (—m, —7/2), konkdvni na (—m/2,7/2) a konvexni na (7/2,7).

(vi) Funkci f jsme zkoumali na intervalu (—m, 7). Na celém defini¢nim oboru R dostaneme koneény vysledek
2m-periodickym prodlouzenim. Je ziejmé, Ze vysledna funkce nem4 asymptotu v zadném z bodt —oo, co.



(vil) Néacrtek grafu funkce f na zékladé provedenych vypocti:

/3t
1/2

ol =]

—1/2
-3/3+

Priklad 3

Funkce f(x,y,2) = arctg ryz ma na R® spojité parcialni derivace vSech f4dfi a mnoZina M je omezend a
uzaviend (tj., kompaktni v R?); nabjva tedy f na M svého maxima a minima. V bodech, pro néz y = 0 a

Zbyva tedy vysetfit body, podezielé z toho, ze v nich funkce nabyva lokalniho extrému vzhledem k mnoziné
My = {[z,y,2]; 2> +y*> + 22 =1, y > 0, 2 > 0}. Ziskdme je metodou Lagrangeovych multiplikdtort, kterou

miZeme pouzit, nebot jeji podminky jsou splnény.

Oznacme
L(z,y, 2, \) = arctg zyz + A(z? + y* + 2°)

Hledédme nyni body (z,y.z), které fesi rovnice

oL 1

_ = — 2 =
7 17 (xyz)2y2+ Az =0
oL

1
O i 42y=0
oy 1+ (chz)szJr 4

1
22 =0
0z 1+ (chz)QyZJr :

a zaroven lezi v mnoziné M.
Reseni této soustavy dava dva podezielé body, lezici v mnoziné M, a sice
[ 1 1 1 ] [ 1 1 1 ]
3 V3 V3 V3 V3TVET
Je nyni snadno vidét, ze

) = arctg —
—) = arctg ——=
& 3

je maximem a

je minimem funkce f na mnoziné M.

[\]



Priklad 4

Pocitejme

1 2 3—b 3|1 0 0 O 1 2 3-0 3] 1 0 0 O

1 2+4a 4 6/0 1 0 O 0 a 140 3|-1 1 0 0

2 4 b—6 7|0 0 1 O 0 0 3b-—-12 1]-2 0 1 0

1 2—a 2-b 1(0 0 0 1 0 —a -1 -2/—-1 0 0 1
12 3-b 31 000 1 2 3-b 31 0 0 O
0 a 146 3/-1 1 0 0 0O a 146 3-1 1 0 O
0 0 3—-12 1|-2 0 1 O 0 0 2b—12 00 -1 1 -1
0 0 b 11-2 1 0 1 0 0 b 11-2 1 0 1

Determinant matice A je roven a(2b — 12). Matice je proto regularni pravé kdyz a # 0 a b # 6. Déle vidime,
Ze tieti fadek inverzni matice pro a # 0,b # 6 bude ﬁ(O, —1,1,-1). Pro z4dné b € Z nebude tento vektor
celo¢iselny, a tedy matice A~! nebude celoéiselnou matici pro zadnou volbu a, b € Z.
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Varianta B — ReSeni
Piiklad 1 Nejprve vypoc¢teme primitivni funkci k arctg v/« — 2 na (2, 00). Jest

1
tg Ve —2der= [ 1-arctg Vo —2dx = tg Vo dx.
/arcg T x = / arctg vz T = x arctg / 1—1—30—2) N x

Posledni primitivni funkci spoéteme substituci; polozime ¢ = v/z — 2. Odtud vypocéteme z = 2+12, dx = 2t dt
a dostavame

/ 1 /2+t2
x =
14+ (z—2) 2\/:c7 1+¢2
1
:/[l—l—H—tQ} dt =t+ arctgt + c= vz — 2+ arctg Vo — 2+ c.

Nyni jiz snadno dopocteme:

3
/ arctg\/ac—de:(x—l)arctg\/ac—Q—\/x—Q|§:g_1
2

Priklad 2
Funkce f je ddna predpisem .
f@)=e (= -1)
(i) Funkce neni definovana pouze v bodé z = 0. Je tedy defini¢ni obor
Dy = (—00,0) U (0, 00).

(ii) Z véty o aritmetice limit plyne spojitost funkce f v kazdém bodé defini¢niho oboru Dy.
(iii)
lim f(z)=0, lim f(z)=—o0, lim f(z) =00, lim f(z)=—oc.
T——00 z—0— z—0+ T—00
Odtud je vidét, Ze f nenabyva na Dy nejveétsi ani nejmensi hodnoty.

(iv) Snadno vypocteme
x

/ _ e 2
@) =5 @ -z + 1)
na Dy. Je tedy f’ zaporna ve vSech bodech Dy, odkud plyne, Ze f je klesajici na (—o0,0) a klesajici na
(0,00) a Ze nemé v zadném bodé Dy loklni extrém.
(v) Vypoc¢teme druhou derivaci

x

() :—% ($3—$2+2$—2)=—;—Z (x—1) (% +2).

Z véty o vztahu znaménka druhé derivace a konvexnosti (konkdvnosti) nyni snadno zjistime, ze f je

konkdvni na (—o0,0), konvexni na (0,1) a konkdvni na (1,00). V inflexnim bodé z = 1 je f(1) =
0, /(1) =—
(vi) Funkce g mé v bodé oo asymptotu, pravé kdyz existuji vlastni limity
lim 9(x) =a, lim (g(z) —ax) =0.

Asymptotou pak nazveme afinni funkci y = ax + b. Analogické tvrzeni plati v bodé —oo.
Provedeme-li vyse uvedené vypocty, snadno zjistime, ze nase funkce ma asymptotu y = 0 v bodé —occ a
neméa asymptotu v bodé oco.



(vil) Néacrtek grafu funkce f na zékladé provedenych vypocti:

Priklad 3

2

Funkce f(z,y,2) = zyz — 2% ma na R3 spojité parcidlni derivace vSech f4dfi a mnoZina M je omezend a

uzaviend (tj., kompaktni v R?); nabyva tedy f na M svého maxima a minima.
Body podeztelé z extrému f na M jsou jednak body z M, pro néz je z = 0 nebo z = 1.

Pro z = 0 mame f(x,y,0) = 0. P¥ipad z = 1 davé f(x,y,1) = zy— 1 s vazebni mnozinou M = {[z,y|; 2> +y? =
1}. Protoze jsou splnény piedpoklady véty o Lagrangeovych multiplikdtorech, mizeme tuto metodu pouzit.
Dostavame rovnice

y+2 =0, z+2\y=0,

coZ (s uzitim vazebni podminky) dava 4 podezielé body, a sice
[111}{111}{1 11][1 11]
\/57 \/5’ Y \/§ Y \/5 Y Y \/57 \/57 K \/57 \/57 *
Pro z € (0, 1) uzijeme opét metodu Lagrangeovych multiplikdtort. Ta vede nyni k rovnicim
yz+2xx =0, x2z+2\y=0, zy—2z=0.
Jejich feseni, ktera spliuji navic vazebni podminky, jsou
[ 1 1 1} [ 1 1 1]
\/57 \/5’ 4 Y \/57 \/57 4 .

Srovnanim hodnot v kritickych bodech dostdvame, Ze maxima na M nabyva funkce f v bodech [\%, %, ﬂ ,

[—%, —%, i . Jeho hodnota je rovna 1—16.
Minima na M nabyvéa funkce f v bodech [f%, %, 1}, [%, f%, 1] Jeho hodnota je rovna f%.
Priklad 4
Po upraveé
1 5 -2 1 1 5 -2 1
-1 -6 2 -1 |0 z—-1 0 0
-2 -8 8 0| [0 z+2 4 2
0 1-2 22—z O 0 1-2 22—z 0



vidime, Ze hodnost matice A je o jedni¢ku vétsi, nez hodnost matice B,

r—1 0 0
B=|z+2 4 2
l—z 22—z 0

Dale matice A i B maji stejné determinanty, konkrétné 2(x — 1)(x — 22). Pokud = # 0, 1, je hodnost matice
A jisté 4. Pokud x = 1, je hodnost matice A rovna dvéma, pro z = 0 je hodnost matice A rovna 3.
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Varianta C — ReSeni

Priklad 1
Nejprve vypocteme primitivni funkei k arctg v/z + 1 na (—1,00). Jest

/arctg\/x—l—ldm:/l-arctg\/ac—i—ldx:xarctg\/ac—i—l—/x

1 1 d
e, [
r+2 2y +1

Posledni primitivni funkci spoéteme substituci; polozime t = /z + 1. Odtud vypoéteme x = t> — 1, dx = 2t dt
a dostavame

/ 1 /t2—1 _
2+z 2\/:c+ 1+ 7
2
/{ll—l—ﬁ] dt =t —2arctgt+c=+vzr+1—2arctg vr+1+c.

Nyni jiz snadno dopocteme:

1
/ arctg Vo + 1 de = (z + 2)arctg Vo + 1 —Vz + 1 |1, = arctg V2 — V2
~1

Priklad 2

Funkce f je dana piedpisem f(x) = (log |z|)® — 3log |z|

(i) Funkce neni definovana pouze v bodé z = 0. Je tedy defini¢ni obor
Dy = (—00,0) U (0, 00).

Funkece je sudé a proto staci vysSetfit jeji chovani na intervalu (0, c0).

(ii) Z véty o spojitosti logaritmu na jeho defini¢nim oboru plyne spojitost funkce f v kazdém bodé defini¢niho
oboru Dy.

(iii) lim, 04 = —00, lim, . f(x) = 0.

(iv) Snadno vypocteme

7'(@) = 2(log?a 1)

Vypocet znaménka derivace dava: f' > 0 — a tedy f je rostouci — na intervalu (0,1/¢e), f' < 0 — a tedy
f je klesajici — na intervalu (1/e,e), a koneéné f’ > 0 — a tedy f je rostouci — na intervalu (e, c0).
Funkce f mé v bodé 1/e (ostré) lokalni maximum f(1/e) = 2, ostré lokdlni minimum f(e) = —2. Protoze
f neni na D; omezend zdola ani shora, nenabyva f na Dy minima ani maxima.

(v) Vypoc¢teme druhou derivaci

3
f(x) = —:E—Q(log2 x—2logx —1)

Z véty o vztahu znaménka druhé derivace a konvexnosti (konkdvnosti) nyni snadno zjistime, ze f je
konkavni na (0, exp(1—+/2)), konvexni na (exp(1—+/2), exp(14++/2)) a opét konkavni na (exp(14+/2), 00)
(vi) Funkce g mé v bodé oo asymptotu, pravé kdyz existuji vlastni limity
limg oo ﬂ;—) = a a lim; oo (9(z) — axr) = b . Asymptotou pak nazveme afinni funkci y(z) = ax + b.
Analogické tvrzeni plati v bodé —oo. Provedeme-li vyse uvedené vypocty, snadno zjistime, ze nase funkce
nema v nevlastnim bodé co asymptotu.
(vil) Néacrtek grafu funkce f na zékladé provedenych vypocti:



Priklad 3
Funkce f(z,y) = 2%y +y*2 ma na R3 spojité parcidlni derivace viech fadfi a mnozina M je omezené a uzaviend
(tj., kompaktni v R?); nabyva tedy f na M svého maxima a minima.

Body podezrelé z extrému f na M budeme hledat jednak mezi takovymi body mnoziny M, pro néz je z = 0
resp. z = 1, jednak mezi body mnoziny M, pro néz je z € (0,1).

Ptedné je f(z,y,0) = 22y. Dosazenim vazebni podminky dostaneme funkci f*(y) = (1 — y?)y, kterou budeme

zkoumat na intervalu (—1,1). Jest f*(—1) = f*(1) = 0. V (—=1,1) je (f*)’ = 1 — 3y*. Snadno zjistime, Ze jeji

nulové body jsou % a f%. Méame tedy pro z = 0 podezielé body

0.1, \[f \[f 7750 g

Dale plati f(z,y, 1) = 2%y —y?, Dosazenim vazebni podminky dostaneme funkci f**(y) = (1 —y?)y—y?, kterou
budeme opét zkoumat na intervalu (—1,1). Jest f**(—1) = f**(1) = —1. V (=1,1) je (f**) = —3y* — 2y + 1.
Snadno zjistime, Ze jeji nulovy bod je +. Mame tedy pro z = 1 podezielé body

3
zfl 22 1

[Oalvl]v [Oaflal]a [ g7 ]a [77757

1.

Zkoumejme nyni pfipad, kdy z € (0,1). Metoda Lagrangeovych multiplikdtort vede k rovnicim
20y + 22 =0, 2% —2yz+2\y=0, —y>=0.

Kazdé feseni této soustavy ma souradnice y = 0 a = 0, neni tedy prvkem mnoziny M. Pfipad z € (0, 1) tedy
zéddné dalsi podezielé body nepfida.

Srovnanim hodnot funkce f v podezielych bodech dostavame

e[ = f\[f \[\f ﬁ’

mlnf £(0,1,1) =

Priklad 4
Méme zjistit pro kterad a,b € R existuji o, 3,7 € R takova, ze plati
a(l,1,—a,a+ 1)+ 4(-1,0,a — 1,—a) +v(2,0+2,-1,2a + 2) = (-1,a+ 1,—1,—-b+ a + 2).



neboli pro kterd a,b je feSitelna soustava, jejiz rozsifend matice mé tvar

1 -1 2 -1
1 0 b+ 2 a+1
—a a-—1 -1 -1

a+1l —a 2a+b+2 —b+a-+2

Postupnymi apravami dostaneme

1 -1 2 —1

1 0 b+ 2 a+1

—a a-—1 -1 -1

a+1l —a 2a+b+2 —b+a—+2
1 -1 2 —1 1 -1 2 —1
0 1 b a+2 0 1 b a+2
“l-0 -1 2a-1 —a—-1 |7 -0 0 2a—1+b 1

0 1 b —b+2a+3 0 0 0 —b+a+1

Soustava je proto FeSitelnd pravé kdyz —b+a+1=0a2a—1+b#0,tj., b=a+1aa#0.



