Matematika I

Jirl Felecman

Univerzita Jana Evangelisty Purkyné
v Usti nad Labem

Prirodovédecka fakulta

KNM PRESS - PRAHA
2010



iv



PREDMLUVA

1. prednaska (RNDr. Jii{ Skvor, Ph.D.)

1. felcman@karlin.mff.cuni.cz
e http://www.karlin.mff.cuni.cz/ felcman/Matematika_I.pdf
o Tel. 47528 3246
e KI ¢. dv. 541
2. Matematika I - anotace (116 stud.)
e Studijni program B1802 - Aplikovana informatika
Studijni obor 1802R006 Informadni systémy
KI/MAT1 ZS 2/27Z/Zk
3. Pozadavky ke zkousce
e sylabus
e statnice (prospél s vyznamenénim)
4. Tituly
Ph.D.
RNDr.
Mgr.
e Bce
Studium v zahrani¢i - ERASMUS
Ceny udélované studenttim (Cena rektora)
SvVOoC
Hodnoceni ucitelti - srozumitelnost
Zkouska
Cast pisemné

© XN o

cast ustni

Praha, 26. zari 2010 J. F.



vi PREDMLUVA

Matematika I
B1802 AI-IS

29.09.20010 1. Nahrada



OBSAH

Uvod

1 Matematicka logika

1.1
1.2

Matematicka logika
Logicka vystavba matematiky

2 Vektorové prostory

2.1 Vektorovy prostor
2.2 Podprostor vektorového prostoru
2.3 Linearni nezavislost
2.4 Baze a dimenze vektorového prostoru
2.5 Linearni zobrazeni
2.6 Skalarni souc¢in a norma
2.6.1 Skalarni souéin
3 Matice
3.1 Operace s maticemi
3.1.1 Specialni matice
3.2 Hodnost matice
3.2.1 Urceni hodnosti matice
3.3 Nasobeni matic

3.3.1 Vlastnosti nasobeni matic

Bibliografie

vii

Ot W W NN

— =
W W= o

e el e
O 00 O Ot Ut

—
Nej



UVOD

Predpokladané znalosti ze stfedoskolské matematiky:

vyroky, konjunkce, disjunkce, negace vyrokt, implikace, ekvivalence, kvantifika-
tory;

mnoziny a jejich rovnost, sjednoceni, prinik a rovnost dvou mnozin, kartézsky
soucin;

pojem funkce, defini¢ni obor, obor hodnot, graf funkce, funkce sudé, licha, peri-
odické, monotonni, inverzni; elementérni funkce (linedrni, mocninné, linearni lo-
mené, goniometrické, exponencidlni a logaritmické), jejich defini¢ni obory, vlast-
nosti a grafy;

upravy algebraickych vyrazii;

feSeni rovnic a nerovnic linearnich, kvadratickych, goniometrickych, exponenci-
alnich a logaritmickych;

komplexni ¢isla a pocitani s nimi, n-t4 odmocnina z komplexniho ¢isla;
analytickd geometrie - kartézské soutradnice bodu a vektoru v roviné a v pro-
storu, rovnice pfimky v roviné a roviny v prostoru, vektorové a parametrické
rovnice primky a roviny, rovnice kruznice, elipsy, hyperboly a paraboly v roviné,
skalarni a vektorovy soucin vektorti, kolmost vektort.

Predpokladané znalosti z Matematiky I pro navazujici prednasku
Numericka matematika: Rolleova véta, definice normy funkce, definice semi-
normy, vlastni ¢isla, GerSgorinovy kruhy, ostfe diagondlné dominantni matice,
ortogonalni polynomys, ...

Literatura k pfednasce: (Kli¢, 1998) (Turzik, 1998) (Krylova and Stédry,
2004) (Stédry, 2004) (Vesely, 2004) (Marcus, 1976) (Stépanek, 1979a) (Stépanek,
1979b) (Polék, 1991)
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MATEMATICKA LOGIKA

Matematika
x Cista
* aplikovana

1.1 Matematicka logika

e ndstroj pro presné vyjadfovani matematickych faktt (Kli¢, 1998, strana 9)
e jazyk matematiky

Vyrok

Historie

1.2 Logicka vystavba matematiky

Definice

Véta

Lemma (stf. rod, 2. padd lemmatu)
Dukaz

Axiom
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VEKTOROVE PROSTORY

Mnozina
Prostor
Algebra
2.1 Mnozina realnych ¢isel IR + - vzdalenost

2.2 IR?, IR?, séitani vektort, nasobeni vektoru realnym éislem

2.1 Vektorovy prostor

Definice 2.3 (9 aziomi vektorového prostoru V, skaldry «, 3, vektory w,v, w,
nulovy vektor o)

Rekneme, Ze mnozina V je vektorovyj prostor, jestliZe je definovdno scitdni +
prvka V' a ndsobent realnym cislem -

u,veVr—ut+veV,
ueViae R— aueV

tak, Ze jsou splnény nasledugici axiomy

.Qu=o0oVueV

lL.utv=v+uVu,veVv (komutativita)
2. (u+v)+w=u+ (v+w) Vu,v,w eV (asociativita)
3.3ocViuto=uVucV (nulovy vektor)
4 VYueV3I —ueViut+(—u)=o (opacny vektor)
5

6

du=uVuecV

~

(af)u = a(fu) Vo, € R,Yu €V
8. (a+ Pflu =au+ fu Vo, € R,Yu € V (distributivita)
9. a(u+v) =au+av Va € R,Vu,v € V (distributivita)
Poznamka 2.4 vynechavéni tecky

Poznamka 2.5 V litratufe se pro vektorovy prostor pouziva také nazev linedarni
vektorovy prostor, linedrni prostor nebo pouze kratce prostor. Prvky vektorového
prostoru nazyvame vektory.
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Poznamka 2.6 Axiom ¢&islo 5 lze vynechat, je totiz dusledkem ostatnich axi-
omu:

Véta 2.7 Necht' V' je mnoZina, na niz jsou definovdny operace + a - z Definice
2.8 a necht plati axiomy 1. - 4. a 6. - 9. z Definice 2.3. Potom Yu € V

Ouw = o.

Dikaz u+0u=... O

Dale plati
Véta 2.8 Necht V' spolu s operacemi + a - je vektorovy prostor a necht u € V.
Potom
(-Du=-u

Dikaz u+ (—l)u=... m]
Poznamka 2.9 Vektorovy prostor lze definovat pomoci sedmi axiomii. Axiomy
4 a 5 se vynechaji a Axiom 3 se nahradi Axiomem 3* o :: Ou = oVu € V.

2.10 [R™ - mnozina usporadanych n-tic, s¢itani ‘po slozkach’, nasobeni
realnym cislem ‘po slozkéach’

2.11 C(I) = {f; f je spojita na intervalu I}

2.12 C*(I) - mnozina funkei, které maji spojité derivace v I az do
fadu k

2.13 II, - mnozina polynomt stupné < n,n € INg, kde INg = {0} U IV
a IN ={1,2,...} je mnozina pfirozenych ¢isel

2.14 Mnozina normovangch polynomil II,, = {p € I,;p(z) = 2" +
an12" 4+ 4 ag}

2. prednaska

2.2 Podprostor vektorového prostoru

Definice 2.15 (Podprostor W vektorového prostoru V')
Necht' V' je vektorovy prostor. ) # W C V nazijvdme podprostorem V, jestlize
Yu,v € W aVa € IR

(7) uw,veW=ut+veW
(i7) acRueW=avelW

Véta 2.16 Kazdy podprostor W wvektorového prostoru V' je vektorovy prostor.

Dukaz Ovérime splnéni axiomt vektorového prostoru
1. zfejmé
2. zfejmé
B.ueW, Ws0u=0€eV
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4 veW,d—uecV,—u=(-1u
——

5. zfejmé

6. zfejmé

7. zfejmé

8. zfejmé

O

2.17 II,[a, b] je podprostor C[a,b] (polynomy st. < n a spojité funkce
definované na intervalu [a, b])

- 3
2.18 R = {(x1,22,0); 21,22 € IR}, s¢itani a nasobeni ‘po slozkach’,
je podprostor IR™.

.3
2.19 Necht R = {(x1,22,1); x1,22 € IR}. Lze definovat operace + a

- tak, aby mnozina IR~ byla vektorovym prostorem?

2.3 Linearni nezavislost
LZE?

Vyjadfeni néjakého vektoru jako 1.k. jinych { NELZE?

Definice 2.20 ((trividlni, netrividlng) linedrni kombinace vektori)
Necht V' je vektorovy prostor, wi,...,ur € V, ay,...,ar € IR, k € IN.
Vektor

k
E ;U = Uy + ..o+ apug
i=1
nazveme linedrni kombinact vektoru wy, . . ., ug.
a1 =ag=...=qap =0 trivialni linedrni kombinace

Jje{l,...,k} = a; #0 netrividlnd L.k. (Zle |oi|? > 0)
2.21 {1,z,2%,...,2"}, Y7 a2’ (posun indexil)

Definice 2.22 ((LZ) linedrné zavislé vektory)

Necht'V je vektorovyj prostor, uy, . ..,u, € V. Rekneme, Ze vektoryuy, . .., uy
jsou linedrné zdvislé (LZ), jestliZe existuje netrividlnd linedrni kombinace uy, . .., uy,
kterd je rovna nulovému vektoru)

Definice 2.23 ((LN) linedrné nezdvislé vektory)
NechtV je vektorovy prostor, uy, ..., u, € V. Rekneme, Ze vektoryuy, ..., uy
jsou linedrné nezdvislé (LN), jestlize nejsou linedrné zdvisleé.

Poznamka 2.24 LN < (Zle au=0=ao; =0Vie{l,...,k})
tj. LN < pouze trivialni linearni kombinace w1, ..., u; je rovna nulovému vek-
toru.

Véta 2.25 L7 & alespon jeden je Lk. ostatnich.
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Duikaz =
= O

2.26 e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1),u = (1,2, 3) jsou LZ
2.27 1,z,22%,32% — 2 + 1 jsou LZ

2.28 e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1) jsou LN. Odpovéd na
otazku, zda existuje netrividlni linearni kombinace rovna nulovému vektoru, je
zaporna. Napisme linearni kombinaci vektori a polozme ji rovnu nulovému vek-
toru:

3 (651 (]., 0, 0)
B ~J 4+ a2(0,1,0)
°= 200 ) a0,
. =1(0,0,0)
Rozepsano po slozkach dostaneme
] = Qg = (g3 = 0
Vsimnéte si, ze aq, ..., a3 jsou fesenim ulohy
1 00 o1 0
01 0 as | =10
0 0 1 as 0

2.29 u; = (1,2,3),u2 = (0,2,3),u3 = (0,0, 3) jsou LN. Obdobné jako
v predchozim prikladu napisme linearni kombinaci vektort u; a polozme ji rovnu
nulovému vektoru:

3 aq (la 27 3)
o o + (%) (0, 2, 3)
o= Zl it + Qa3 (07 Oa 3)
. =10,0,0)
Rozepsano po slozkach dostaneme
] = Qg = (g3 = 0
Vsimnéte si, Ze aq, ..., a3 jsou fesenim ulohy
1 0 0 o 0
2 20 as | =10
3 3 3 Qs 0

2.30 Funkce 1,7, 2% jsou LN (Dtikaz pomoci tzv. Zakladni véty alge-
bry: Kazdy polynom stupné alespon 1 méa nejméné 1 kofen.)
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Lemma 2.31 Necht jsou ddny vektory

alz(an,alg,...,...,...,aln)
02:(0, a22,...7...,...,a2n)
ak:(O, 0, ...,akk,...,akn)

kE<n anechta;; #0Vj=1,...,n. Pak jsou vektory ai,...,ay LN.
Dikaz je ziejmy. O
Linearni zavislost, resp. linedrni nezéavislost vektorti zkoumame tak, ze zjis-

tujeme, zda 3 netrivialni Lk. vektort, resp. zda pouze trivialni Lk. vektort je
rovna nulovému vektoru. Pouzivame k tomu nasledujici vétu.

Véta 2.32 Necht uy,...,up €V

Necht 3j € {1,...,k} :: uj = o. Pak jsou vektory ui,...,u, LZ.
Necht 31,5 € {1,...,k}, © # j it w; = u;. Pak jsou vektory ui, ..., us LZ.
Zména poradi nemeéni LZ ¢i LN.

= =

Vyndsobenim nékterého vektoru nenulovym cislem A\ se nezméni LZ ¢i LN.
(i) wi,...,up, LN S ui,..., \u;,...,u, LN

(iuy,....,urx, LZ S wuy,..., uj,...,u; LZ

5. Prictenim nékterého vektoru k jinému vektoru se nezmeéni LZ ¢i LN.

(i) wi,...,up, LN < u,...,(u;+up),...uy LN

(i) wi,...,up, LZ S wu,....(u;j+up),...ur, LZ
6. Prictenim k libovolnému w; linearni kombinace ostatnich se nezmeni LZ
¢t LN.

Dikaz Vyjdeme z definice LZ, resp. LN

u; = o je netrividlni Lk. rovné nulovému vektoru.

u; + (—1)u; = o je netrividlni Lk. rovna nulovému vektoru.

zfejmé

Ad (i) [Z] w1, up LN & (X8 aju; = 0 = a; = 0 Vi). Nechf A # 0
a uvazujme lLk. vektortt wi,us,...,A\u;, ..., u, pro jisté j a polozme ji
rovnu nulovému vektoru:

O = Oéj(/\'u]') —+ Zaiui
i#j

= (OéjA)'U/j —+ ZO@’U;Z

i#]

= L =

Z LN vektort wi,...,u; plyne, ze a;A = 0, oy = 0,4 # j a z ne-
nulovosti A dostdvdme «; = 0. Neexistuje tedy netrividlni Lk. vektort
Uy, U2, ..., AUy, ..., U, rovnd nulovému vektoru.
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Ad (i) Na zékladé préavé dokdzaného se ukaze, ze z linedrni nezavis-
loti vektortt wy, ua, ..., A\u;, ..., u; plyne linedrni nezévislost uy, ug, ...,
%)\uj, ey U
Piipad (ii) se dokdze sporem.

5. Ad (i) Necht w1, ..., uy jsou LN. Utvofme Lk. wq,...,u; + s, ..., uy
a polozme ji rovnu nulovému vektoru

o=ajus + - +oj(u; +ug) + -+ oguy (2.3.1)

=our + -+ oju 4+ (e og)ug + -+ agug.
Protoze w1, ..., u; jsou LN, plyne odtud 0 =y = ... =a; = ... = (ap +
a;) = ... = ag. Z nulovosti a; a rovnosti ay + o; = 0 dostavame ay = 0.

V Lk. (2.3.1) jsou tedy vSechny koeficienty nulové. Vektory v (2.3.1) jsou
tedy LN. Ad (i) Na zékladé pravé dokdzaného se ukaze, ze z linearni
nezavisloti vektort wy,...,u; + ug, ..., u plyne linedrni nezavislost uq,
Wo, ... U +Ug + (—Wp), ..., Ug.
Pfipad (ii) se dokéze sporem.

6. Plyne z 4. a 5.

d

Uziti: mnozinu vektortt nahradime pomoci predchozi véty mnozinou vektort,
o nichz snadno rozhodneme, zda jsou LN ¢i LZ.

2.33
(1a 17 _17 1) (la la la 1)
(2,1, 3,00 ~ (0,-1, 5, -2) LN
(1,1, 1,1) (0, 0, 2, 0)

Reseni pomoci MAPLE
[> with(linalg):
[> A:=array(1..3,1..4,[[1,1,-1,1],[2,1,3,0],[1,1,1,111);

11-11

A=121 30

11 11

[> gausselim(A);

1 1-1 1

0-1 5-2

00 2 0

2.34
(1, 1,-1, 1)
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2.35

17 ]-7 _]-, ]-) (17 13 _13 1)

, 3, 0) ~ (0,-1, 5,-2) LZ
. 4,-1) (0, -1, 5,-2)

—~
[\

, 1
1,0
2.4 Baze a dimenze vektorového prostoru

K ¢emu zkoumame linearni kombinace a LZ ¢i LN?
2.36 IR® e1 =(1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0,1)

s (

(

u:(u17u27u3)zzuiei: + us(
i=1

(

tj.
1. existuje mnozina t¥i LN vektort, ostatni jsou jejich linearni kombinaci

2. neexistuje mnozina s po¢tem prvkt mensim nez 3, pomoci které bychom
vyjadiili jakykoliv vektor z IR3

Definice 2.37 (Bdze vektorového prostoru) MnoZina vektord by, ..., b, € V,
kde V' je vektorovy prostor, pro kterou
1. by,...,b, jsou LN
2.VueV Jay,...,an € Ruu=>Y " ab;
se nazyvd bdze V.
3. pfednaska
Néhrada (Mgr. Jifi Skvor, Ph.D.)

2.38
b, = (17 1, 1)
bg = (0, 1, 1) LN N u = (ul,uQ,ug)
bz =(0,0,1)

u lze vyjadrit jako 1.k. by, bs, bs:

3 al(lv 17 1)
_ B ) +a2(0,1,1)
“_(“1’“2’“3)_20“’"’1‘_ + a3(0,0,1)
- = (ula U2, u3)
kde «; najdeme jako fesSeni soustavy rovnic
1 0 0 (&3] U1
1 1 0 (%) = Uus
1 1 1 (6%} us

Tato soustava ma pravé jedno FeSeni oy = uq, o = ug — u1, as = (ug — u2) a
vektory by, ..., bs tvoil bazi IR>.
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Poznamka 2.39 1. Béazi vektorového prostoru V' je nekonecné mnoho.
2. Béaze nemusi byt kone¢na (napf. C'(I) - prostor spojitych funkei na I).

Véta 2.40 Necht'V je vektorovy prostor, necht V md bdzi o n, prvcich, n € IN.
Potom plati

1. KaZdou mnoZinu linedrné nezavislych prvka z V lze doplnit na bazi V.

2. Vsechny baze vektorového prostoru V. maji n proki.

Dukaz lze najit v ... Nebudeme dokazovat. O

Definice 2.41 (Dimenze vektorového prostoru) Necht vektorovy prostor V. md
konecnou bdzi. Pocet prvki bdze V nazveme dimenze V' a znacime dimV'.

2.42 IR™ - n-dimenzionalni vektorovy prostor
II,, (prostor polynomi st. < n) - (n + 1)-dimenzionalni vektorovy prostor
IT (prostor polynomil) - nekone¢nédimenzionéalni prostor

Poznamka 2.43 Pro urceni vektorového prostoru stacéi jeho béze, ostatni prvky
dostaneme jako linearni kombinaci prvka béaze.

Véta 2.44 Necht'V je n-dimenziondlni vektorovy prostor, necht {b17 .., bpt je

bdze V, necht uw € V. Pak existuje prdvé jedna n-tice aq, ..., ay, :
n
u = Z aibi
i=1
Cisla (aq, ..., ;) se nazyvaji soutadnice u vzhledem k bazi {by,....b,}
Dukaz 1. Existence aq,..., o, = u = a;b; plyne z definice béze,
2. jednoznacnost ag,...,a, plyne z LN bq,...,b,, dikaz sporem:

o . i = Di
Sobi=u=Yob = Z b0 = {W:L_w
i=1 i=1

Vyuzili jsme toho, ze —u = (—1)u. m]

Poznamka 2.45 Nalezeni koeficientl «; linearni kombinace pro vyjadieni vek-
toru w pomoci prvka baze predstavuje feseni soustavy rovnic

(05} U7
(by -+ by)

Ap Un

kde biT je sloupcovy vektor, viz priklad 2.38.

Poznamka 2.46 Existuje vzdjemné jednoznacné (prosté a na) zobrazeni pro-
storu V' dimenze n na IR™. (Definice prostého zobrazeni a zobrazeni na bude
zavedena pozdéji.)
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Véta 2.47 Necht V je vektorovy prostor, dimV =n, n € IN, a necht W C V
je podprostor V., W #£ V. Potom dim W < n.
Diukaz sporem. Uvazujte u € V '\ W. m]
Poznamka 2.48 {o}, V - tzv. trividlni podprostory V.

Definice 2.49 (Linedrni obal vektori) Necht'V je vektorovy prostor, wy, ..., uy €
V. MnoZinu L(uy,...,u;) = {v;v = Zle o, «; € IR} nazveme linedrnim
obalem vektori uy, ..., uy.
Je ziejmé, ze
dim£L =k, jsou-li wy,...,u; LN

<k LZ
Poznamka 2.50 L(ug,...,u) je vektorovy prostor.
2.51
u; = (13 2) _ 2
wp = (2, -1)  Llew) =B
u; = (]., 2, ) 3 .
ws = (2, —1, 0) L(u1,usz) C IR® podprostor dimenze 2

2.52 L(1,22,2%) = {p(2); p(z) = ax? 4+ bz?* + ¢} mnozina bikvadratic-
kych polynomi

2.5 Linearni zobrazeni

Definice 2.53 Necht U,V jsou vektorové prostory. Zobrazeni L : U — V na-
zveme linedrnim jestlize

(7) Lu+v)=L(u)+ L(v) VYu,veU
(#4) L(au) = aL(u) Vo€ R,Vu € U

Poznamka 2.54 Plati

1. L(Z aju;) = Z%‘L(Ui)

2. L(o)=o (nulovy prvek v obou prostorech zna¢ime stejné)
tj. L(o) 20 = L neni lineérni zobrazeni

3. U=V =R, L:IR-— IR linearni, potom 3a € R:: L(z)=ax
Diikaz plyne z vlastnosti L
v € R, L(z)=L(lr) = L(z1) = vL(1) = L(1)z = az, kde a = L(1)

Lineéarni funkce f(z) = kz + ¢ NENI linedrnim zobrazenim podle definice
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2.55 (linearni zobrazeni)

1. L:B39($1,1‘2,$3)—>($1 +$2,$1—$2,0)EIR3

b
2. L:C[a,b]af%/ f(x)dz e R
3. L:CYa,b]>f— f €Cla,b]
4. L:CYa,b] >y — v +px)y € Cla,b]

linearni diferencidlni operator
2.56 (zobrazeni, které neni linedrni)

F:R®> (v1,79,73) =2 — F(x) = (21,72,1) € R?

Véta 2.57 Necht U,V jsou vektorovy prostory, necht {by, ..., b,} je baze vekto-
rovygho prostoru U. Linedrni zobrazeni L : U — V je urceno, zname-li L(by), ..., L(b,).

Dukaz

u € U, u = Z a;b; (predp. Ze «; jsou znamy)

= L(Z Oézbl) = Z (%L(b )

2.58 (Uréeni linedrniho zobrazeni zndme-li obrazy baze)

1)
)

sz € = (170)a €2 = (071) (61) = (
(2,

x = (x1,22) = x1€1 + T2€9, L(xl,xg) =ux1L(e1) + x2L(e2)
(-

1(~1,1) 4 29(2,1)
xl + 29,21 + x2)

2.59 (Otoceni vektoru w v roviné o thel o v kladném smyslu (proti
sméru hodinovych ruéicek) jako linedrni zobrazeni)

R? e; = (1,0),ex = (0,1), L(e;) = (cosa,sina)
L(es) = (cos(g + a),sin(g + )

(— sin v, cos )
u = (ug,uz) = ure; + uses, L(u) =wuiL(er) +usL(es)
= w1 (cos a, sin ) + ug(— sin «, cos «)

= (u1 cos @ — ug sin «, uy sin v + ug cos «v)
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2.6 Skalarni soudéin a norma
2.6.1 Skaldrni soucin

Definice 2.60 (skaldrni soucin) Redlnd funkce (.,.) na V x V, kde V je vekto-
rovy prostor se nazyvd skalarni soucin na V, jestlize V u,v,w € V aV A € IR
plati

1. (u+v,w) = (u,w) + (v, w),
2. (Au,v) = \Nu,v),
3. (u,v) = (v,u),
4. (u,u) >0 Vu #0.
2.61 R" x R", u,v € IR"

n
(u,v) = Z u;v;.
i=1

2.62 I, x II,, )
(pg) = / p(x)q(z)de

Poznamka 2.63 Cauchyho nerovnost v R" : |(u,v)| < |ul|v|,

lu| = \/Zuf.

Definice 2.64 Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Rekneme,
Ze vektory u,v € V,u # 0,v # 0, jsou ortogondlni, jestlize (u,v) = 0.

Definice 2.65 (norma ||.|) Necht V je vektorovy protor.
Funkce ||.|| : V. — [0,400) se nazyvd norma na V, jestliZe
1L.YueV, [u| =0 u=0,
2.VA e R,Yu eV || Au| = |\ [y,

3.Vu,veV|utwv| < |lul| + ||v| (trojihelnikovd nerovnost)

2.66 IR",|.|(absolutni hodnota)

Véta 2.67 Necht V je linedrni prostor, (.,.) skaldrni soucin na V. Potom

llu]| := \/(u,u) je norma na V
Dukaz Cviceni |[u + v| = /(u+ v,u +v) < \/||u||2 +Jol* + 2||u|| |v

< /(Jlu]l + ||v]})? (Viz Cauchyho nerovnost nize). O

Poznamka 2.68 Norma z predchozi véty se nazyva norma indukovand skalar-
nim sou¢inem.
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Véta 2.69 (Cauchyho nerovnost) Necht V' je vektorovy prostor, (-,-) skaldrni
soucin na V, || - || norma indukovand skaldrnim soucinem (-,-) na V. Potom

[(u, )] < [Julllv]Va, v € V.
Ditkaz 0 < [[u+av|? = (u+av, u+av) = ||ul|®+2a(u, v) +||v||*a?. Posledni

vyraz je nezapornou kvadratickou funkci proménné «, jeji diskriminant D =
(u,v)? — |Jul|?||v||? je tedy nekladny, odkud dostavame tvrzeni véty. O
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4. prednaska
Svatek 28. fijna 2009

5. prednaska
Néhrada (Mgr. Jiti Skvor, Ph.D.)

Definice 3.1 Tabulku m x n, m,n € IN, redlnych cisel

a11 a12 -+ Aln
_ 21  d22 - Q2pn _ j=1l,...,n
A - . - (aij)i:1,7...,)nz
Am1 Am?2 T Amn

nazveme matici typu m X n. Matice znacime velkymi pismeny A B, .. ..

(ain  aip -+ aip) i-ty fadek matice A (tadkovy vektor)
aij
(a1; az; -+ amj )T = a2j J-ty sloupec matice A (sloupcovy vektor)

amj
Matici typu m x m, m € IN, nazveme c¢tvercovou matici radu m.

3.1 Operace s maticemi
Necht A = (a”)lelfn, B= (b”)f;lfn jsou matice typu m x n. Definujeme
rovnost matic
Vi=1,...,m,
A=B o a=b; 5 _
Na mnoziné matic typu m x n definujeme operace s¢itdni matic (+) a ndsobeni
matice redlnym ¢islem (-)

(Z) A+B= (aij +bij)

(17) oA = (aa;)
Véta 3.2 Mnozina matic typu m X n je vektorovy prostor dimenze m X n. Bdzi
tvori matice

J
0 0
Ai i = 1 1 e
0 0
Dukaz - doméci cviceni na ovéreni axiomu vektorového prostoru. O

15



16 MATICE

3.1.1  Specidlni matice
(x zna¢i nenulové prvky)

1. nulova matice typu m x n - prvky jsou rovny nule
2. jednotkova matice fadu m

1 0
I=1o 0
0 1
3. diagonalni matice fadu m
a1 0
0 ag9 0
0 mm

4. pasovd matice (napf. t¥idiagonalni)

O o O X X
S o X X X
S X X X ©
X X X © O
X X © oo

5. horni lichobéznikovéa (trojahelnikova) typu m x n,m <n, a;; = 0,7 > j

S O O O X
S o O X X
O O X X X
O X X X X
X X X X X
X X X X X

6. dolni lichobéznikova (trojuhelnikova) typu m x n,m >n, a;; =0,i < j

X X X X X X
X X X X X O
X X X X oo
X X X © o

X X © o oo

T

c AT
7. transponovand At = (a;;

3.3

) = (aji) typu n x m (zdména fadki a sloupcti)

>
Il
N
=
—
|
S~
N~
>
H
|
[N
[



HODNOST MATICE 17

8. Je-li A ¢tvercova a A = AT, nazjva se matice A symetricka.

3.4
1 2 1 1 2 1
A=|2 -1 0]=AT=]2 -1 1
1 1 1 1 1 1

3.2 Hodnost matice

Definice 3.5 Hodnosti matice A nazgvame pocet linearné nezavislych radki.
Hodnost matice A znacime h(A) nebo Rank(A).

Véta 3.6 Necht A je matice typu m x n. Potom plati
1. Rank(A) <m
2. Je-li A horni lichobézinikovd (trojuhelnikovd), m < n, a; # 0, Vi, je
Rank(A) =m
3. Rank(A) < min(m,n)
Dukaz 1. z definice
2. viz lemma 2.31

3. Rank(A) < n, nebot fddkové vektory jsou prvky IR™ a dimenze linedrniho
obalu radkovych vektord je mensi nebo rovna n.

O

Véta 3.7 Hodnost matice A je rovna hodnosti matice AT, tj. mazimdini po-
cet linedrne nezavislych radku matice A je roven mazimdlnimu poctu linedrne
nezdvislych sloupcii matice A (‘ZAZRAK’).

Dukaz nebudeme délat, viz napft. ... O
3.8
1 -1 1 15 _11 ?
Rank | 2 1 1 1 8] <3, Rank = 2.
1 1
-1 1 0 1 1 9 1

3.2.1 Urcent hodnosti matice
Véta 3.9 Hodnost matice A se nezmént, jestlize
1. zaménime potadi vadki (sloupci) matice A
2. wyndsobime Tddek (sloupec) matice A nenulovgm cislem
3. k rddku matice A pricteme jiny radek matice A
4. wvynechdame nulovy radek

Dikaz plyne z véty 2.32. O

Definice 3.10 (Ekvivalentni tipravy matic) Upravy matice A z véty 3.9 nazyj-
vame ekvivalentnimi upravami matice A. Matici B, kterou dostaneme z matice
A ekvivalentnimi upravami nazyvame ekvivalentni matici s matici A.
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3.11
1 -1 2 3 1 -1 2 3

A2 L 0 1} - f0 3 -4 -5
-1 o2 100 o o 3 -2

1 1 1 -1 o 0 o 2

Definice 3.12 (reguldrni, singuldrni matice) Necht A je ctvercovd matice Tddu
n. Rekneme, Ze A je reguldrni, je-li Rank (A )=n. Je=li Rank(A)< n, fekneme,
ze A je singuldrni.

Poznamka 3.13 Tato definice bude pozdéji nahrazena jinou definici pomoci

determinantu.

3.3 Nasobeni matic
Definice 3.14 (ndsobeni matic)
3.15 ...
Poznamka 3.16 Nasobeni matic neni komutativni, sou¢in dvou nenulovych

matic mize byt nulovy.

3.3.1 Vlastnosti nasobeni matic

6. prednaska



BIBLIOGRAFIE

Kli¢, A. (1998). Matematika I. Skripta. Vydavatelstvi VSCHT, Praha.
Krylova, N. and Stédry, M. (2004). Sbirka prikladii 2 matematiky 1. Uéebni
texty Univerzity Karlovy v Praze. Karolinum, Praha. ISBN 80-246-0565-1.

Marcus, S. (1976). Matematickd analyza ¢tend po druhé. Academia, Praha.

Polék, J. (1991). Prehled stiedoskolské matematiky. Prometheus.

Steédry, M. (2004). Sbirka tiloh k matematice pro geografy. Ucebni texty Uni-
verzity Karlovy v Praze. Karolinum, Praha.

Stépanek, J. (1979a). Matematika pro chemiky - fyziky I. Statni pedagogické
nakladatelstvi, Praha.

Stépanek, J. (1979b). Matematika pro chemiky - fyziky II. Statni pedagogické
nakladatelstvi, Praha.

Turzik, D. (1998). Matematika II. Skripta. Vydavatelstvi VSCHT, Praha.

Vesely, J. (2004). Matematickd analjza pro ucitele. Matfyzpress, Praha.

19



