5 Casové Fady

Casovou Fadou rozumime posloupnost realnych nahodnych veli¢in X1, .. ., X,,, pFi¢emz indexy
t =1,...,ninterpretujeme jako ¢asové okamziky. Nékdy vSak uvazujeme i nekone¢né posloup-
nosti {Xy,t € N} nebo {X;,t € Z}. Obecné budeme pracovat s ¢asovou fadou { Xy, t € T'} pro
néjakou indexovou mnozinu 7" C Z. V praxi se pak jako casova Fada Casto oznacuje i jedna
konkrétni (pozorovana) realizace {x;,t € T'} této nahodné posloupnosti.

Casové fada s nejjednodussi strukturou zévislosti je tzv. striktni bily Sum. Jde o posloupnost
nezévislych stejné rozdélenych nedegenerovanych ndhodnych veli¢in s nulovou stfedni hod-
notou. Nas ovSem budou zajimat zejména nadhodné posloupnosti, kde je néjakd netrivialni
zavislost mezi veli¢inami odpovidajimi riaznym ¢asim (slozkami, marginély).

Dale budeme uvazovat pouze posloupnosti, které jsou stacionarni, tedy ,,invariantni v ¢ase,
v silném nebo slabém smyslu.

Definice 15 Posloupnost nahodnijch velicin {X;,t € T'} nazveme silné staciondrni, pokud
£(Xk1, . anl) = ﬁ(Xer“ ... anl—I—h)

pro kaZdé kyi,..., ki €T a h >0 takové, Ze k1 + h,...,ki+heT.

Definice 16 Posloupnost ndhodnijch velicin {X;,t € T'} nazveme slabé staciondrni, pokud
(a) EX; = p pro vsechna t € T, tj. EX; nezdvisi na i,
(b) E(X¢1r — EX)(X; — EX) = R(k) nezdvisi na t.

Funkce R(k),k =0,1,..., se nazgvd autokovarianéni funkce posloupnosti. Hodnota R(0) pak
oznacuje rozptyl posloupnosti. Ten je konstantni v case. Vydélenim autokovariancni funkce
rozptylem obdrzime tzv. autokorelacni funkci r(k) = R(k)/R(0).

Autokorela¢ni funkce (k) tedy udava miru zavislosti dvou slozek ndhodné posloupnosti, které
odpovidaji ¢astim posunutym o k£ jednotek.

Piiklad: Pro striktni bily Sum plati EX; = 0 pro v8echna ¢ a R(k) = I(k = 0)var(X).
Pokud je var(X;) < oo, jde o slabé stacionarni posloupnost. V kazdém pripadé jde o silné
stacionarni posloupnost. O

Definice 17 Posloupnost nahodngch velicin {Xy,t € T} nazveme bily sum, pokud jde o po-
sloupnost centrovanijch nekorelovanijch ndahodngch velicin s kladngm konecngm rozptylem.

Bily sum tedy tvoii slabé stacionarni posloupnost a plati EX; = 0 pro vSechna ¢t a R(k) =
I(k = 0)var(X;), kde 0 < var(X;) < oo. Pro oby¢ejny bily Sum nemusi byt jeho slozky
nezavislé ¢i stejné rozdélené.

Poznamka: Pokud m4 silné stacionarni posloupnost koneéné druhé momenty, pak je slabé
stacionarni. Naopak, pokud je posloupnost ndhodnych veli¢in gausovskd (vSechna kone¢né-
rozmérna rozdéleni jsou normalni) a slabé stacionarni, je takeé silné stacionarni, nebot viceroz-
mérné norméalni rozdéleni je jednozna¢né uréeno svymi prvnimi dvéma momenty (vektorem
stfednich hodnot a rozptylovou matici).



5.1 Klouzavé praméry fadu ¢ — MA(q)

Definice 18 Necht posloupnost {e;,t € Z} tvori bilj sum s rozptylem . Ndhodnou posloup-
nost { Xy, t € Z} nazveme posloupnosti klouzavych primeéri ridu q, pokud plati

Xt =mnogt + ... +NgEt—q, pro kazZdét € 7,

pro néjaké redlné koeficienty no, . .., ng, kde ng,ng # 0.
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slozky Xy, X4k jsou vSak nekorelované pro dostatecné velky rozdil v ¢asech k, konkrétné pro
k>q.

Priklad: MA(1): X; =& + Be;—1, kde {&1,t € Z} je bily Sum s rozptylem o2.
Budeme se ptat, za jakych podminek na 8 muze byt vysledné posloupnost stacionarni, a spo-
¢itame autokovarianéni funkci. Nejprve snadno zjistime, ze
EXt = E&’t + ,BEEt_l = 0.
7 ptredpokladu nekorelovanosti €; a €;,_1 spocteme rozptyl:

R(0) = var X; = vare; + °vare, = (14 %) 0.

Vynésobenim defini¢niho vztahu MA(1) hodnotou X;_1 a spo¢tenim stiedni hodnoty obdr-
Zime rovnost pro autokovarianci, resp. autokorelaci se zpozdénim 1:

R(1) =EX;X;—1 = E(e; + Ber—1) (611 + Ber—2) = Bvare,_1 = Bo.
Pro k£ > 1 dostavame
R(k) = E(et + Bet—1)(e1—k + Bet—k—1) = 0,
nebot t — 1 >t — k a v8echny dil¢i ¢leny jsou navzajem nekorelované. Odtud dostavame

7"(1) _ R(l) _ 602 o B
CR(0) (1+p%)o? 1447

Pro k > 1 dostaneme ziejmé r(k) = 0.

Zavér: Pro kazdou hodnotu parameru 8 € R je MA(1) posloupnost slabé stacionarni. M4
rozptyl (1 + %)o?, autokorelaci se zpozdénim 1 ma B/(1 + B?) a autokorelace s v&tsim
zpozdénim jsou nulové. O

5.2 Autoregresni modely fadu r — AR(r)

V téchto modelech casovych fad uz jsou obecné vSechny autokorelace nenulové a tak se
v téchto ndhodnych posloupnostech navzajem ovliviji slozky, které jsou libovolné daleko od
sebe. Samoziejmé, pokud je takova posloupnost staciondrni, zavislost se vzristajicim rozdilem
v ¢asech nutné sldbne.



Definice 19 Necht posloupnost {e;,t € Z} tvori bilj sum s rozptylem o®. Ndhodnou posloup-
nost { Xy, t € Z} nazveme autoregresni posloupnosti Fadu r, pokud plati

dOXt + ...+ ert—T = &¢ (20)

pro néjaké redlné koeficienty dy, ..., d,, kde dy,d, # 0.

Véta 15 Necht {X;,t € Z} je autoregresni posloupnost r-tého tdidu definovand predpisem
(20) a necht jsou vSechny koieny polynomu d(z) = do + d1z + ... + d,.z" vné jednotkového
kruhu v komplexni roviné. Pak tvoii {Xy,t € Z} slabé staciondrni posloupnost a ndhodnd
velidina €; je nekorelovand se vSemi X;_1, Xy_o, ...

Za podminek pfedchozi véty je {X;,t € Z} centrovana posloupnost, nebot ze slabé staciona-
rity plyne

.,
0=Fe =doBEX;, + ...+ d,EX,_, = (Z di) L.
i=0

Nutné tedy musi byt u = 0, protoze »;_,d; = 0 by znamenalo, Ze 1 je koFenem polynomu
d(z), coz je ve sporu s piedpokladem véty.

Autoregresni model 1.fadu AR(1)

Model
X =aXi_1 + &
odpovida volbé dy = 1,d; = —a. Polynom
d(z) =do2’ + d12' =1 —az

mé kofen v bodé z = 1/a. Bod 1/a je vné jednotkového kruhu pravé tehdy, kdyz |a| < 1.
V tom piipadé je mozné psat

k—1
Xy =aXi1+¢e = a(aXt_g + 5t—1) +Er=...= akXt_k + Zal{:‘t_l (21)
=0
a dokonce
oo
Xt = Z akz-:t_k. (22)
k=0

Této vlastnosti se fika kauzalita (je mozné vyjadiit X; jako linearni kombinaci posloupnosti
{et,e1-1,...}, tedy pomoci ,minulosti“ ndhodné posloupnosti {e;, ¢ € Z}). Pro model AR(1)
plyne z toho, ze |a| < 1.

Autokovarian¢ni funkei pak muzeme snadno dostat z rovnice (22) a vlastnosti bilého Sumu:

R(k) —EX,X, . =E <Zaz<€ti> Zajft—k:—j :JQZak-HaJ 2021ia2.
i=0 =0 =0




Pokud bychom ale neméli vyjadieni (22) posloupnosti {X;,¢ € Z} jako kauzalniho procesu
a zajimal by nas reknéme jenom rozptyl, mohli bychom za predpokladi predchozi véty po-
stupovat i nasledovné.

Rovnici (21) postupné vynasobime hodnotami X;_; a €; a nasledné spo¢teme stfedni hodnotu
obou stran. Timto zptsobem dostaneme rovnosti

EX; X1 = aIEXt{l + Eer X¢_1,
EXier = aEX; 1e¢ + Be?.

Druhou z predchozich rovnic lze diky EX; 1 = 0 pfepsat do tvaru
02 = Re? = EXye; = EX(X; — aX;_1) = R(0) — aR(1).

Naopak prvni rovnici lze pfepsat jako R(1) = aR(0) a tedy a = R(1)/R(0) = r(1). Odtud
dostavame rovnost pro rozptyl

Yule-Walkerovy rovnice

Predchozi postup k ur¢eni hodnot autokovarian¢éni funkce autoregresni posloupnosti lze pouzit
i v pripadé obecné autoregresni posloupnosti, za predpokladt pfedchozi véty a tedy s moznosti
vyuzivat nekorelovanost €; a X;_1, X¢_o, ...

Uvazujme autoregresni model upraveny do nasledujiciho tvaru:
Xi=a1 X1+ +a, Xy + &4 (23)
Obé strany této rovnosti postupné nasobime X;_1,--- , Xy, a pocitdme stfedni hodnotu:

EX; X1 = aiBEX? | + -+ a,EXp Xp 1 + Ee Xy,

EXiXi—r = a1BEX4 1 Xyep + -+ + ¢, EXE + By Xy
Tuto soustavu rovnic lze pfepsat maticové jako

R(O) -+ R(r—1) ay R(1)
R(r—1) -~ R(0) ay R(r)
Zde jsme opakované vyuzili symetrie autokovariancni funkce R. Vydélenim kazdé rovnosti
hodnotou R(0) dojdeme k soustavé

r(0) - r(r—1) ay r(1)
r(r—1) - r(0) ar r(r)
Z této rovnosti muzeme vypocitat hodnoty autokorela¢ni funkce r(1),...,r(r). Hodnoty r(k)

pro k > r pak dostaneme z diferen¢ni rovnice

r(k) —air(k—1)—...a,r(k—1r) =0,



kterou ziskame jako vySe prenasobenim obou stran rovnice (23) hodnotou X; g, vypoctem
stfedni hodnoty a vydélenim R(0).

Rovnost pro rozptyl obdrzime, kdyZz vynasobime rovnost (23) hodnotou &;:
ot = EE? =EXie =EXy( Xy —a1 Xpm1 — ... — 0, X)) = R(O)[1 — agr (1) — ... — a,r(r)].

Plati tedy

0.2

T1- air(l) — ... —a,r(r)

var X; = R(0)

Yule-Walkerovy rovnice lze ovSem pouzit i obracenym zptisobem: k odhadu parametri a;
modelu AR(r) pro dana data. Z dat uréime odhady autokovarianéni funkce R(0),... R(r), ty
dosadime do rovnice (24) a vyfeSenim linearni soustavy pro (ay,...,a,) spo¢itame odhady
koeficientt a;. Konzistenci takto ziskanych odhadt ukazuje nasledujici véta.

Véta 16 Bud {X,,t € Z} autoregresni posloupnost tidu r generovand predpisem

Xt = alXt_l + ...+ arXt—r + &¢,
kde {ei,t € Z} je posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych ndhodnijch velic¢in se stredni
hodnotou 0 a rozptylem o?. Necht viechny koreny polynomu d(z) = do +dyz + ...+ dp2" lezi

vné jednotkového kruhu v komplexni roviné (mdme slabé staciondrni posloupnost). Oznacme
an odhad metodou Yule- Walkerovijch rovnic zaloZeny na pozorovdni Xy, ..., X,. Pak

Vn(an —a) — N(0,0°T71), n — oo, (25)

kde pruky ctvercové matice I' o rozmérech v x r jsou ddany piedpisem I';; = R(i — j). Tato
konvergence plati ve smyslu konvergence v distribuci.

Poznamka: Limitni vztah (25) se da ekvivalentné pfepsat do nasledujici formy:

sup | P(vn(an1 —a1) < z1,...,vVnlany — ar) < xp) — Fr(x1,...,20)] = 0
z€ER"

pro n — oo, kde F} je sdruzend distribuéni funkce rozdéleni N (0, o' ~1).

Jak odhadujeme R(0),...R(r) na zékladé pozorovani Xi,...,X,? Autokovarianci odhadu-
jeme vybérovou autokovarianci

n—k n—k n—k
. 1 1 1
R(/<:):nk§1 Xi+k—nk§1Xj+k Xi—nkE}IXj
i= Jj= J=

Tento odhad 1ze pouZit i pro necentrovanou posloupnost. St¥edni hodnotu p pak odhadujeme
primérem = = > " | X;.



* ARMA modely

Modely klouzavych primérua a autoregresnich posloupnosti je mozné kombinovat do obecnéj-
§tho modelu, tzv. ARMA modelu.

Definice 20 Necht posloupnost {e,t € Z} tvori bily Sum. Ndhodnd posloupnost { X, t € Z}
vyhovuge modelu ARMA (p,q) pro vhodnd p,q € N, pokud existuji posloupnosti koeficienti
do,...,dp, (do,dp #0) anog,...,ng (no,ng # 0) takovych, Ze

do Xy + -+ dpXi_p = nogs + -+ + NgEr_q. (26)

Podobné jako u autoregresnich posloupnosti rovnice (26) definuje slabé stacionarni posloup-
nost s nulovou stiedni hodnotou, pokud kofeny polynomu d(z) = do + ... + dpzP lezi vné
jednotkového kruhu a polynomy d(z) a n(z) = ng + ... + ngz? jsou nesoudélné (nemaji
spole¢né kofeny).

Vypocet hodnot autokovarianéni funkce v.ARMA modelech ¢i odhady koeficienti z vybéro-
vych autokovarianci probihda u ARMA modelt obdobné jako u AR modeld.

Je na misté pripomenout souvislost ARMA modeli s linearnimy modely z kapitoly 3, rovnice
(26) je totiz formalné ekvivalentni s obecnou rovnici linearniho systému. Nyni ale urcuje
linearni vztah nikoli mezi nendhodnymi posloupnostmi vstupi a vystupi, ale mezi nAhodnymi
posloupnostmi bilého sumu a ARMA procesu X;.

Podminka pro stability linearniho systému odpovida podmince nutné pro to, aby bylo mozné
nahodny proces {X;,t € Z} vyjadiit jako (kauzalni) soucet nekonecné rady

o
X = Z CkEt—k, (27)
k=0

kde {c}72, je posloupnost koeficientt spliujici .7 |cx| < co. Z této podminky na koefi-
cienty {c}72, dale plyne, Ze je fada nahodnych veli¢in Y 72 c;Y;_j scitatelna skoro jisté,
v Ly a tedy i v pravdépodobnosti (tedy posloupnost ¢asteénych souctii konverguje k néjaké
nahodné veli¢iné v uvedeném smyslu).

Kromé ARMA modelu se rovnice (27) pouZiva ke konstrukei i dalsich nahodnych procesii.
Pro tplnost tedy uvedeme jesté definice dvou pojmi, se kterymi se muzete v setkat.

Definice 21 Bud {Y;,t € Z} slabé staciondrni posloupnost a (Y, k € Z) posloupnost koefi-
cienti takovd, Ze ) ;. |Yk| < 0o. Potom Tekneme, Ze posloupnost

oo
Xi= > Yk
k=—o00

vznikla linedrni filtraci z posloupnosti {Yy}. Posloupnosti {1} Tikame linedrni filtr. Je-li

v

Y =0 pro k <0, pak Tikame, Ze jde o kauzdlni filtr (fyzikdlné uskutecnitelny).

Definice 22 Ndhodnou posloupnost {X;,t € Z} nazveme linedrnim procesem, pokud existuje
posloupnost nezdavislijch stejné rozdélengch ndhodnijch velicin e4,t € Z s nulovou stfedni hod-
notou a koneénym rozptylem a linedrni filtr {¢y, k € Z} takovy, Ze Xy = D oo VkEi—k-
O posloupnosti { Xy, t € Z} Fekneme, Ze je kauzdlni, pokud je filtr {1y, k € Z} kauzdlni.



5.3 Linearni predikce

V souvislosti s ¢asovymi fadami se jesté kratce zminime o problému predikce (pfedpovédi)
dalgich, zatim nepozorovanych hodnot v ¢asové fadé na zakladé hodnot pozorovanych. Na
prikladu si ukazeme, jak se odvodi nejlepsi linearni predikce o jeden krok dopredu, pokud
mame k dispozici pouze jednu pozorovanou hodnotu. Postup lze samoziejmé zobecnit na
piedpovéd o vice krokt dopfedu nebo na predpovéd na zékladé vice nez jednoho pozorovani.

Uloha tedy zni takto: chceme piedpovédét hodnotu nahodné veli¢iny Xyy1 na zakladé na-
hodné veli¢iny X, pfiCemz se omezime jen na linedrni predikce tvaru Xt+1 = a + bX;.
O posloupnosti {X;,t € Z} budeme predpokladat, ze je slabé stacionarni, a jako kritérium
optimality budeme uvazovat stfedni kvadratickou chybu mezi X; a pfedpoveédi Xt-i—l- Resime
tedy minimaliza¢ni problém

HlibIlE(Xt+1 —a—bX;)? = mi{}E(XtJrl —p—d —b(X; —p)?,
a,

kde ' =a+ p(b—1).

Derivovanim podle parametrii a’, b dojdeme k nutnym podminkam pro lokalni extrém:

0
@ : —2E(Xt+1 — U — (I/ - b(Xt - /L)) = 0,
0
% —2E(Xpp1 —p—a —b(Xy — p)(X¢ —p) =0.

7 prvni rovnice dostaneme
o' =E(Xpp1 — p— (X — p) =0,
ze druhé potom obdrzime podminku na b ve tvaru
E(Xer1 — p)(Xy — p) = DE(X; — p)°.

To vede k rovnosti

Vysledna predikce je pak tvaru
XtJrl =a+ bXt =u-+ b(Xt — ,u) =u-+ ’I"(l)()(vlL — ,u),

kde za hodnoty p,r(1) dosadime pfislusné odhady /i, 7(1), pokud je méme k dispozici napii-
klad z jiného tseku ¢asové rady. Kvalitu tohoto odhadu posuzujeme pomoci stfedni kvadra-
tické odchylky:

MSE = E(Xe11 — Xi41)? = E(Xes1 — p— r(1)(Xe — p)?
= R(0)[1 +r(1)* = 2r(1)%] = R(0)[1 — (1)

Obdobné pak fesime modifikovanou tlohu najit nejlepsi linearni predpovéd X1 pomoci
hodnot Xy, X;_1, tedy najit

Xt+1 =a+bXy+cXy 1 =p+a +b(Xy—p)+ (X1 — )



tak, aby

minE(X; 41 — Xi1)? = in B((Xer1 —p) = @' = b(Xe = p) = e(Xi1 = )%,

a,b,c a’,b,

kde a’ je nyni rovno a + pu(b+c—1).

Derivovanim podle parametru a’ dojdeme opét k podmince a’ = 0. Derivovanim podle zbylych
dvou parametrti dojdeme k rovnostem

O EI(Xen )~ b ) — (X1 (K ) =0,
I — ) b — )~ e(Xe — )Xo — ) = 0.

Tuto soustavu lze prepsat nasledujicim zptsobem:

(5 20)(1)-(35)

Tato rovnice méa reSeni ve tvaru

( : ) B 1—1r(1)2 ( ) e ) ( iEi% ) - (28)

Stredni kvadratickou odchylku spocitame dosazenim odhadii b, ¢ do

MSE =E ((Xm —p) - ( l; )T ( X)fjl—uu ))2

To je rovno

-1 r(0) r(1) r(2) -1
MSE = R(0) b r(1) r(0) r(1) b ,
c r(2) r(1) r(0) c

kde za hodnoty b, ¢ dosadime hodnoty (28).



