3 Teorie linearni regulace

V této kapitole se budeme zabyvat modelem, kde méame soustavu (¢ernou skiinku), ktera
prevadi vstupni posloupnost (ug, u1,...) na vystupni posloupnost (yg, y1, .. .) na zakladé na-
sledujiciho linearniho modelu regulace:

t oo
ye= gtk =Y hite . (13)
k=0 k=0

Abychom mohli mit ¢t € Z, polozime u_; = 0 = y_; pro i« > 1. Interpretace: soustava je pied
casem 0 v klidu.

Na posloupnost (u,) se budeme divat jako na posloupnost odchylek vstupt od jakési rovno-
vazné polohy a podobné na vystupni posloupnost (y,) se budeme divat jako na posloupnost
odchylek vystupu od urcité hodnoty.

Definice 2 Vstupni posloupnost (uy,) ve tvaru
u =1, O=u=uz=...
budeme nazygvat jednotkovym impulsem. Odezvou systému na tento vstup je
Yo = houg = ho, Y1 = hour + hiug =h1, ..., yr = hour + ...+ hxuo = hg,

Vystupni posloupnost je tedy tvaru (hg, hi,...). Této posloupnost budeme fikat impulsni cha-
rakteristika soustavy.

Definice 3 Vstupni posloupnost (uy,) ve tvaru
1= Ug=uUgp = ...

nazveme jednotkovym skokem (v case 0 se zmeéni vstup z 0 na 1). Odezvé soustavy na tento
skok
t t
ye= hpuk =Y hp=gi
k=0 k=0
budeme Fikat prechodovd charakteristika soustavy.

K analyze soustav se nam bude hodit metoda vytvoiujicich funkci pro ¢iselné posloupnosti,
specialné tzv. z-transformace.

Definice 4 Je-li (ag, k € Ngy) posloupnost redlnijch ¢isel, definujeme jeji z-transformaci jako
o0
Az) = Zakz_k.
k=0

Tato Fada konverguje pro |z| > zp a diverguje pro |z| < zp pro n&jaké zg € [0, o).

Pro posloupnost vstupti (uy), vystupt (y,) a pro impulsni charakteristiku (hy) definujeme
U(z),Y(z) a H(z) jako prisludné z-transformace.



Definice 5 Funkci H(z) = > 3%, hrzF budeme nazyjvat (impulsni) prenosovou funkei sou-
stavy.

Pro¢ se H(z) nazyva prenosovou funkei soustavy? Plati totiz:

Y(z) = Zytz_t = Z ( hkutk> 27t = Z hyz " Zulz_l =H(2)U(2)
=0 0 k=0 1=0

t=0 \k=

pro takova z, ze H(z) a U(z) absolutné konverguji, nebot ... =u_9 = u_; = 0.

3.1 Stavovy model

Priklad — bakalari.

Pro potfeby stavového modelu zavedeme posloupnost (z; € R",t € Np) stavi systému. x; je
tedy obecné r-rozmérny vektor. Stav systému v Case 0 definujeme hodnotou zp = 0 € R".
Stavy systému v dalsich okamzicich popiSeme pomoci linearniho modelu

Tyy1 = axy + buy, kde a € R™" b e R™*L
Vystup systému pak budeme uvazovat ve tvaru
Yyt = cxy + dug, kde ¢ € R*" d e R¥1.

V obou piipadech je (u;) posloupnost vstupi. Stavy systému (z;) nepozorujeme piimo, po-
zorujeme pouze posloupnost vystupt (y).

Jak ziskame ze stavového modelu pfimou zavislost vystupni posloupnosti na vstupni ve tvaru
(13)? Vynasobenim obou rovnosti faktorem z~! a se¢tenim pres t € Ny dojdeme k rovnostem

o (o0 o0
E T2 t=a g 2 4 b E wz ",
t=0 t=0 t=0
oo o 0] o
—t —t —t
g ywz =c E xz '+ d g w2 .
t=0 t=0 =0

Tyto rovnosti lze zapsat pomoci z-transformace X (z) = Y ;2 zz™ "
2X(z) = aX(z) +bU(2),
Y(2) = cX(2) +dU(z).

Refenim téchto rovnic dochazime k rovnostem
X (2) = (21 —a)"'0U(2),
Y (2) = ¢X(2) + dU(2) = [¢(2] — a) b+ d)U(2),
kde I € R"™*" je r-rozmérné jednotkova matice, a tedy H(z) = [¢(z] —a)~'b+d]. Tuto rovnost
muzeme déle upravit:
c-adj(zl —a)-b+d-det(zI —a)
det(zI — a)
_N(z) no+...4+n  mg+...4+nz"  n(z7h)

- D(2)  doz"4...+d, do+...+dzm d(z71)’

H(z) =[c(z] —a)"'b+d] = (14)

kde adj zna¢i adjungovanou matici a N(z) a D(z) jsou z-transformace odpovidajici polyno-
mim n(z7!) a d(z71).



3.2 Obecny model
Opét budeme predpokladat, ze u_; = 0 = y_; pro ¢« € N. Déle budeme pfedpokladat, ze
vystup systému y; v Case t je dan nasledujici rovnici:

doyt + - .. + dpy—r = noug + ... + npu—r, kde do # 0, (15)

a budeme chtit opét najit vyjadieni ve tvaru (13).

t

Vynésobenim rovnosti (15) hodnotou z~" a se¢tenim pies ¢t € Ny obdrzime rovnost

> o0
Z doz Oy . dez Ty ez ) Z (noz Qwz"t + .. A ez w2 ),
=0 t=0

Vyuzitim piedpokladu y_; = 0 = u_; pro i € N dochézime k rovnosti

o0
(doz° + ... Zykz (no2° +. +nr27r)zuk27k,

to jest
d(="Y (2) = n(z")U(2),
kde
d(z) = doa + ... da" a n(x) =nea® +...n.a".

Toto je specidlnim piipadem linedrniho modelu, ve kterém g, = Z};:O hrui_j.. Proto i zde
plati vztah

Y (z) = H(2)U(z) pro z takova, ze U, H konverguji absolutné.
Dochéazime tak k rovnosti
d(z"YY(2) =d(z"YHYH(2)U(2) = n(z"HU (2). (16)
Tato rovnost plati pro kazdy vstup a z takové, ze fady U, H konverguji absolutné.

Specialni volba vstupu wg = 1, 0 = u; = ue = ... odpovidajici jednotkovému impulsu ma
z-transformaci ve tvaru U(z) = 1. Dosazenim této funkce do (16) prichazime k rovnosti

d(z"")H(z) = n(=7),

tedy
n(z!)  no+...+nz"
S d(zY) doHA.. HdezT

Poznamka: Rovnice dyys + ... + dyyr—r = nous + . .. + nrus— se nékdy zapisuje ve tvaru
(doz + ...+ drz"ys = (no2° + ...+ np2")uy, zkracend d(z V)y; = n(zuy,

pricemz z se v této souvislosti interpretuje jako operdtor posunuti, tj, zx; = x¢y1. Inverzni
operator z 'x; = x;_1 se pak interpretuje jako operator zpétného posunuti.

Priklad: Necht pro vystup plati rovnice

Yt+1 — ays = upy1  resp. (1 — az’l)yt = u;.



Odtud 1
z
H = =

(2) 1—az!

Z—a

mé poél v bodé z = a. Funkci H lze rozvinout nésledujicim zplisobem:

1 oo
— _ k. —k
H(z)—l_azl—kgoaz ,

coz odpovida impulsni charakteristice hj = aF. O

3.3 Stabilita soustavy

Zakladni vlastnosti, kterd se u linearnich soustav zkouma, je stabilita soustavy a vlastnosti
se stabilitou souvisejici. Stabilita spoc¢iva v tom, Ze soustava vychylen4 z rovnovazného stavu
(nulového stavu) se vraci zpatky do tohoto stavu.

Definice 6 Rekneme, Ze soustava je stabilni, pokud lim;_. hy = 0. To znamend, Ze odezva
na jednotkovy impuls se s rostoucim casem vytrdaci.

Pi#iklad - pokracovani Je-li by = a”, je soustava stabilni pravé tehdy, kdyz je |a| < 1. O
Stabilita soustavy zévisi na polech prenosové funkce H:

Véta 2 Soustava odpovidajici obecnému modelu s pfenosovou funkci ve tvaru

_n) _ NG
T =41 = Dey

kde N(z) = noz" + ...+ n, a D(z) = doz" + ...+ d; jsou nesoudélné polynomy, je stabilni
pravé tehdy, kdyz se vsechny koteny polynomu D(z) nachdzeji uvnitt jednotkového kruhu
v komplexnd roviné.

Dukaz: Dokazeme pouze jednu implikaci (z kofentt uvnitf jednotkového kruhu plyne stabi-
lita), druha je velmi obtiZzna a pfesahuje ramec prednasky.

Podle zakladni véty algebry je moZné polynom D(z) rozloZit na soucin kofenovych faktora
Dz)=(z—2z)"™ -...-(z—2z)™, kdemi+...+my =,

a kde z1,..., 2, jsou kofeny polynomu D(z) s nasobnostmi myq, ..., my. Na zakladé tohoto
rozkladu jsme schopni racionaln{ funkci H rozlozit na soucet konstanty a soucet parcialnich
zlomkii:

- ST Nt —1 0 fz
H(Z)—ho+zz(z_2i)j_h0+zzzjz< j >(Z)

i=1 j=1 =0

Podilovym kritériem pak zjistime, Ze tato mocninna fada (s argumentem z;/z) konverguje
absolutné pro |z| = 1. Stejnym zpisobem tedy konverguje i jeji soucet H(z) = > 2, hyz™!
pro z = 1. Nutnou podminkou pro konvergenci fady ;2 h; je ale podminka lim;_,, by = 0,
coz je pravé podminka stability. O



Poznamka: Pro stavovy model mame z rovnice (14), ze D(z) = det(zI — a), a tedy kofeny
D(z) jsou pravé vechna vlastni ¢isla matice a. Soustava je tedy stabilni pravé tehdy, kdyz
vSechna vlastni ¢isla matice a jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1.

Poznamka: Necht je soustava stabilni a necht vstupem je jednotkovy skok. Pak

t t o0
i =1 hrup—r, = li hy = h = .
e Yt = I kzo KUk = AT kzo k kzo k= Yoo

Soustava se tedy v nekonefném horizontu ustali na nové trovni. To vyplyva z pifedchozi
véty, nebot pokud impulsni charakteristika konverguje k nule (soustava je stabilni), ¢ini tak
geometricky rychle. Specialné, v dikazu ptredchézejici véty je ukazano: pokud jsou koreny
D(z) uvnitf jednotkového kruhu, pak fada ), h; konverguje absolutné.



