Cviceni z NSTP022
11.-15.3.2013

Nahodna velicina — spojité rozdéleni
1. Doba mezi piijezdy autobusu (v minutdch) m4 rozdéleni s hustotou

ce /5 x> 0,
0, x < 0.

a) Urcete konstantu ¢ > 0, tak aby f byla hustota. Jak se toto rozdéleni nazyva?
b

(a)

(b) Urcete distribuéni funkci F' a nacrtnéte ji. Pripomente zakladni vlastnosti distribuéni funkce.
(c) Jaka je sttedni doba mezi pifjezdy autobusu?
(d)
(e)

d

e

Spoctéte rozptyl doby mezi piijezdy autobusu.

Jaka je pravdépodobnost, Ze interval mezi dvéma autobusy bude pfesné 15 minut?

Jaka je pravdépodobnost, Zze interval mezi dvéma autobusy bude delsi nez 15 minut?

Jakd je pravdépodobnost, ze doba mezi pifjezdy dvou autobusu bude v intervalu [5,20] min?

(f) Vyjadiete kvantilovou funkci F~! a naértnéte ji. Uréete medidn X.

2. Polomér koule mé ndhodnou délku R s rovnomérnym rozdélenim na [0, a], a > 0.
(a) Pripomente zakladni charakteristiky veli¢iny R (znate z predndsky).
(b) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl objemu koule.

3. Necht X je velicina z ptikladu 1. Definujme veli¢inu Y jako Y = exp(X). Urcete rozdéleni (dis-
tribu¢ni funkei a hustotu) veli¢iny Y.

4. Necht m4 ndhodnd veli¢ina X rovnomérné rozdéleni na intervalu [—1,1].
(a) Jsou jevy [X? > 1] a [X > 0] nezdvislé? Urcete jejich pravdépodobnosti a P(X? > 1|X > 0).
(b) Uréete rozdéleni (distribuéni funkci a hustotu) veliciny Y = X2,
(c) Spocitejte sttedni hodnotu a rozptyl veli¢iny Y.

5. Ovérte, ze rozdéleni z piikladu 1 je ,bez paméti®, tj. plati
P(X >z+y|X >y)=P(X >=x), pro vsechna z,y > 0.

6. Nechf m& X rovnomérné rozdéleni na intervalu [0, 27]. Uréete rozdélen{ a stfedni hodnotu veli¢iny
Y =sin X.

7. Pro veli¢ginu X s normovanym normalnim rozdélenim N(0, 1) uréete EX, Var X a Ee¥ */4,

8. Uvazujme funkce
(a) f(x)=caz ®prox >1a f(xr)=0 jinak,
c
b =—— R.
() 0) = 572 —aya 7 €

Pro které konstanty a,c je f (resp. g) hustota? Urcete stfedni hodnotu odpovidajici rozdéleni

s touto hustotou.

9. Méjme pravdépodobnostni prostor (Q,.A4,P), kde Q = {1,2,3,4} a A = {0,{1,2},{3,4},Q}
a P({1,2}) = P({3,4}) = L. Na tomto prostoru uvazujme realné funkce X a Y definované
nasledovné: X (1) = X(2) =1, X(3) = X(4) =2, Y(1) =Y(2) =Y3) =1,Y4 = 2
Rozhodnéte, zda jsou tyto funkce ndhodnymi veli¢inami.



Opakovani z prednasky

Necht pro ndhodnou veli¢inu X s distribuéni funkei F existuje funkce f > 0 takovd, ze F(x) =
f f(t)dt (distribuéni funkce F je absolutné spojitd). Pak fikdme, ze X m4 spojité rozdéleni.
Funkce f se nazyva hustota.

Vlastnosti.

e Spojitd nahodnd veli¢ina nabyva nespocetné mnoha hodnot z néjakého podintervalu R.
(Rozdéleni Px je absolutné spojité vzhledem k Lebesgueové mite.)

e Rozdéleni veliciny X je charakterizovano hustotou f > 0. Pro kazdou B € B je pak

P(XEB):/Bf(ac)dx

Specialné:
(a) 1=P(X eR)= [ f(z
(b) distribuéni funkce F je SpOJlta na R a lze ji spocitat jako

F@%:HX<x%:lff®dt

(c) pro libovolné a € R je P(X f{a} t)dt =0,
(d) je-li a < b, pak

b
Pm<X<M:Pm<XSM:HM—H@:/f@&
e Stifedni hodnota X se spocte jako
EX :/ xf(z)dz (existuje-li).

Stredni hodnota veli¢iny Y = h(X) se spocte jako ER(X) = [ h(z)f(z)dx (existuje-li).

e Kvantilova funkce F~!: (0,1) — R spojité veliciny X je inverzni funkce k distribuéni funkci
F. Medidn veliciny X je takovd hodnota z, ze P(X < &) = P(X > &) = 1/2, tj. spocteme jej
jako & = F~1(1/2).

Pii vypoctech se nékdy hodi pouzivat tzv. gama funkci, kterd je pro p > 0 definovana jako

I(p) = /OO P le ™ da.
Plati i
e I'(p+ 1) = pI'(p). Specidlng, je-li n € N, pak I'(n) = (n — 1)!,
. I(1/2) = V7,

e pro libovolné a > 0 plati




Vysledky

1.(a) ¢=1/5, jde o exponencidlni rozdéleni,
(b) F(z)=1—e*°proz>0a F(z) =0 pro z < 0,
(c) EX =5,
(d) Var X =25,
() P(X =15)=0,P(X >15) =e¢ 3, P(6< X <20) =e ! —e™4
(f) F~Y(u) = —5log(1 — u), medidn F~1(1/2) = 5log2.
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2. (a) viz vlastnosti rovnomérného rozdéleni (pfednéska),
(b) EV = 7ma3/3, VarV = n2a%/7.

3. hustota fy (y) = (1/5)y~%/5 pro y > 1 a fy(y) = 0 jinak.

4.(a) P(X2>1/4)=1/2, P(X >0)=1/2, P(X2 > 1/4|X > 0) = 1/2, jevy jsou nezavislé,
(b) distribuéni funkce

0, y <0,
Fy(y) =S vy, 0<y<1,
L, y>1,

hustota fy(y) = 1/[2/y] pro y € (0,1) a fy(y) = 0 jinak,
(c) EY =1/3, VarY = 4/45.

5. Plyne po rozepsani pomoci distribu¢ni funkce.

6. Distribu¢ni funkce

07 y < —1,
Fy(y) = { 1/2 + arcsiny /7, —1<y<1,
la y > 1,

hustota fy(y) = 1/(my/1—y?) proy € (—1,1) a fy(y) = 0 jinak, EY = 0.
7. EX =0,VarX =1, EeX"/4 = /2

8.(a) Nutné a > 1, potom ¢ =a — 1,
EX =(a—1)/(a—2) proa >2aEX = oo (tj. neexistuje kone¢na) pro a € (1,2],

(b) a € R libovolné, ¢ = 1/7, EX neexistuje (integrél je neurcity vyraz oo — 00).

9. X je ndhodna veli¢ina, ale Y neni ndhodna veli¢ina.



