Kapitola 1
Algebraicky tvod

1.1 Pologrupa, monoid, neutralni prvek

Bindrni operaci na mnoziné M se rozumi kazdé zobrazeni M x M — M. Binarni
operace se Casto zapisuji jako néasobeni ¢i scitani, a to i kdyz operace nijak
nesouvisi s ¢iselnymi strukturami. Binarni operace - na M se nazyva asociativnt,
pokud

z-(y-z)=(x-y)-zpro viechna z,y,z € M.

Mnoziné s asociativni operaci se fika pologrupa. Prvek e pologrupy S nazveme
neutrdlni, spliuje-li

re = x = ex pro vSechna x € M.

Lemma. V pologrupé existuje nanejvys jeden neutralni prvek.
Dukaz. Af e a f jsou neutrdlni prvky. Pak e =ef = f. (|
Pologrupé s neutralnim prvkem se ¥ikd monoid. Pfi pouziti multiplikativni

notace (operace nasobeni) se neutralnimu prvku ¥iké téz jednotkovy. V aditivni
notaci (operace séitani) hovofime o nulovém prvku.

1.2 Grupa, inverzni prvek, kraceni

At M = M(-,1) je monoid. Prvek € M muze mit levy inverzni a pravy inverzni
prvek. Levy je dan vztahem yx = 1 a pravy vztahem xz = 1.

Lemma. Ma-li prvek monoidu jak levy, tak pravy inverzni prvek, jsou tyto
prvky shodné.

Dukaz. Jeliyr=1=uxz,jey=y-1=y(zz)=(yxr)z=1 2=z O
Hovorime-li o inverznim prvku, minime tim, Ze je inverznim jak zleva, tak

zprava. Z lemmatu plyne, Ze inverzni prvek je urcen jednoznac¢né. V multiplika-
tivni notaci se znaéi 7!, v aditivni —zx.
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Grupa je monoid, ve kterém ke kazdému prvku existuje prvek inverzni. Je-li
G = G(-,7',1) grupa a pro jeji prvky plati ry = 2z, mame y = (z712)y =
7Y (xy) = 27 (22) = (27 '2)2 = 2. Podobné z yz = zz plyne y = 2. V grupé
lze tedy krdtit zleva i zprava.

1.3 Podobjekty. Invertibilni prvky

Podpologrupou pologrupy S se rozumi kazda podmnozina P takova, zez x,y € P
plyne zy € P (fikdme, %e P je uzaviend na nasobeni). Podpologrupa monoidu
M = M(-,1), kterd obsahuje 1, se nazyva podmonoid. Podgrupou je pak kazdy
podmonoid, ktery je uzavieny na inverzni prvky.

Prvek z monoidu M se nazyva invertibilni, pokud v M existuje prvek vici
x inverzni.

Tvrzeni. Invertibilni prvky monoidu tvoii podgrupu. Jsou-li x a y invertibilni,
plati (zy)~! =y~ 1z~ 1.

Dukaz. Staci ovétit posledni vztah, nebot z néj plyne, Ze invertibilni prvky
jsou uzavtené na nasobeni. Oviem z zx~! = 1 = yy~! mame (zy)(y tz~!) =

2(yy~ Yzt = zx~! = 1. Podobné (y~tz~1)(zy) = 1, a zbytek je snadny. O

Mezi podobjekty byva nejvétsi a nejmensi. S tim je spojeno urcité nazvoslovi.
Uvedeme ho pro grupy, jinde je obdobné. Nejvétsi podgrupa grupy G je ona
sama. Nejmensi podgrupa je jednoprvkovd mnozina {1}. Ta se obvykle znadi
téz 1. Podgrupy 1 a G se nazyvaji podgrupy nevlastni. Ostatni podgrupy jsou
vlastni.

1.4 Homomorfismus a izomorfismus grup

At G=G(,7',1)a H=H(-,~1,1) jsou grupy. Zobrazeni ¢ : G — H nazveme
homomorfismus, pokud ¢(x - y) = ¢(z) - ¢(y) pro vSechna z,y € G.

V predchozi definici muze zarazit, Ze operace v G i H se znaci stejné. V
obecnych definicich byva zvykem takto postupovat, i kdyz o homomorfismu lze
mluvit i v pripadé, Ze jsou obé operace znaceny ruzné. Nékdy se pro prehlednost
muze pripojit G nebo H jako index, aby se zduraznilo, o kterou grupu jde.
Identitu homomorfismu lze tedy psat téz jako o(z ¢ y) = ¢(x) -m ©(y).

Lemma. At ¢ : G — G je homomorfismus grup. Potom ¢(lg) = 1g a
o(z71) = (p(x)) ", pro kazdé x € G.

Dukaz. Mime ¢(1¢) - 1g = ¢(lg) = ¢(lg - 1lg) = ¢(le) - ¢(lg), takze
krdcenim 1y = ¢(1g). Zbyva ukazat, ze ¢(z~1) je vici ¢(x) inverzni. Ovsem

pro p(a1)p(z) = p(z12) = p(1c) = Lu. O

Pokud je ¢ bijektivni zobrazeni, hovofime o izomorfismu. Je-1i ¢ izomorfis-
mus, tak se misto ¢ : G — H casto pise ¢ : G = H. Pro a,b € H v takovém
pifpadé plati (™" (a)-¢~1(0)) = pp ' (a) -~ (b) = ab = (¢~ " (ab)), odkud
o Ha) - p71(b) = p~1(ab). Vidime, Ze z ¢ : G = H plyne ¢~ ! : H =~ G.
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Jsou-li ¢ : G — H a1 : H— K homomorfismy grup, je ¢ - ¢ : G — K také

homomorfismus. Vskutku, vo(zy) = ¥(p(zy)) = () - p(y)) = (Ye()) -
(¥¢(y)), pro vechna z,y € G.

Homomorfismus ¢ : G — G se nazyva endomorfismus a izomorfismu ¢ :
G = G se tika automorfismus. Protoze endomorfismy lze skladat a protoze skla-
déani zobrazeni je asociativni, je mnozina End (G) vSech endomorfismi grupy G
monoid s neutralnim prvkem idg (identické zobrazeni z — x grupy G). Z tvr-
zeni 1.3 plyne, Zze Aut (G) (mnoZina vSech automorfismii grupy G) tvofi pod-
grupu End (G).

1.5 Abelova grupa. Ekvivalence modulo podgrupa.

Grupa se nazyva komutation, plati-li xy = yx. Komutativnim grupam se ¢asto
fikd Abelovy (nebo abelovské). Budeme s nimi vétsinou pracovat v aditivni
notaci (neutrdlni prvek je nula, inverznim prvkim se 1iké opacéné).

Af N je podgrupa Abelovy grupy G. Definujeme na G relaci mod N tak, ze
r =y mod N pravé kdyz » —y € N. (Cteme, z je kongruentni s y modulo N;
zapis © — y je zkracenim x + (—vy)).

Lemma. Relace mod N je ekvivalence na G. Blok této ekvivalence, ktery
obsahuje prvek z, je roven mnoziné x+N = {x + a;a € N}. Zobrazenia — z+a
je bijekci N a x + N.

Dukaz. Z x —y € N plyne —(x —y) =y —a € N, takze relace mod N je

symetrickd (a také zfejmé reflexivni). Z x =y mod N a y = 2 mod N mame
x =z mod N, nebot z—z = (z—y)+ (y — 2), takze jde skuteéné o ekvivalenci.
Zbytek je jasny, nebot y = x — (z — y) pro vSechna z,y € G. O

Mnozinam = + N se fika rozkladové tridy modulo N. Lemma tedy mimo
jiné pravi, ze v8echny rozkladové t¥idy modulo N jsou stejné mohutné (tj. maji
stejny pocet prvki) jako N.

Mohutnost grupy G se znadi |G| a fiké se ji 7dd grupy. Pocéet (mohutnost)
vsech rozkladovych tfid modulo N se nazyva index podgrupy N a znaci se
|G : N|. Ze stejnych velikosti rozkladovych t¥id plyne

Lagrangeova véta |G| = |N|- |G : N| pro kazdou podgrupu N (komutativni
grupy) G. O

Lagrangeova véta plati i pro nekomutativni grupy. Proto je v jejim znéni
slovo komutativni v zédvorkach. Zde se nekomutativnimi grupami zabyvat nebu-
deme.

1.6 Faktorgrupa

Bud opét G Abelova grupa s podgrupou N. Uvazme z,y € G a a,b € N. Pak
(x4+a)+(y+b)=(x+y)+(a+b) ex+y+ N, takze

(+N)+@y+N)=(x+y +N
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se definuje operace na G/N = {z + N;x € G}. Vysledek operace zavisi na t¥i-
dach x + N a y + N, nikoliv na reprezentantech x a y téchto trid. Je zfejmé, ze
(+N)+W+N)+(=z+N)=(x+y+2)+N = (z+N)+((y+N)+(2+N)),
takze definovand operace je asociativni. Jisté je i komutativni, a z (z + N) +
((=z) + N) = 0+ N = N plyne, Ze ke kazdému prvku lze najit prvek opaény,
pfi¢emZ 0 + N = N je prvek neutralni. Vidime, ze G/N je Abelova grupa (¥ikd
se ji grupa kvocientni nebo faktorgrupa modulo N). Vidime, ze |G/N| = |G : N]|.

1.7 Iterované scitani a nasobeni. Exponent

Bud G Abelova grupa. Pron > 1 a z € G definujeme nx jako soucet z+- - -+,
ktery mé n séitanct. (Formélné lze definovat 1 -2 = z, (n + 1)z = nx + x.)
Polozime také 0-x =0 a (—n) - & = —(nx). Z po¢tu séitanci je patrné, ze

(n+m)zx=nx+mz a n(mz)=(nm)z

pro n,m > 0. Pouzitim vztahu (—n)x = —(nz) = n(—=x) lze snadno dokazat, ze
vzorce pro iterovany soucat a nasobeni plati pro vSechna n,m celd. (Form&lni
dikaz lze provést indukci. Vzhledem k nazornosti obou vzorct vSak od néj
upustime).

Nejmensi m > 1 takové, ze ma = 0, se nazyva (pokud existuje) 7dd prvkux €
G. (Neexistuje-li, jde o prvek nekoneéného fadu). Kazdému m > 1 takovému,
ze mx = 0 pro vSechna = € G, se Tika exponent grupy G. Pokud je m minimalni
mozné, hovofime o minimdlnim exponentu.

V multiplikativni notaci se iterované nasobeni znaci jako mocniny. Je tedy
2" = x-----x, kde souéin ma n Ciniteld, pro kazdé n > 1. Dale 2 = 1
az™" = (z71)". (Opét lze formdlné polozit 2° = 1, 2"t = 2"z.) Uvedené
vztahy maji v multiplikativni notaci tvar

n

1.8 Okruh

Algebraicky systém R spolu s bindrnimi operacemi + a -, unarni operaci — a
konstantami 0 a 1 se nazyva okruh, pokud

R(+,—,0) je Abelova grupa
R(-,1) je monoid a
vSechna z,y, z € R spliji z- (y+2) = (z-y)+(z-2) a (y+2)-2 = (y-z)+(z-2).

Okruh je komutativni, je-li operace nasobeni komutativni. V komutativnim
okruhu staci ovérit pouze jeden z obou distributivnich zakoni.

Pri praci s obéma operacemi se pouzivaji obvyklé precendence operatori,
takze naptiklad levy distributivni zdkon piSeme jako z(y + z) = zy + zz.

Okruh s jedingm prvkem nazyvame trividlni.

Lemma. At R je okruh. Pakz-0=0=0-2 a 2(—y) = —zy = (—z)y, pro
vSechna x,y € R. Pokud R neni trivialni, je 0 # 1.
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Dukaz. Mémez =z-1=2-(14+0)=2-1+x-0, takze z -0 = 0 dostaneme
odettenim z = x-1. Z 0 = z(y + (—y)) = 2y + z(—y) plyne x(—y) = —zy. Je-li
O=1,platiz=x-1=x-0=0 pro kazdé =z € R. O

1.9 Ideal a faktorokruh. Délitelnost

Kvocientni struktura okruhu R musi vyjadfovat absorpéni vlastnosti nulového
prvku. Proto je pfirozend definice idedlu jakozto kazdé podmnoziny I C R
takové, ze I(+, —,0) je podgrupa R(+,—,0) a pro kazdé a € I, r € R, plati jak
ar € I, tak ra € I.

Jsoulir,s € Raa,be€ I, tak (r+a)-(s+b) = ab+t,kdet = rb+as+rs € I.

Proto je mo7né na R/I = {r + I;r € R} definovat jak operaci s¢itani (viz
oddil 1.6), tak operaci nésobeni (a to tak, ze (r+1)-(s+1I)=rs+1I).

Pii takové definici je R/I okruhem. Rikdme mu kvocientni okruh nebo fak-
torokruh modulo I.

Nevlastni idedly jsou 0 a R. Idedl I se nazyva mazimdlni, pokud I C R a
I C J € R neplati pro zadny ideal J okruhu R.

Délitelnosti se budeme zabyvat pouze v komutativnich okruzich. Je-li R ko-
mutativni okruh, a € R, je aR = Ra = {ra;r € R} zjevné idedl. Jde o hlavni
idedl prvku a. Prvku a se téz fika generdtor daného hlavniho idealu.

Rekneme, ze a € R déli b € R, pokud existuje ¢ € R, Ze b = ac. Zapisujeme
jako alb.

Lemma. Bud R komutativni okruh. At a,b € R. Pak a déli b < Ra D Rb.

Dukaz. Je-li b = ca, je kazdé rb rovno (rc)a € Ra. Je-li Rb C Ra, je a = rb
pro néjaké r € R. |

1.10 Invertibilni prvky. Obory

V okruhu se invertibilita vztahuje samoziejmé k operaci nasobeni. Mnozina
vSech invertibilnich prvki okruhu R se zna¢i R*. Z tvrzeni 1.3 plyne, ze R* je
grupa.

Invertibilni prvek komutativniho okruhu R lze zjevné charakterizovat také
tak, ze jeho hlavni idedl je roven R.

Deélitelem nuly rozumime kazdy nenulovy prvek a, ktery spliuje ac = 0 pro
néjaké ¢ # 0. Komutativni okruh bez délitelt nuly, ktery je netrividlni, se nazyva
obor integrity (kratce téz pouze obor).

V oboru integrity z aic = asc, ¢ # 0, plyne (a1 —az)c = 0, odkud a1 —ag = 0,
takze a1 = as. Obory integrity patfi tudiz mezi okruhy, ve kterych lze kratit
nenulovymi prvky.

Lemma. Bud R obor integrity. At a,b € R. Je ekvivalentni:
(1) Soucasné a déli b, b déli a,
(2) a = bx pro néjaké x € R*,

(3) Ra = Rb.
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Dukaz. Je-li z € R*, tak zy = yx = 1 pro néjaké y € R*. Proto z lemmatu
1.9 plyne jak (2)<(3), tak (2)=-(1). Pfedpokladdejme, ze a = bx, b = ay. Pak
a-1=a=br=a-yx, takze kracenim dostaneme 1 = yx, a tedy x € R*. O

Skutecnost, ze R je obor integrity, jsme v predchozim dukaze potrebovali
pouze v poslednim kroku; nasim cilem zde neni nejvétsi mozné obecnost. Teorii
délitelnosti nebudeme také rozvijet pro obory integrity obecné, ale pouze pro
obory hlavnich idedlu, coz jsou ty obory integrity, ve kterych je kazdy idedl
hlavni.

1.11 Retézce ideilti. Noetherovské okruhy

Okruh R se nazyva noetherovsky, pokud v ném nelze nalézt ostfe rostouci po-
sloupnost idedlt Iy C Iy € Is C ---. Jinymi slovy, v noetherovském okruhu
maji vSechny Fetézce idedlt I; C Io C I3 C -+ jen koneéné mnoho prvki (od
jistého indexu se stabilizuji).

Lemma. At I; C I, C I3 C --- je Fetézec idedlii okruhu R. Potom I =
U (Z;;5 > 1) je také idedl okruhu R.

Dikaz. Proa,b € I existuje j > 1, ze ai b padnoudo /;. Pakalea+be I; C 1
ara € I; C I pro kazdé r € R. O
Dutsledek. Kazdy obor hlavnich idealt je noetherovsky.

Dukaz. Uvazme posloupnostidedld Iy C I, C I3 C ---. Potom I = |J (I;;7 > 1)
je rovno néjakému aRR, pficemz a padne do néjakého Ij. To ale znamend Ij, = I;
pro kazdé k < j. [l

1.12 Soudiny a podily idealu
Jsou-li I a J idedl okruhu R bude jejich prinik I N J zjevné také idedlem.

Definujeme téz soucet I + J, soucin IJ a podil I : J, a to tak, ze

I+J={z+yzelayeJ},
k
IJ:{ZizlxiyﬁxiGI,inJ, kdekZl} a

I:J={zx€eR;zJ CI}

Ovérit, ze jde ve vSech tifech pfipadech o idedly, je snadné. Uédinme tak
detailné pouze v poslednim pfipadé. Je-lir € Ra zJ C I, tak (rz)J = r(zJ) C
rI Cla(xr) =z(rJ) CaJ CI. Jelijesté yJ CI,je (x+y)J =aJ+yJ C
J+J=J.

Lemma. At R je obor integrity s hlavnimi idedly I = aR a J = bR. Pak
IJ=(ab)RalIC1I:J.JelilICJ, tak a=bc pronéjakéce R, al:J=cR.

Pritom

(1) I:J=R&I1=Ja
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2 I:J=I<J=R.

Dukaz. Podle definice se I.J rovné vSem moznym hodnotam tvaru Y (r;a)(s;b),
1 < i < k, které lze samoziejmé zapsat jako (D r;s;) (ab). Proto IJ = (ab)R.
ProaceljeaRC I, takzeiaJ CI.Odsud I C 1 :J.

Piedpoklddejme I C J. Pak a = be dle lemmatu 1.9. Pfitom (cR)(bR) = aR
dle prvé casti diukazu, takze cR C 1 :J. Je-liz € I : J, mame xb € I, tedy pro
néjaké r € R je b = ra = rcb. Odsud kracenim z = rc € cR.

Rovnost I = J je podle lemmatu 1.9 ekvivalentni invertibilité ¢, coz nastava
praveé kdyz cR = R.

Rovnost I : J = I je podle téhoz lemmatu ekvivalentni invertibilité prvku
b. O

Pro teorii délitelnosti ma zasadni vyznam nésledujici vlastnost maximalnich
idedlu.

Tvrzeni. Bud M maximélni idedl okruhu R. Je-li souc¢in idedli I ... Iy, k > 1,
obsazen v M, je I; C M pro néjaké j, 1 < j < k.

Dukaz. Ideal I;4 M obsahuje M, a proto je bud roven M, nebo R. Prvy pfipad
implikuje I; C M; predpokladejme, Ze tedy pro kazdé j plati druhy, 1 < j < k.

Pak lze 1 vyjadrit jako a;+m;, kde a; € I;, m; € M. Roznasobenim soucinu
1= (a1+m1)...(ar+my) dostaneme vyraz, ktery lze zapsat jako aq ... ar +m,
kde m € M. Protoze predpokladédme a ...ar € M, musi M obsahovat prvek 1,
a to je spor. O

Dusledek. At M;...M, C M, kde My,..., M} i Mjsou maximélni idealy
okruhu R. Pak M; = M pro néjaké j, 1 < j < k.

Dikaz. Podle tvrzeni je M; C M pro néjaké j. OvSem maximalni idedl mize
byt obsazen toliko ve shodném maximalnim ideélu. O

1.13 Rozklady v oborech hlavnich ideala

Lemma. Kazdy vlastni ideal oboru hlavnich idealt Ize vyjadfit jako soucin
maximalnich ideald.

Duikaz. Dany idedl oznacime Iy = I a budeme indukci konstruovat maximéalni
idedly M, ... My, a idedl Iy tak, aby I = M; ... MylIy. Pokud I} je maximélni
idedl, polozime My 1 = Ij, a konstrukci ukoncéime. Predpokladejme, ze Ij je
vlastni idedl, ktery je vlastni podmnozinou v néjakém maximalnim idedlu My
(jeho existence plyne napfiklad z toho, Ze R je podle dtsledku 1.11 okruh noethe-
rovsky). Polozime Iy 41 = Iy : My41. Podle lemmatu 1.12 mame I, = Mpyy11541.
Navic z I, # Mp4+1 plyne, Ze Ixy1 je vlastni idedl, a z Mp41 # R plyne, Ze je
I, € Ii+1. Kdyby bylo takto mozné sestrojit nekonecnou posloupnost, dostali
bychom takto spor s noetherovskosti daného okruhu. O

Tvrzeni. Kazdy vlastni ideal oboru hlavnich idealu Ize az na poiadi jedno-
znacné vyjadrit jako soucin maximalnich ideali
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Duikaz. Vzhledem k lemmatu stac¢i dokazat, ze z [ = My ... My = Ny ... Ny,
kde M; i N; jsou maximalni idedly, plyne Ze obé vyjadrieni jsou az na poradi
shodna. Budeme postupovat indukci dle k£ a predpokladat & < h. Kazdy z
idedld M; obsahuje idedl I, takze M; = N; pro né&jaké j, 1 < j < h, dle
disledku 1.12. Proto mtzeme predpokladat M; = Nj. Je-li h = 1, neni co Tesit.
Predpokladejme h > 2.

Z My =aRaNy...N; =bRplyne I = (ab)R a I : M; = Nao...Np, dle
lemmatu 1.12. Proto je I : My vlastni idedl R. Odsud I # M; a k > 2. Tudiz
I: My =Ms... My = N,y...Np alze pouzit indukéni predpoklad. O

Nevlastni idedl R lze povazovat za soucin nulového po¢tu maximalnich ide-
ala.

Dusledek. At'I a J jsou dva nenulové idealy oboru hlavnich idedli. Pak I C J
pravé kdyz existuji maximalni idealy M, ..., My takové, ze I = My ... My a
J=M;... My, kde1 <k <h.

Dukaz. Z lemmatu 1.12 plyne, ze I = J(I : J). Proto skutecné jde o pfimy
dtisledek ptredchoziho tvrzeni. O

1.14 Deélitelnost prvka v oborech hlavnich ideala

Bud nejprve R obor integrity. Pfedpokladejme, Ze pR je maximaln{ idedl v
R. Pokud p déli souéin prvkl a; ...a, tak pR 2 (a1R) ... (axR), takze podle
tvrzeni 1.12 je pR D a;R pro néjaké j, 1 < j <k, a tedy pla;.

Obecné se prvek p # 0 oboru integrity R nazyva prvocinitel, pokud neni
invertibilni a pokud pro vSechna ay, ..., ar € R plati implikace p|a; ... ar = pla;
pro nékteré i, 1 <17 < k.

(Je snadné nahlédnout ,ze p je prvocinitel, pokud je uvedena vlastnost spl-
néna pro k = 2.)

Vidéli jsme, Ze je-li pR maximéalni idedl, je p nutné prvocinitel.

Lemma. Bud R obor hlavnich idedli. Prvek p # 0 je v R prvocinitel pravé
kdyz pR je maximalni ideal.

Dukaz. Zbyva dokdzat pfimou implikaci. At je tedy p prvocinitel. Podle tvr-
zeni 1.13 mame pR = (a1 R)...(arR), kde a;R jsou maximalni idealy. Tudiz
pla1 ... ak, takZe pla; pronéjaké j, 1 < j < k. Odsud pR 2 a; R atedy pR = a;R
(p neni invertibilni, takZze pR # R). O

Tvrzeni 1.13 tedy k4, ze kazdé aR # R lze vyjadiit jako (p1R)...(pxR),
kde p; jsou prvocinitele. Toto vyjadfeni je aZ na pofadi jednoznac¢né, ovSem
prvky pi,...,pr jsou podle lemmatu 1.10 uréeny jednoznacné svymi idedly
a7 na nasobky invertibilnimi prvky. Podle lemmatu 1.12 je (p1R)...(pxR) =
(p1...pr)R, takZe a = p; ... pgc pro néjaké ¢ invertibilni. Nahradime-li prvoéi-
nitel py, prvodinitelem pyc vidime, ze kazdé neinvertibilni a € R lze vyjadrit jako
soucin prvocinitelii. Z tvrzeni 1.13 vime, Ze tento soucin je uréen jednoznacné az
na poradi a az na modifikace invertibilnimi prvky. Vidime, Ze tvrzeni a dusledek
1.13 lIze téz zapsat jako
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Tvrzeni. Bud R obor hlavnich idedlii. Pfedpokladejme, ze z kazdého maxi-
malniho idedlu M je vybran pravé jeden prvocinitel p, a oznacme P mnozinu
vsech takto vybranych prvocinitelii P. Pak kazdé nenulové a € R Ize aZ na
poradi jednoznacné vyjadiit ve tvaru

a=upi...pi", kdeue R*,p, e Pae; >1,1<i<k,

pricemz se predpoklada, ze p1,...,pi jsou po dvou riizné.

Je-lia = upy*...pF ab = vp{l .. .pﬁ’“, kde p; € P jsou po dvou ruzné,
e; >0, f; >0,1<1<k, akdeu,ve R* tak a déli b pravé kdyz e; < f; pro
vSechna i, 1 <i < k. O

1.15 Nejvétsi spoleény délitel. Nejmensi spoleény nasobek
Bud R obor integrity s nenulovymi prvky a a b. Prvek d nazveme nejvétsim
spolecnym delitelem prvki a a b, pokud spliiuje
d|a,d|b a t|d, kdykoliv t|a a t|b.
Podobné n € R nazveme nejmensim spolecnym ndsobkem prvka a a b, pokud
aln,bln a n|m, kdykoliv a|m a bjm.

Jsou-li dy a do dva nejvétsi spoleéni délitelé, je di|ds a da|d;, takze di R =
da R. Podobné nahlédneme, Ze i nejmensi spolecné nasobky jsou urceny jedno-
zna¢né az na nasobek invertibilnim prvkem (viz oddil 1.10).

Af R je obor hlavnich ideald, pficemz a = up{* ...p;* ab=wvpi" .. .pi"" jsou
rozklady prvkd a a b na prvocinitele ve smyslu tvrzeni 1.14 (predpokladame, ze
e; a f; jsou nezéporné, 1 < i < k). Z tohoto tvrzeni okamzité plyne

Lemma. Nejvétsi spolecny délitel prvkii a a b je roven pinin(el’fl) .. .pkmin(e’“’f"’).
Jejich nejmensi spole¢ny nasobek je roven prlnax(el’fl) .. .pkmax(e""f’“). O

Tvrzeni. Bud R obor hlavnich idedlii a at a a b jsou jeho nenulové prvky.
Oznacme d jejich nejvétsi spolecény délitel a n jejich nejmensi spole¢ny nasobek.
Pak dR = (aR)+ (bR) anR = (aR) N (bR).

Dukaz. Vime, Ze (aR) + (bR) je rovno néjakému tR. Z aR C tR a bR C tR
plyne, ze t déli jak a, tak b. Proto t déli d, ¢ili dR C tR. Soucasné mame dR O aR
a dR DO bR, takze dR O aR + bR = tR.

Podobné je (aR) N (bR) rovno néjakému mR. Z aR O mR a bR O mR plyne,
7ze a i b déli m. Proto n déli m, ¢ili mR C nR. Soucasné mame nR C aR a
nR C bR, takze nR C aRNbR = mR. O

Pojem nejvétsiho spole¢ného délitele (i nejmensiho spole¢ného ndsobku) lze
primocare zobecnit i na situace vice prvka nez dvou. Podle predchoziho tvrzeni
je pak d nejvétsi spoleény délitel prvku ai,...,ar pravé kdyz dR = a1 R +
-+ 4 agR. Tento fakt vyjadiime jesté jinou formou (jde o disledek predchoziho
tvrzeni).

Dusledek. At R je obor hlavnich idedld a at ai,...,ar € R jsou nenulové
prvky, k > 2. Bud d nejvétsi spolecny délitel téchto prvkia. Pak d déli a1y +
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-+ 4 agry pro vSechna ri,...,r € R. Pfitom r1,...,r; € R Ize zvolit tak, aby
platilo d = a1y + - - - + apTg.

1.16 Eukleidovska zobrazeni

Bud R obor integrity. At pro kazdé a € R je f(a) nezdporné &islo, pficemsz
f(a) =0 < a =0. Zobrazeni f nazveme eukleidovskym, pokud navic plati, ze

(1) pro vSechna a,b € R, kde b # 0, lze najit ¢, € R takovd, Ze a = bg+r a
f(r) < f(b); a

(2) f(b) < f(a), kdykoliv b déli a, a # 0

Pokud pro obor integrity R existuje alespon jedno eukleidovské zobrazeni, na-
zyva se tento obor eukleidovskym.

Tvrzeni. Kazdy eukleidovsky obor je oborem hlavnich ideala.

Dukaz. Af [ je idedl R. Uvazme b € I, b # 0, takové, Ze f(b) nejmensi mozné.
Jisté bR C I. Ukazeme, ze plati i opacna inkluze. Zvolme a € I a uvazme
q,r € R takova, ze a = bq + r, kde f(r) < f(b). Prvek r = a — bq lezi v I. Musi
tedy byt f(r) =0, odkud r = 0. Dokézali jsme, ze b déli kazdé a € I. O

V dikazu jsme vyuzili ze dvou vlastnosti eukleidovského zobrazeni pouze
vlastnost (1). Je tedy vlastnost (2) zbyteéna? Ne zcela. Jednak 1ze jeji pomoci
obdrzet dalsi vlastnosti (viz lemma nize), jednak v pfirozené se vyskytujicich
prikladech, které spliuji (1), vzdy plati. Navic, jak nyni naznaéime, z vlastnosti
(1) 1ze modifikaci ziskat zobrazeni, které spliiuje i (2). Staéi polozit g(a) =
min {f(az);z € R*}. Snadnou tvahou lze ovéfit, ze g splituje (1). Z dikazu
tvrzeni vySe pak lze odvodit, zZe g spliiuje i (2).

Lemma. At R je obor integrity a f jeho eukleidovské zobrazeni. Polozme
m =min{f(a);a € R,a # 0}. Pak u € R je invertibilni pravé kdyz f(u) = m.

Dukaz. Je-li u invertibilni, tak w déli kazdy prvek a € R. Je-li a # 0, mame
f(u) < f(a), dle vlastnosti (2). Proto f(u) = m. Neni-li b # 0 invertibilni, tak b
nedéli prvek 1. Tudiz 1 = bg+r, kde r # 0 a f(r) < f(b). Proto f(b) >m. O

1.17 Okruhy polynomu

Bud R okruh. Formalni soucty tvaru a,z” + ap_12" ' + - - + a1 + ag, kde
ag, - - -, an € R, se povazuji za polynomy. Prvkam ayg, ..., a, se fikad koeficienty.
V zapise polynomu se nulové koeficienty nemusi uvadét. Rovnéz lze v zapise
polynomu ménit pofadi ¢lentt a;z°. Dva polynomy jsou shodné, pravé kdyz se
shoduji ve vSech ¢lenech s nenulovymi koeficienty. (Proto definujeme polynomy
jako formalni soucty. Polynom je pro nas urcen svym zapisem a ne funk¢énimi
hodnotami. Nad nékterymi okruhy se totiz mohou rzné polynomy shodovat pri
dosazeni kazdé hodnoty z R.)

Polynom a = anx™ + an_12" '+ -+ 4+ a12 + ag nazveme nulovy pravé kdyz
0=ap=a; = - = ap. Je-li a nenulovy, definujeme jeho stuperi deg(a) jako
nejvétsi k < n takové, ze ap # 0. Pak se a nazyva vedouci koeficient. Polynom
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je monicky préavé kdyz je nenulovy a jeho vedouci koeficient je roven 1. Stupen
nulového polynomu klademe definitoricky jako —1.

Mnozinu vSech polynomii nad okruhem R budeme znacit R[z]. Soucet po-
lynomti a = Y, a;z’ a b=, b’ se definuje jako >, (a; + b;)xt. Je
ziejmé, Ze plati deg(a + b) < max (deg(a),deg(h)). B

Soucin polynomiia =}, a;xtab= > j<m bjz? se definuje jako > k<nim cpz®,
kde ¢, = Ziﬂ:k a;b; (a tedy ¢ = Eigk abp_; = ngk akx—;b;). Koeficient
Cntm je roven apby,. Je-li n = deg(a) a m = deg(b), je cntm # 0, pokud v R
nejsou délitelé nuly. MiZeme tedy napiiklad ¥ici, Ze deg(ab) = deg(a) + deg(d),
je-li R obor integrity a polynomy a, b jsou nenulové.

Pro polynomy a = > a;z', b= bja’ ac =3 cxz" mame

a(be) = a((rg;—k bjck)xr) -
(Z ai( Z bjck))xt = ( Z aibjck)xt.

t=itr r=j+k t=it+j+k

Stejny vyraz lze obdrzet pii vypoctu (ab)c, takze vidime, Ze nasobeni poly-
nomu je asociativni.

Séitani v R[z] zjevné poskytuje Abelovu grupu, kde nulovy polynom je neut-
ralnim prvkem. N4sobeni d4va monooid s neutralnim prvkem 1 = 1.z°. Ovéfit
distributivitu nasobeni ke séitani je snadné, takze vidime, ze R[z] je okruh.

Prvky o € R se obvykle ztotoziuji s polynomy ax®. Timto zpfisobem lze
R chépat jako podokruh R[z]. P¥itom R[z] je komutativni pravé kdyz je R
komutativni, a ze vztahu deg(ab) = deg(a) + deg(b) plyne, ze R[z] je obor
integrity pravé kdyz R je obor integrity.

Lemma. At a,b jsou polynomy nad oborem integrity R. Pfedpokladejme, Ze
b je nenulovy a ze jeho vedouci koeficient je invertibilni prvek R. Pak existuji
polynomy q,r € R[z] takové, Ze a = bq + r, pridemz deg(r) < deg(b).

Dukaz. Je-li deg(a) < deg(b), lze polozit ¢ = 0, r = a. Postupujeme déle
indukei dle n = deg(a) > k = deg(b). At a = > a;z" ab=> b;z’. Poloime a =
a— (anbgl)x’“kb. Oba polynomy rozdilu jsou stupné n a maji shodné vedouci
koeficienty. Proto je deg(a) < n, takZze podle indukéniho piepokladu existuji
q,r € R[z] takové, ze @ = bq + r, deg(r) < k, Odsud a = @ + (a,b; ")z" b =
b(anbglx”_k +q)+r. O

1.18 Komutativni télesa a polynomy

Okruh R se nazyva télesem pravé kdyz je netrivalni a kazdy nenulovy prvek je
invertibilni. Jinymi slovy, R je t&leso pravé kdyz R\ {0} je vzhledem k nasobeni
grupa (zna¢ime ji R*).

Pfipomenme, ze v komutativnim okruhu R kazdy vlastni ideal obsahuje
vlastni hlavni idedl (je-i @ € I, a # 0, je 0 C aR C I). V komutativnim té-
lese tedy vlastni idealy nejsou. Jinak feceno, komutativni okruh R je té€lesem
praveé kdyz ma presné dva idedly, a to 0 a R.

Bud nyni T komutativni téleso. Pro a € T'[z] polozme f(a) = deg(a) + 1.
Pokud b € T[z] je nenulovy polynom, tak podle lemmatu 1.17 existuji q,r € T'[x]
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takovd, ze a = bg + r, f(r) < f(b). Vidime, ze f je eukleidovské zobrazeni ve
smyslu oddilu 1.16. T'[z] je tudiz eukleidovsky obor, a specidlné obor hlavnich
idedla (viz tvrzeni 1.16).

Invertibilni prvky okruhu T[x] jsou préavé vSechny polynomy stupné nula
(tedy vSechny nenulové prvky T'). To lze nahlédnout mnoha zpisoby, napiiklad
pomoci lemmatu 1.16. V kazdém nenulovém hlavnim idedlu I lze proto nalézt
pravé jeden generdtor, ktery je monicky (viz lemma 1.10). VSechny nenulové
idedly T'[z] jsou tedy tvaru aT'[z], kde a je jednozna¢éné uréeny monicky polynom.

Polynom a € T[z] takovy, Ze a je v okruhu T'[z] prvocinitel, se nazyva ire-
ducibilni. Podle lemmatu 1.14 je a ireducibilni pravé tehdy kdyz idedl aT'[z] je
maximalni. Tvrzeni 1.14 znamend, Ze kazdy polynom a € T[] 1ze jednoznacné
az na pofadi vyjadfit ve tvaru tp* ... p", kde t € T, p; € T'[x] monické iredu-
cibilni, e; > 1, pfi¢emz 1 < ¢ < k a polynomy p; jsou po dvou riizné. Vidime,
7e polynom a € T[z] je ireducibilni pravé kdyZ je nenulovy a neméa délitele b
takového, ze 0 < deg(b) < deg(a) (jinymi slovy: nemd vlastniho délitele).

Dosazenim prvku o € T do polynomu a = Y a;z° se rozumi{ hodnota a(a) =
S a;at. Prvek a € T se nazyva kofenem polynomu a praveé tehdy kdyz a(a) = 0.
Lemma. Bud a € T|z] nenulovy polynom. Pak « je kofenem polynomu a
pravé kdyz polynom x — o déli a.

Dukaz. Vyjadieme a jako (z — )b+ o, kde deg(p) < deg(z — «) = 1. Je tedy
0 € T. Pfitom a(a) = (¢ — )b+ o = 0. O

Je-li a kofenem polynomu a # 0, tak nejvyssi e > 1 takové, ze (x — a)® déli
a, se nazyva nasobnost korene «.

Tvrzeni. Bud a € T[z] nenulovy polynom, kde T je komutativni téleso. At
Qi,...,q jsou vsechny jeho koreny, s nasobnostmi po radé ey, ..., e,. Potom

> e; < deg(a).

Dukaz. Vime, ze (z — «;)% déli a pro kazdé i, 1 < ¢ < k. Polynomy x — «;
jsou ireducibilni, takze z tvrzeni 1.14 plyne, ze rozklad a na prvocinitele ma
tvar (z — 1) ... (z — ag)%q, kde ¢ je bud ireducibilni stupné alespoii 2, nebo
g € T*. Tim padem deg(a) = e1 + - - - + ex + deg(q). O

Dusledek. Bud T komutativni téleso a at a € T'[z] je stupné n > 0. Pak mé a
nanejvys n korenti.

1.19 Souciny a homomorfismy

At Rq,..., Ry jsou okruhy. Na mnoziné Ry x --- x Ry definujeme strukturu
okruhu tak, ze jednotlivé operace jsou definovany ,,po slozkach®. Je tedy

(al,...,ak)—l—(bl,...,bk):(al—i—bl,...,ak—f—bk),

(al,...,ak) . (bl,...,bk) = (albl,...,akbk),

—((Ll, .. 'aak) = (_al, ey _ak)

a neutrdlni prvky jsou 0 = (0,...,0) a1=(1,...,1).
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Vzhledem k tomu, Ze identity, které okruh definuji, se vztahuji k jednotlivym
soufadnicim (,slozkdm*), je R = Ry X - -+ x Ry skute¢né okruhem.

Podobneé 1ze definovat soucin grup G1 x --- X G. Vysledna grupa je komu-
tativni praveé kdyz kazda z grup G; je komutativni.

Je-li Ry - - -x Ry, sou¢inem okruht (nebo grup) je projekce 7; : (a1, ...,ar) —
a; jisté homomorfismus Ry X --- X Ry — R;.

Lemma. At R = Ry X --- x Ry, je soucin okruhi (grup) a at S je okruh
(grupa). Zobrazeni f : S — R je homomorfismus pravé kdyz m;f : S — R, je
homomorfismus pro kazdé i, 1 < i < k.

Dukaz. Je-li f homomorfismus, je m; f homomorfismus pro kazdé i, 1 <1i < k.
Pro dtikaz opanym smérem uvaZme ,%e pro a,b € S mame m;f(a + b) rovno
mif(a) + m; f(b), takZze z f(a) = (a1,...,ar), f(b) = (b1,...,bk) vyplyvéd f(a +
b) = (a1 + b1, ..., ax + b). Podobné lze postupovat i pro operaci nasobeni. O

1.20 Eukleidiv algoritmus

Bud R eukleidovsky obor integrity a at f : R — Z je eukleidovské zobrazeni.
Pro vSechna a,b € R, b # 0, existuji tedy ¢, € R takova, ze a = bg+r, pricemz
f(r) < f(b). Podle tvrzeni 1.16 je R oborem hlavnich idedld. V oddile 1.16 jsme
nahlédli, Zze prvky oboru hlavnich ideald maji vzdy néjaky nejvétsi spolecny
délitel. Z existence nejvétsiho spoleéného délitele ovSem neplyne existence algo-
ritmu, ktery ho nalezne. Nyni popiseme staricky algoritmus, jenz takové hledani
umoznuje za predpokladu, Ze pro vSechna a,b € R, b # 0, je nalezeni néjaké
dvojice (q,7), a =bg+r a f(r) < f(b), rovnéz algoritmicky mozné.

PoloZzme ag = a, a; = b a konstruujme posloupnost ag, a1,... tak, ze pro
i > 1 odvodime a;41 z a; a a;—; pravé tehdy, kdyz a; nedéli a;_;. V takovém
piipadé nalezneme ¢ a r takova, ze a;—1 = a;q +r, f(r) < f(a;), a polozime
ai+1 =71. Mame r # 0, atedy 0 < f(r) = f(ai+1) < f(a;). Posloupnost a; proto
nelze konstruovat neomezené, takze ay déli ax_; pro néjaké k > 1.

Lemma. ay je nejvétsim spolecnym délitelem a a b.

Dikaz. Protoze ay déli ax—1, tak je ar také rovno nejvétsimu spoleénému
déliteli ar a arp—1. Stacl tedy ukazat, ze kazdé ¢ € R je spoleénym délitelem
a;—1 a a; praveé tehdy, kdyz je spole¢nym délitelem a; a a;41. To vSak plyne ze
vztahu a;—1 = a;q + a;4+1 okamzité. O

Podle podle dtisledku 1.15 pro nejvétsi spolecny délitel d hodnot a,b € R
existuji x,y € R takova, Ze xza + yb = d. Stoji za povSimnuti, Ze eukleidovsky
algoritmus dovoluje i nalezeni prvka = a y.

Vskutku, ozna¢me ¢; tu hodnotu, pro kterou je a;,—1 = a;q; +a;4+1. Kazdé a;,
i > 1, je mozné vyjadrit jako x;a + y;b = x;a9 + y;a1,1 < i < k. To je viceméné
ziejmé primocarou rekurzivni tivahou. Jejim zpfesnénim dostavame i vzorce pro
Ti a Y;:

Méme z1 =0 a y; = 1. Déale a;11 = a;-1 — aiqi = zi—1a + yi—1b — ¢;(z;a +
yib) = (zi—1 — qizi)a + (yi—1 — qiyi)b, takze lze klast

Ti41 = Ti—1 — ¢i%i & Yi+1 = Yi—1 — GilYi-
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Pak ar = xrpa+ yib, coz je pozadované vyjadreni nejvétsiho spolecného délitele.
Mizeme tedy uzavrit

Tvrzeni. Bud R obor integrity s eukleidovskym zobrazenim f, a at a,b € R,
b # 0. Konstruujme posloupnosti a; i > 0, a x; a y;, i > 1, tak, ze ag = a,
a; = b, x;1 = 0, y1 = 1, pricemz v pfipadé, kdy a; nedéli a;_1, nalezneme
q,r € R takovd, ze a; = a;—1q+r, f(r) < f(a;—1), a poloZime

Qi1 =T, Ti41 = Ti—1 — 4T, Yi+1 = Yi—1 — qYi-

Pokud a; déli a;_1, polozime k = i, a posloupnost ukonc¢ime.
Posloupnost je vzdy konecna, plati a; = x;a + y;b pro kazdé i, 1 <i <k, a
ay, je nejvétsi spolecny délitel a a b.

Dusledek. AtT C U jsou do sebe viazend komutativni télesa a at a,b € T'[z].
Pak existuji u, v, c € T'[x] takové, Ze ¢ = ua+vbd je nejvétsim spolecnym délitelem
aabvUlz].

Dikaz. Hledejme eukleidovskym algoritmem nejvétsi spolecny délitel poly-
nomu a a b, b # 0. Pracujeme uvnit¥ U[z], polynomy takové, ze a = bq + r,
kde deg(r) < deg(b) lze ov8em volit tak, aby ¢ i r padlo do T[z]. Podobné lze
i v T[z] volit v8echny dalsi ¢leny posloupnosti eukleidova algoritmu. Proto i
vysledné polynomy lezi v T[x]. O

1.21 Charakteristika téles

Af R je okruh s jednotkou e = 1. Pak e + e = 2¢, e + ¢ + e = 3e, atd., kde
nasobky celym ¢islem znamenaji iterované séitani v abelové grupé R(+, —,0) ve
smyslu oddilu 1.7. Je tedy (n + m)e = ne 4+ me a n(me) = (nm)e pro viechna
n,m € Z. Mame ale také ne - me = (nm)e coz plyne z distributivniho zdkona a
skutecnosti, ze €2 = e, napiiklad (e +¢€)(e+e+e) =ele+e+e)+elet+e+e) =
e2+et+e?+el+te?t+el=cetetetetet+e=6e.

Je-li ne = me, tak musi byt (n — m)e = 0. Pokud ne # me pro vsechna
n,m € Z, n # m, iikdme, ze R je okruh charakteristiky nula. Je-li ke = 0
pro néjaké k # 0, tak zvolime nejmensi mozné takové kladné k, a to nazveme
charakteristikou okruhu R.

Je-1i k ¢islo slozené, k = mn, kde 0 < m < k, tak mame ne # 0, me # 0, ale
ke = 0 = ne - me. Okruh slozené charakteristiky ma tedy délitele nuly, a tudiz
nemize byt oborem integrity, natoz télesem.

Neni-li charakteristika okruhu rovna nule, hovofime o okruzich kladné cha-
rakteristiky. Ukazali jsme, ze pokud je charakteristika télesa kladnd, je rovna
néjakému prvocislu.

Tvrzeni. Bud R komutativni okruh prvociselné charakteristiky p. Zobrazeni
x +— zP je endomorfismem toho okruhu.

Dukaz. Protoze (zy)P = aPyP plati pro vSechna z,y € R, je tfeba ukézat, Ze
pro né platii (z+y)? = aP + yP. Pro komutativni okruhy lze pouZit binomickou
vétu (coz lze snadno ovéfit indukei), takze méame

(@ +ypP =a”+ <7;> Py + <g> TR (pf 1> T
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Pro kazdé a € R je pa = (pe)a = 0-a = 0. Proto sta¢i nahlédnout, Ze p déli (’Z),
je-li 1 < i < p—1. Protoze (¥) je celé &islo reprezentovéno zlomkem (pu)/(i!),
kde u = (p—1)...(p — i+ 1), musi i! délit pu. Protoze p nedéli ¢!, musi byt
u/(i!) celé éislo. O

Endomorfismu x — zP se fikava Frobenitiv. Bud nyni f : R — S homo-
morfismus komutativnich okruht. Uvazme zobrazeni f, : R[x] — Sz, které
kazdému a = 3" a;2° € R[z] pfifazuje polynom Y f(a;)x!. Slovné vyjadieno, f,
nahrazuje koeficienty polynomu s vyuZitim zobrazeni f.

Lemma. Bud f: R — S homomorfismus komutativnich okruhii. Potom je i
fa @ R[z] — S[z] okruhovy homomorfismus.

Ditkkaz. Af a = Y a;2' a b = Y b;a’ jsou polynomy z R[x]. Pak f.(a
b = 3 flas + b)at = X (Fla) £ Fb)x = (5 flada’) + (X £(bi)a)

fz(a) 4+ fo(b). Necht ¢ = ab = 3 cpa®. Mame ¢ = Ditj=r aibj, takze fu(
ma koeficienty f(cx) = > ;,_y f(a:)f(bi), odkud je rovnost fi(c) = fa(a)fa(
okamzité patrna.

oZ& i+

Dusledek. AtT je komutativni téleso kladné charakteristiky p, a at a € T[x],
a =Y a;x", je takovy polynom, ze a¥ = a; pro kazdé i > 0. Jestlize a je kofen
a, tak of je rovnéz koren a.

Dukaz. At f oznacuje Frobenitiv endomorfismus. Mame f,(a) = a, a také
a = (z—a)bpron&jaké b € T'[z]. Tudiz a = fy(a) = fo(x—a)fz(b) = (x—aP)e,
kde ¢ = f.(b). O

1.22 Rozsifeni téles

Lemma. At R je komutativni okruh a at M je maximalni idedl tohoto okruhu.
Potom je R/M komutativni téleso. Je-li pfitom T C R podokruh, ktery je
télesem, je t +— t + M injektivnim homomorfismem (takovym homomorfismiim
se Casto Fikd vnoreni) télesa T' do télesa R/M.

Dukaz. Prvky okruhu R/M jsou rozkladové t¥idy modulo M. P¥itom r + M
je nenulovy prvek okruhu R/M préavé kdyz r ¢ M. Soucet hlavniho idedlu rR
a idedlu M (viz oddil 1.12) je idedlem, ktery obsahuje r i M, a proto musi byt
roven R. Je tedy 1 € rR+ M, odkud 1 = rs +m pro néjaké m € M a s € R.
Tudiz (r+ M)(s+M)=(1—-m)+ M =1+ M, coz je jednotka okruhu R/M.
Prvek r + M je invertibilni pro kazdé r € R\ M, takze R/M je téleso.
Zobrazeni t — t+ M je jisté homomorfismus T'— R/M ((s+M)+(t+ M) =
(s+t)+M)a (sM)-(tM) = (st)M), pficemz t+ M, t € T\ {0}, neni nikdy rovno
Or/nm = 04 M, nebot ¢ je invertibilni prvek, a tedy nelezi v M. Z t+M = s+ M
ale plyne t — s € M. Proto je zobrazeni t — t + M injektivni. [l

Konstrukce Bud T komutativni téleso a at a = Y a;z* € T|[x] je ireducibilni
polynom. Polozme U = T'[z]/aT'[z] a oznacme f vnofeni T — U, t — ¢+ aT'[z].
Pak x + aT'[z] je kofenem polynomu f(a).

Dukaz. Idedl aT[z] je maximalni (viz oddil 1.18) takze z pfedchdzejiciho lem-
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matu plyne, ze U vskutku je komutativni téleso a ze f je korektné defino-
vany homomorfismus, ktery je injektivni. Definice f, je v oddile 1.21. Mame
fa(a)(@ + Tz]) = 3o(ai + aT'[a])(z + aT'[z])" = 3 (a; + aT'[z])(a* + aT'[z]) =
(Y aizt) + aT'[z] = a+ aT'[z] = aT'[x] = 074 /ar(a]- 0

Kazdy polynom stupné alespon jedna je soucin ireducibilnich. Ztotoznime-li
tedy v predchozi konstrukei kazdé « € T' s jeho obrazem a + aT'[z], stane se U
rozsiteni T', ve kterém mé a alespon jeden koren. Proto plati

Dusledek. Bud'a € T[x] polynom stupné alespoii jedna, T komutativni téleso.
Pak existuje komutativni téleso U O T, ve kterém ma a alespori jeden koren.

Zminény polynom a € T[] lze tedy vyjadiit jako (z — )b, kde b € Ulx],
a € U. Je-li b stupné alespon 1, mizeme najit nadtéleso U, ve kterém ma b
alespon jeden koten.

Pokracovanim tohoto procesu pak mtzeme nalézt V O U takové, ze V je
komutativni téleso a a = (z — a1)®* ... (r — a)® pro néjaké aq,...,ap €V, a
néjakd e; > 1,...,ep > 1. (Rikdme, 7e a se rozklddd na kovenové cinitele nad
V.) Miizeme proto vyslovit

Tvrzeni. Bud T komutativni téleso a at a € T[z], deg(a) > 1. Pak existuje
komutativni téleso U O T takové, ze a se nad U rozklada na kofenové Cinitele.
O

1.23 Nasobnost a derivace

Bud a € T[z], kde T je komutativni téleso, a = a,x™ + - - - + agzg. Podobné jako
v analyze definujeme derivaci @’ polynomu a tak, ze a’ = na,z" ' +--- + a;.
Jingmi slovy, o’ = Y ala?, kde a} = (i + 1)a;4+1 pro kazdé i > 0.

Je treba si uvédomit, ze derivace v nami uvedeném smyslu nepozaduje od
T 7adné topologické vlastnosti a Ze se ji také nepfisuzuje zadny geometricky
vyznam. Zakladni vzorce plati ovSem obdobné:

Lemma. Buda,b € T[x] polynomy. Pak (a +b)' =a' + ¥, (ab) = d'b+ ab a
ta)" = ta' pro kazdét eT'.
(ta) ! kazdét e T

Dukaz. Vztahy pro soudet a skaldrni ndsobek jsou okamzité zfejmé. At ¢ = ab,
c = Y cpak. Pak ¢ = Ditjek @ibj, kde a = Saxt a b = > bja’l. Necht
c=Ycak  a =Y datalt = Zb;xj. Chceme ukézat, ze pro kazdé k > 0 je
c, = Eiﬂ.:k aib; + Eiﬂ.:k aibg. Prav4 strana je rovna ZiJrj:k(i + 1)ait1b; +
ZiJrj:k(j + 1)aibj+1 = ZiJrj:kJrl mibj + Zi+j:k+1 jaibj = Ei+j:k+1(i +
Jaibj = (k+1) Zi+j:k+l aibj = (k+ 1L)cpt1 = . .

Tvrzeni. Necht a je nenulovy polynom nad komutativnim télesem T. Je-li
a € T kofenem a nasobnosti e > 2, tak (x — )¢t déli jak a, tak a'.

Dukaz. Je-li @ ndsobnosti e > 2, tak a = (z — «)¢b pro néjaké b € T'[x]. Odsud
a=(—-1)(z—a) b+ (z— ) = (x —a)* (e — )b+ (x — a)l). O

Dusledek. At a € T[z], a # 0, je nesoudélné s a’. Pak nad Zddnym komuta-
tivnim télesem U D T nema a vicenasobny korfen. Specialné tomu tak je, pokud
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a = x™ — 1 a charakteristika p télesa T nedéli n, n > 1.

Dukaz. Mame o € T[x], pfiGemz nejvétsi spoleény délitel a a o’ lze spocitat
eukleidovym algoritmem (viz oddil 1.20). Proto lezi v T[] a neméni se pfi
piechodu k nadtélesu U. Polynomy z" — 1 a (z" — 1)’ = nz"~! jisté v piipadé
nz™ — 1 # 0 nesoudélné jsou. Nerovnost vyplyva z pfedpokladu o nedélitelnosti
n charakteristikou télesa. Jsou-li @ a a’ nesoudélné, nemtize mit podle tvrzeni
vyse polynom a vicenasobny koten. O
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Kapitola 2

Vlastnosti a pouziti
cyklickych grup

2.1 Poditani modulo n

Tvrzeni. Okruh celych ¢isel Z je oborem hlavnich idealii. Kazdy jeho ideal je
roven nékterému z idealii nZ, n > 0. Toto n je urceno jednoznacné.

Dukaz. Pro vSechna a,b € Z, b # 0, existuji ¢,r € Z takova, ze a = bqg + 1,0 <
r < b. Vidime, Ze a — |al| je eukleidovskou funkci ve smyslu oddilu 1.16. Proto
je Z oborem hlavnich idedlt a jeho invertibilni prvky jsou 1 a —1 (viz tvrzeni
a lemma téhoZ oddilu). Generdtor hlavniho ideédlu je uréen jednozna¢né az na
invertibilni prvek (viz lemma 1.10), odsud jednoznac¢nost n. O

Misto a = b mod nZ se pise pouze a = b mod n. Podminku a — b € nZ
ze zapsat téz jako n|a — b. Faktorokruh Z/nZ (viz oddil 1.9) se tedy sklad4 z
rozkladovych t¥id 0 + nZ, 1 4+ nZ,...,(n — 1) + nZ.

Ztotoznime-li kazdé z celych cisel ¢, 0 < ¢ < n, s tfidou nZ, dostaneme okruh
izomorfni Z/nZ. Budeme ho znacit Z,,.

Oznacime-li na chvili bindrni operace Z, symboly @& a ®, bude platit 0 <
a®b<n,0<a®b<n,a®b=a+b modn,a®b=a-b mod n. Jinak fe¢eno
hodnoty a ® b i a ® b obdrzime tak, Ze provedeme pfislusnou operaci béznym
zpusobem, a za vysledek vezmeme zbytek po déleni ¢islem n.

Mnozina 0,1,...,n — 1, tvoFi dplnou soustavu zbytkd modulo n (tj. z kazdé
rozkladové tiidy modulo n je vybran pravé jeden prvek). Uplnych soustav zbytki
modulo n existuje samoziejmé nekoneéné mnoho. Leckdy je uziteéné pracovat
misto soustavy 0,1,...,n — 1 se soustavou tvofenou vSemi celymi i, jez spliuji
—n/2 < ¢ < n/2. Okruh Z,, v8ak budeme chépat jako definovany na mnoziné
{0,1,...,n — 1}. Pfitom operace @ a ® budeme znacit obvykle béznymi sym-
boly sc¢itani a od¢itani.

Budeme-li hovofit o Z,, jako o grupé, budeme tim rozumét Abelovu grupu
Zn(+,—,0).

19
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2.2 Cyklické grupy

Bud G grupa (v multiplikativni notaci). Pak G nazveme cyklickou, pokud exis-
tuje a € G takové, ze G = {ai;i € Z}. O a tikame, Ze gemeruje grupu G, a
7e je jejim generdtorem. Protoze a'a’ = a't/ = a’a’, pro vsechna i,j € 7Z, je
cyklickd grupa nutné abelovska. Mizeme tedy zménit notaci a uvazovat G v
notaci aditivni. Pak G je cyklickd praveé kdyz G = {ia;i € Z} pro n&jaké a € G.

Grupy Z(+, —,0) i Z,(+, —, 0) jisté cyklické jsou, za generator lze vzdy volit
prvek 1.

Tvrzeni. At G je cyklickd grupa v aditivni notaci s generatorem a. Je-li G
nekonecna, je i — ia izomorfismus 7 = G. Je-li G kone¢ného fadu n, je i — ia
izomorfismus Z,, = G.

Dukaz. Budeme pouZivat vztahy pro iterované s¢itani a nasobeni (viz oddil
1.7). Pfedpokladejme nejprve, ze na = 0 pro néjaké n # 0. Pak kna = 0 pro
vSechna k € Z, takze lze zvolit n > 0. Pfedpoklddejme, Ze je nejmensi mozné.
Mame ia = (i + kn)a pro kazdé 1,0 <i<nakazdé k € Z. Je-li 0 < i < j <n,
tak ia = ja implikuje (j —i)a = 0, odkud j = ¢, nebot j — i < n. Proto
0,a,...,(n—1)a jsou pravé vSechny prvky grupy G. Je-lii,j € {0,1,...,n—1}
ai+j=en+h,kde he{0,1,....n—1} ae € 0,1, pak (i + j)a = ha. Proto
je zobrazeni ¢ +— ia izomorfismem grup (viz oddil 1.4).

Jestlize na # 0 pro kazdé n # 0, n € Z, je i na # ma pro vSechna n,m € Z,
n # m (jinak by bylo (n — m)a = 0). Tudiz zobrazeni ¢ — ia je bijektivni
homomorfismus Z — G, a tedy izomorfismus. |

V dalsim budeme zkoumat vlastnosti grupy (a okruhu) Z,,. Z pfedchoziho
tvrzeni plyne, Ze tim vlastné zkoumame vlastnosti konecnych cyklickych grup.
Ty se totiz podle tvrzeni vhodnym oznacenim daji se Z,, ztotoznit.

2.3 Podgrupy konec¢nych cyklickych grup

V okruhu Z,, lze pro kazdé d € Z uvazovat ideal dZ,,. Jestlize n = dr pro néjaké
r € Z, tak pro vSechna a,i € Z plati d(ar + i) = di mod n. Proto v takovém
pfipadé plati dZ,, = {0,d,2d, ..., (r — 1)d}.

Tvrzeni. Bud n celé kladné ¢islo. Pro A C Z,, je ekvivalentni:
(i) A je netrividlni podgrupa grupy Z,,

(ii) A je nenulovy idedl okruhu Z,,

(iii) A={0,d,2d,...,(r —1)d} pro néjaké d|n, 1 < d < n, kde n = dr.
Dikaz. Pro a,b € Z, je soucin a - b mozno obdrzet jako soucet a séitanct
prvku b. Proto idedly a podgrupy Z,, splyvaji. Je-li A nenulovy ideél Z,,, zvolime
nejmensia € A, a > 0. Ozna¢me m nejmensi ndsobek a takovy, ze m > n. Pokud

m # n, tak 0 < m —n < a, pficemz m —n € A. To by vSak byl spor s volbou
a, takze a déli n. O
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Dusledek. At G je cyklicka grupa fddu n. Pak G obsahuje podgrupu fddu d
pravé kdyz d déli n. Pokud d déli n, tak existuje jedina podgrupa radu d, a ta
je cyklicka.

2.4 Endomorfismy konec¢nych cyklickych grup

Endomorfismus okruhu Z,, musi zobrazovat 1 na 1, a tim pddem 1+1nal1+1, a
tak dale. Jedingym endomorfismem okruhu Z,, je proto identita. Endomorfismu
grupy Z, je vsak vice:

Tvrzeni. Bud n > 2. Pro kazdé a € 7Z,, je zobrazeni i — ia endomorfismem
grupy Zn,. Tento endomorfismus je automorfismus pravé kdyz a an jsou (jakozto
celd ¢isla) nesoudélna.

Dukaz. Zobrazeni ¢ — ia je endomorfismem, nebot (i + j)a = ia + ja pro
v8echna 4,j € Zy. Je-li ¢ endomorfismus a ¢(1) = a, tak musi byt ¢(i) =
p(i-1) = ip(a) = ia. Uvazili jsme vSechny mozné obrazy ¢(1) = a € Z,, a
proto jsme popsali vSechny endomorfismy této grupy. Jestlize d > 1 je néjaky
spoleény délitel ¢isel a a n, tak (i) € dZ, pro kazdé i € Z,, takze ¢ neni
bijektivni. Jestlize a je nesoudélné s n, tak podle disledku 1.15 existuji s, r € Z,,,
ze sa +rn = 1. Tudiz sa =1 mod n, takze ba =1 v Z,, pro néjaké b € Z,,. To
znamend, ze endomorfismy ¢ — ia a i — @b jsou navzajem inverzni (ve sloZeni
se 1 vzdy zobrazi na 1), takze bézi o bijektivni zobrazeni. O

Je-li @ € Aut(Z,,), tak obrazem podgrupy dZ,, kde d déli n, d > 0, je
podgrupa «(dZ,,). Ta mé ovSem stejny pocet prvki, jako dZ,, a proto a(dZ,,) =
dZ,,, podle dtsledku 2.3. Kazdé b, 0 < b < n, lze jednoznac¢né vyjadrit jako da,
kde d déli n a a je s n nesoudélné (d je nejvétsi spoleény délitel b a n). Uvazme
automorfismus « : i — ai. Pak «(di) = adi = bi.

Vidime, zZe jsme obdrzeli

Dusledek. Pro vsechna a € Z,, a # 0, je aZ, rovno dZ,, kde d je nejvétsi
spolecny délitel a s n.

2.5 Zavedeni Eulerovy funkce

Tvrzeni. Budn > 2,0 < a < n. Je ekvivalentni:
(i) Pfirozena ¢isla a a n jsou nesoudélnd;
(ii) idedl aZ,, je roven Zi,;
(iii) a je jako prvek Z, invertibilni;
(iv) zobrazeni i — ai je automorfismus grupy Zn,.
Pritom Z,, je téleso praveé kdyz n je prvocislo.

Duikaz. Je-li a s n nesoudélné, je aZ,, = Z, dle dusledku 2.4. Pokud aZ,, = Z,,
tak ab = 1 pro né&jaké b. Je-li ab = 1, jsou endomorfismy ¢ — ai, i — bi vzajemné
inverzni, takze jde o automorfismy. Je-li i — ai automorfismus, je a nesoudélné
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s n, dle tvrzeni 2.4. V télese jsou vSechny nenulové prvky invertibilni, coz zjevné
nastava jediné kdyz n nemé vlastniho délitele. O

Pocet vSech a spliujicich ekvivalentni podminky tvrzeni 2.5 oznac¢ime ¢ (n).
Zobrazeni n — ¢ (n) se fika Fulerova funkce. Definitoricky ¢ (1) = 1.

V Abelové grupé G generuje kazdé a € G cyklickou podgrupu {ia;i € Z}.
Je-li G = Z,, je tato podgrupa rovna idealu aZ,,. Tvrzeni vySe tedy fika, ze Z,
mé praveé ¢ (n) riznych jednoprvkovych generdtori. Podgrupa dZ,,, kde d déli n,
n > d >0, je cyklicka a izomorfni Z,, /4. Proto mé ¢ (n/d) generatort. Podgrupa
0 = 0Zy, = nZy, je izomorfni Z,, /, = Z1, a ma ¢ (1) = 1 generatori. Protoze Z,
ma n prvkid a kazdy z nich generuje pravé jednu podgrupu, dostaneme z tvrzeni
2.5 vztah n =}, ¢ (n/d). OvSem pokud d probihé vsechny délitele n, tak n/d
probiha také vSechny délitele. Proto lze obdrzeny vztah vyjadrit jako

Disledek. Pro kazdén >1jen=73_,, ¢ (d).

Vzorec pro vypocet ¢ neni obtizné odvodit. U¢inime tak vSak az poté, co
ukazeme aplikaci Eulerovy funkce, ktera potfebuje pouze ziejmou nerovnost

1< ¢ (n) <n.
2.6 Cykli¢cnost podgrup télesa

Necht T je komutativni téleso a at U je podgrupa T* konec¢ného faddu n. Kazdé
a € U generuje cyklickou podgrupu {ai;i € Z}. Podle Lagrangeovy véty déli rad
této podgrupy ¢islo n. Pro kazdé d|n oznacme 7 (d) pocet a € U, které generuji
podgrupu fadu d. Protoze kazdy prvek generuje néjakou cyklickou podgrupu,
musi platit 3, 7 (d) = n.

Piedpokladejme, ze pro né&jaké d|n plati 7(d) > ¢(d). Zvolme libovolné
a € U fadu d a polozme A = {ai;i € Z}. Podgrupa A mé pravé d prvkua a
kazdy jeji prvek je kofenem polynomu z% — 1. Oviem A = Z, obsahuje podle
oddilu 2.5 pravé ¢ (d) prvka fadu d. Protoze predpokladame 7 (d) > ¢ (d), musi
existovat jesté néjaké b € U \ A fadu d. I toto b je kofenem polynomu z¢ — 1.
Vidime, 7e z 7 (d) > ¢ (d) plyne existence alespoii d+ 1 kotfenti polynomu ¢ —1.
To je ovSem ve sporu s dusledkem 1.18, takze musi byt 7 (d) < ¢ (d) pro kazdé
d|n.

Spojenim této nerovnosti s rovnosti n = > 7(d) = Y ¢ (d) (viz dusledek
2.5) obdrzime 7 (d) = ¢ (d) pro kazdé d délici n. Specielné je tedy 7 (n) > 1, coz
znamena, ze alespon jeden prvek U mé fad n. To je vSak jen jiny zpisob jak
Tici, ze U je grupa cyklickéd. Dokézali jsme

Tvrzeni. V kazdém komutativnim télese je kazda kone¢na multiplikativni
podgrupa cyklicka. [l

Pro ucely teorie ¢isel je zasadni
Dusledek. Grupa Zj, je cyklicka pro kazdé prvocislo p.

Grupa Z; mé p—1 prvki (specielné tedy ¢ (p) = p—1). Je-li £ jeji generdtor,
tak i — & ddva izomorfismus Z, 1 = Z;. Kazdy takovy generator se nazyva
primitivni prvek modulo p.
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2.7 Soucinové rozklady modulo n

Af n > 1 je celé. V tomto oddilu pouzijeme pro a € Z znaleni (a), tak, Ze
b = (a), pravé kdyz a =b mod n, 0 < b < n. Jinymi slovy, (a), je nezdporny
zbytek pri déleni ¢isla a Cislem n.

Lemma. At d déli n. Pak a — (a)q je homomorfismus okruhii Z,, — Zg.

Dukaz. Bindrni operace v Z, lze zapsat jako (a + b)n, (a - b)y,. Z d|n plyne,
7e ((a)n)a = (a)q, takze ((a)q + (0)a)a = (a +b)a = ((@ + b)n)a pro vSechna
a,b € Z. Stejny vztah plati i kdyz s¢itani nahradime nasobenim. [l

Riizné varianty nésledujiciho tvrzeni jsou znamy jako Cinskd véta o zbytcich

Tvrzeni. Budmn = nj-----n, celé éslo takové, Ze n1 > 2 an;,1 <i < r,
jsou celd, vétsi nez 1, kterd jsou po dvou nesoudélnd. Polozme m; = n/n,,
1 <4 <r.Pakexistuji celd k, 1 < i < r, takovd, Zze > k;ym; = 1. Zobrazeni Z,, —
Ly X+ XLy, 2 0 — ((@)nys- -, (a)n,) je izomorfismem okruhii. Zobrazeni Z, x
oo X Ly = L i (a1, an) — (O a;k;m;), je izomorfismem inverznim.

Dikaz. Nejvétsi spoleény délitel ¢isel mq, ..., m, je 1. Proto existuji cela ¢isla
k; takovd, 7e Y k;m; = 1 (viz dusledek 1.15). Vime, Ze kazdé ze zobrazeni a —
(a)n,, je homomorfismus Z,, — Z,,. Podle lemmatu 1.19 je tudiz homomorfismus
i zobrazeni Z,, — Zy, X -+ X Zy, popsané ve znéni tvrzeni.
Oznacme ho a a ozna¢me 3 druhé z popsanych zobrazeni. Grupy Z,, a Zj,, X
- X Zny, majl stejny koneény fad, takze k dikazu, ze § a « jsou vzajemné
inverzni, sta¢i ovértit, ze af(aq,...,a,) = (a1,...,a,) pro vSechny (a1,...,a,) €
Z . Polozme a = ) a;kym; a zvolme j, 1 <14 < n. Potfebujeme ukazat (a),, =
aj. Protoze n; déli m; pro i # j, mame (a)n, = (a;k;jm;)n, = (a;)n, (k;m;)n,-
Jelikoz a; je prvek Zy,, tak (a;)n, = a;. Protoze ) k;m; =1 a protoze n; déli
mg, pro i # j, mame 1 = (1),, = (3 k‘imi)n_j = (kjm;)n,. O

Dusledek. Bud n = pi'...p{* prvociselny rozklad prirozeného ¢isla n > 2.
Pak je 7., = Zpil X oo X Zka.

2.8 Vypocet Eulerovy funkce

Obecné lemma At p: R = Ry X --- X Ry, je izomorfismus okruhi. Restrikce ¢
na R* dava izomorfismus R* = R} X --- x R},. Specialné je R} x --- x R}, rovno
grupé€ vsech invertibilnich prvki okruhu Ry X --- X Ry,.

Dukaz. Invertibilni prvky skuteéné tvoii grupu (viz oddil 1.10). Izomorfis-
mus okruht jisté zobrazuje invertibilni prvek na invertibilni prvek. Proto staci

ukazat, ze (a1,...,a,) € (R1 X ...Ry)* je invertibilni pravé kdyz kazdé z a;,
1 < i < n, je invertibilni. Obé podminky ovSem znaci existenci b;, 1 < i < n,
takovych, ze a;b; = 1 = b;a;. O

Tvrzeni. Budn = ni...n,, kder > 1 a éisla n; > 1 jsou celd a po dvou
nesoudélna. Pak 7, = 7 X --- X 7L} a@(n)=¢(ni)...o(n,).

Dtikaz. Izomorfismus plyne z obecného lemmatu a tvrzeni 2.7. Obé grupy maji
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tedy stejny fad, a ten lze podle tvrzeni 2.5 vyjadfit jednak jako ¢ (n), jednak
jako ¢ (n1) ... ¢ (n,). O

Je-li p prvoéislo, a e > 1, pak mezi ¢isly {0,1,...,p° — 1} je prave pe~!
¢isel délitelnych p. Ostatni ¢isla jsou s p° nesoudélnd. Proto je ¢ (p®) rovno
o) =p°—pt=ptp—-1)=p° (1 — %) Z tvrzeni vyse tedy plyne
Dusledek. At n =pi'...pi* je prvociselny rozklad. Pak

6171 ek—l

pm)=((@1—1)...(px — Dp* " ...p}

s . 1
Tuto hodnotu Ize téz zapsat jako n len (1 — 5).

Uvedeny vzorec plati i pro n = 1, pfijmeme-li obvyklou konvenci, ze soucin
nulového poctu ¢initeld je roven 1.

2.9 Valuace a mocniny

V tomto oddile odvodime nékolik vztahii potfebnych pro popis struktury grupy
Z;e. Pro p prvocislo a n € Z, n # 0, bude v,(n) znacit nejvétsi j > 0 takové, ze
p’ déli n. Hovofime o p-valuaci ¢isla n. Nékdy se klade v,(0) = oo.

Pro n # 0 tedy méame n = Hpeppvp(”), kde P oznacuje mnozinu vsech
prvocisel.

Lemma. v, (p° —a)=vp(a) kdykolivl < a < p*, s > 0.

Dukaz. Af j = vy(a). Pak j < s, takze p/ déli p* — a. Soucasné z p*|p® — a

také plyne k < s, takze p* déli a = p® — (p® — a). O
Pripomenme, ze pro kombinacni ¢islo (Z), n >k > 1, plati

(n) _ _n(n—l):----(n—k—&-l)

k

s

Dusledek. v, (pk) =s—vp(k) kdykolivl <k <p°, s>0.

Dukaz. Pro kazdé a, 1 < a < k, mame v, (p° —a) = vp(a), podle lemmatu.

Proto p-valuace celého kombina¢niho ¢isla zavisi jen na p-valuacich ¢isel p* a
k. O

Tvrzeni. Bud p prvocislo. Je-li p liché, pak pro kazdé e > 2
(1 —|—p)p€_2 =1+p°! mod p°.

Pro p = 2 plati obdobny vztah 52 ° =1+ 2°~1 mod 2°, pokud e > 3.

Ditkaz. Je-li p=2,je5 =1+ p? =1+ 4 (proto hovoiime pro p = 2 o vztahu
obdobném, nikoliv o vztahu totoZném).
Vyjdeme z binomickych rozvoji

e—2 e—2
(1+p)P2:1+pel+(p2 >p2+,_.+(ze_2)pp‘2 a
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o 2673 2673 o
(14+4)> " =1+271+ < ) )42+-~-+ (26_3>42 ’

Je tfeba ovéfit, ze p® déli kazdy z ¢lent tohoto rozvoje, s vyjimkou prvnich
dvou. K tomu nam poslouzi vyse uvedeny diisledek. Pro p liché jde o p-valuaci
éisla (pe;2)pi, i > 2, kterd je podle dusledku rovna e — 2 — v, (i) + 4. Prop =2
dostavame (2:—3)2%, i > 2, a 2-valuaci e — 3 — v3(i) + 2i. Potfebujeme tedy
dokazat ¢ > v, (i) + 2, p liché, a 2¢ > ve (i) + 3, pro kazdé i > 2.

Polozme k = v,(i). Pak i = pFa pro né&jaké a nedélitelné p. Je-li k = 0,
pak obé nerovnosti zfejmé plati. Pfedpokladejme k£ > 1 a vyjdéme z nerovnosti
i > pk. Staci ukazat p* > k + 2, p liché, a 281 > k + 3, pro kazdé k > 1. To je
ovSem jiz snadné — napfiklad indukci dle k. O

2.10 Nasobeni modulo mocniny prvocisla

Bud p prvocislo a e > 1. Podle oddilu 2.8 ma Z. pravé (p — 1)pe~! prvki. Je-li
p¢ = 4, jde o prvky 1 a 3, které tvori cyklickou dvouprvkovou grupu. Pripad
p¢ = 4 v dal$im uvazovat nebudeme.

e—1

Lemma. Mnozina P = {1 +ap;0<a< pe’l} tvori podgrupu Z,. fadu p
Prvek p° —1 md v Z. vidy fad 2. Je-lip = 2, tak 2" —1 a 2°~' 41 jsou také
prvky radu 2.

Dukaz. Jist¢ P C Z;.. Protoze (1 + ap)(1 +bp) = 1 + (a + b+ p)p, tak P je

podgrupa Z.. Zfejmé (p°—1)> =1 mod p®a (27! £ 1)2 =922e-D49ey]=1
mod 2°. O

Tvrzeni. Je-li p liché prvocislo, je Z;. cyklickd grupa fadu (p — 1)pe~! pro
kazdé e > 1. Pro e > 3 je Z5e = Zige—2 X Zo.

Duikaz. Nejprve budeme fesit sudy pripad. Podobnou tvahou jako v piedcho-
zim pfipadé nahlédneme, ze {1 +4a;0<a < 26_2} je podgrupa Zj. fadu 2¢72.
Tato podgrupa neobsahuje prvek 2¢ — 1 (nebot ten je = 3 mod 4), ale obsahuje
prvek 5. Podle tvrzeni 1.9 je 5277 # 1 mod 2°, a proto musi byt 5 fadu 2°2,
takze jde o podgrupu cyklickou.

Kazdy prvek Zi. je modulo 2¢ tvaru 4a + 1 nebo —(4a +1), 0 < a < 2°72
(Prvky prvého typu jsou = 1 mod 4 a prvky druhého typu jsou = 3 mod 4).
Proto lze kazdy vyjadiit modulo 2¢ jednoznacéné jako 5/(2¢ — 1), kde ¢ € {0,1}
a 0 <i < 2°°2 Odsud jiz pfimo plyne pozadovany izomorfismus.

Uvazme nyni situaci lichého prvocisla p. Grupa P popsand v lemmatu je
fadu p°~! a obsahuje prvek 1+ p. Z tvrzeni 2.9 plyne, Ze 1+ p neni v Lne Tadu
p°~2, takze musi byt fadu p¢~!. Vidime, Ze P je grupa cyklicka. Nyni ozfejmime,
ze k dokonceni dikazu staci nalézt u € Z;. fadu p— 1. Piedpokladejme, Ze jsme
takovy prvek nagli. Pak Zadna z mocnin u’, 1 < i < p — 1, nepadne do P,
nebot neni fddu mocniny p, takze kazdy prvek Zye 1ze jednoznacné vyjadrit
jako (p+1)/ui, kde 0 < j < p*~t a0 <i < p— 1. Proto Loye = Lpe—1 X Lip—1.
Podle lemmatu 2.7 je Zje-1 X Zp—1 = Z(_1)pe-1-

K nalezeni prvku fadu p — 1 pouzijeme okruhovy homomorfismus « : Z,e —
Zyp, a — (a)p z lemmatu 2.7. Af v € Z, je n&jaky primitivni prvek (viz oddil
2.6). Pak v je v Zy fadu p — 1. Zvolme w € Zye, aby a(w) = v. Protoze v je
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nesoudélné s p, musi byt i w nesoudélné s p, takze w € Zy.. Je-li k fa4d w v Zje,
méme 1 = a (w*) = (a(w))* = v*. Proto musi p—1 délit k. Vhodné mocnina w
je tudiz prvek fadu p — 1 (to je zfejmé, lze pouZit napiiklad dusledek 2.3). O

Za poznadmku stoji, ze pro e > 3 skutecné Z3. neni cyklickd grupa. To lze
nahlédnout mnoha zptisoby. Jednim z nich je pozorovani, ze cyklicka grupa radu
2° mé jediny prvek fadu 2. Podle lemmatu je v8ak v Z3. takovych prvku vice
(jsou piesné 3).

2.11 Fermatova a Wilsonova véta. Carmichaelova ¢isla.

V libovolné grupé G je {ai;i € Z} cyklickou podgrupou generovanou prvkem
a. Jeji ¥ad se nazyva fddem prvku a a znadi se |a|. Je-li G konecnd, tak podle
Lagrangeovy véty (viz oddil 1.5) plati, Ze |a| déli |G|. Je-li m = |al, pak a™ = 1.
Tedy a* = 1 pro kazdy nasobek m. Specielné a!¢! = 1.

Grupa Z; ma ¥ad ¢ (n). Proto plati

Lemma. a?™ =1 mod n pro kazdé a € Z nesoudélné s n. O

Pro p prvoéislo ma lemma tvar a?~! = 1 mod p, pokud p nedéli a. Nékdy
je vyhodné tento vztah psat

a’? =a mod p.

To je znamé jako Mald Fermatova véta. Vsimnéme si, ze tento vztah plati
pro vSechna a € Z.

Jestlize mame dano celé kladné ¢islo N, o kterém chceme rozhodnout, zda
je, ¢i neni prvocislo, tak se nabizi rtizné metody. Je-li N sudé, je rozhodovani
snadné, takze budeme predpokladat, ze N je liché a vétsi nez 1.

Nalézt nejvétsi spoleény délitel dvou ¢isel je vipocetné pomérné snadné (po-
stupuje se Eukleidovym algoritmem — ten je v tomto textu popsan v oddile
2.10). Stejné tak je vypocetné snadné pro kazdé a € Z spoéitat mocniny a”
modulo N. K jejich vypoctu nepotiebujeme védét, zda NV je ¢i neni prvocislo.

Zvolme tedy ndhodné néjaké kladné celé a < N, a # 1. Spoéitejme a™ !
modulo N. Pokud neplati a¥~! =1 mod N, tak N nemiize bjt prvoéislo. To je
pozorovani zasadniho vyznamu, nebof nabizi metodu, jak zjistit, ze dané ¢islo
neni prvocislo, aniz bychom museli nalézt néjakého jeho délitele.

Je ovSsem otazka, zda metoda vybéru nadhodného a vede k cili dostatecné
efektivné. Spokojime se pfitom s pravdépodobnostni odpovédi zalozenou na
opakované volbé a. Pokud je N slozené a pocet a < N takovych, ze a’¥ 71 =
mod N je méné nez N/k, tak pravdépodobnost, Ze po ¢ krocich budeme naché-
zet pouze takova a, je rovno 1/k!, coZ se (napiiklad) pro k > 2 s rostoucim t
blizi k nule velmi rychle. Pokud by existovalo k takové, ze ho lze pouzit pro
vsechna slozena licha N, vedla by metoda ndhodného vybéru a k efektivnimu
pravdépodobnostnimu testu prvoéiselnosti (hovoii se o Fermatové testu).

Ovsem takové k neexistuje. Existuje vSak vylepsend varianta Fermatova
testu, tzv. Rabin-Milleriiv test, ktery probiha podobné a kde lze dokazat, ze
hodnota k = 4 mé univerzalni platnost.

Dtivodem, pro¢ pro Fermativ test nelze univerzalné platna k nalézt, je exis-
tence tzv. Carmichaelovych dcisel, coz jsou licha slozena cisla N takova, ze
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aV¥ ! =1 mod N kdykoliv a je s N nesoudélné. Existuje nekoneéné mnoho

Carmichaelovych ¢isel, které jsou soucinem tii prvocisel pi, p2, p3s. Nejmensim
Carmichaelovym ¢islem je 561 =3 - 11 - 17.

V tomto textu nebudeme otazky vypocetni slozitosti pojednavat rigoréznim
zpusobem. V podstaté plati, ze v modularni aritmetice jsou rychlé postupy,
které vedle zdkladnich aritmetickych operaci (hlavné séitdni a od¢itani) vy-
uzivaji pouze hleddni nejvétsich spoleénych délitelti (eukleidiv algoritmus) a
umocnovani modulo dané prvocislo.

Existuji pfitom charakterizace slozenych ¢isel (resp. prvocisel), které nejsou
zalozeny na nalezeni délitele, ale presto se z vypocetniho hlediska nezdaji byt
pouzitelné.

Prikladem takové charakterizace je

Wilsonova véta Pro kazdé prvocislo p je (p — 1)! = —1 mod p. Je-li n ¢islo
slozené, n # 4, je (n —1)! =0 mod n.

Ditkaz. Nenulové prvky Z, jsou kofenem polynomu zP~1 — 1. Proto v Z,, plati
2Pl —1=(z-1)(x—2)---(x — (p — 1)). Srovnénim absolutnich ¢lenti po
roznésobeni pravé strany dostdvame (p — 1)! = —1 mod p.

Jestlize n = uv pro néjaké u a v takova, ze 1 < u < v < n, tak n = uv déli
(n—=1)!'a(n—1)!'=0 mod n. Uvedend u a v existuji pro kazdé slozené ¢islo jez
neni tvaru p?, p prvoéislo. At p je liché. Pak p # p? —p a p(p?> —p) =0 mod p?,
a proto je téz (p? — 1)! = 0 mod p?. O

2.12 Mijeni involuci
Rekneme, Ze prvek a grupy G miji prvek e € G, jestlize a’ # e a e’ # a, pro
vSechna ¢ € Z. Vidime, ze a miji e praveé kdyz e miji a.

Pozorovani. At G = A x B je kone¢nd grupa s prvkem (e, f). Jestlize pocet
prvkia € A, které miji e, je a-|A] (kde « je racionélni), tak pocet prvki g € G,
které miji (e, f) je alespoinl « - |G|.

Dukaz. Jestlize a miji e, tak (a,b) miji (e, f) pro kazdé b € B. O

Involuct se rozumi kazdy prvek grupy, ktery je fadu 2. Je-li e involuce, tak
a miji e pravé kdyz a # 1 a e # a' pro vSechna i € Z.

Obecné lemma. Bud G = G; x --- x Gy souc¢in grup. Rad prvku a =

(a1,...,ax) je roven nejmensimu spolecnému nasobku 7adi prvki as, ..., a.

Dukaz. At d; = |ai|, d = |al|, a at n je nejmensi spole¢ny nasobek dy, ..., dx.
Méme a" = (a},...,a}) = (1,...,1), odkud d|n. Z a? = (1,...,1) plyne, ze d;
deéli d pro kazdé i, 1 < i < n, takze n|d. O

Dusledek. At p je prvodislo a at ki > --- > k. > 1 jsou disla celd. Prvek
a=(a1,...,ax) € Lys, X - X Lypr, ma fad p°, kde

s =max{k1 —vp(a1),..., k —vp(ar)}.
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Dukaz. Pripad r = 1 plyne z dusledku 2.4. Zbytek plyne z predchoziho obec-
ného lemmatu. O

Nasledujici tvrzeni se ukaZze jako vyznamné pomucka pii dikazu efektivity
Rabin-Millerova testu.

Tvrzeni. Atk > ko > --- > k. > 1 jsou celd ¢isla, r > 2. Polozme e =
(2k=1, ... 20 =1). Pak e je involuce a v aditivni grupé G = Zgi, X -+ X Lok, .
Pocet a, které miji e, je roven alespoii 3|G|/4, pokud ky # k. nebo r > 3. Je-li
r =2 ak; = ks, je tento pocet alespori |G|/2.

Ditkaz. Ptedpokladejme, Ze ma = (mai, ..., ma,) je rovno e a at m = 27s,
kde j = vo(m). Pro kazdé i, 1 < i < r, je s27a; = 2¥~1 stejného fadu jako 27aj;,
nebot s je ¢islo liché (Ize pouzit napiiklad tvrzeni 2.4). Proto je 27a; involuce.
Jeliko? Zx, obsahuje jedinou involuci, a to 2% =1, musi byt 27a; = 2%~1. Je tedy
2/a = e. Vidime, Ze vSechny prvky a; musi mit stejny ¥ad a to 2771, Odvodili
jsme kritérium

a=(a1,...,a,) miji e & existuji 1 <i < <r, ze |a;| # |a}l.

Nyni budeme sledovat jednotlivé pripady.

Af nejprve k = ky = ko = k3 a7 = 3. Prvek a € Zox je fadu 2% pravé kdy?z a
je liché. Kazdému a = (a1, a2, a3) € G ptitadime (g1, e2,¢3) tak, 7e g; = (—1)%.
Kazd4 z osmi moznych hodnot (1, ¢€2,£3) je obrazem pfesné (2’“*1)3 = |G|/8
prvki a € G. Je-li €; # ¢, pro néjaka i, € {1,2,3}, pak z odvozeného kritéria
plyne, Ze a miji e. Nasli jsme tim padem alespon 6 - |G|/8 = 3|G|/4 piripad
mijeni.

Je-li k = k1 = kg ar = 2, lze postupovat obdobné a ziskd se 2-|G|/4 = |G| /2
pripadi mijeni.

Af je nyni r = 2 a k1 > ko. Podle vySe uvedeného dusledku je v G prave
2k—1.9k2 — |G|/2 prvki (a1, a2) € G, které jsou fadu 2F1. Protoze as je Fadu
nanejvys 2F2 < 281 miji takova (a1, az) prvek e.

Je-li navic k1 > ko +1, 1ze k nim p¥ipojit ze stejnych divodu dvojice (a1, az),
kde a; je fadu 2F1~1. Téchto dvojic je 2¥172 . 2k2 = |G| /4, a dohromady ziska-
vame kyzené 3|G|/4.

Af je ki = ky+1. Pak uvazime dvojice (a1, az), kde jeden z prvki je fadu 2"
a druhy je fadu mensiho. Takovych dvojic je 2- (2’“2*1 . 2’“2’1) =22k2—1 = |G| /4,
takze 3|G|/4 je opét dosazeno.

Zbylé pripady lze z odvozenych ziskat ze vstupniho pozorovani tohoto oddilu.

([l

2.13 Rabin-Milleruv test

Uvodni lemma patii do skupiny p¥ipravnjch tvrzeni potfebnych pro diikaz
spravnosti testu (jeho popis nésleduje hned za lemmatem).

Lemma. At p; a ps jsou dvé riznd lichd prvodisla takova, Ze va(py — 1) =
va(p2 — 1). Oznaéme tuto hodnotu k a definujme m; = (p; — 1)27F, my =
(p2 —1)27%, e = va(p1p2 — 1), m = (p1p2 — 1)27¢. Potom e > k a alespoii jedna
z hodnot m1 a mo nedéli m.
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Dukaz. Vyjdeme z rovnosti
pip2—1=(p1—1)(p2 — 1)+ (p1 — 1) + (p2 — 1).
Tuto rovnost je mozné zapsat téz jako
2°m = 2k(2km1m2 +m1 + ma).

Odsud ihned plyne k < e, nebot éislo 2Emime +mama je sudé. Predpokladejme,
ze p1 —11py—1déli p1ps — 1. Z prvé rovnosti vidime, ze pak je ps — 1 délitelné
p1 — 1, a naopak. To vSak neni mozné, nebot predpokladame p; # po. Existuje
tedy i € {1,2}, Ze 2Pm; nedéli 2°m. Z k < e plyne, ze m; nedéli m. O

Pfipomertime, Ze Fermativ test (viz oddil 2.10) vychazi z poznani chovani
prvocisel prvocisel a hledani sporu s timto chovanim. Problém je v tom, Ze exis-
tuji ¢isla slozend, u kterych je pripady onoho sporného chovani obtizné nalézt.
Rabin-Millerav test vychézi z o trochu detailnéjsiho popisu chovani prvocisel.
I kdyz jde o drobny rozdil, je natolik vyznamny, ze sporné chovani je u vSech
sloZenych ¢isel jiz natolik frekventované, Ze ho 1ze odhalit s dostatecné velkou
pravdépodobnosti.

Bud tedy nejprve p liché prvoéislo, p — 1 = 2°m, kde m je liché (takze
e = va(p —1)). Bud u € Z} primitivni prvek (viz oddil 2.6). Zobrazeni u’ — i
je isomorfimus Z; & Zp—1 a Lp_1 = Zpe X Ly, dle tvrzeni 2.7. Existuje proto
izomorfismus o : Zy = Zyy, X Loe (jeho konkrétni podoba pro nis nebude diile-
zitd). At pro v € Zy je a(v) = (a,b). Pak a(v™) = (0, ¢), kde ¢ = mb, nebot ¥dd
a € Z,, déli m. Pokud je prvek ¢ nenulovy, tak je fadu 27 pro né&jaké j > 1. To
znamena, Ze 2/~ 1c je involuce, a ta je v Zy. jedina, a to 2°~!. Vidime dokonce,
ze (0,2°71) je jediné involuce v Z,, x Zge, takze musi byt a(p — 1) = (0,2¢71).
Je-li ¢ # 0, je tedy a(vm2'7_l) =p—1=-1 mod p. Je-li ¢ =0, je a(v™) = 0.

Pro N liché prvocislo, N — 1 = 2°m, m liché, tedy pro kazdé kladné a < N
plati:

bud a™ =1 mod N;

m2J —

nebo a —1 mod N pro nezaporné j < e.

Pokud je N slozené a kladné a < N spliiuje uvedenou podminku, nazyva se N
silné pseudoprvocislo v bdzi a. (V tomto oddile budeme vét$inou pouze struéné
tikat, Ze a je bdze. Pro uplnost poznamenejme, ze N se nazyva pseudoprvocislo
v bdzi a, pokud a¥ ! =1 mod N.)

Tvrzeni. Bud N liché sloZzené ¢islo. Pak pocet kladnych a < N takovych, ze
N je silné pseudoprvocislo v bazi a, je mensi nez N/4.

Dukaz. Polozme e = va(N —1) am = (N —1)27¢. Je-li kladné a < N bazi, je
a*™ =1 mod N. Proto a € Zy nemfize byt bézi, jestlize

(A) a neni invertibilni, nebo
(B) a € Z3 mé Fad, ktery nedéli 2°m.

Predpokladejme nejprve, ze k = v,(N) > 2 pro néjaké (nutné liché) prvocislo
p. Polozme s = Np~F. Pfipometime, Ze v Loy je p*~1 neinvertibilnich prvka
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a ze ze Ly, = Ly X Lp—y (viz tvrzeni 2.10 a 2.7) vyplyva existence (p —
DpF=t —(p—1) = (p — 1)(p*¥~* — 1) prvki, jejichz ¥ad v Z,. je délitelny p.
Ze Ly X Ls = Zy tudiz plyne, Ze v Zy je alespon spFt+s(p— 1Pt -1)
prvki spliiujicich podminku (A) a nebo (B). Na béaze tim padem zbyva pouze
s(p — 1) moznosti. Z p?> —4(p — 1) = (p — 2)? > 0 mame 4(p — 1) < p? < pk,
takze s(p — 1) < sp¥/4 = N/4.

Zbyva tedy tesit pripad N = p;...p, je soucin po dvou ruznych prvocisel
pi, 1 < i < r. Budeme dokazovat, ze Z} obsahuje nanejvys |Z5|/4 = ¢ (N) /4
bézi. To staci, nebot prvky mimo Z} bazemi nejsou (viz podminka (A)), takze
bazi bude nanejvys ¢ (N) /4 < N/4.

Pro kazdé p; polozime k; = va(p; — 1) a m; = (p; — 1)27F. Z tvrzeni 2.7
plyne existence izomorfismu okruhti Zy = Zp, X - - - X Zj, takového, Ze obrazem
2N —1je (2,1 —1,...,2P" —1). Podle tvrzeni 2.8 zGizeni tohoto izomorfismu na
Zy dava izomorfismus Zy = Zy X -+ x Zy . Kazdé Zy, je izomorfni Z;,, 1 =
Zigk; X L, podle oddilt 2.6 a 2.7. Vidime, Ze p; — 1 je v Z,,, jedinou involuci, a
ta odpovida v Zok, X Zy,, hodnoté (2%=1,0). Polozme M = Zy,, X -+ X Ly, . Z
pfedchoziho plyne existence izomorfismu « : Z%; & (Zgry X -+ X Zgr, ) X M, kde
a(N —1) = (u,0), u = (2F~1, ... 2k 1) Je-li (v,c) = a(a) takové, ze v miji
u (ve smyslu oddilu 2.12), tak lze snadno nahlédnout, Ze a neni bazi. Vskutku,
z4dna mocnina a nemuze byt rovna —1, nebotf Z4dnd mocnina v neni rovna u.
RovnéZ a nemtize byt lichého fadu, nebot pak by bylo v = 1.

Z tvrzeni 2.11 vyplyva, ze dvojic (v, ¢), kde v miji u, je alesponi 3|G|-|M|/4 =
3|1Z%1/4, kde G = Zgiy X -+ X Zgr,, s vyjimkou pfipadu k = k1 = ko, r = 2.
Tento ptipad rozebereme podrobnéji.

Mame o : Zy = Zor X Lok X Ly X L. Je-li aa) = (v, ¢), tak a neni bazi,
pokud

(C) v miji u = (2¢=1,2F=1); nebo

(D) ad ¢ v Zym, X Zin, nedéli m.

Pfipometime, 7e podminka je disledkem toho, ze a®™ = 1 mod N pro
kazdou bazi a (viz zacatek tohoto dikazu).

Podle tvodniho lemmatu tohoto oddilu existuje ¢ € {1,2} takové, ze m;
nedéli m. Prvky ¢ € Z,,, X Zp,, exponentu m (tj. takové, ze jejich ¥ad deli
m) tvoii tudiz vlastni podgrupu grupy Z,, X Zm, = M. Jde o grupu lichého
fadu, takze index této podgrupy je alespori 3 a mimo ni lezi alespoii 2/3 prvki.
Podminky (C) a (D) jsou na sobé nezavislé. Podle tvrzeni 2.11 nejvyse |G|/2
prvki v € G nespliiuje podminku (C). Nahlédli jsme, ze nejvyse |M|/3 prvki
¢ € M nespliiuje podminku (D) (tedy ¥ad ¢ déli m). Zadnou z podminek (C) a
(D) tedy nespliiuje nanejvys

(IG1/2) - (1M]/3) = |ZN|/6 < |Z]/4

prvki Zy;. g
2.14 Idea metody RSA

Grupa G je exponentu m, pokud z™ = 1 pro kazdé = € G (viz oddil 1.7). V
grupé exponentu m plati ™1 = z pro kazdé x € G. Proto se zd4 byt pfirozené
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fici, ze pologrupa S je exponentu m, jestlize 2™*! = x pro kazdé = € S. Pak
¥+ =z pro kazdé k > 1.

Predpokladejme, ze mame k disposici néjakou pologrupu S exponentu m,
jejiz prvky budeme pouzivat pro kédovani zpravy. Pfedpokladejme déle, Ze exis-
tuje jakasi Bozena, kterd by rdda umoznila svym ctitelim zasilani zprav tak, aby
je mohla ¢ist pouze ona sama. Bozena pouzije pologrupu S a dvojici kladnych
C¢isel (d, e) takovou, ze de =1 mod m. Pologrupu S a ¢islo e zvefejni. Dvojice
(S, e) je tedy verejnym klicem.

Chece-li ji nyni Alois zaslat zpravu vyjadfenou posloupnosti z7 ...x,, po-
sle posloupnost z{z$§ ...z7. Bozena obdrzi posloupnost y; ... y», ze které chce
71 ... 7} dekédovat. Protoze ed = km+ 1 pro néjaké k > 1, je y& = xme = ;.
Bozensé tedy sta¢i kazdy z prvki «; umocnit na d. (Pismena e,d jsou volena tak,
aby e piipominalo encryption a d decryption). Cisla m a d tvoii soukromy klic.

Vsimnéte si, ze Bozena nezvefejliuje ¢islo m. To ztistava jejim tajemstvim.
Aby jeji metoda mohla mit Gspéch, musi byt S takovou pologrupou, Ze je obtizné
zjistit jeji exponent.

Nize uvidime, ze teorie ¢isel takové pologrupy vskutku nabizi. Nez je popi-
Seme, zminime nékolik obecnych fakt.

Ne vSechny prvky S se musi k enkryptaci pouzivat. Je-li = idempotent (z* =
x pro kazdé i > 1), tak uréité neni k zapisu zprav vhodny.

Celou proceduru lze také obratit. Dejme tomu, Ze Bozena chce zpravou
T1 ... xR oznamit, se kterym ctitelem pijde do kina, a chce, aby to vSichni védéli.
Vystavenim zpravy v . ..y, kde y; = 2¢, Bozena nejen Aloisovi umozni, aby ze
vztahu x; = y{ zjistil text zpravy z; ...z, ale také mu poskytuje informaci, ze
puvodcem zpravy je ten, kdo zna soukromy kli¢ d, tedy BozZena.

Tento postup je koncepcné shodny s tzv. elektronickym podpisem doku-
mentti. At je text daného dokumentu i jeho otisk hji...h; ziskany né&jakou
hashovaci funkci zndmy obou strandm. Ze znalosti verejného kli¢e e lze pak
dovodit, Ze ten, kdo zvefejnil h{. .. hg, znal jak dokument, tak soukromy kli¢ d.

V praxi ovSem muze byt problémem, jak se ujistit, ze ten, kdo vyhlasil ve-
fejny kli¢ e, skutecné je Bozena, a ne nékdo, kdo se za ni vydava. K tomu slouzi
tzv. certifika¢ni autority, jejichz vefejny kli¢ se jiz pfedpoklada byt nezpochyb-
nitelny, a se kterymi se komunikuje v podstaté stejnymi prostiedky, jaké jsme
popsali.

Z praktickych duvodu nebyva vhodné pouzivat tentyz soukromy kli¢ jak pro
ovéfovani identity (podpisu), tak pro zasilani kédovanych zprav.

Lemma. At pi,...,p, jsou po dvou rizné lichd prvocisla. Ozna¢me S mul-
tiplikativni monoid okruhu Z,,...,,.. Nejmensi mozny exponent monoidu S je
roven nejmensimu spolecnému nasobku c¢isel p1 — 1,...,p, — 1.

Dukaz. Oznadme m uvazovany nejmensi spoleény nésobek. Podle 2.7 je okruh
Zp, ,...p, izomorfni okruhu Z,, x --- x Z,, . Uvazme prvek tohoto okruhu a =
(ai,...,a,). Podle Malé Fermatovy véty (viz 2.11) je a?* = a; mod p; pro
kazdé i, 1 <14 < r. Soucasné existuji k;, ze m = k;(p; — 1), takze také a?”l =a;
mod p;. Proto a™*! = @. Minimalita m plyne napiiklad z obecného lemmatu
2.12. O

Za S lze tedy zvolit monoid Z,,...,,.. O systému (metodé) RSA hovofime,
je-li r = 2. Pro r > 3 se nékdy pouziva oznaceni multi-RSA.
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Aby bylo mozno v S pocitat, je tfeba zvefejnit hodnotu n = pips (tak
zvany modul). Dvojice (n,e) tvoti verejny klic. Cislu d se ¥ik4 tajny exponent.
Hodnotu m (coZ je minimélni hodnota exponentu pologrupy) lze ze znalosti p;
a p2 snadno odvodit, dle lemmatu vyse. Nelze ho vSak snadno odvodit z ¢isla
n. To je totiz tkol, ktery odpovida nalezeni rozkladu n na prvocisla.

Prvodisla p; a ps neni totiz obtizné pomoci Rabin-Millerova testu nachézet,
ale pro faktorizaci jejich soucinu zadny obdobné G¢inny algoritmus k dispozici
neni.

Asymetrie RSA spociva v tom, Ze ovérit, zda dané cislo je sloZzené,
je algoritmicky daleko snazsi, nezli ho skuteéné rozlozit.



Kapitola 3

Ctverce, charaktery a
reciprocita

3.1 Gaussova cela ¢isla

Cisla tvaru a2, a > 1, nazveme ctverce. Cisla n > 1 nedélitelnd ctvercem jsou
tedy ta, kterd maji prvodiselny rozklad n = p;...pg, kde p1 < --- < pi jsou
prvocisla, k > 1. Je-li d > 1 ¢islo nedé€litelné ¢tvercem, tak

Z[\/ﬂ - {a+b\/ﬁ; a,bez} i Z[\/—_d} - {a+z‘b\/8; mbeZ}

tvoii okruhy, které maji v teorii ¢isel znacny vyznam. Kazdy prvek takového
okruhu uréuje dvojici (a,b) jednoznaéné. Zobrazeni a + bvd — |a® — db?| a
a + bv/—d — a® 4 db? se nazjva norma. V nékolika ptipadech, kdy d je malé,
je tato norma eukleidovskym zobrazenim ve smyslu oddilu 1.16. Takovy je i
pfipad okruhu Z [\/—_1] = Z][i], kterému se k4 okruh Gaussovych celych disel.
Znalost struktury tohoto okruhu umoznuje rychly dikaz nékterych zadkladnich
fakt teorie ¢isel. Navic jde o netrividlni piiklady vyuziti teorie délitelnosti.

V pripadé Gaussovych celych ¢isel je norma shodna s ¢tvercem absolutni
hodnoty pfislusného komplexniho ¢isla. Gaussova cela ¢isla jsou vlastné ty body
komplexni roviny, které maji celoc¢iselné soutadnice, a norma je rovna dvojmoci
vzdalenosti od pocatku. Norma je vzdy celociselnd, coz o absolutni hodnoté
platit nemusi.

Tvrzeni. Norma a4+ bi — a? +b? je v okruhu Gaussovych celych ¢isel euklei-
dovské zobrazeni.

Ditkaz. Pro o = a + bi € Z[i] polozme N(a) = |a|?> = a® + b2 Af jesté
v =c+di € Z[i], v # 0. Jestlize @ = B~ pro néjaké 5 € Z[i], tak z N(a) =
N(B)N(v) plyne N(vy) < N(a), nebot N(5) > 1. Chceme dokézat, ze vidy
existuji 8,n € Zli], jez spliuji « = By +n, N(n) < N(v). Volba 1 nemusi
byt jednoznac¢nd, tak, jak tomu neni jiz v pripadé celych cisel, kde za 3 volime
celoéiselnou aproximaci «/7. Podobné postupujeme i zde — uvazime a/v jako
bod komplexni roviny a za 3 zvolime jedno z (nejvyse étyf) Gaussovych celych
¢isel takovych, 7e |3 — a/vy| < v/2/2. Pak |By — a| < |7[V2/2 a N(a — 3y) <
N(v)/2. Stadi tedy polozit n = o — 3. O

33
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Dusledek. Okruh Z[i] je oborem hlavnich idedli a jeho invertibilnimi prvky
jsoul, —1,4 a —1.

Dtikaz. Pouzij tvrzeni i lemma oddilu 1.16. (|

Pfirozenou je nyni otdzka, jak vypadaji prvoéinitelé okruhu Z[i] (viz oddil
1.14). Prvky lisici se o ndsobek invertibilnim prvkem generuji stejny hlavni ideal,
takze a = a + bi je prvocinitel pravé kdyz je prvocinitel kterykoliv z prvki
—a—bi, —b+ia a b—ia. V Z[i] lze navic uplatnit konjugaci @ = a — bi. Mame
N(a) = N@) a a = By < @ = 5. Proto je o prvoéinitel pravé kdyz @ je
prvocinitel. (Je dobré si uvédomit, Ze o — @ je automorfismus okruhu Z[i].)

Pokud « € Z[i] je prvoéinitel, tak N(a) = aa je v Z[i] rozkladem N(«a) na
prvodinitele, a proto N(«) nelze zapsat — aZ na nésobeni invertibilnimi prvky —
v Z[i] jako soucin dvou vlastnich déliteli. To znamen4, ze N («) nemd dva rtizné
vlastni kladné celociselné délitele, takZe pro néjaké prvoéislo p je bud N(«a) = p
nebo N(a) = p2.

Piipad N(a) = p znaéi p = a? + b%. Pro p = ¢® — d? naopak méame p =
(¢ + di)(c — di), pfi¢emz ¢ + di nemize mit v Z[i] vlastniho délitele (norma
takového délitele by totiz byla vlastnim délitelem p). Mizeme proto vyslovit

Lemma. Jestlize p € P nelze vyjadrit jako soucet dvou c¢tverct, je +p prvoci-
nitelem Z[i]. Jestlize p = a® + b?> € P pro a,b € Z, je a + bi prvocinitelem Z[i].
Vsechny prvocinitele Z[i] jsou jednoho z uvedenych dvou tvard. O

Protoze 2 = 1+ 1 = 12 + 12, je mono omezit otdzku, kterd prvocisla jsou
souc¢tem dvou ¢tverci, pouze na prvocisla licha. Kazdy ¢tverec je = 0,1 mod 4,
a proto p € P nemize byt souctem dvou ¢tverct, je-li p =3 mod 4.

Bud nyni p = 1 mod 4. UkaZeme, Ze p lze jako soucet dvou ¢tverci vzdy
vyjadiit. Nase metoda vSak nebude zcela konstruktivni, protoze nalezneme a, b
takova, ze p déli a®+b2, pficem# a,b jsou nesoudélnd kladnéa. Kdyby p bylo v Z[i]
prvodinitel, tak by bylo p|a+bi nebo p|a—bi, coz obé implikuje p jako spoleéného

délitele a a b. Zvolime b=1aa = (%)!. Cislo a je sudé a modulo p méame a? =

1(-1)2(-2)... (B2) (-22) =1(p - 120 —2)... (552) (p — 25) = (p— 1)!
Podle Wilsonovy véty je (p —1)! = —1 mod p, takze p vskutku déli a2 + 1.
Uvédomme si, Ze rozklad prvoéisla p = a? + b2, kde a,b jsou kladna celd,

je jediny mozny. Je-li totiz p = ¢ + d?, tak mame p = (a + bi)(a — bi) =

(c+ di)(c — di) a sta¢i pouzit jednoznac¢nost rozkladu p na prvodéinitele (ktery

plati aZ na nasobky invertibilnimi prvky).

Zavér. Bud p liché prvodislo. Pak je ekvivalentni
(i) p je tvaru 4k + 1;
(ii) p neni prvocinitel okruhu Z[i];

(iii) p = a® + b? pro néjaka a,b € Z;

(iv) existuje (az na poradi) jedina dvojice (a,b) pfirozenych ¢isel takovd, Ze
2 412
p=a”+0b°.
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3.2 Kvadraticka rezidua

Uvazme prvoéislo p a ¢islo a, které je s nim nesoudélné. Rekneme, Ze a je kva-
draticky zbytek (reziduum) modulo p, jestlize a = b> mod p pro néjaké b € Z.

Tato skutecnost se symbolicky zapisuje vztahem (%) = 1. Pokud uvazované b
neexistuje, pisSeme (%) = —1. Je-li a délitelné p, tak (%) =0.

Oznaceni (%) se tika Legendretv symbol. Je zfejmé, ze hodnotu (%) urcuje

hodnota a modulo p, takze pfi jeho urceni lze pracovat v Z,. Zjevné (%) =1
a (%) = 0 pro kazdé prvocislo p. Tim jsou dany vSechny mozné hodnoty pro
p = 2 a mizeme piedpokladat, Ze p je liché. Vime, ze Z je cyklicka grupa fadu
p — 1, coz je podle naseho predpokladu sudé ¢islo. Proto {aQ; a € Z;} tvori
podgrupu Z, fddu ”2;1 a indexu 2 (viz oddil 2.3). Prvky této grupy jsou praveé
ty, jejichz rad déli ’72;1, takze b € Z;, do ni padne pravé kdyz b*= = 1. Oviem
{ap%l; a € Z;} je také podgrupa Z;, a to fadu 2. Sestavd se tedy z prvki 1 a

p — 1. Pro a nesoudélna s p jsme tudiz dokazali

o7 = <E> mod p,
p

coz zjevneé plati i pro a =0 mod p.
Z tohoto vztahu okamzité méame i vztah

<a_b) = <E> <é> pro vSechna a,b € Z
p p p

(vztah je natolik vyznamny, Ze 1ze doporucit také samostatné provedeni alter-
nativniho pfimocarého dtikazu).

Je-li (%) € {0, 1}, fikdme téz, Ze a je ¢tverec modulo p.

Tvrzeni. Bud p liché prvocislo. Pak

()0« ()

Jinymi slovy, —1 je ¢tverec modulo p pravé kdyz p =1 mod 4 a 2 je ctverec
modulo p pravé kdyz p = +1 mod 8.

Dikaz. Pripad —1 je pouze dosazeni do vztahu (%) =a"T mod p. V druhém
pripadé budeme pracovat modulo hlavni idedl pZ[i] okruhu Z[i]. Prvo¢islo p déli

kazdé (’j’), 1 < j < p (viz disledek 2.9), takZe z binomické véty méame

(1+4)P=1+4" mod pZli

Soucasné (1 + )P = (1 +i)((1 4 i)>)®=D/2 = (1 4 i)(20)P~D/2. Pro p =
1 mod4 je i? = ia i®D/2 = (=1)P=D/4 takie dostavame 1 +i = (1 +

i) (%) (=1)P=D/% mod pZ][i], coz po vynasobeni 1 — i déva celociselny vztah
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2=2(2)(-1)®=Y/* mod p, odkud (%) = (=1)»=D/4 Tim je piipad p = 1
mod 4 vyfeSen.
Prop = —1 mod 4 je i’ = —i a iP~V/2 = —j. (=1)P+D/4 takze 1 —i =

—i(1+1) (%) (—1)P*tD/% mod pZ[i]. Protoze —i(1+4) = 1—1i, tak vynasobenim
1+ ¢ obdrzime 2 = 2 (%) (—1)P+1/% mod p, odkud (%) = (-1t O

Vyjadreni (%) Ize odvodit samozfejmé i jinymi, elementarnéjsimi prostiedky.

Uvedeny zptsob se vSak zda byt nejkratsi.
3.3 Diofantické rovnice

Af f = f(x1,...,2,) je polynom s celoéiselnymi koeficienty. Kazd4a rovnice
tvaru f(z1,...,z,) = 0 se nazyva diofantickda. Je-li f(r1,...,r,) = 0 pro néjaka
raciondlni ¢isla 71, ..., 1y, nazyva se (r1,...,7,) raciondlni feseni této rovnice.
Pokud r1,...,7r, € Z, hovofime o celociselném reseni. Zde budeme feSenim
diofantické rovnice rozumét pouze feseni celo¢iselna.

Teorie diofantickych rovnic je velmi rozsdhlé a ma v matematice a teoretické
informatice velky vyznam. Nasim cilem zde je pouze sezndmeni se s pojmem a
ukazka dalsiho pouziti Gaussovych celych disel.

Diofanticka rovnice tvaru

a1x1 + agxs + - -+ apxTy, =M

se nazyva linedrni. VSechna c¢isla tvaru ai1ky + -+ - + anky, kde za ki,...,k,
bereme celé cisla, tvori ideal dZ okruhu Z, pricemz d je nejvétsim spolecnym
délitelem dcisel aq,...,a, (viz disledek 1.15). Linearni diofantickd rovnice ma

tedy (alespoii jedno) feSeni pravé kdyz d déli m.

Prva ¢ast nasledujiciho tvrzeni se zabyva existenci takzvanych pythagorej-
skych trojic, ¢ili trojic prirozenych ¢isel, které mohou byt velikostmi stran pravo-
thlych trojahelnikt. Dilkaz, ktery uvedeme, ma opét delsi elementarni variantu.

Tvrzeni.

(i) Vsechna feseni diofantické rovnice 2% 4+ y? = 2% maji (po piipadné zaméné

xray)tvar x = (a®> — b*)c, y = 2abc a z = (a® + b?)c, kde a,b a c jsou
libovolna cela cisla.

(i) Diofantické rovnice y* + 1 = x® m4 jediné reseni (z,y) = (1,0).

Dtikaz. Pokud z2 + y2 = 22 a nékteré z ¢&isel z, y, 2 je nulové, lze jisté najit
vhodna a, b a c. Muzeme se tedy zabyvat pouze pfipadem, kdy z,y a z jsou
nenulova ¢isla. Déle je zfejmé, ze pokud d déli x i y, tak d délii z. S ohledem na
parametr feSeni c se lze tudiz omezit pouze na situaci, kdy x a y jsou nesoudélna.
Pokud by z i y bylo liché, mame 22 + y? = 2 mod 4, avsak 22 # 2 mod 4 pro
zadné z € Z. Proto mizeme predpokladat, ze y je sudé.

Bud « € Z[i] prvocinitel délici jak = + iy, tak = — iy. Pak o d&li 2z i
2y, takze norma « (coZ je prvoéislo, nebo étverec prvocisla) déli 4x2 i 4y2.
Jedinou moZnosti{ zjevné je « = 1+ ¢ (po pfipadné zdméné « jeho invertibilnim
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nasobkem). Pak oviem a2 = 2i déli 22, coz nelze, nebot z je liché. Vidime, 7e
T + 1y je nesoudélné s x — iy.

Méme z > 2, takze z neni v Z[i] invertibilni. Uvazme vyjadieni z = o' ... a}*
jako souéin prvoéinitellt o, ..., ax € Z[i]. Protoze

2 2 2e1 2ep

2 +y? = (v +iy)(z —dy) = 22 = a7 ..k,

tak z nesoudélnosti x + 4y s © — iy vyplyva, ze x +iy = uf? pro néjaké 3 = a+bi
a pro u € Zl[i] invertibilni, tedy v € {1,—1,i,—i}. Protoze —1 = i?, staci
uvazovat pouze piipady u € {1,i}. Je-li u = i, dostaneme z + iy = i(a + bi)? =
i(a? — b2 + 2abi) = —2ab+i(a? — b?), odkud z = —2ab. Pfedpokladame, Ze x je
liché, a proto zbyva jediné volba u = 1.

Pak z + iy = (a+bi)? = (a® — b?) + 2abi, v = a®> — b, y = 2ab a z = a® + b°.

Uvazme nyni diofantickou rovnici y? + 1 = 23. Cisla # a y nemohou byt
soucasné sud4 & soucasné licha. Je-li x sudé, musi byt 3> = 3 mod 4, coZ nelze.
Kazdé feseni tedy ma x liché a y sudé.

Je-li a € Z[i] prvoéinitel délici y + i a y — i, d&li « také 2i, takze 2 déli z3.
Vidime, Ze y + i je s y — ¢ nesoudélné. Kazdy invertibilni prvek Z[i] lze vyjadFit
jako tfeti mocninu, napifklad i = (—i)3. Proto existuji 8 = a+bi a vy = ¢+ di
takové, ze y +1i = (3% a y —i = 3. Protoze (a+bi)3 = (a® — 3ab?) + (3a%b— b3)i,
musi byt 1 = b(3a® — b?) pro néjaka cela a,b € Z. Jisté [b| =1, a z b = 1 méme
3a% = 2, coz v celych ¢islech nema feseni. Volba b = —1 implikuje —1 = 3a? — 1,
odkud a=0,8=—i,y+i=4,y=0ax=1. O

3.4 Charaktery a Gaussovy soucty

V teorii ¢isel maji velky vyznam konecné multiplikativni podgrupy télesa kom-
plexnich éisel C. Je-li G takova podgrupa a a € G, tak musi byt || = 1, nebot
jinak by mocniny « poskytovaly nekone¢né mnoho rtznych absolutnich hodnot.
Vidime, ze prvky G jsou rozmistény na jednotkové kruznici. je-li ™ = 1, patii
« mezi m-t€ odmocniny z jedné. Ty na jednotkové kruznici vytvareji pravidelny
m-thelnik.

Je-li a fadu m, mluvime o primitivni m-té odmocniné z jedné. Klademe (,,, =
cos(2m/m) + isin(27/m) = e*™/™. Multiplikativni cyklickd grupa generované
Cm je totozna s grupou vsech m-tych odmocnin z jedné.

Multiplikativnim (nebo téz Dirichletovym) charakterem modulo n se rozumi
kazdy homomorfismus grup x : Z; — C*. Grupa Z; mé fad o(n), mize vSak
byt exponentu mensiho (viz oddil 2.8). Je-li Z? exponentu m (tedy a™ =1 pro
kazdé a € Z2), je (x(a))™ = x(a™) = x(1) = 1, takze x je m-tou odmocninou
z jedné.

Jsou-li x1, x2 dva charaktery modulo n, pak jejich sou¢in x = x1x2, x(a) =
x1(a)xz(a), a € Z7, je zjevné také charakterem. Ke kazdému charakteru y lze
definovat charakter sdruzeny X, X(a) = x(a) pro kazdé a € Z¥. Pro a € C,
la] = 1, je a! = @. Proto xX = ¢, kde ¢ je trividlni charakter, e(a) = 1 pro
kazdé a € Z;,. Vidime, ze mnozina vSech charaktert modulo n tvoii komutativni
grupu.

Je-li n = p prvocislo, ma tato grupa praveé p—1 prvka. Duvodem je cykli¢nost
Zy,. Je-li totiz £ primitivni prvek Z,,, tak obraz { urcuje i hodnoty obrazu vsech

ij
1 a

mocnin &7. Pro kazdé j € Z,, existuje charakter x = Xj, X; (f’) = ¢



38 KAPITOLA 3. CTVERCE, CHARAKTERY A RECIPROCITA

vSechny charaktery modulo p maji nutné uvedeny tvar. Pfitom x;x% = Xj+&,
takze grupa charaktertt modulo p je cyklicka fadu p — 1.

Lemma. Budn > 1 celé. At n je netrividlni charakter modulo n, € trividlni
charakter modulon abe Z7, b # 1.

() Tuezs (@) = 0 a Y ez £(a) = o(n).

(ii) Je-lin = p prvocislo a x probihd vSechny charaktery modulo p, je > x(b) =

0Oa) x(1)=p-1

Dukaz. ProtoZe 1 je netrividlni, musi byt n(c) # 1 pro néjaké ¢ € Z7. Mame
S n(a) = Y n(ac) = n(e) (X, (a)), takze 3 n(a) = 0. Pro a € Z, je &(a) = 1,
a proto >_e(a) = |Z;| = ¢(n).

Z predpokladu b # 1 vyplyva existence charakteru v modulo p takového, Ze

v(b) # 1 (stac¢i polozit y(£) = Z, 1, kde ¢ je primitivni prvek modulo p). Tudiz

Sx®) = T 00)0) = 10) (S, x(0), a tedy Tx(b) = 0. 3z vise jome
odvodili, ze charaktert modulo p je p — 1. Proto > x(1) =p—1. O

Cést (ii) 1ze pfimétens vyslovit i pro piipad n sloZené. Je k tomu tieba popsat
vSechny charaktery modulo n. To je mozné, nebot oddil 2.8 popisuje strukturu

grupy Z,.
V obou ¢astech pfedchoziho diikazu se objevuje stejny ¢asto pouzivany prin-
cip. Vystupuji-li v néjakém vyrazu vsechny hodnoty g1, ..., g, grupy fadu n,

pri¢emz vsechny maji ve vyrazu stejnou roli, tak se hodnota vyrazu nezmeéni,
pokud g; nahradime g;g; (pro néjaké pevné g; € G). Prvky gi1g;, ..., gng; totiz
také probihaji vSechny hodnoty grupy G.

Jako jednoduchy disledek tohoto obecného principu uvedeme geometricky
nazorné tvrzeni o nulovém souc¢tu vsech n-tych odmocnin z jedné.

Dusledek. Pro kazdén > 1 plati }_, ., (i =0.
Diikaz. Mame G, # 1a (,(3¢2) = 3 ¢ot1 = 3¢ O

Budiz x charakter modulo n. Gaussovym souctem tohoto charakteru na-

zveme hodnotu
9(x) = x(a)¢s
a€Z?,

Prvky a, pres které se sc¢itd, 1ze nahrazovat ¢isly s a kongruentnimi modulo
n, nebot (' = 1.

Je-li p = n prvocislo a € je trividlni charakter modulo p, tak podle disledku
vyse mame g(g) = Zaez;; G = (ZaEZn ¢¢)—1=-1.

Tvrzeni. Bud x netrividlni charakter modulo prvocislo p. Potom |g(x)| = \/p-

Dukaz. Chceme ovérit, ze Q(X)M =p. Proy € Z; je m =x(y1) a g —
G5 Proto 40T = (S x0)6E) (5, x0G) = Ty xlav )G

1

Je-li 2 = zy™", madme x = zy. Probihd-li (z,y) mnozinu Z; x Zj;, probihd ji

i (zy~!y)- Proto g(0)g(0) = 2., x()G Y = Tox( >(zy<;’<2*”)- Pro
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£1lje Y, G = g(e) = —1, takze g(x)g(x) = (Zy C,?) - (Zz;ﬂ X(Z)) =
(p—1) = (=1) = p, nebot Y_ x(z) = 0 dle lemmatu vyse a x(1) = 1. O

Multiplikativni charaktery modulo n se leckdy definuji i pro a € Z,, jez
je s n soudélné, a to tak, Ze pro netrividlni charakter x je x(a) = 0, zatimco
pro trividlni charakter € je £(a) = 1. Pak lze Gausstv soucet vyjadiit jako
> ez, X(@)(,. Jeho hodnota pro x metrivialni se neméni, ovSem pro xy = ¢
dostévéme ), ., (7 =0.

3.5 Kvadratické Gaussovy soucty

Legendretiv symbol (%) poskytuje charakter Z, — {—=1,1} (p je liché prvocislo).

Z lemmatu 3.4 okamzité plyne, ze Zaezp (%) = 0. Tento vztah plyne i z toho,
ze a € Zy, je kvadratické reziduum pravé kdyz je prvkem (jediné) podgrupy Zs,
kterd mé index dva, takze rezidui a nerezidui je stejné.

Polozme S = ) (%) §y- Jde o Gausstiv soucet piislusny charakteru a —

(%) Rika se mu Gausstiv kvadraticky soucet.
- “ , . « _ _ =1\ _
Uvazme pro néjaké a € Z;, jeho podsoucet (%) &+ (7‘1) & @ Je-li (7) =
1, je ( %) = (’T"), takze jde o soulet dvou komplexné sdruzenych dcisel, a
vysledkem je ¢islo realné. Pokud naopak (_71) = —1, jde o soucet komplexniho
¢isla s ¢islem opa¢nym nez je komplexné sdruzené, a vysledek je ryze imaginarni
1 p—1

¢islo. Podle tvrzeni 3.2 mame (_T) = (—1)%1. Protoze S lze rozdélit do F5—

souCtli uvedenych podsoucti, tak jisté plati
Lemma. Pro kazdé liché prvocislo existuje realné ¢islo r takové, ze S = it
Dusledek. At p je liché prvocislo a at S = (%) 3. Pak 52 = (_71) .

Dukaz. Z tvrzeni 3.4 vime, Ze |S| = /p. Proto musi byt |r| = \/p, a "' je

jen jiné vyjadfeni (*71) O

Viimnéte si, Ze jsme nasli presné vyjadieni S?, nikoli v8ak S. Pro (*71) =1

je S = /p apro (_71) = —1 je = iy/p. Dikaz tohoto faktu (tj. toho, Ze S

nemize mit opa¢né znaménko) je vsak daleko pracnéjsi.

Znalost S? nam bude uziteéna pii dikazu zdkona kvadratické reciprocity.
Takovych diukaz je n€kolik. Nami zvoleny patfi k nejkratsim a ziskané poznatky
o Gaussovych souctech jsou potfebné i jinde. Je vsak tfeba pripustit, Ze nékteré
jiné dukazy jsou intuitivnéjsi.

Pro nas dtikaz budeme potiebovat ireducibilitu polynomu 1+ x4+ z2+---+

2P~ € Qlx].
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3.6 Gaussovo lemma a kruhové polynomy

Gaussovo lemma vyslovime pro okruh celych ¢isel. Podobny dikaz lze pouzit i
pro obecnéjsi tvrzeni, kdy misto okruhu celych ¢isel se uvazuje obor hlavnich
ideald. Je mozné i dalsi zobecnéni na obory s jednoznaénymi rozklady (tzv.
Gaussovy obory).

Tyto zobecnéné varianty se oznacuji také jako Gaussovo lemma.

Gaussovo lemma At a € Z[x] neni nad Q[z] ireducibilni, deg(a) > 1. Pak
existuji b, ¢ € Z[x] stupné mensiho nez a takové, ze a = be.

Dikaz. Vhodny nenulovy nasobek polynomu s racionalnimi koeficienty po-
skytuje polynom s koeficienty celo¢iselnymi. Proto ha = uv pro néjaké kladné
heZaw € Zz], 1 <degu < dega. Bud h nejmensi mozné. Je-li h = 1, je
tvrzeni dokazano. Af prvocislo p déli h. Uvazme redukci 7, : Z — Z, modulo p.
Pak 0 = 7, (ha) = my(u)m,(v) (viz oddil 1.21). Protoze Z,[z] je obor integrity,
musi byt 7, (u) = 0 nebo 7, (v) = 0. At naptiklad 7, (u) = 0. To znamend, ze
v8echny koeficienty u jsou délitelné p, takZze u = pw pro néjaké w € Z[z]. Tedy
(hp~1)a = wv, coz je spor s minimalitou h, takze nutné h = 1. O

UvaZme nyni opét multiplikativni podgrupu C* generovanou (,,. Ta ma m
prvki, jez odpovidaji vSsem m-tym odmocnindm z jedné. Jeji podgrupy jsou
vSechny grupy {C;f{; 0<i< m/d}, kde d déli m. Protoze ¢ = (,,d, mizeme
Tici, ze podgrupami jsou vSechny h-té odmocniny z jedné, pro kazdé h, které déli
m. Vidime, ze m-t4 odmocnina z jedné je primitivni, neni-li h-tou odmocninou
z jedné pro néjaké h|lm, h # m. Primitivnich m-tych odmocnin je tedy ¢(m),
a maji tvar ¢ , kde i je s m nesoudé&lné. Ozna¢me je na chvili aq, .. o5 Qi (m)-
Polynom (z — 1) ... (z — ap(m)) se nazyva kruhovy (cyklotomicky) a znaci se
. Souéin vSech tp, him, jisté déli soucin vsech x — «, kde a je m-t4 odmocnina
z jedné, tedy [[o<;cpm (w - Cﬁn) Posledni uvedeny soucin je polynom stupné m,
a tedy je roven z™ — 1 (kazdy ¢initel souéinu je kofenem polynomu z™ — 1).
Polynom [, ,,, tn tedy déli z™ —1, a je stupné ., ¢ (h), coz se podle diisledku
2.5 rovnd m. Dokézali jsme 2™ —1 = thm th. Indukci dle m okamzité vidime, Ze
tm je polynom celo¢iselny, nebot je roven podilu dvou monickych celo¢iselnych
polynomu (viz lemma 1.17). Je-li m = p prvodislo, je 2P — 1 = t1t, = (v — 1)t,,
takze t, =1+ x + - + 2P~ L.

Tvrzeni. Pro kazdém > 1 je kruhovy polynom t,, € Z[z] ireducibilni a plati
zm —1= Hh\m th.

Dukaz. Predpokladejme, Ze t,, neni ireducibilni. Podle Gaussova lemmatu ho
ze zapsat jako soucin ab celoc¢iselnych monickych polynomu stupné mensiho nez
o(m). At ¢!, je kofen polynomu a pro kazdé i nesoudélné s m. Protoze t,, je
soucin viech takovych x — ¢! , dojdeme ke sporu, nebot bude t,, = a. Zjevné
tedy staci ovérit, ze pro kazdé a koten a je a? také koren a, kde ¢ je prvocislo
nesoud€lné s m.

Oznac¢me 7 redukci Z — Z, modulo q. Protoze t,,, déli ™ — 1, je my(t,,) bez
vicenasobnych kotenti, dle disledku 1.23. Koeficienty 7 (a) lezi v Z,, takze podle
dtsledku 1.21 je w(a?) = (7(a))? kofenem 7, (a) (mame 7, (t,) = 7z (a)m(b),
pfiéemz 7(«) je kofen m,(a)). Pokud by a? bylo kofenem b, bylo by 7(a?) také
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kotenem 7, (b). To moZné neni, nebot 7, (t,,) je bez vicendsobnych kofenti. Proto
af neni kofen b, a tedy je korenem a. O

3.7 Zakon reciprocity

Budte p a ¢ licha prvodisla, p # q. Budeme pracovat v okruhu

R = {ao + ale + .-+ apflggil; ag,...,ap—1 € Z} .
Ovétit, Ze R je skuteéné okruh (jakozto podokruh C) je snadné. Soucin dvou
prvki z R je totiz jisté linedrni kombinace mocnin (;, pricemz z ¢, = 1 plyne,
Ze se lze v souctu omezit na mocniny C;,, 0 <7 < p. Mnozina

I'={ao+ailp+ - +ap-1"; ao,...,ap_1 € qZ}
je jisté ideal R. Je to hlavni ideal pfislusny prvku gq.
Polozme opét S = Zaezp (%) G-

Lemma. Zadny z prvki S,25,5% a p nelezi v I = qR.

Dukaz. Protoze ¢ je liché, je 2k = 1 mod g pro néjaké k € Z. Tudiz 25 €
I = k2S¢l = S¢€1 7S5 €I mame S? € I, coz ale podle diisledku
3.5 znaci p € I. Tento predpoklad dovedeme ke sporu. Z p € I plyne existence
ao, - - -, ap—1 € Z délitelnych g takovych, ze polynom a = (a,—12? ' +---+ajz+
ap) — p mé kofen (,. Polynom a € Z[z] C Q[z] je tudiz soudélny s polynomem
b=aPl4 ... 4+2+1¢€ Z[z] C Q[z], nebot maji shodny koten (,. Protoze
b = t, je nad Q[z] podle tvrzeni 3.6 ireducibilni, musi byt a nadsobkem b. Odsud
Qp—1 = Qp_p = -+ = a1 = Ay — P, COZ je spor, protoze ¢ nedéli ap — p. ([l

Véta o reciprocité Bud p a q rizna lichd prvocisla. Pak

()

Dukaz. Pfipomenime, Ze podle tvrzeni 3.2 je vztah moZno téz zapsat jako
(3) (1) = (_—1) (_Tl) Idea dtikazu vychdzi z dvojiho vyjadreni S modulo I

a) \p P
(kde I, S a R maji stejny vyznam jako vyse). )
g—2

Prvy zptisob spoéiva ve vyjadieni S9 jako S - S9! a S9! jako (52) : =

1

qg—1
pP— 2 gq—1 eye .
((_1)719) — p ()P D@D/ = (%) (—=1)P=D@=D/4 (vyuzili jsme
dusledek 3.5 a zakladni vztahy oddilu 3.2).
Druhy zptsob vychéazi z toho, Ze po roznésobeni vyrazu (z1 +-- -+ )9 jsou
viechny koeficienty s vyjimkou z?, 1 < i < k, délitelné ¢ (dikaz lze obdrzet
napiiklad opakovanym pouzitim binomické véty). Proto modulo I plati

w-s(()e) = () -2 ()

2
Protoze (%) = (%) (%) a protoze ag probiha Z,, mame

o= () (£ (2)%)- ()5
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Dokézali jsme, S-e =0 mod I, kde ¢ = (%) = (%) (=1)P=D@=1/4 Je-li
e # 0, musi byt € € {2, -2}, odkud 25 € I. To je v8ak ve sporu s lemmatem

vyse. Proto € = 0 a zbytek je jasny. [l
3.8 Jacobiho symboly

Vypocetni pouziti véty o reciprocité je velké. Dovoluje totiz postupnou redukci
Fadu ¢isel pii zjistovani, zda dand hodnota a je nebo neni kvadratickym zbytkem
modulo dané ¢islo gq.

el €L
Uvazme prvociselny rozklad a = p{*...p". Pak (%) = (%1) .. (%") ,

takze stac¢i znat pouze hodnoty (%) Pro p; = 2 méame explicitni vzorec

(—1)((12_1)/8, a pro p; liché lze hodnotu odvodit ze znalosti (pi) Pfitom se

g nahradi hodnotou a; = ¢, kde 0 < a; < ¢ (nebo lépe |a;| < |q|/2), a cely
proces se opakuje. Jeho nevyhodou je vSak potfeba faktorizace ¢isla a, coz pro
velka ¢isla miaze byt problém.
Ukazuje se ale, ze zakladni myslenku prevraceni lze provést i bez rozkladéani
— staci pouze rozklady tvaru a - 2°b, kde b je liché, které jsou vypocetné snadné.
Formalnim néastrojem pro modifikovany postup je Jacobiho symbol (%),
ktery se definuje pro kazdé a € Z a kazdé kladné liché n, a to tak, ze (%) =1,

(ql.‘f.qk) = ({;il) - ({;ik), kde g1, ..., gk jsou lichd prvoéisla (ne nutné rizna) a

(q&) je Legendretiv symbol.

Tvrzeni. Buda,b€Z aat n,m € Z jsou kladna licha cisla. Pak
@) (s52) = () ()

i) ()= (%) (2);

(iii) a=b mod n = (2) = (2);

(iv) () = (=172

() (3) = ()07

(Vi) ( ) _ (_1)(n71)(m71)/4 (%)

S

33

Body (i), (ii) a (iii) tvzeni plynou okamzité ze zdkladnich vlastnosti Legen-
dreovych symboli zminénych v oddilu 3.2. Pied diikaz zbylych vlozime nasle-
dujici

Lemma. At ai,as,...,a jsou licha ¢isla. Potom
a1—1 ay—1 ap — 1 aias...ap — 1
= d?2
7 T3 T 2 mod 2 a
2_1 a2-1 21 coag)? —
O + % oy % = (araz .. ax) mod 8.

8 8 8 8
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ab 1 a—1 b—1

Duikaz. Pro a, b licha je w;bfl) sudé, takZe je sudé i o= — 5= — 5= =
% Podobné je i % — % — }’2—_1 = w délitelné osmi,
nebot 2 =1 mod 8 pro kazdé liché ¢islo x. T im jsou dokazany dva vztahy pro
k = 2. Déle lze postupovat indukeci. O

Dukaz tvrzeni. At n = ¢1...qx, kde ¢;, 1 < i < k, jsou (ne nutné rtiznd)
prvocisla. Pak (%1) = (;1) . (;1) = (-1 kdes=(q1 —1)/2+ -+ (qx —

q1 qk
1)/2. Podle lemmatu je (—1)* = (—1)(@1--%~1/2 Bod (v) se dokaZe podobné:
(2) = (z (z) = (—1)@-D/8 | (Z1)@-1D/8 = (_1)((@ran)*=1)/8,

n g1 9k

At m = p1...p, kde p;, 1 < j < k, jsou prvocisla. Jsou-li n a m &isla
soudélna, bude p; = g; pro néjaké ¢ a j, a v takovém piipadé (%) = (%) =0
Dale miizeme tedy predpoklddat nesoudélnost n a m. Mame (% =1L j (q—)

2 J

a (%) = Hi,j (%) Protoze (2—;) (1(!17_];) = ( )(pz 1)(‘1J*1)/4 tak (%) (%) =

(=17 kde s =5, ;(pi = 1)(g; — 1)/4.
Tedy s = s1s2, kde sy = 3, (pi—1)/2as2 = 3 _,(q;—1)/2. Protoze s, = (m—
1)/2 mod 2 a s = (n —1)/2 mod 2, je (—1)% = (=1)*1°2 = (—1)(m=D(=1)/4,
O

Je-li n slozené , tak vztah (%) =a"7 modn platit nemusi. Ptitom jak
(%), tak o™= lze spocitat relativné rychle. Pokud nalezneme néjaké kladné
a < n takové, ze (%) # a(""1/2 mod n, budeme védét, Ze n neni prvocislo. Na
tomto principu je zalozen takzvany Solovay-Strassentv algoritmus. Jiz jsme ho
vlastné popsali: pfi ndhodném vybéru celych a, |a| < n/2, zjistuj shodu mezi
(%) a a(®1/2 modulo n. V piipadé shody pokracuj vybérem dalsiho a az do
ptipadného vycerpani predem zadaného poctu krokt.

Tento algoritmus je méné uc¢inny nez Rabin-Millerdiv. Podrobnéji se jim za-
byvat nebudeme.



44

KAPITOLA 3. CTVERCE, CHARAKTERY A RECIPROCITA



Kapitola 4

Hustota a existence
prvocisel

4.1 Téma a cile

Kdyby p1,...,pr byla vSechna prvocisla, tak zaddné z nich by nemohlo délit
p1---pr+ 1. Proto od dob starych Rekt vime, Ze prvoéisel je nekoneéné mnoho.
Je vSak mnoho nezodpovézenych otazek, které se ptaji na existenci nekonecné
mnoha prvocisel urcitych zvlastnich vlastnosti. Jsou-li p a g prvodisla takova, ze
q = p — 2, hovotrime o prvociselnych dvojcatech. Nevime, zda jich je nekonecné
mnoho.

Prvoéisla tvaru 2 — 1 se nazjvaji Mersennova a prvoéislim tvaru 22" + 1
fikdme Fermatova. Nevime, zda jednéch ¢i druhych je nekoneéné mnoho. Je-li
a = aias, je 2¢ — 1 = (2%1)** — 1 délitelné 2% — 1. Proto Mersennovo prvoéislo
mé vzdy tvar 2P — 1, p prvoéislo. Cisla tvaru 22" + 1 se oznac¢uji v teorii ¢isel
F,,. Nejmensi n, ze F), neni prvocislo, je 5. Lze snadno ovéfit, ze F5 je dé€litelné
prvocislem 641.

Na druhou stranu neni obtizné naptiklad ukazat, ze pro kazdé prvocislo ¢
existuje nekone¢né mnoho prvocisel p takovych, ze p=1 mod gq.

Svym zptsobem je velmi pozoruhodné, ze ackoliv neumime nalézt zadny
vzorec, ktery by deterministicky poskytoval nekoneéné fady prvocisel, mame
velmi presné odhady pro relativni pocet prvocisel. Ten se obvykle méfi pomoci
funkce 7(x), kterd udava pocet prvocisel < x (pfitom x mize byt i redlné).

Zlomek m(x)/x tedy udava relativni pocet prvoéisel < z. Véta o hustoté
prvocisel Tika, ze

lim log x@ =1,

T—00 x
¢ili, ze hustota prvocisel do x klesa stejné jako funkce 1/logz. Dikaz véty o
hustoté prvocisel je pomérné obtizny a délat ho zde nebudeme. Neni vsak tézké
ukézat existenci konstant c¢; a ¢y takovych, ze 0 < ¢ <1 < ca, a

a1 m(n) Co

logn n logn

pro kazdé dostatecéné velké n (viz tvrzeni 4.4).

45
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Vedle funkce 7 se pouZiva takzvana ,theta“ funkce, kde ¥(n) = Zp<n log p.
Jeji hodnota je soucet pfirozenych logaritma vSech prvocisel p < n. Tudiz
e?() = D1 Pr(n), kde 2 = p1 < p2 < -+ < pr(y) jsou vSechna prvocisla
< n.

Funkce 7 a ¥ se vzajemné ovliviiuji a odhady v nésledujicich oddilech jsou
na této interakci castecéné zalozeny. Jde ovSsem o dosti volnou vazbu, z ¢ehoz
vyplyvéa, Ze na jejim zakladé se daji ziskat pouze odhady pomérné hrubé.

Lemma. Pro kazdén > 2 plati

2ne™ +29(n) > /nlogn + 29(n) > n(n)(logn)

Dikaz. Mame J(n) = 3 ., logp > > s <, logp > (7(n) — /n)log/n,
pfiéemz log /n = (logn)/2.

Odsud plyne druh& nerovnost, takze zbyva ovéfit 2n > ey/nlogn, tedy
(2/e) (v/n/logn) > 1. Ukdzeme, ze (2/e)(y/z/logz) > 1 pro kazdé =z > 1,
pfiéemz rovnost nikdy nenastéva pro x celé. Funkce v/z/log 2 mé derivaci rov-
nou

(12()\%/; - g) (log x)_l = (logz —2) / (2v/zlog’ z),

coz je pro x > 1 rovno nule pravé pro x = €2, takze v tomto bodé ma pro = > 1

funkce absolutni minimum. P¥itom (2/e) (\/6_2/ log 62) = (2/e) (e/2) = 1, takze
pro z # €2 je (2/e) (y/z/logx) > 1. O

4.2 Cebysevav odhad

Vyjdeme ze zndmého vztahu 2" = "7 ("), ktery lze naptiklad obdrzet rozvo-

i

jem 2" = (1 + 1)™ pomoci binomické véty.

Lemma. Pro kazdé celé k > 0 plati

22F/(2k 4 1) < (2:> <2k; 1> < 2%,

Dukaz. Proi < n/2jei+1 < n — i, odkud (?) < (’i’)”*i = ( " ) Mezi

i+l i+1
hodnotami (%) = (,2* ) je tudiz (%") nejvétsi. Proto 3 (*F) < (2k + 1)(%F).
Druhé nerovnost vyplyva z (%Ijl) + (2,@]2:21) =2. (%Ijl) < 22k+1 O

Tvrzeni (CebySev). Pro kazdé n > 2 je 9(n) < nlog4.

Dikaz. Jde o dikaz nerovnosti [[,.,, p < 4" (viz oddil 4.1). Pro n = 1,2 je
tato nerovnost ziejmé. Plati-li pro n = 2k + 1 > 2, tak plati i pro n = 2k + 2,
nebot 2k + 2 neni prvocislo. Pro ditkaz indukei tedy sta¢i uvazovat prechod od
2k k 2k + 1.

Prvoéislo p > k+1 deli (**1') = (2k+1)!/(k!(k+1)!) pravé kdyz p < 2k+1.
Proto soucin vSech takovych prvocisel déli (2k: 1), coz je < 4% dle lemmatu vyse.
S vyuzitim indukéniho pfedpokladu pro k + 1 dostavame

II =11 » 1I p§4’“+1(2k;1)§4k+14k=42k+1. O

p<2k+1 p<k+1l k+2<p<2k+1
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a(n)

Dusledek. Existuje co > 0, ze
zvolit (log4 + 2/e) =~ 3,54.

< Jﬁ pro kazdé n > 2. Pritom za cy Ize

Diikaz. Z Cebysevova odhadu mame podle lemmatu 4.1 nerovnost 2ne ! +
4nlog?2 > m(n)(logn), takze lze polozit co = 2e~! + 4log2 ~ 0,74 + 2,80 ~
3, 54. O

4.3 Odhady a celé cCasti

Pro a redlné znadi [a] nejvétsi celé n takové, ze n < [a]. Je tedy n < a < n + 1.
Nékdy se misto [a] piSe |a]| a [a] € Z se definuje tak, ze [a] — 1 < a < [a].
Mluvime o celé ¢asti [a] ¢isla a, pFipadné o dolni a horni celé édsti |a] a [a].

Bud p prvocislo a n > 1 kladné celé ¢islo. Trividlné plati, ze v,(n) je velikost
mnoziny {j > 1;p/ deli n}

Pokud n = ni---ng, tak v,(n) = vp(n1) + -+ + vp(ng), takze vy(n) lze
vyjadrit téz jako soucet velikosti mnozin {i; 1<i<kap’ déli m}, kde j =
1,2,3,.... Pokud nqy = 1,ne = 2,...,n = k, tak n = k! a pro dané j ma

) .. v | K o
uvedend mnozina prave [p—J] prvki.

Lemma. Uvazmek > 1. Pak

(1) vp(k) =355, [r%} pro kazdé prvocislo p;
(ii) [?,—ﬂ - [zﬂ € {0,1} pro kazdé j > 0.

Dikaz. Bod (i) okamzité plyne z Gvahy pied lemmatem. Co se tyc¢e bodu (ii),
polozime h = [k/pj}. Pak hp? <k < (h+1)p/, odkud (2h)p’ < 2k < (2h+2)p’.
Proto [Qk/pj} je rovno bud 2h, nebo 2h + 1. O

Dusledek. Bud p prvodislo.
(i) Pro vSechna celdn >m >0

o)=L 2 BB

1<j<logn/logp

(ii) Pro kazdé celé k > 1 je vy (Qk]l“) < log(2k)/ logp.

Dukaz. Méme (") = nl/(m!(n — m)!), takze v,() = vy(n!) — vp(m!) —

v,((n—m)!). Proto bod (i) vyplyva piimo z bodu (i) lemmatu (Omezeni p? < n
zlogaritmovanim dava j - logp < logn). Volba n = 2k, m = k vede na

2k 2k k
() oz 2
1<j<(log 2k)/(log p)
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Podle bodu (ii) lemmatu je kazdy ze ¢lend tohoto souctu roven 0 nebo 1.
Proto v, (2:) nemuze byt vétsi nez pocet vSech uvazovanych j, coz dava dikaz
bodu (ii). O

Tvrzeni. Pro kazdén > 2 plati

2
(:) < (271)‘/% H p< (Qn)m(Zn)W@").
V2n<p<2n

Piitom prva nerovnost plati, i kdyz vybeér p, v2n < p < 2n, omezime na ta
prvocisla, pro ktera [27”} #+2 [ﬂ )

Diuikaz. PoloZzme m = (27?) Pokud prvocislo p déli m, musi délit néjaké k,
n < k < 2n. Proto m = HPS% (™) Je-li p? > 2n, je 2logp = logp? > logn,
takze 2 > logn/logp, a vy(m) = [27"} -2 [%], dle bodu (i) dusledku vyse.

Ovsem podle bodu (i) lemmatu vyse je {2—”} -2 {%} €{0,1}.

P
Proto

m < H p”p(m) . H P,
p<V2n V2n<p<2n
pfi¢emz v druhém ¢initeli lze uvazovat pouze p, kterd spliuji {2?”} #2 [%}

Druhy ¢initel nahradime HPS% p. Kazdé z prvocisel p je < 2n, takze soucin
je < (2n)™(2),

Pro ¢leny prvého ¢initele podle bodu (ii) disledku vyse plati v,(m) <
log(2n)/logp, takze pU»(™) = (elogP)vn(m) < clog(2n) — 9p,

Odhad Hpgmp%(m) < (2n)m plyne z toho, ze prvoéisel p < v/2n neni
vice nez v/2n.

O

4.4 Existence prvocisel

Bertranduav postulat. Pro kazdé n > 2 Ize najit prvocislo p takové, ze n <
p < 2n.

Dukaz. At n > 2 je nejmensi protiptiklad. Uvazme nejprve fadu prvocisel 3, 5,
7,13, 23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259 a 2503. Oznacme jeji prvky a;,1 < i < 11,
a vSimnéme si, ze a;4+1 < 2a;, 1 <1 < 10. Pokud a; < k < ajy1, tak k < a;41 <
2a; < 2k. Mezi k a 2k tedy lezi prvocislo a;41, takze protipfiklad n neni mensi
nez ap; = 2503 > 2048 = 211, Tedy 2n > 212,

Polozme m = (2:) Vyuzijeme odhad tvrzeni 4.3. Protoze mezi n a 2n podle
naseho predpokladu zadné prvoéislo nelezi, lze interval v/2n < p < 2n nahradit
intervalem v/2n < p < n. Ukdzeme, 7e ho lze je§té zmensit, a to na v/2n <
p < 2n/3. Podle tvrzeni 4.3 mtZzeme vypustit kazdé p, 2n/3 < p < n, pokud

ovéfime, Ze [27"} =2 {%} Jisté {%} =1az2p<2n < 3p plyne [27”} =2
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Je tedy m < (2n)‘/ﬁﬂp§2n/3p < (2n)V27e?(n/3) | Vyuzijeme nyni Ce-
byseviiv odhad 9(2n/3) < (2n/3)log4. Z n& plyne m < (2n)V2n42n/3 —
(2n)V2non/3,

Polozme k = 2n. Podle lemmatu 4.2 je 2¥ /(k+1) < m, takZe méme nerovnost

ok < (k+ 1)k_\/E22k/3 < k2+\/E22k/3 < k4\/E/322k/3

V tpravéch jsme pouzili k + 1 < k% a 2 + s < 4s/3, coz plati pro s > 6, a tedy
ipros=+vk>2%=64.
Nerovnost miizeme piepsat jako 2¢/3 < k4*/E/3, tedy jako 2% < k4‘/E, odkud
k< 4\/Elog2 k, a tedy
Vk < 4log, k.

Definujme realné ¢ > 0 tak, ze k = 2%. Z 2k > 4096 = 2'2 plyne t > 6.
Nase nerovnost dava 2! < 8t, ale 26 = 64 > 8 -6 = 48. Vidime, Ze jsme obdrzeli
nerovnost, kterd pro ¢ > 6 neplati, a to je hledany spor. |

Dikaz Bertrandova postulatu lze snadno modifikovat tak, aby se ukézalo,
ze pro kazdé predem dané r > 1 lze najit ngy takové, ze pro vSechna n > ng lezi
mezi n a 2n alespon r prvocisel.

Pro dikkaz Bertrandova postulatu byly kli¢ové nerovnosti tvrzeni 4.3. Uka-
zeme, ze toto tvrzeni lze pouzit i pro dolni odhad poctu prvocisel, totiz pro
dukaz existence ¢; > 0 takového, Ze ¢;/logn < 7(n)/n.

Podle lemmatu 4.2 a tvrzeni 4.3 plati

Pro kazdé a > 1 roste a®"/(2n + 1) nade vsecky meze, a proto pro kazdé e,
0<e<1,je2?™/(2n+1) > (2 —¢)?" pro n dostatecnsé velké.

Ovéfime, ze pro ¢ = 1/8 vztah plati, je-li n > 210. Polozme m = 2n.
Nerovnost 2™/(m + 1) > (15/8)™ lze ekvivalentné vyjadfit jako 24™ > (m +
1)15™ a tedy jako (1 + %)m > m + 1. Z binomické véty mame (1 + %)m >
1+ 2%+ (') /225, takZze staci zjistit, ze pro m > 420 plati 1/154 (m—1)/450 > 1,
coz ovsem vyplyva z 30 + 420 = 450.

Nerovnost (2 — £)2" < (2n)V27(2n)™(2") davé 2nlog(2 — &) < v2nlog(2n) +
m(2n)log(2n), odkud

_ log(2n) - m(2n)log(2n)

V2n 2n ’

Protoze log(2n)/v/2n je pro dostateéné velka n libovolné blizko nule, vidime,

7e pro libovolné § > 0 lze zvolit ng takové, Ze pro n > ng je log(2 —¢) — § <

% log(2n).

Jelikoz 7(2n) = 7(2n — 1), tak také plati

log(2 —¢)

w(2n — 1)
2n—1

log(2n —1) > % log(2n) > log(2 — ) — ¢.

Polozime-li ¢; = log(2 — ¢) —  a vezmeme-li v tvahu dusledek 4.2, mizeme
vyslovit
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Tvrzeni. Existuje celé kladné ¢islo ng a realna cisla ¢1 a c3, 0 < ¢ < 1,
co > 1, takova, ze pron > ng je

c1 m(n) C

< < .
logn n logn
O

Podle disledku 4.2 lze za ¢y volit 2e ! 4-41log 2 = 3, 54, pficemz horni odhad
nezavisi na volbé ngy. Podle avah vyse lze ¢y zvolit libovolné blizké log2 =~ 0, 7.

Pro k = 256 snadno spo¢itame, 7ze log(2 —¢) — log(Tik) je pro € = 1/8 roven

log 15 — 3log2 — (91og2)/(16v/2) > 0, 35. Vzhledem k tomu, ze 22¢/(2k + 1) >
(7/8)%F plati pro k > 256 > 210, vidime, Ze pro n > 512 je 7(n)logn/n > 7/20.

Tento vztah plati dokonce pro vSechna n > 2, ovSem pro n < 512 je ho tfeba
piimo oveéfit ze znalosti hodnot 7(n). Délat to zde nebudeme, protoze hodnoty
c1 a cg, které jsme zde odvodili, maji spiSe jen ilustrativni vyznam. Pouzitim
maji okolo sta desetinnych mist, coz je na spodni hranici velikosti prvocisel
generovanych pro metodu RSA, je aproximace 7(n)/n hodnotou 1/logn jiz
velmi presna.



Kapitola 5

Retézové zlomky

5.1 Dobré aproximace

Zde a v nasledujicich oddilech budeme vzdélenost redlného ¢isla 9 od nejblizsiho
¢isla celého oznacovat ||9]]. Je tedy

19| = min {|¥ — n|;n € Z}

Budeme té7 pouzivat oznadeni (¢) ve vyznamu ¢ — [J].

Celé ¢islo nejblizsi k ¥ € R lze povazovat za celociselnou aproximaci 9. Vedle
celociselnych aproximaci muzeme uvazovat i aproximace se jmenovatelem g, kde
q je celé kladné. Takovou aproximaci je zlomek p/q, pro ktery plati |¥—p/q| < 2%1.
Je-li ¥ raciondlni, nen{ p/q nutné uréeno jednoznacné, u ¥ iraciondlniho tomu
tak vsak je.

Nerovnost |¢ — p/q| < 2—1(1 lze zapsat jako |¥q — p| < 1/2, takZe aproximaci
se jmenovatelem ¢ lze odvodit z celociselné aproximace ¢isla ¥¢q. P¥itom zjevné
19 —p/al = ¢ llav].

Ne vSechny aproximace jsou stejné dobré. Neni tézké najit situace, kdy
lg'9] /4" < |lgV¥]| /q pro néjaké ¢ < g, ¢ili kdy aproximace s mensim jme-
novatelem dava mensi absolutni aproximac¢ni chybu. Nas zde budou zajimat
aproximace, kdy zaddna aproximace s mensim jmenovatelem nedava mensi rela-
tivni chybu, to jest chybu vztaZzenou k velikosti $kaly 1/¢. Relativni aproximadéni
chyba je rovna (||¢¥]| /q) / (1/q) = ||¢¥||. Zminéna podminka tudiz ¥iké, ze

0] < [l¢'V|

pro vSechna kladnd celd ¢’ < q.

Pokud ¢ tuto podminku spliiuje a |¢ — p| = ||¢?¥||, nazveme p/q dobrou
aprozimact ¢isla 9. Vztah |9 — p/q| < 1/(2q), ktery plyne z ||¢¥|| < 1/2, znadi,
7e q urCuje p téméf jednozna¢né (pro nékterd raciondlni ¢ pfipadaji v tivahu
dvé volby p).

Lemma. At p/q je dobrou aproximaci redlného ¢isla 9. Potom jsou p a q ¢isla
nesoudélna.

Dukaz. At p=p'daq=qd, kde d> 1. Pak ||¢9| = |¢¥ — p| = d|¢'9 — p| >
d||¢"?|. Proto nemiize byt ||¢¥| < ||¢’?||, takZe také neni ¢’ < ¢, a tedy nutné
d=1. O

o1
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Tvrzeni. AtY a Q jsou redlnd cisla, Q > 1. Pak existuje q¢ < Q prFirozené, jez
spliuje ||q¥|] < 1/Q. Je-li Q necelé nebo ¥ iraciondlni, plati ||¢d|| < 1/Q.

Dukaz. Zvolme n € Z tak, aby n — 1 < @ < n. Uvazme nésledujicich n + 1
hodnot: 0,1, (), (2¢9),...,((n — 1)9). Kazdou z nich lze vyjadfit jako jo — r,
kde j a r jsou celd, 0 < j < n. ProtoZe interval [0, 1] je sjednocenim n intervalt
[i/n,(i+1)/n], 0 <i < n, musi alespoti dvé z uvazovanych hodnot lezet uvnitt
jednoho z téchto intervalti. Mame n > 2, takze takovou dvojici nemtze byt 0 a 1.
Proto existuji celd j,j', rar’, 22 0<j<j <nal|(yf —5)d—(0"—r) =|(H'9—
Y= (0 —r) <1/n.Volbaq=j" —jap=1r—rdava |¢gd —p| = ||g¥] < 1/n.
Piitom ¢ <7/ <n—-1<Qazn>Q plyne ||¢J]| < 1/Q. O

Pfedchozi tvrzeni dovoluji hledat dobré aproximace tak, Ze za 1/Q) vezmeme
minimum ze v8ech ||¢’¥?|, kde ¢’ je mensi nez pfedem zadand mez, a ¢ zvolime
jako nejmensi ¢éislo spliiujici ||¢¥|| < 1/Q. V dalsich oddilech nahlédneme, ze
pokud takto postupujeme systematicky, obdrzime vSechny dobré aproximace.

5.2 Aproximace racionalnich éisel

Dobré aproximace maji uziti predevsim tehdy, kdyz je aproximované ¢islo
iraciondlni. Pro ¢ = % racionalni (kde r a s jsou nesoudélnd celd, s > 1) jde
o pojem pomérné prihledny. Sezndmime se s nim zejména pro ziskani vychozi
predstavy pro iracionalni pfipad.

Pro a celé piSme na chvili |a|s pro oznaceni nejmensi mozné hodnoty |b|, kde
b probihd celd ¢isla takova, ze a = b mod s. Jisté 0 < |a|s < s/2. Pro kazdé
qg>1je ||q . %H rovno nejmensi mozné hodnoté [¢- = —p|, kde p € Z. Jde tedy o
minimalizaci |gr — ps|, takze ||q %H = %|qr|s. Pozadavek na to, aby k danému
g > 1 bylo mozno nalézt p takové, Ze p/q je dobra aproximace r/s, lze tedy
vyjadiit jako

l¢'r|s > |qr|s pro vSechna ¢’,1 < ¢’ < q.

Sestrojme nyni posloupnost ¢; = 1,..., g, takovou, Ze pro kazdé i > 1, jez

mé |¢;r|s > 0 polozime

¢iv1 =min{q > ¢; |qr]s < |gir|s}.

Z definice vyplyva |qir|s > |gar|s > ..., takZe dostdvame klesajici posloup-
nost nezapornych éisel. Ta je jisté kone¢na. Cisla r a s jsou nesoudélnd, a proto
je |gr|s > 0 pro kazdé celé kladné ¢ < s. Jelikoz |sr|; = 0, vidime, Ze posledni
¢len posloupnosti ¢, ..., g je roven s.

Je dobré si uvédomit, ze hodnotu g; 1 lze také definovat jako minimalni ¢ > 1
takové, ze |qr|s < |g:r|s. Kdyby tohoto minima bylo dosaZeno pro ¢ # ¢it1,
muselo by byt ¢ < ¢;. Dale by muselo byt ¢ > 2, nebot |g;r|s < |q17r|s = |7|s,
takze by existovalo celé j, 1 < j < i, ze ¢; < ¢ < gj41- Z |gr]s < |gir|s <
lg;r|s plyne ¢ = gj+1, odkud |g;ir|s < |gj417]s = |gr|s, coz je spor s puvodnim
prepokladem.

7 takto pozménéné definice ¢; okamzité vidime, Ze pro zZadné kladné celé
g < g; nemuze byt |gr|s = |q;r|s. Je tedy |gr|s < |q:r|s, takZe podle Gvahy vySe
1ze pro kazdé ¢; nalézt celé p takové, ze p/q; je dobra aproximace ¢isla ¢ = r/s. Z
konstrukce posloupnost ¢; vyplyva, ze zadné jiné dobré aproximace ¥ neexistuji.
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Za p zvolime to celé ¢islo, jez spliuje |g;r — ps| = |qir|s, ¢ili je to p = x, jez
déva nejmensi moznou hodnotu |¢;r — xs|. Pokud jsou takové hodnoty dvé a za
x zvolime mensi z nich, tak ¢;r — xs = (x + 1)s — ¢;7, odkud 2¢;r = (22 + 1)s,
takze s = 2t je sudé a |¢;r|2: = t. Protoze t je nejvyssi mozna hodnota |a|s, mize
uvedeny stav nastat pouze pro ¢ = 1. Pozadavek |r|2; = t implikuje soudélnost r
a s = 2t, pokud [t| > 1. Vidime, Ze nejednoznacénost volby p nastane jediné kdyz
s =2 ar je liché. V ostatnich ptripadech urcuje g; hodnotu p = p; jednoznacné.

Muzeme tedy vyslovit nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Bud r/s racionalni ¢islo, kde r a s jsou celd nesoudélng a s > 1.
Pro a € Z at |a|s = min{|bl;a =b mod s}. Je-li s = 2, jsou mimo ¢islo /s
Jjedinymi jeho dobrymi aproximacemi celd ¢isla (r £1)/2. Je-lis =1, jer =1/s
jedinou dobrou aproximaci.

At s > 2 a definujme q; = 1,...,qx = s tak, Ze pro ¢; # s je qi+1 =
min {q > ¢;; [qr|s < |qi7|s}. Pak existuje jediné p;, jez spliuje |q;r — pis| = |qi7]s
api/q,...,pr/q = r/s jsou pravé vSechny dobré aproximace ¢isla r/s. O

5.3 Aproximace iracionalnich ¢isel

Bud ¢ iracionalni ¢islo. Polozme ¢; = 1 a konstruujme ostfe rostouci posloup-
nost ¢; tak, ze gi+1 = min{q > ¢;||¢9| < [|¢:9||}. Mnozina, ze které se hleda
minimum, je podle tvrzeni 5.1 neprazdna, nebot 0 < ||¢;9|| < 1, takZe posloup-
nost qi, ge, ... je korektné definovana. Vztah ||¢;¥| = |¢;¥9 — p;| definuje p; € Z
jednoznacné, nebot iracionalni ¢islo g;19 méa jedinou celo¢iselnou aproximaci.

Tvrzeni. At je iraciondlni ¢islo a at q1,qs,... a p1,p2,... jsou vyse defi-
nované posloupnosti celych c¢isel. Pak p; a q; jsou pro kazdé ¢ > 1 nesoudélna,
pi/q; je dobrou aproximaci ¥, q¢; < ¢;+1 a

lgi+19] < llgdll <1/gita-
Je-li p/q dobrd aproximace ¥, ¢ > 1, tak p/q = p;/q; pro néjaké i > 1.

Dukaz. Podle definice je p1 = p1/1 = p1/q1 celo¢iselnou aproximaci ¥, coz je
jisté dobra aproximace. Pro ¢ > 1 indukei ukazme, Ze p;y1/¢;+1 je také dobrou
aproximaci. Je-li 1 < ¢ < ¢, je ||¢¥]] > ||¢:Y| dle definice g;+1. Podle téze
definice je ale ||g9| > ||¢:¥]] > ||gi+19| také pro kazdé ¢, ¢; < ¢ < ¢;+1, takze
¢i+1 vskutku poskytuje dobrou aproximaci.

Je-li p/q néjakd dobra aproximace, nalezneme nejvétsi ¢ takové, ze ¢; < q.
Takové ¢ jisté existuje, nebotf posloupnost q1, ¢s, ... je ostfe rostouci. Pak ale z
q < git1 a [[gd] < [lg:?]| plyne ¢ = gi41.

Nerovnost ||¢;9|| < 1/gi+1 lze zapsat jako ¢;+1 < 1/|¢;9||. Tvrzeni 5.1 zaru-
Cuje (pri volbé Q = 1/ ||g;9]|) existenci q < 1/ ||g;9| takového, zZe ||| < ||q:?|-
Kazdé takové ovSem spliiuje ¢ > g;i11. O

niho ¢isla . Pak |pi/qi — 9| < 1/(¢iqi+1) < 1/q? pro kazdé i > 1, takze
limiaoo pi/Qi = 19

Dikaz. Méame |p;/qi — 9| = |pi — ¢V|/a = lad| /@ < 1/(¢igiv1) < 1/¢}.
ProtoZe q1,qz,... je ostfe rostouci posloupnost, kladnych é&isel, blizi se 1/¢?

Dusledek. At p;/q;, @ > 1, je posloupnost dobrych aproximaci iraciondl-
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limitné k nule. O

Nerovnost ||¢;¥|| < 1/¢;+1 je pro dalsi pokracovani podstatna. Jeji odvozeni
vyuziva toho, Ze tvrzeni 5.1 nezarucuje jenom libovolné malou aproximaci
racionalnim c¢islem, ale dava i omezeni na velikost jmenovatele. Nerovnost lze
pouzit i v p¥ipadé raciondlniho éisla r/s. Je-li p1/q1,...,pr/qr jemu pFislusna
posloupnost dobrych aproximaci (viz oddil 5.2), tak ||(g;r)/s|| < 1/gi+1 je totéz
jako

gi+1lgir]s < s prokazdéi, 1 <i<k.

Vsimnéme si, ze na rozdil od iracionalnich ¢isel zde vystupuje nerovnost neostra.
Je-li i = k — 1, pak vztah implikuje |gx—17|s = 1, nebof g = s, takZe zaménit
neostrou nerovnost za ostrou zde nelze.

5.4 Vlastnosti posloupnosti dobrych aproximaci

Af ¥ je iraciondlni ¢islo a at p;/qg; je posloupnost dobrych aproximaci zkonstru-
ovand v oddile 5.3. Definujme jesté go = 0 a af

_ 1 pokud ¥ > p;
Po=13 1 pokud ¥ < ps.

Tvrzeni. Za vySe uvedenych piedpokladu plati:
(i) Cisla g; 19 — piv1 a ¢ — p; maji pro kazdé i > 0 opac¢nd znaménka.

(ii) Cisla gi11p; — qipi+1, i > 0, nabyvaji st¥idavé hodnot 1 a —1. Hodnota 1
nastava pravé kdyz q; 119 — pi+1 > 0.

(iii) Existuje jednoznac¢né urcend posloupnost celych kladnych ¢isel a1, as, ...
takova, ze pro kazdé i > 1 je qiy1 = aiq; + qi—1 a pit1 = a;p; + pi—1-
Pritom plati a1 = ¢o.

(iv) Pro vSechna i > 1 plati |q;—19 — pi—1| = a;|@;9 — pi| + |qir19 — Div1]-

Dukaz. Bod (i) pro ¢ = 0 tvrdi, Ze ¥ — p; a —po maji opacna znaménka, tedy
Ze po a ¥ — p; maji shodné znaménka (jsou bud obé kladnd, nebo obé zapornd).
Tak tomu podle definice pg skutecné je.

Predpokladejme ¢ > 1. Jsou-li u a v nenulova realné cisla stejného znaménka,
plati |u — v| = |v — u| < max(|u|, |v|). Pokud v = ¢;¥ — p; a v = ¢i+19 — pi+1
maji stejna znaménka, tak z |gi+19 — pit1] = [|gi+19]] < |9 = |¢:¥ — pi| plyne
[(Gi+1 — )9 = (piva — pi)| < ll@id], takze [[(gi+1 — @)V < [l@i?]|. To ovSem
neni mozné, nebot 0 < g;+1 — ¢ < gi+1 @ ¢;+1 je nejmensi pFirozené g takové,
7e |q¥| < ||¢;:¥|]. Tim je (i) dokdzano.

Pro i =0 je gi+1pi — ¢ipi+1 = po = £1, pricemZ po = 1 pravé kdyz q; 119 —
Pi+1 = ¥ — p; je kladné. Pro i > 1 mame

Gi+1Pi — ¢iPit1 = Gi(¢it19 — Dit1) — Git1(@i¥ — pi).
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Pravé strana této rovnosti je podle bodu (i) rozdilem dvou hodnot opa¢ného
znaménka. Lze ji tedy povazovat za soucet hodnot stejného znaménka jako méa
Gi+19 — pit1. Absolutni hodnota tohoto souctu je kladné celé éislo, které spliuje:

G |19 + qit1 |09 < (qi/@iv2) + (@iv1/qiv1) < 2,

takze vskutku musi byt q;+1p; — gi+1 = £1, pficemz znaménka se stiidaji.
Tim je dokdzén bod (ii). Z néj plyne, ze

qi+1Di — @ipi+1 = —(qipi—1 — ¢i—1pi) pro kazdé i > 1.

Proto pi(giv1 — ¢i—1) = qi(pix1 — pi—1). Cisla p; a ¢; jsou kladn4 nesoudélné

(viz lemma 5.1), takze ¢; déli ¢;+1 — ¢;—1. Definujme a; jako (git+1 — ¢i—1)/¢:-

Vidime, ze a; je celé kladné a vyhovuje vztahu ¢;+1 = a;¢; + gi—1, priCemz timto

vztahem je zaddno jednoznatné. Pro i = 1 je az = (¢2 — 0)/1 = g2. Mame téz

Pit+1 — Pi—1 = Pi(Gi+1 — Gi—1)/q = pias, ¢imz je duikaz bodu (iii) u konce.
Podle bodu (iii) vztah

¢i—19 — pi—1 = —ai(@V — pi) + (¢i+19 — Piv1)

plati pro kazdé i > 0. Oba sc¢itance vyrazu vpravo maji podle bodu (i) shodné
znaménko, takze rovnost plati i pfi pfechodu k absolutnim hodnotam, coz je
obsahem tvrzeni bodu (iv). O

Piedchozi tvrzeni plati pfiméfené pro ¢ = r/s raciondlni, kde r a s jsou
nesoudélnd a s > 3. Bud p1/q1,- .., pr/qx prislusnéd posloupnost dobrych apro-
ximaci (viz oddil 5.3). Dodefinujme pg a go stejné jako na poéatku tohoto oddilu.
Pak 1ze snadno ovéfit, Ze (i) plati pokud 0 < ¢ < k—2, (ii) plati kdyz 0 <i < k—1
a (iil) spolu s (iv) jsou splnény, je-li 1 < i <k — 1.

Vztahy ¢i+1 = a;qi + ¢i—1 & piy1 = a;p; + pi—1 lze vyjadiit maticemi jako

rovnost
Qi1 Piv1 \ _ [ @i 1 qi Di
G Di 10 Gi—1 Pi-1

Toto vyjadfeni ndm umoziuje snadno odvodit nékteré dalsi vlastnosti po-
sloupnosti p; a g;. Budeme pfitom postupovat obecnéji tak, aby dosazené vy-
sledky nebyly vazany pouze na posloupnosti dobrych aproximaci.

Lemma. Atas,...,a, jsou kladnd realnd ¢isla, n > 1, a at pg, p1,qo a q1 jsou
rovnéz realna, pricemz qo > 0 a g1 > 1. Polozme A = poq1 — p1qo, a definujme
Di = Qi—1Di—1 + Di—2 & ¢i = G;—1Gi—1 + ¢i—2, kde 2 < i < n+1. Pak ¢; > 0, je-li
1<i<n+1, aplati:

(i) qiv1pi — piv1qi = (=1)IA, je-li 0 < i < n;

(ii) B — 2l = CD8 e fi] < <y
qi qi+1 qiqi+1

(iii) B Bz _ (CD'ainid

qi qit2 qiqi+2 ’ ‘]e-h l<i< n; a

(iv) Co > Cy > -+ > COypyey > Copg1 > --- > C3 > C1, pokud A # 0,
Ci; =pi/(giA) an=2k+e¢, kdee € {0,1} a k je celé.
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Duikaz. Kladnost ¢isel g; plyne pfimo z definice. Iteraci maticového vyjadieni
obdrzime

Git1 Piv1 | _ [ ai 1 ar 1 q; Di
qi Di 1 077\ 1 0 qi-1 Pi-1

Matice s hodnotami a; maji determinant roven —1. Bod (i) tedy plyne z faktu,
Ze determinant sou¢inu matic je roven sou¢inu determinantti. Bod (ii) ziskdme z
bodu (i) kracenim hodnotou g;¢;+1. Bod (iii) pak dostaneme vypoétem z bodu

(ii):

Pi  Pit2 (& _ pz'+1) + (pv:+1 _ pi+2) -

qi qi+2 qi qi+1 qi+1 qi+2

_ (—1)1A n (—1)l+1A — (1 7A qi+2 — q; ’
qiqi+1 qi+19i+2 Qiqi+19i+2

pritemz g;y2 — ¢; = Qi41qit1-

Predpoklddejme nyni A # 0. Je-li ¢ < n sudé, tak mdme C; — Ci10 =
ai+1/(qigi+2) > 0, zatimco pro i < n liché je C; — Ci12 = —ai+1/(qigi+2) < 0.
Odtud plyne Cy > Cy > -+ a Cq < C5 < ---. Pro i sudé je téz C; > Ciy1,
nebot C; — Ciy1 = (¢;qir1)~ ! a pro i liché obdobné C;y 1 > C;. Je-li n liché,
méme Cy(j1) > Copq1, nebot € =1, 2(k+¢) =n+1a2k+1=n. Pron sudé
stejnd nerovnost plyne z e =0, 2(k+¢)=na2k+1=n+1. O

Vsimnéme si, ze A = +1, pokud p;/¢; vyjadfuji dobré aproximace cisla 9.

5.5 Zavedeni fetézovych zlomku

Konecénym tetézovym zlomkem se rozumi kazdy vyraz tvaru

N 1
a 3
0 . 1
a
1 T
a/ e
2 1
ap—1+ —
n
kdeag €Raaq,...,a, € RT.
Vyraz miuze byt korektné definovan i tehdy, jsou-li néktera z ¢isel aq, as, . . ., a,

nekladna. Je vSak zvykem pracovat pouze s kladnymi koeficienty, coz z hlediska
aplikaci dostacuje.

Cistym nazyvame takovy koneény Fetézovy zlomek, ve kterém jsou vsechna
¢isla ag,aq,...,a, celad. Takovymi fetézovymi zlomky se budeme zabyvat pie-
devsim. Pro odvozeni riznych rekurzivnich vztaht je vsak tucelné pripustit i
neceloc¢iselné hodnoty.

Uvedeny fetézovy zlomek zapisujeme [ag, ..., a,]|. Zpravidla zapisujeme v
hranatych zavorkach vice argumentti, takze k zd&méné s oznacenim celé casti by
nemeélo dojit.

Uzitecné jsou rekurzivni vztahy jak zprava: [ag] = ao, [ao,-- -, Gn, Gni1]
[ag,...,an + a;}rl]; tak zleva: [ag] = ag, [ao,a1,...,a,] = ag + [a1,...,ax]
Oba lze pouzit pro formalni definici koneénych fetézovych zlomka. Vyjadfeni

-1
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zprava lze zobecnit na vztah [ag, ..., a,] = [ao,. .., ak, [ak+1, - - -, an]], pro kazdé
k,0<k<n.

Tvrzeni. Kazdé racionalni ¢islo Ize vyjadiit ¢istym koneénym fetézovym zlom-
kem.

Dukaz. Budeme postupovat indukei dle s > 1, kde r/s je racionélni éislo, které
chceme vyjadrit. Piipad s = 1 je zfejmy. Necht s > 1, pfidemz r = gs + ¢, kde
g € Z a0 <t < s. Podle indukéniho pfedpokladu je s/t = [a1,...,a,] pro

kladna aq,...,as € Z.
Tudiz
T n (5)—1 n 1 [ ]
N — = _— = A1y, Qpl.
s q n q [a1,~~~,an] q,a1, )

O

Nésledujici lemma mé stejné predpoklady jako lemma 5.4 a ukazuje sou-
vislost zkoumanych posloupnosti s fetézovymi zlomky. Tuto souvislost pozdéji
pouzijeme na dobré aproximace.

Lemma. Atas,...,a, jsou kladnd realnd ¢isla, n > 1, a at pg, p1,qo a q1 jsou
rovnéz realna, pricemz qo > 0 a g1 > 1. Pak pro kazdé ¢, 0 < ¢ < n, plati

Pi+1 _ Po +p1[a‘17-- -7a‘i]
di+1 Qo+ aqilar, ..., a;

Dukaz. Postupujme indukci. Pro ¢ = 1 dostdvame pa/q2 = (po + a1p1)/(qo +
a1q1), coz odpovidé definici ps a go. Pro i > 1 mame

Qi1 Piv1 | _ [ ai 1 a; 1 G D1 a
i Di 1 0777\ 1 0 qQ Do )’

Git2 Piv2 \ _ ( Git1 1 az 1 G2 D2

¢i+1  Di+1 1 0/)7°\L1 0 q p1 )’

takze z platnosti vztahu pro dané i < n plynou, polozime-li « = [ag, . .., a;1+1],
rovnosti

_ o +p1(1+ oaq) _ Do +pi(ar +a™t)
giva @ +tea  agpt+al+aea)  q+q(ar+al)

Pit2 _ P1 +paor

Ovsem a1 + ™! = a1 + [az,...,ai11] 7 = [a1,. .., ais1]. O

Dusledek. Bud ¥ = [ag,a1,...,a,] koneény disty Fetézovy zlomek. Polozme
C; = [ag,a1,...,a;—1] prokazdéi, 1 <i<n-+1, azvolmek € Z ac € {0,1}
tak, aby 2k + ¢ = n. Potom C, 41 = 9,

02>C4"'>C2(k+5)>CQ]<;+1>"'>C3>C]_,

a|C; — Ciy1| <i72, kdykolivl < i < n.
Je-lin = 1,jei9:a0—|—afl > ag. Je-lin22,jea0—|—afl > ¥ > ag.
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Dukaz. Polozme gy =0, g1 = 1 = py a p1 = ag. Definujme rekurzivné p;;1 =
a;pi + Pi—1, Git1 = Giq; + Gi+1, kde 1 < i < n. Podle lemmatu pro 0 < i < n
plati
pit1
qi+1

Tudiz C; = pi/qi, 1 < i < n+1, alze pouzit bod (iv) lemmatu 5.4. Bod (ii)
téhoz lemmatu dava |C; — Ciy1| = (¢iqiy1) < i~ 2. Méme totiz ¢; > i pro kazdé
i, 1<i<n,nebof 1 <q < gy <+ < qny1 jsou Cisla cela.

Pripad n = 1 je ziejmy. Je-li n > 2, tak z nerovnosti plyne ag + afl =Cy >

= [al,...,ai]fl +p1 = [ao,al,...,ai] = Ci+1~

¥ > Cy = ag. O
Je-li a1 < ag < ag--- rostouci posloupnost redlnych ¢isel a H > «; pro
kazdé i > 1, nazyvame H horni zavorou posloupnosti aj,as,.... Je zndmo,

7e posloupnost {a;} mé limitu ¢ < H. Obdobné tvrzeni plati pro klesajici
posloupnosti. Obé tato tvrzeni vyuzijeme v nasledujici vété. (Jeji dikaz lze
zkratit vyuzitim vlastnosti cauchyovskych posloupnosti. Znalost tohoto pojmu
v8ak nepfedpokladame.)

Véta. Bud ag,ai,as,... nekonecna posloupnost celych &isel, pficemz a; > 1
proi > 1. Polozme C; = [ag, . .., a;—1] pro kazdé i > 1. Pak existuje pravé jedno
realné cislo ¥ takové, ze

Co>Cy>Cg>--->10>--->Cs >C3>Ch.

Dukaz. Disledek vyse lze pouzit na libovolny pocateéni tsek Cq,Co, ..., Chi1
posloupnosti {C;}. Vime tedy, Ze posloupnost {Cs;}, i > 1, je klesajici a ze
kazdé Cyj11, j > 0, je dolni zavorou posloupnosti {C5;}. Tato posloupnost méa
tedy limitu ¢, kterd je horni zavorou posloupnosti {Ca;41}, 7 > 0. Posloupnost
{C%j+1} mé tedy limitu ¢’ < 9. Pokud né&jaké « splituje Cy; > v > Co+1 pro
kazdé ¢ > 1, je v dolni zévorou posloupnosti {[Cy;}, takze v < 9, a soucasné
horni zévorou posloupnosti {C5;1}, takze v > 9’

Pro kazdé i > 1 podle dtisledku vyse plati |C; — Cyy1]| < 1/i2. Je-li i sudé,
tak C; > 9 > ¥ > Ciy1, takze |9 — 9’| < 1/i? pro kazdé sudé i > 1. To ale
znamend 9 = 1. O

Kazda celociselnd posloupnost ag,aq, ..., kde a1,as,... jsou kladna, tedy
uréuje néjaké realné cislo ¥ = [ag,a1,as,...]. Toto ¢islo nazyvame fetézovgm
zlomkem posloupnosti ag, a1, as, . ... Pro rozliseni také nékdy rikame, ze ¥ =
[ag, a1, ag, . ..] je nekonecnygm fetézovgm zlomkem.

5.6 Jednoznacnost retézovych zlomki

Koneény (Cisty) Fetézovy zlomek [ag, a1,...,a,] = ¥ mizeme pro kazdé i, 0 <
i < n, zapsat ve tvaru [ag,...,a;—1,9], kde ¥; = [a,...,a,]. Pokud bychom
chtéli odvodit pro hodnoty ¥; rekurzivni vzorec, dostaneme

,0<i<n,

3 a’l

1
Yo =1,011 = 3
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nebot ¥; = a;+[ait1,...,a,]" ! = ai—i—ﬁ;_ll. Ovéime, Ze podobné lze postupovat

i v pripadé nekonec¢nych fetézovych zlomku.

Lemma. At ag,a1,... jsou cela cisla, ktera jsou pro i > 1 kladnd. PoloZme
¥ = [as, aiy1,...] pro kazdé i > 0, a at ¥ = ¥g. Pak ¥ = [ag,...,a;—1,Y;] pro
kazdé i > 0, a jsou splnény rekurzivni vztahy
Yo =1, 1 ;>0
= 5 : = y A = .
0 1+1 791‘ —a;

Dukaz. Pro i = 0 neni co dokazovat. At ¢ = 1. Hodnota ¢; je limitou ra-
cionélnich ¢isel C; = [a1,aq,...,q;], zatimco ¥y je limitou raciondlnich ¢isel
lag,a1,...,a;] = ao—i—Cj_l. Podle véty 5.5 91 > C1 = a1 > 1, takze z lim C; = ¥4
plyne limC'j_1 = 97!, a proto je ¥y = lim(ag + Cj_l) rovno ag + 97, z ceho
Y1 = (99 — ag)~t. Pro i =1 je tvrzeni dokdzané.

Tim jsem ovSem dokazali ¥; = a; + 19;11 pro kazdé i > 0, nebot ¢; =
[ai,ait1,.-.] & Piy1 = [@it1, Gite, - . . ]. Indukéni krok pak spociva v rovnosti
— [(Lo, .. .,ai,l,ﬁi] = [ao, e, Q1,04 +79;+11] =
= [GO) ey Ai—1, G4, 191-1—1]
O
Pro kazdy koneény fetézovy zlomek [ag,...,an—1,ay], kde a, > 1, zjevné
plati
(@0, - -+ Gn1,an] = [a0, ... an_1,a,; ", 1].
Proto je tfeba v tivahach o jednoznacnosti zapisu jisté opatrnosti.
Poznamka. Je ziejmé, Ze z [ag, ..., an—1,as] = [ag,...,an-1,by] Dlyne a, =
bn. Podobné je ziejmé, ze vzdy plati
[a'07 vy Ap—1, an] # [G’Oa ey Ap—1,0n, bn]7
pokud ai,...,an, b, € RT a a9 € R.
(Pfipadny formdlni dtikaz lze provést indukcei dle n, vychazeje z [ag, . . ., an—1, an] =

ap + la1,...,a,]"t)

Tvrzeni. Kazdé racionalni ¢islo Ize jednoznac¢né vyjadrit ¢istym kone¢nym
fetézovym zlomkem |[ag, ..., a,], kde a, # 1 nebo n = 0. Nekonec¢ny fetézovy
zlomek udava vzdy ¢islo iracionalni. Kazdé iracionalni ¢islo Ize vyjadrit Fetézo-
vym zlomkem nejvyse jednim zpiisobem.

Dukaz. Bud ag,ai,... posloupnost celych éisel, kterd mtze byt konecné nebo
nekonecna. Predpokladejme, ze hodnoty aj,as,... jsou vSechny kladné. Je-li
posloupnost kone¢né, oznaéme n jeji nejvyssi ¢len, jinak polozme n = oo. Hod-
notu fetézového zlomku uréeného posloupnosti ag, a1, ... oznaéme ¥ a proi < n
rekurzivné definujme Jg = 9, ¥;11 = (J; — a;) 1. Z lemmatu vyse (a z textu na
zacatku oddilu) vime, ze ¢ = [ag, a1, . ..,a;—1,9;].

Bud nyni ag, af, ... opét kone¢nd nebo nekoneénd posloupnost celych éisel,
kde a} > 1 pro ¢ > 1. Definujme obdobné n’, ¥ a ¢,. Pfedpokladejme, ze
posloupnosti ag, ay, ... a apy,al,... jsou rtzné.
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Je-li ag,aq,... posloupnost konecné a takova, ze je pocatkem posloupnosti
ag,ay, ..., tak mame
/
19 = [Go,...,an] 7& [ao,...,an,ﬁn+1] 219 .

Miuizeme tedy pfedpokléddat, Ze existuje k& < min {n, n’} takové, zZe je ar # aj..
Zvolme k > 0 nejmensi mozné. Pak

9 = lag,...,ax—1,V%] # |ag,...,ax—1,0;]) = ¢

pravé kdyz Uy = [ak, akt1,- -] # [a}, )y q,- -] = V), (viz pozndmka pred tvr-
zenim). Staci tedy dokdzat ¢ # 9 pro pfipad k = 0. Bez Gjmy na obecnosti
miizeme predpoklddat af > ag. Je-lin =0, je ¥ > af > ag = 3. Jelin =1, je
a; > 2, takze ¥ > ap > apg+1 > ap + afl =1. Je-li n > 2, tak podle disledku
5.5méme19'2a62a0+12a0+af1 > .

Dokazali jsme, Ze razné posloupnosti urcuji rizné hodnoty . Protoze podle
tvrzeni 5.4 1ze kazdé racionalni ¢islo vyjadfit fetézovym zlomkem, nemtize diky
dokazané jednoznacnosti byt zadné raciondlni ¢islo vyjadfeno nekoneénym fe-
tézovym zlomkem. [l

5.7 Retézové zlomky a dobré aproximace

V tomto oddile navazeme na dusledek 5.3, podle kterého je kazdé iracionalni
¢islo ¥ rovno limp;/q;, kde p;/q; je posloupnost dobrych aproximaci éisla o,
i=1.

Lemma. Buday,...,a, € R, n > 1 pfidemZ a1, ...,a, jsou kladnd a a; > 1.
Pak
(aop +1) —[a1,az,...,a,)"" = [ag,1,a1 — 1, a9, ..., a,).
Ditkaz. PoloZme o = [ay,as, ..., a,). Leva strana je rovna agp+1—a ™1, zatimco
pravé strana dava ag + (1 + [a1 — 1,a2,...,a,] )" =ag + (1 + (e — 1)71)7L.
Ovsem
1 a—1 a—1
1 —_— 1 —1)-1 = f— — J— 1 _ —1
I+ (=17 I @D+l - e
1+
a—1
([l

Véta. Kazdé iracionalni ¢islo ¥ Ize vyjadrit jedinym zptsobem jako fetézovy
zlomek ¢ = [ag,a1,...]. Necht ¢ = 0, 1 = 1, aat pg = 1, jelia; > 1, a
po = —1, je-li a; = 1. V prvnim pripadé polozme p; = ag a pi+1 = a;p; + Pi—1,
Gi+1 = a;q; + qi—1 pro kazdé i > 1. V druhém pfipadé polozme p1 = ap + 1,
P2 = agag + az + ag, g2 = az + 1, a pit1 = @iy 1Pi + Pi-1, ¢it1 = Giv1Gi + Gi-1
pro kazdé i > 2. Pak p;/q;, i > 1, jsou vSechny dobré aproximace ¢isla 9.

Dukaz. Vyjdéme od posloupnosti dobrych aproximaci p;/¢; ¢isla ¥, i > 1.
Definujme go = 0 a at pg = 1 pro ¥ > p1 a pp = —1 pro ¢ < p;. Nasim
cilem je nalézt cela ¢isla ag, a; ... tak, aby tato posloupnost vyjadfovala ¢ jako
fetézovy zlomek, a soucasné aby byly splnény dalsi uvedené vztahy. Vice neni
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tfeba, nebotf vime z tvrzeni 5.6, Ze iracionalni ¢islo lze vyjadfit jako Fetézovy
zlomek nejvyse jednim zptisobem.

Podle tvrzeni 5.4 existuji celd kladna ¢isla by, ba, . .. takova, ze ¢;+1 = b;q; +
Gi—1 & Di+1 = b;p; + pi—1, pro vSechna ¢ > 1. Podle lemmatu 5.5 mame b; =
G2 >2a

Pir1 _ po[bi,...,bi] " + p1 pro viechna i > 1.
qi+1
Je-li pg = 1, polozime ag = p1 a a; = b; pro i > 1. Pak pi11/qi+1 = [ao, - .., ai]
a 19 = hmp7/q7 = [ao,al,aQ, .. ]
Zbyva vyfesit ptipad pg = —1. Podle lemmatu vySe je pit1/¢iv1 = p1 —

[bl,...,bi]71 = [pl —1,1,b1 — 1,b2,...,bi].
Polozime-liag =p1—1,a1 =1,a2 = by —1aa; = b;_1 pro¢ > 3, dostaneme

¥ = lag, a1,az,...], p2 = bip1 + po = (az + 1)(ag + 1) — 1 = azap + a2 + ap a
g2 =bi =az+1.
Rekurzivni vzorce pro i > 2 pak vyjadiuji zdménu b; za a;41. O

Sloucenim dosazenych vysledki dostavame i uréity névod, jak posloupnost
ag, ai,... pocitat.

Tvrzeni. Bud ¥ iraciondlni ¢islo. Polozme Y9 = 19 a definujeme rekurzivné
a; = [197], 197;4_1 = (197 — ai)_l. Pak 9 = [ao,al, .. ]

Dukaz. Vime, Ze existuji celd ¢isla ag,ay, ... takova, ze ¥ = [ag,ay,...]. Po-
lozme ¥; = [a;, @it1,...]. Podle lemmatu 5.6 je 9,11 = (9; — a;) L. Podle véty
54jea;+1>a;+ a;rll > 9; > a;. Proto a; = [¢]. O

Priklad. Bud h > 1 celé. Polozme ¢ = (h+ Vh% +4)/2. Pak h < Vh2 +4 <
h + 2 implikuje h < ¢ < h + 1, takze [¥] = h. UkdZzeme, ze 9; = d a a; = h
plati pro vSechny ¢ > 0. Je-li to pravda pro ¢ > 0, dostavame ¥;11 = (¥ —
h)~t=2(vVh2+4—h)"' =2(Vh2+4+ h)(h? + 4 — h?)~! = 9. Dokazali jsme
htvhi44 V2h2+4 = [h,h,...], pro kazdé h > 1.

Zkoumejme jesté, co lze Fici o posloupnostech p; a g;, kde pg = 1, p1 = h,
Di+1 = hp; + pi—1, zatimco g0 = 0, ¢1 = 1 a gi4+1 = hg; + g;—1. Vidime, Ze
g; = pi—1 pro kazdé ¢ > 1, takze plati lim p”—_l =(h+Vh%+4)/2.

Specidlné pro h = 1 je posloupnost p; rovna Fibonacciho posloupnosti
1,1,2,3,5,8,13,21, ..., takze pomér dvou nasledujicich c¢lentd se limitné blizi
(14++/5/2) (coz je pomér tzv. zlatého Tezu).



