Cviceni z teorie pravdépodobnosti 1

9. Konvergence nahodnych velicin (s¢itatelnost a SZVC)

ovéreni scitatelnosti sj., v P a v Ly fady nezavislych centrovanych redlnych nahodnych veli¢in
ovéreni scitatelnosti sj., v P a v Ly fady nezavislych velicin z 1Ly
ovéfeni predpokladi SZVC pro centrované nezavislé veliciny

Ll

ovéfeni predpokladi SZVC pro nezavislé veliciny z L,

1. Necht X} ~ R(—\/E, \/E) jsou nezavislé. Rozhodnéte, zda je nasledujici fada scitatelna skoro jisté
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2. Necht Xj, k € N jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim R(—k%/2, k3/2). Rozhodnéte
o scitatelnosti skoro jisté nasledujici fady
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3. Necht X}, k € N jsou nezavislé ndhodné veliciny s normdlnim rozdélenim N (0, ¥?). Rozhodnéte o
scitatelnosti skoro jisté fady (1).

4. Bud'te X} nezavislé ndhodné veliciny s rovnomérnym rozdélenim R(0, k).

(a) Rozhodnéte, zda je nésledujici rada konvergentni skoro jisté
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(b) Rozhodnéte, zda nasledujici posloupnost konverguje skoro jisté. Pokud ano, spo¢téte prislusnou
limitu
1l X}
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5. Necht X}, k € N jsou nezavislé ndhodné veliciny s normdlnim rozdélenim N (0, ¥?). Rozhodnéte o
konvergenci skoro jisté nasledujici posloupnosti a urcete jeji limitu
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6. Bud'te X} nezavislé nahodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim se stfedni hodnotou n?/2.

(a) Rozhodnéte, zda ndhodné rada konverguje skoro jisté
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(b) Rozhodnéte, zda nasledujici posloupnost konverguje skoro jisté. Pokud ano, spoctéte prislusnou
limitu n
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7. Vyrieste piiklad 4. se zménénym zadanim, kde X ~ R(—Fk/2, k) méa rovnomérné rozdélend.



Nechf X}, € L, jsou nezavislé veli¢iny. Rada Y w(Xi — EXy) je scitatelnd v Ly pravé tehdy, kdyz
> pvar(Xj) < oo, a pak je tedy scitatelnd v i pravdépodobnosti a také skoro jisté (i v Ly).

Pokud X;, > 0,k € N, pak ), X je scitatelna v Ly, skoro jisté pravé tedy, kdyz ), EX} < oo.
Pokud X, € Ly jsou nezavislé veliciny s ), var(Xj) < oo a ), E X}, konverguje, pak ), X} je fada
sCitatelna v L, v Ly, v pravdépodobnosti a skoro jisté.

Necht 0 < b,, T 0o a necht Z,, € Ly jsou nezavislé veliciny. Pak

i <OO = b, ZZk—EZk) 0

k=1 =

pro n — oo.
Stolzova véta Necht 0 < b, T 00 a a,, jsou posloupnosti redlnych éisel takovych, Ze existuje limita
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kde Aa,, = a, — a,_1 a Ab, = b, — b,_1, pak existuje limita

lim & = [, € R.
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Dikaz: Pro kazdé e > 0 existuje ng = ng(e) € Ny takové, ze pro kazdé n > ng plati
L—¢ec< ﬁ—‘g: < L+e.
Vynasobenim této nerovnosti kladnym ¢islem Ab,, > 0 pro n > ny dostavame nerovnost
(L—¢) <Aa, < (L+¢e)Ab,.

Sec¢tenim nékolika takovych rovnosti obdrzime nerovnost

L—c¢ ZAbk<ZAak (L +e) ZAb

k=ng k=ng k=ng

Podélenim této nerovnosti hodnotou b,, obdrzime odhad

(L—e)(1— 2ty < 2ot < (L4 2)(1 4 2202,

Limitnim pfechodem n — oo obdrzime pro kazdé € > 0 nerovnost nezavislou na hodnoté ngy ve tvaru

L—5<hm1nf‘;” <limsup = < L +e.
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Q.ED.

Necht S,,, S € Ly, pak
S, § = 5§, s = 5 29

Necht S, € L, pak .
S, s = 5,3

Pokud S, = >_;_, X, kde X} € L, k € N jsou nezdvislé veliciny, pak

S, .8 = 5,289



