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9. Konvergence náhodných veličin (sč́ıtatelnost a SZVČ)

1. ověřeńı sč́ıtatelnosti sj., v P a v L2 řady nezávislých centrovaných reálných náhodných veličin

2. ověřeńı sč́ıtatelnosti sj., v P a v L2 řady nezávislých veličin z L1

3. ověřeńı předpoklad̊u SZVČ pro centrované nezávislé veličiny

4. ověřeńı předpoklad̊u SZVČ pro nezávislé veličiny z L1

1. Necht’ Xk ∼ R(−
√

k,
√

k) jsou nezávislé. Rozhodněte, zda je následuj́ıćı řada sč́ıtatelná skoro jistě

∞∑
k=1

√
k + 1

k(k + 2)
Xk.

2. Necht’ Xk, k ∈ N jsou nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım R(−k3/2, k3/2). Rozhodněte
o sč́ıtatelnosti skoro jistě následuj́ıćı řady

∞∑
k=1

k−5/2Xk. (1)

3. Necht’ Xk, k ∈ N jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım N(0, k2). Rozhodněte o
sč́ıtatelnosti skoro jistě řady (1).

4. Bud’te Xk nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım R(0, k).

(a) Rozhodněte, zda je následuj́ıćı řada konvergentńı skoro jistě

∞∑
k=1

X3
k

k5

(b) Rozhodněte, zda následuj́ıćı posloupnost konverguje skoro jistě. Pokud ano, spočtěte př́ıslušnou
limitu

Yn =
1

n2

n∑
k=1

X3
k

k2

5. Necht’ Xk, k ∈ N jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım N(0, k2). Rozhodněte o
konvergenci skoro jistě následuj́ıćı posloupnosti a určete jej́ı limitu

Yn =
1

n3

n∑
k=1

X2
k .

6. Bud’te Xk nezávislé náhodné veličiny s exponenciálńım rozděleńım se středńı hodnotou n3/2.

(a) Rozhodněte, zda náhodné řada konverguje skoro jistě

∞∑
k=1

X2
k

k5
.

(b) Rozhodněte, zda následuj́ıćı posloupnost konverguje skoro jistě. Pokud ano, spočtěte př́ıslušnou
limitu

Yn =
1

n2

n∑
k=1

X2
k

k2
.

7. Vyřešte př́ıklad 4. se změněným zadáńım, kde Xk ∼ R(−k/2, k) má rovnoměrné rozděleńı.



• Necht’ Xk ∈ L2 jsou nezávislé veličiny. Řada
∑

k(Xk − EXk) je sč́ıtatelná v L2 právě tehdy, když∑
k var(Xk) <∞, a pak je tedy sč́ıtatelná v i pravděpodobnosti a také skoro jistě (i v L1).

• Pokud Xk ≥ 0, k ∈ N, pak
∑

k Xk je sč́ıtatelná v L1, skoro jistě právě tedy, když
∑

k EXk <∞.

• Pokud Xk ∈ L2 jsou nezávislé veličiny s
∑

k var(Xk) <∞ a
∑

k EXk konverguje, pak
∑

k Xk je řada
sč́ıtatelná v L2, v L1, v pravděpodobnosti a skoro jistě.

• Necht’ 0 < bn ↑ ∞ a necht’ Zn ∈ L2 jsou nezávislé veličiny. Pak

∞∑
k=1

var(Zk)

b2
k

<∞ ⇒ b−1
n

n∑
k=1

(Zk − EZk) −→sj 0

pro n→∞.

• Stolzova věta Necht’ 0 < bn ↑ ∞ a an jsou posloupnosti reálných č́ısel takových, že existuje limita

L = lim
n→∞

∆an

∆bn
∈ R̄,

kde ∆an = an − an−1 a ∆bn = bn − bn−1, pak existuje limita

lim
n→∞

an

bn
= L ∈ R̄.

Důkaz: Pro každé ε > 0 existuje n0 = n0(ε) ∈ N0 takové, že pro každé n ≥ n0 plat́ı

L− ε ≤ ∆an

∆bn
≤ L + ε.

Vynásobeńım této nerovnosti kladným č́ıslem ∆bn > 0 pro n ≥ n0 dostáváme nerovnost

(L− ε) ≤ ∆an ≤ (L + ε)∆bn.

Sečteńım několika takových rovnost́ı obdrž́ıme nerovnost

(L− ε)
n∑

k=n0

∆bk ≤
n∑

k=n0

∆ak ≤ (L + ε)
n∑

k=n0

∆bn.

Poděleńım této nerovnosti hodnotou bn obdrž́ıme odhad

(L− ε)(1− bn0−1

bn
) ≤ an−an0−1

bn
≤ (L + ε)(1 +

bn0−1

bn
).

Limitńım přechodem n→∞ obdrž́ıme pro každé ε > 0 nerovnost nezávislou na hodnotě n0 ve tvaru

L− ε ≤ lim inf
n→∞

an

bn
≤ lim sup

n→∞

an

bn
≤ L + ε.

Q.E .D.

• Necht’ Sn, S ∈ L2, pak
Sn −→L2 S ⇒ Sn −→L1 S ⇒ Sn −→P S.

• Necht’ Sn ∈ L, pak
Sn −→sj S ⇒ Sn −→P S.

• Pokud Sn =
∑n

k=1 Xk, kde Xk ∈ L, k ∈ N jsou nezávislé veličiny, pak

Sn −→sj S ≡ Sn −→P S.


