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7. podmı́něná středńı hodnota spojená s transformaćı

1. nepř́ımý výpočet podmı́něné středńı hodnoty při podmiňováńı spojitou regulárně závislou veličinou

1. Necht’ X, Y ∼ R(0, 1) jsou nezávislé. Spočtěte E[X2|X − Y ].

2. Necht’ X, Y ∼ R(0, 1) jsou nezávislé. Spočtěte E[(X − Y )2|XY ].

3. Necht’ X, Y ∼ N(0, 1) jsou nezávislé. Spočtěte E[|X||X2 + Y 2].

4. Necht’ X, Y ∼ N(0, 1) jsou nezávislé. Spočtěte E[|X||X/Y ].

• Necht’ X, Y maj́ı sdruženou hustotu fX,Y . Označme fY (y) =
∫
fX,Y (x, y) dx. Pak

E[G(X, Y )|Y = y] =

∫
G(x, y)fX,Y (x, y) dx

fY (y)
plat́ı pro PY -sv. y.

Necht’ X, Y jsou reálné náhodné veličiny, přičemž Y má hustotu fY a X ∈ L1, pak existuje borelovská
integrovatelná funkce hX|Y taková, že

1. HX|Y (y) := E[X1[Y <y]] =
∫

[Y <y]
X dP =

∫ y

−∞ hX|Y (z) dz

2. E[X|Y = y] =
hX|Y (y)

fY (y)
plat́ı pro PY -skoro všechna y ∈ R.

Pak lze př́ımo poč́ıtat pro PY -sv. y ∈ R

E[X|Y = y] =

d
dy
E[X1[Y <y]]

d
dy
P (Y < y)

,

kde fY (y) = d
dy
P (Y < y) je hustota r.v.n. Y poč́ıtaná derivováńım absolutně spojité distribučńı funkce

FY (y) a podobně funkci hX|Y poč́ıtáme derivováńım funkce HX|Y , která je absolutně spojitá “distribučńı
funkce” znaménkové mı́ry

ν(B) =
∫

[Y ∈B]
X dP.

Důkaz: Označme h(y) = E[X|Y = y], pak h(Y ) ∈ E[X|Y ], a tedy

HX|Y (y) =
∫

[Y <y]
X dP =

∫
[Y <y]

h(Y ) dP =
∫

(−∞,y)
h(y) dPY (y) =

∫ y

−∞ h(y)fY (y) dy.

Protože ∫∞
−∞ |h(y)fY (y)| dy =

∫
|h(Y )| dP = E|E[X|Y ]| ≤ E|X| <∞,

je funkce h(y)fY (y) integrovatelná, a t́ım pádem dostáváme, že funkce HX|Y je absolutně spojitá. Má
tedy skoro všude derivaci, která je skoro všude rovna h(y)fY (y). Protože fY (y) > 0 plat́ı PY -skoro všude,
dostaneme, že

E[X|Y = y] = h(y) =
H ′X,Y (y)

fY (y)
=

d
dy
E[X1[Y <y]]

d
dy
P (Y < y)

plat́ı PY -sv.,

nebot’ FY (y) = P (Y < y) =
∫ y

−∞ fY (z) dz je absolutně spojitá funkce, a tedy F ′Y (y) = fY (y) plat́ı pro
skoro všechna y ∈ R, t́ım sṕı̌se pro PY -skoro všechna y ∈ R. Q.E.D.


