
Cvičeńı z teorie pravděpodobnosti 1

2. diskrétńı náhodná veličina s hodnotami v N0, jednorozměrná transformace hustoty

1. výpočet vytvořuj́ıćı funkce ϕX(s) =
∑∞

n=0 s
nP (X = n)

2. výpočet moment̊u z vytvořuj́ıćı funkce EX = ϕ′X(1), EX(X − 1) = ϕ′′X(1)

3. prostá transformace jednorozměrné hustoty
4. neprostá transformace jednorozměrné hustoty

1. Spočtěte vytvořuj́ıćı funkci, středńı hodnotu a rozptyl geometrického rozděleńı P (X = n) = p(1−p)n.
2. Spočtěte vytvořuj́ıćı funkci, středńı hodnotu a rozptyl Poissonova rozděleńı P (X = n) = λn

n!
e−λ

3. Necht’ X má exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 1, určete rozděleńı n.v. Y = e−X .

4. Necht’ X má rovnoměrné rozděleńı na (0, 1), určete rozděleńı n.v. Y = X2.

5. Necht’ X má Cauchyho rozděleńı s hustotou f(x) = 1
π

1
1+x2 . Určete rozděleńı n.v. Y = arctan(X).

6. Necht’ X má rovnoměrné rozděleńı na (−1, 1), určete rozděleńı n.v. Y = |X|.
7. Necht’ X má rovnoměrné rozděleńı na (0, 2π), určete rozděleńı n.v. Y = cos(X).

• Necht’ X má hustotu fX(x) a nabývá sj. hodnot v intervalu (a, b). Je-li ϕ ∈ C1(a, b) s ϕ′(x) 6= 0 na
(a, b) a s oborem hodnot (c, d), pak náhodná veličina Y = ϕ(X) má spojité rozděleńı s hustotou

fY (y) = fX(ϕ−1(y)) · | dϕ
−1(y)
dy
| · 1(c,d)(y) .

Důkaz:1 Označme ψ = ϕ−1 : (c, d)→ (a, b). Pokud (a, b) = [fX 6= 0], pak podle věty o substituci

FY (y) = P (ϕ(X) < y) = P (X ∈ ϕ−1(−∞, y)) =
∫
ϕ−1(−∞,y) fX(x) dx =

∫ y

−∞ fX(ψ(z))|ψ′(z)| dz.

• Necht’ X má hustotu fX(x) a nabývá sj. hodnot v G = ∪̇n(an, bn). Je-li ϕ ∈ C1(G) s ϕ′(x) 6= 0 na G
a {ϕ(x), x ∈ (an, bn)} = (cn, dn), pak náhodná veličina Y = ϕ(X) má spojité rozděleńı s hustotou

fY (y) =
∑

n fX(ϕ−1
n (y)) · | dϕ

−1
n (y)
dy
| · 1(cn,dn)(y), kde ϕn = ϕ|(an,bn).

• Náčrt mechanického (algoritmického) postupu:

1. Pro názornost přeznač́ıme zobrazeńı, které převád́ı náh. veličinu X na náh. veličinu Y = y(X).
V rovině proměnných lze př́ıpadně psát y = y(x).

2. Vyjádř́ıme veličinu X = x(Y ) pomoćı Y , č́ımž spočteme inverzi x = x(y) k funkci y = y(x).
T́ım také ověř́ıme, že funkce y = y(x) je prostá.

3. V př́ıpadě nepřekonatelných pot́ıž́ı při stanoveńı inverzńıho zobrazeńı lze přikročit ke stanoveńı
tzv. parciálńıch inverźı s t́ım, že se chystáme použ́ıt zobecněnou verzi věty o transformaci
hustoty. Př́ıkladem je přechod od funkce y = y(x) = |x| k parciálńım inverźım x = x±(y) = ±y
s přirozeným omezeńım y > 0.2

4. Stanov́ıme definičńı obor dom(x)3 inverze x = x(y) popř. totéž pro parciálńı inverze a to

(a) zohledněńım pot́ıž́ı a zábran při výpoču inverze x = x(y)

(b) zohledněńım zřejmých omezeńı př́ıpadně s využit́ım grafického znázorněńı pro ozřejmeńı.

5. Spočteme derivaci dx
dy

(y) = d
dy
x(y) = x′(y) pro y ∈ dom(x) resp. totéž pro parciálńı inverze.

6. Sestav́ıme transformovanou hustotu jako součin tř́ı faktor̊u

fY (y) = fX(x(y)) · x′(y) · 1[y∈dom(x)]

popř. provedeme sumaci4 takovýchto hodnot v př́ıpadě použit́ı zobecněné věty o transformaci.

1Jde pouze o náznak d̊ukazu.
2Omezeńı uvažujeme v otevřené podobě tak, jak to odpov́ıdá formulaci věty o transformaci.
3Zkratka dom znač́ı domain, tedy definičńı obor př́ıslušného zobrazeńı.
4V př́ıkladě uvedném v bodě 3 bychom pak dostali

fY (y) = fX(x+(y)) · x′+(y) · 1[y∈dom(x+)] + fX(x−(y)) · x′−(y) · 1[y∈dom(x−)] .


