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1. symetrická náhodná procházka a Poisson̊uv proces

1. princip zrcadleńı, stejnoměrná konvergence distribučńıch funkćı v CLV

2. transformace hustoty v́ıcerozměrného reálného náhodného vektoru, výpočet marginálńı hustoty

3. výpočet elementárńı podmı́něné hustoty, rozpoznáńı nezávislosti podvektor̊u

4. rozpoznáńı nezávislosti - podmı́něné rozděleńı nezáviśı na podmı́nce

1. Necht’ Xn, n ∈ N jsou nezávislé náhodné veličiny s Xn ∼ R{−1, 1} a Sn =
∑n

k=1Xk. Označme

τk = inf{n ∈ N : Sn = k}, Mn = max
k≤n

Sk.

(a) Ukažte, že P (Sn = k + α) = P (Mn ≥ k, Sn = k − α) plat́ı, pokud α, k ∈ N.
(b) Ukažte, že P (Mn ≥ k) = 2P (Sn ≥ k) plat́ı, pokud n+ k je liché.

(c) Ukažte, že P (Sn ≥ k)→ 1
2

pro n→∞.
(d) Ukažte, že P (τk <∞) = 1 plat́ı pro každé k ∈ N (a tedy stavy SNP jsou trvalé).

2. Poissonovým procesem s intenzitou λ > 0 rozumı́me proces

Nt =
∞∑
k=1

1[Sk≤t], kde Sk =
k∑
i=1

Xi

a kde Xn, n ∈ N jsou nezávislé kladné náhodné veličiny s hustotou f(x) = λ e−λx · 1(x>0).

(a) Pro n ∈ N ukažte, že fS1,...,Sn(s1, . . . , sn) = λne−λsn · 1(0<s1<...<sn) .

(b) Pro k ∈ N ukažte, že fSk,Sk+1
(y, z) = λk+1 yk−1

(k−1)!
e−λz · 1(0<y<z).

(c) Pro k ∈ N0 ukažte, že P (Nt = k) = P (Sk ≤ t < Sk+1) = (λt)k

k!
e−λt, tj. Nt ∼ Po(λt).

—————————————————————————————————————–
(d) Pro n > k ukažte, že fS1,...,Sn|Nt=k(s1, . . . , sn) = k!λn−kt−ke−λ(sn−t) · 1(0<s1<...<sk≤t<sk+1<...<sn).

(e) Pro n > k ukažte, že fS1,...,Sk|Nt=k(s1, . . . , sk) = k! t−k1(0<s1<...<sk≤t) (rovnoměrné rozděleńı).

(f) Pro n > k ukažte, že fSk+1,...,Sn|Nt=k(sk+1, . . . , sn) = λn−ke−λ(sn−t) · 1(t<sk+1<...<sn).
——————————————————————————————————–

(g) Ukažte, že (S1, . . . , Sk)
T a (Sn)∞n=k+1 jsou nezávislé při mı́̌re P|Nt=k.

(h) Ukažte, že P(Sk+j−t)∞j=1|Nt=k = P(Sn)∞n=1
.

(i) Ukažte, že N
[t]
h = Nt+h −Nt je Poisson̊uv proces při mı́̌re P|Nt=k, kdykoli k ∈ N0.

(j) Ukažte, že proces N [t] je nezávislý s (S1, . . . , Sk)
T při mı́̌re P|Nt=k.

(k) Ukažte, že Poisson̊uv proces (Nt, t ≥ 0) má nezávislé př́ır̊ustky.
———————————————————————————–

(l) Ukažte, že P(Nr,r≥t)|(Nr,r≤t) = P(Nr,r≥t)|Nt , tj. (Nt, t ≥ 0) je markovský proces.

(m) Ukažte, že P(Nr,r≤t)|Nt nezáviśı na λ > 0, tj. Nt je postačuj́ıćı statistika pro systém (Nr, r ≤ t).

(n) Pro n > k ukažte, že PS1,...,Sk|Nt=k = PY(1),...,Y(k)
, kde Y(1) ≤ . . . Y(k) je posloupnost vzniklá

uspořádáńım posloupnosti nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin Y1, . . . , Yk s rovno-
měrným rozděleńım na intervalu (0, t).

• Je-li Sn SNP a τk = inf{n ∈ N : Sn ≥ k}, pak P (τk <∞) = 1 plat́ı pro každé k ∈ N.
• Poisson̊uv proces (Nt, t ≥ 0) s intenzitou λ > 0 má nezávislé př́ır̊ustky s Nt+h −Nt ∼ Po(λh).

• Nt je postačuj́ıćı statistika pro systém (Nr, r ≤ t), tj. P(Nr,r≤t)|Nt nezáviśı na velikosti hodnoty λ > 0.


