
Základy matematického modelováńı

Nedopatřeńı v podp̊urném textu, na přednášce a př́ıpadné neškodné odchylky.

• V definici splajnu uznávám pojem děĺıćı bod jako ekvivalentńı pojmu uzlový bod .

• U lineárńıch systémů regulace jsem jednotkový skok také nazval jednotkovým přechodem (v sou-
vislosti s odezvou, kterou nazýváme přechodovou charakteristikou). Připoušt́ım oba názvy.

• U lineárńıch systémů regulace jsem definoval, že soustava je stabilńı , pokud existuje limita g∞
přechodové charakteristiky. V podp̊urném textu je podmı́nka, že limita h∞ impulsńı charakteristiky
má být rovna nule ovšem s restrikćı na modely, kde obě definice vycházej́ı nastejno. Ve výsledku
je tak definice uvedená na přednášce pouze rozš́ı̌reńım definice z podp̊urného textu a v konkrétńıch
modelech na cvičeńı a v ṕısemce si obě definice odpov́ıdaj́ı.

• Bı́lý šum je vždy centrovaný (s nulovou středńı hodnotou) a je nedegenerovaný (má kladný rozptyl).
Striktńı b́ılý šum je podle definice vždy centrovaný a nedegenerovaný. Zde u striktńıho b́ılého šumu
rozptyl může být nekonečný. Uvědomte si, že rozptyl je dobře definovaný, kdykoli je středńı hodnota
je konečná. Zde je striktńı b́ılý šum slabým b́ılým šumem právě tehdy, když má konečný rozptyl.

• V poznámkce na str. 28 má být předpoklad, že jde o konečný homogenńı markovský řetězec.

• V úplném modelu na str. 29 má být hustota rozděleńı Γ(τ, h) ve tvaru fτ,h(λ) = τhλh−1

Γ(h)
e−τλ, λ > 0.

• Poznámka za definićı 19 pojmu autoregresńı posloupnosti: Poznámka neplat́ı.
Poznámka by (nejsṕı̌s) platila, pokud bychom nav́ıc předpokládali, že veličina εt+1 je nekorelovaná
s veličinami (Xt, . . . , Xt−p). Jednoduchým protipř́ıkladem je model AR(1): Xt = 2Xt−1 +εt. Podobný
postup jako v ilustrativńım př́ıkladu v textu nám dá následuj́ıćı:

Xt = 2−1(Xt+1 − εt+1) = 2−2Xt+2 − (2−1εt+1 − 2−2εt+2) = 2−nXt+n −
n∑
k=1

2−kεt+k.

Pokud bychom chtěli k protipř́ıkladu doj́ıt sami, řekli bychom si, že chceme, aby výsledná posloupnost
(Xt)t∈Z byla stacionárńı, a v tom př́ıpadě E|2−nXt+n|2 → 0 pro n → ∞. T́ım docháźıme k vlastńı
představě o protipř́ıkladu

Xt = −
∞∑
k=1

2−kεt+k , −L2 lim
n→∞

n∑
k=1

2−kεt+k.

Tato posloupnost je skutečně stacionárńı a skutečně vyhovuje předepsanému modelu AR(1), nebot’
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Zde ovšem cov(Xt, εt+1) = −1/2.

AR model d0Xt+ . . .+dpXt−p = εt může být stacionárńı mimo jiné ve dvou následuj́ıćıch př́ıpadech.
V prvńım př́ıpadě jsou kořeny polynomuD(x) = d0x

p+. . .+dp uvnitř jednotkového kruhu. V takovém
př́ıpadě v souladu s teoríı lineárńıch systémů regulace lze uvažovat následuj́ıćı stacionárńı řešeńı

Xt =
∞∑
k=0

hkεt−k. (1)

V druhém př́ıpadě jsou naopak kořeny polynomu D(x) vně jednotkového kruhu a opět v souladu
s teoríı lineárńıch systémů regulace ovšem ,,s převráceńım toku času” máme podobně jako ve výše
uvedeném protipř́ıkladu následuj́ıćı stacionárńı řešeńı

Xt =
∞∑
k=p

h̃kεt+k. (2)



Ani v jednom z těchto př́ıkladu neńı žádný kořen polynomu D(x) na hranici jednotkového kruhu.
Podobným postupem jako v podp̊urném textu pak dojdeme k závěru, že pak stacionárńı autoregresńı
posloupnost bude mı́t v těchto př́ıpadech nulovou středńı hodnotu.

Korektńı formulace poznámky neoṕıraj́ıćı se o těžko dokazatelná tvrzeńı:

1. Pokud jsou kořeny polynomu D(x) uvnitř jednotkového kruhu, pak má AR model stacionárńı
řešeńı ve tvaru (1), kde nově přicházej́ıćı b́ılého šumu jsou nekorelované s dosud pozorovanými
veličinami AR posloupnosti. Pokud jsou kořeny polynomu D(x) vně jednotkového kruhu, pak
má AR model stacionárńı řešeńı ve tvaru (2).

2. Pokud nastává některý z předchoźıch dvou př́ıpad̊u, pak kořeny polynomu D(x) jsou všechny
bud’ uvnitř, nebo vně jednotkového kruhu, nikdy však na hranici, a tedy 1 neńı nikdy kořenem
polynomu D(x). Pak ,,dle postupu v podp̊urném textu” je uvažovaná AR posloupnost cen-
trovaná.

Odvozeńı Yule-Walkerových rovnic předpokládá stacionárńı AR model, kde je nově
přicházej́ıćı b́ılý šum nekorelovaný s dosud pozorovanými členy AR posloupnosti.

Př́ıklad: Uvažujme AR(2) model Xt − 5
2
Xt−1 + Xt−2 = εt, kde {εt} je b́ılý šum. Tento model má

stacionárńı řešeńı ve tvaru
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Taková posloupnost je zřejmě stacionárńı dle poznámky z přednášky, nebot’
∑

k(2
−|k|)2 <∞. Dále ověř́ıme,

že je řešeńım výše uvedeného modelu AR(2). Rozpisem dostaneme
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Kořeny polynomu D(x) = x2 − 5
2
x + 1 = (x − 2)(x − 1/2) jsou x1 = 2 a x2 = 1/2. Jeden je uvnitř

jednotkového kruhu a druhý vně.

• Řekneme, že náhodný proces (Nt)t≥0 indexovaný množinou T = R+ = [0,∞) je č́ıtaćım procesem ,
pokud existuje posloupnost náhodných veličin {ξk}k∈N nabývaj́ıćıch potenciálně i hodnoty +∞ a
splňuj́ıćıch ξk →∞ pro k →∞ takových, že

Nt =
∞∑
k=1

1[ξk≤t] = card{k ∈ N; ξk ≤ t}, t ≥ 0.

Řekneme, že proces (Xt)t≥0 s hodnotami ve spočetné množině S je markovský řetězec (se spojitým
časem), pokud je splněna tzv. markovská podmı́nka

P (Ntn = kn|Ntn−1 = kn−1, . . . , Nt1 = k1) = P (Ntn = kn|Ntn−1 = kn−1), (3)

kdykoli 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn a k1, . . . , kn ∈ S jsou taková, že pravděpodobnost jevu v podmı́nce na levé
straně (3) je kladná. Řekneme, že výše uvedený markovský proces je homogenńı , pokud existuje funkce
pjk(h) taková, že

P (Xt + h = k|Xt = j) = pjk(h), (4)

kdykoli t, h ≥ 0 a j, k ∈ S jsou takové, že P (Xt = j) > 0. Jinými slovy, požadujeme, aby hodnota na levé
straně (4) nezávisela na t ≥ 0.



• Na přednášce jsme (z definice) ukázali, že Poisson̊uv proces je homogenńı markovský řetězec s množinou
stav̊u N0.

Bud’ (Nt)t≥0 Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0. S pomoćı vlastnosti (128) z podp̊urného textu
odvod́ıme (jednorozměrné) rozděleńı Nt pro t ≥ 0 a to pomoćı diferenciálńıch rovnic. Budeme zde
předpokládat, že pravděpodobnosti pk(t) = P (Nt = k) jsou diferencovatelné a že splňuj́ı následuj́ıćı
rovnosti

P (Nt+h = k + 1|Nt = k) = λh+ o(h), P (Nt+h = k|Nt = k) = 1− λh+ o(h). (5)

Z věty o úplné pravděpodobnosti nejprve pro k = 0 dostaneme

P (Nt+h = 0) = P (Nt = 0)P (Nt+h = 0|Nt = 0).

Odečteńım hodnoty P (Nt = 0), poděleńım hodnotou h > 0 a následným limitńım přechodem h → 0+

dostaneme následuj́ıćı rovnost

p′0(t) = lim
h→0+

P (Nt+h = 0)− P (Nt = 0)

h
= p0(t) lim

h→0+

P (Nt+h = 0|Nt = 0)− 1

h
= −λp0(t).

Řešeńım této rovnice je funkce p0(t) = Ke−λt = e−λt, kde konstantu K = 1 jsme určili z podmı́nky
1 = P (N0 = 0) = p0(0).

Pro k ∈ N dostaneme z věty o úplné pravděpodobnosti, že

P (Nt+h = k) =
k∑
j=0

P (Nt = j)P (Nt+h = k|Nt = j)

a podobným zp̊usobem jako výše dostaneme
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kde pj,k(h) = P (Nt+h = k|Nt = j). Využit́ım rovnost́ı (5) resp. rovnosti (128) z podp̊urného textu
dostaneme diferenciálńı rovnici ve tvaru

p′k(t) = −λpk(t) + λpk−1(t), k ∈ N. (6)

Řešeńı této rovnice dostaneme metodou variace konstant ve tvaru pk(t) = Kk(t)p0(t), nebot’ p0(t) = e−λt

je řešeńım odpov́ıdaj́ı homogenńı rovnice. Dosazeńım do (6) dostaneme požadavek ve tvaru

K ′k(t) = λpk−1(t)eλt = λKk−1(t).

Postupně dostáváme K ′1(t) = λ, tedy K1(t) = λt. Dále pak K ′2(t) = λ2t, tedy K2(t) = 1
2

(λt)2. Zde jsme
dvakrát použili informaci, že pk(0) = 0 pro k ∈ N, a tedy i Kk(0) = 0. Postupně pak dojdeme k hypotéze

Kk(t) =
1

k!
(λt)k, tedy pk(t) =

(λt)k

k!
e−λt.

Tuto hypotézu lze snadno ověřit derivováńım.

Poznámka: Lze ukázat, že každý homogenńı markovský proces (Nt)t≥0 startuj́ıćı z N0 = 0, který je
č́ıtaćım procesem a splňuje (5), je již Poisson̊uv proces.

Toto tvrzeńı se můžeme pokusit alespoň myšlenkově ověřit.

Podle předpokladu (Nt)t≥0 je č́ıtaćı proces a startuje z N0 = 0. Nás zaj́ımá, zda má také nezávislé
př́ır̊ustky a zda tyto př́ır̊ustky maj́ı předepsané rozděleńı. Protože v́ıme, že např. veličiny X1, . . . , Xn jsou



nezávislé právě tehdy, když Xk je nezávislé s (X1, . . . , Xk−1) pro každé k = 2, . . . , n, stač́ı nám k nezávislosti
př́ır̊ustk̊u ukázat, že plat́ı

P (Ntn −Ntn−1 = kn|Ntn−1 −Ntn−2 = kn−1, . . . , Nt1 −Nt0 = k1) =
1

kn!
[λ(tn − tn−1)]kne−λ(tn−tn−1). (7)

kdykoli 0 = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn, k1, . . . , kn ∈ N0 a kdykoli pravděpodobnost jevu v podmı́nce je kladná.
Kýžená nezávislost plyne z toho, že pravá strana nezáviśı na hodnotách kn−1, . . . , k1. Jakmile nav́ıc ukážeme
(7), budeme mı́t také, že Ntn −Ntn−1 má Poissonovo rozděleńı s parametrem λ(tn− tn−1). Abychom mohli
využ́ıt předpokladu, že (Nt)t≥0 je markovský proces, přeṕı̌seme si levou stranu (7) do následuj́ıćı tvaru a
ihned markovskou podmı́nku použijeme

P (Ntn = kn + . . .+ k1|Ntn−1 = kn−1 + . . . k1, . . . , Nt1 = k1) = P (Ntn = kn + . . .+ k1|Ntn−1 = kn−1 + . . . k1).

Abychom ukázali rovnost (7) je třeba, ve zjednodušeném zápisu, ukázat, že

P (Nt = k + j|Ns = j) =
1

k!
[λ(t− s)]ke−λ(t−s) (8)

plat́ı, kdykoli 0 ≤ s ≤ t a kdykoli j, k ∈ N0. Protože však předpokládáme, že (Nt)t≥0 je homogenńı
markovský řetězec splňuj́ıćı (5), můžeme použ́ıt analogický postup jako pro odvozeńı absolutńıch pravdě-
podobnost́ı Poissonova procesu, abychom dostali rovnost (8). Mı́sto absolutńıch pravděpodobnost́ı pk(t) =
P (Nt = k) bychom uvažovali přechodové pravděpodobnosti pkj(t) = P (Nt+s = k|Ns = j), které budou
splňovat analogické diferenciálńı rovnice

p′kj(t) = −λpkj(t) + λpk−1,j(t)

ovšem s počátečńımi podmı́nkami pkj(0) = 1[j=k]. Zřejmě pkj(t) ≡ 0 pro k < j d́ıky triviálńı počátečńı
podmı́nce. Dále pak dostaneme pjj(t) = e−λt a analogicky jako při odvozeńı absolutńıch pravděpodobnost́ı
bychom dostali, že

pk+j,j(t) = pk(t) =
1

k!
(λt)ke−λt.

Docháźıme tak k závěru, že proces (Nt)t≥0 má nezávislé př́ır̊ustky s předepsaným rozděleńım, a je to tedy
Poisson̊uv proces.

• V podp̊urném textu v př́ıkladu ,,Obslužná linka” má být závěr, že pro λ < µ je nalezené rozděleńı
geometrické s pravděpodobnost́ı zdaru 1− ρ = 1− λ/µ.

Poznámka: Při odvozováńı v př́ıkladu ,,Obslužná linka” jsme potřebovali zapomı́naćı vlastnost expo-
nenciálńıho rozděleńı ovšem v poněkud pokročileǰśım a to v následuj́ıćım tvaru: Bud’te 0 ≤ X, Y nezávislé
reálné náhodné veličiny, Y ∼ Γ(µ, 1) s exponenciálńım rozděleńım s intenzitou µ > 0. Pak pro t ≥ 0 plat́ı

P (X + Y > t+ h|X + Y > t ≥ X) = e−µh = P (Y > h), h ≥ 0 (9)

kdykoli je jev v podmı́nce pravděpodobný. (!!! Pro představu je naprosto nutné si nakreslit obrázek !!!)
Pro X ≡ 0 máte klasickou zapomı́naćı vlastnost. Veličina X modeluje předcházej́ıćı událost, která do času
t již nastala a veličina X+Y následnou veličinu, která nastane až po čase t ≥ 0. Podmı́nku (9) lze vyjádřit
heslem ,,podmı́něné rozděleńı X+Y − t doby do daľśı události má exponenciálńı rozděleńı s intenzitou µ”.

1. Nejprve si všimněme, že podmı́nku (9) stač́ı ověřovat v následuj́ıćım (již upraveném) ,,součinovém”
tvaru

P (X + Y > t+ h, t ≥ X) = e−µhP (X + Y > t ≥ X), h ≥ 0. (10)

2. Tuto podmı́nku lze snadno ověřit výpočtem za předpokladu, že veličina X ≡ x je deterministická.
Obě strany totiž vyjdou 1[t≥x]e

−µ(t+h−x), h ≥ 0. Plat́ı tedy

P (x+ Y > t+ h, t ≥ x) = e−µhP (x+ Y > t ≥ x), x, h ≥ 0. (11)

3. Protože jsou veličiny X, Y dle předpokladu nezávislé, je možné obě strany (10) vyjádřit jako integrál
v proměnné x odpov́ıdaj́ıćıch stran (11) dle rozděleńı PX veličiny X. T́ım dostaneme (10) př́ımo
z (11).

Zde využ́ıváme rovnost Ef(X, Y ) =
∫
E[f(x, Y )] dPX(x) pro X, Y nezávislé veličiny, kde f je in-

dikátor borelovské množiny v R2.


