Zaklady matematického modelovani

Nedopatreni v podpurném textu, na predndsSce a pripadné neskodné odchylky.
V definici splajnu uznavam pojem délici bod jako ekvivalentni pojmu uzlovy bod.

U linedrnich systému regulace jsem jednotkovy skok také nazval jednotkovym piechodem (v sou-
vislosti s odezvou, kterou nazyvame prechodovou charakteristikou). Pfipoustim oba nézvy.

U linearnich systému regulace jsem definoval, ze soustava je stabilni, pokud existuje limita g
prechodové charakteristiky. V podpurném textu je podminka, ze limita h., impulsni charakteristiky
ma byt rovna nule ovSem s restrikci na modely, kde obé definice vychazeji nastejno. Ve vysledku
je tak definice uvedena na prednédsce pouze rozsitenim definice z podpurného textu a v konkrétnich
modelech na cviceni a v pisemce si obé definice odpovidaji.

Bily $um je vzdy centrovany (s nulovou stfedni hodnotou) a je nedegenerovany (ma kladny rozptyl).
Strikini bily Sum je podle definice vzdy centrovany a nedegenerovany. Zde u striktniho bilého sumu
rozptyl muze byt nekonecény. Uvédomte si, ze rozptyl je dobfe definovany, kdykoli je sttedni hodnota
je konecna. Zde je striktni bily sum slabym bilym Sumem pravée tehdy, kdyz mé konecny rozptyl.

V poznamkce na str. 28 ma byt predpoklad, ze jde o koneény homogenni markovsky retézec.

V tplném modelu na str. 29 ma byt hustota rozdéleni I'(7, h) ve tvaru f; () = % e ™A > 0.

Poznamka za definici 19 pojmu autoregresni posloupnosti: Poznamka neplati.

Poznamka by (nejspis) platila, pokud bychom navic predpokladali, ze veli¢ina €,y je nekorelovand
s velicinami (X, ..., X;—,). Jednoduchym protipiikladem je model AR(1): X; = 2X;_;+¢,. Podobny
postup jako v ilustrativnim piikladu v textu nam da nasledujici:

Xy =27 (Xpp1 — 1) =272 X0 — (27 11 — 27 %6140) = 27" Xy — Z 27 %k
k=1

Pokud bychom chtéli k protiptikladu dojit sami, fekli bychom si, ze chceme, aby vysledna posloupnost
(X¢)tez byla staciondrni, a v tom pifpadé E|27"X,,,|> — 0 pro n — oco. Tim dochézime k vlastn{
predstavé o protiptikladu
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Tato posloupnost je skutecné stacionarni a skuteéné vyhovuje predepsanému modelu AR(1), nebot

£ £ g g g £
Xt—2Xt_1:2(é+%l+%2+...)—( t;1+ tf+ t§3+...):at.

Zde ovsem cov(Xy, e441) = —1/2.

AR model doX; +...+d,X;_, = ¢, muze byt staciondrni mimo jiné ve dvou nasledujicich pripadech.
V prvnim piipadé jsou kofeny polynomu D(z) = dyaP+. . .4-d, uvniti jednotkového kruhu. V takovém
pripadé v souladu s teorii linearnich systému regulace lze uvazovat nasledujici stacionarni reseni

Xt = th‘et—k' (1)
k=0

V druhém pripadé jsou naopak kotfeny polynomu D(z) vné jednotkového kruhu a opét v souladu
s teorii linearnich systému regulace ovsem ,,s prevracenim toku ¢asu” mame podobné jako ve vyse
uvedeném protiptrikladu nasledujici stacionarni reseni

Xt = Z Bk€t+k~ (2)
k=p



Ani v jednom z téchto piikladu neni zadny kofen polynomu D(z) na hranici jednotkového kruhu.
Podobnym postupem jako v podpurném textu pak dojdeme k zavéru, ze pak staciondrni autoregresni
posloupnost bude mit v téchto pripadech nulovou stfedni hodnotu.

Korektni formulace poznamky neopirajici se o téZko dokazatelnd tvrzeni:

1. Pokud jsou kofeny polynomu D(z) uvniti jednotkového kruhu, pak mé AR model stacionarni
feseni ve tvaru (1), kde nové pfichazejici bilého sumu jsou nekorelované s dosud pozorovanymi
veli¢inami AR posloupnosti. Pokud jsou kofeny polynomu D(z) vné jednotkového kruhu, pak
méa AR model stacionarni feseni ve tvaru (2).

2. Pokud nastavéd néktery z predchozich dvou pfipadu, pak kofeny polynomu D(z) jsou vSechny
bud uvnitf, nebo vné jednotkového kruhu, nikdy vSak na hranici, a tedy 1 nenf nikdy koifenem
polynomu D(z). Pak | dle postupu v podpurném textu” je uvazovanid AR posloupnost cen-
trovana.

Odvozeni Yule- Walkerovych rovnic predpoklddd staciondrni AR model, kde je nové
prichdzejici bily sum nekorelovany s dosud pozorovanymi éleny AR posloupnosti.

Priklad: Uvazujme AR(2) model X; — gXt,l + X o = &, kde {&;} je bily sum. Tento model m4
stacionarni feSeni ve tvaru

2 = 2 -~
X, = _g Z 2 ‘k‘5t+17k = —g Z 2 |k+1|€t7k-

k=—o00 k=—o00

Takov posloupnost je ziejmé staciondrn{ dle poznamky z prednasky, nebot >, (271*)2 < co. Déle ovéifme,
ze je feSenim vyse uvedeného modelu AR(2). Rozpisem dostaneme
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Kofeny polynomu D(z) = 2* — 324+ 1 = (z — 2)(z — 1/2) jsou x1 = 2 a 25 = 1/2. Jeden je uvnitf
jednotkového kruhu a druhy vné.

e Rekneme, Ze ndhodny proces (N,)i>o indexovany mnozinou 7' = R* = [0, 00) je éitacim procesem,
pokud existuje posloupnost ndhodnych velic¢in {&;}reny nabyvajicich potencidlné i hodnoty +o0o a
splnujicich &, — oo pro k£ — oo takovych, ze

Nt = Z 1[§k§t] = card{k S N7fk S t}, t Z 0.

k=1

Rekneme, 7e proces (X¢)t>0 s hodnotami ve spocetné mnoziné S je markovsky tetézec (se spojitym
¢asem), pokud je splnéna tzv. markovskd podminka

P(Ntn = kn‘Ntn_l = knfb ) Nt1 = kl) = P(Ntn = kn‘Ntn_l = kn*1)> (3)

kdykoli 0 < t; < ... < t, a ky,...,k, € 9 jsou takova, ze pravdépodobnost jevu v podmince na levé
strané (3) je kladnd. Rekneme, Ze vyse uvedeny markovsky proces je homogenni, pokud existuje funkce
p;k(h) takovd, ze

P(Xi +h = k|Xi = j) = pj(h), (4)

kdykoli t,h > 0 a j, k € S jsou takové, ze P(X; = j7) > 0. Jinymi slovy, pozadujeme, aby hodnota na levé
strané (4) nezavisela na ¢t > 0.



e Na piedndsce jsme (z definice) ukazali, ze Poissontv proces je homogenni markovsky fetézec s mnozinou
stavu N.

Bud (N,);>0 Poissonuv proces s intenzitou A > 0. S pomoci vlastnosti (128) z podpurného textu
odvodime (jednorozmérné) rozdéleni N; pro t > 0 a to pomoci diferencidlnich rovnic. Budeme zde
predpokladat, ze pravdépodobnosti pg(t) = P(N; = k) jsou diferencovatelné a ze spliuji néasledujici
rovnosti

P(Npp =k + 1N, = k) = M+ o(h), P(Nipp = k|N; = k) = 1 — A + o(h). (5)

Z véty o uplné pravdépodobnosti nejprve pro k = 0 dostaneme
P(Nyip, = 0) = P(N; = 0) P(Niyp = O|N; = 0).

Odectenim hodnoty P(N; = 0), podélenim hodnotou A > 0 a ndslednym limitnim prechodem h — 07
dostaneme nasledujici rovnost
/ P(Nt+h:0|Nt:0)_1

. . P(Nt+h:0)—P<Nt:0)_ . o
polt) = lim, h = polt) lim, h = —o(t):

Redenim této rovnice je funkce po(t) = Ke ™ = e, kde konstantu K = 1 jsme urcili z podminky
1 = P(Ny=0) = po(0).
Pro k € N dostaneme z véty o uplné pravdépodobnosti, ze

P(Npyn = k) = ZP(Nt = j)P(Nyyn = k| Ny = j)

J=0

a podobnym zpusobem jako vyse dostaneme

pe(t) = lim

pk(t + h) - pk(t) - . pkk(h) —1 ) pk—l,k(h) ] pj,k:(h)
h—0+ h = pe(t) hlir(r)1+ oy T Pr-1 hlfgﬂ — T ij (t) lim n

h

kde pjr(h) = P(Nitp, = k|N; = j). Vyuzitim rovnosti (5) resp. rovnosti (128) z podpurného textu
dostaneme diferencialni rovnici ve tvaru

Pe(t) = =Api(t) + A\pr—1(t), k€N, (6)

Resenf této rovnice dostaneme metodou variace konstant ve tvaru pg(t) = Ki(t)po(t), nebot po(t) = e

je Tesenim odpovidaji homogenni rovnice. Dosazenim do (6) dostaneme pozadavek ve tvaru
K,/C(t) = )\pk_l(t)e)‘t = )\Kk_l(t)

Postupné dostavame Ki(t) = A, tedy K;(t) = At. Déle pak Kj(t) = X, tedy Ko(t) = 5 (At)?. Zde jsme
dvakrat pouzili informaci, ze p(0) = 0 pro k € N, a tedy i K;(0) = 0. Postupné pak dojdeme k hypotéze

(A"
X (& .

1
Ki(t) = 7 ()", tedy  pe(t) =
Tuto hypotézu lze snadno ovérit derivovanim.

Poznamka: Lze ukazat, ze kazdy homogenni markovsky proces (N;):>o startujici z Ny = 0, ktery je
¢itacim procesem a spliiuje (5), je jiz Poissonuv proces.

Toto tvrzeni se muzeme pokusit alespon myslenkové oveérit.

Podle predpokladu (NV;):>o je Citaci proces a startuje z Ny = 0. Nds zajimd, zda mé také nezdvislé
prirustky a zda tyto ptrirustky maji predepsané rozdéleni. Protoze vime, ze napt. veliciny Xy, ..., X,, jsou



nezavislé prave tehdy, kdyz Xy, je nezavislé s (Xi, ..., Xy_1) prokazdé k = 2, ..., n, sta¢i ndm k nezdvislosti
prirustku ukazat, ze plati

1
P(Ny, — Ny, =kn|Ne, = Nip oy =kne1y. s Ny — Ny = k1) = — [(A(tn — tp_1)]me Xnmtnm) 0 (7)

k!
kdykoli 0 =ty < t; < ... < tn, ky,...,k, € Ny a kdykoli pravdépodobnost jevu v podmince je kladna.
Kyzena nezavislost plyne z toho, ze prava strana nezavisi na hodnotach k,,_1, . .., k1. Jakmile navic ukazeme

(7), budeme mit také, ze Ny, — Ny, , ma Poissonovo rozdéleni s parametrem (¢, — t,,—1). Abychom mohli
vyuzit predpokladu, ze (N;)i>o je markovsky proces, prepiseme si levou stranu (7) do nasledujici tvaru a
ihned markovskou podminku pouzijeme

P(Ntn - kn+"-+k1’Ntn_1 :kn,1+...k1,...,Nt1 :kl) :P(Ntn :kn+---+kl‘Ntn_1 :kn,1+...]{)1).
Abychom ukézali rovnost (7) je tieba, ve zjednoduseném zapisu, ukazat, ze

1

::ZJ[
plati, kdykoli 0 < s < t a kdykoli j,k € Ny. Protoze vSak pfedpokladdme, ze (INV;)i>o je homogenni
markovsky fetézec splnujici (5), muzeme pouzit analogicky postup jako pro odvozeni absolutnich pravdeé-
podobnosti Poissonova procesu, abychom dostali rovnost (8). Misto absolutnich pravdépodobnosti py(t) =
P(N; = k) bychom uvazovali prechodové pravdépodobnosti py;(t) = P(Niys = k|Ns; = j), které budou
spliiovat analogické diferencidlni rovnice

Pij(t) = = Apij(t) + Apg—1,5(t)
oviem s pocatecnimi podminkami py;(0) = 1jj—g. Ziejmé py;(t) = 0 pro k < j diky trividlni pocatecni
podmince. Déle pak dostaneme p;;(t) = e~ a analogicky jako pii odvozeni absolutnich pravdépodobnosti
bychom dostali, ze

P(N, =k + jIN, = j) At — 5))Fe ) (8)

1
TR
Dochéazime tak k zavéru, ze proces (NV;);>o ma nezavislé prirustky s predepsanym rozdélenim, a je to tedy
Poissonuv proces.

Pr+g(t) = pr(t) (At)fe™.

e V podpurném textu v ptikladu ,,Obsluzna linka” m& byt zavér, ze pro A < u je nalezené rozdéleni
geometrické s pravdépodobnosti zdaru 1 —p =1 — A/ p.

Poznamka: Pii odvozovani v piikladu ,,Obsluzna linka” jsme potifebovali zapominaci vlastnost expo-
nencidlniho rozdéleni oviem v ponékud pokroécilejsim a to v nésledujicim tvaru: Budte 0 < X, Y nezdvislé
realné nahodné veli¢iny, Y ~ I'(p, 1) s exponencidlnim rozdélenim s intenzitou p > 0. Pak pro ¢ > 0 plati

PX+Y >t+hX+Y>t>X)=e " =PY >h), h>0 (9)

kdykoli je jev v podmince pravdépodobny. (!!! Pro pfedstavu je naprosto nutné si nakreslit obrazek !!!)
Pro X = 0 mate klasickou zapominaci vlastnost. Veli¢cina X modeluje predchazejici udélost, ktera do ¢asu
t jiz nastala a velicina X 4+ Y naslednou veli¢inu, kterd nastane az po ¢ase t > 0. Podminku (9) lze vyjadrit
heslem ,,;podminéné rozdéleni X +Y —¢ doby do dalsi udélosti ma exponencialni rozdéleni s intenzitou u”.

1. Nejprve si v§imnéme, ze podminku (9) sta¢i ovétovat v nésledujicim (jiz upraveném) ,,souc¢inovém”
tvaru
PX+Y>t+ht>X)=e"P(X+Y>t>X), h>0. (10)
2. Tuto podminku lze snadno ovérit vypoctem za predpokladu, ze velicina X = x je deterministicka.
Obé strany totiz vyjdou l[tzﬂe_“(t*h_x), h > 0. Plati tedy

Plx+Y >t+ht>z)=e"Pla+Y >t>2), z,h>0. (11)

3. Protoze jsou veliciny X, Y dle predpokladu nezavislé, je mozné obé strany (10) vyjadiit jako integral
v proménné z odpovidajicich stran (11) dle rozdéleni Px veliciny X. Tim dostaneme (10) piimo
z (11).
Zde vyuzivame rovnost Ef(X,Y) = [E|[f(z,Y)]dPx(x) pro X,Y nezdvislé veli¢iny, kde f je in-
dikétor borelovské mnoziny v R2.



