
1. Opakováńı, značeńı - filtrace

Bud’ (Ω,A) měřitelný prostor. Označme L(A) = {X : (Ω,A) → (R,B)} množinu všech reálných
A-měřitelných náhodných veličin, kde B = B(R) znač́ı borelovskou σ-algebru na reálné př́ımce R. Je-li
X : (Ω,A)→ (E, E), pak symbolem

σ(X) = σE(X) = {[X ∈ B];B ∈ E}

označujeme σ-algebru generovanou náhodnou veličinou X. Dále zkráceně ṕı̌seme L(σ(X)) = L(X).
Je-li Y ∈ L(X), pak existuje h ∈ L(E) taková, že Y = h(X) a zápis Y ∈ L(X) pak čteme: reálná náhodná
veličina Y je měřitelnou funkćı náhodné veličinyX. Je-li A σ-algebra, pak je generovaná kanonickou
náhodnou veličinou σ-algebry A ve tvaru

1A = (1A, A ∈ A) : (Ω,A)→ (R,B)A, 1

která je reálným náhodným procesem indexovaným množinou A ř́ıkaj́ıćı, který z jev̊u A ∈ A nastal a
který ne. Speciálně, je-li Y ∈ L(A) = L(1A, A ∈ A), pak existuje h ∈ L(BA) taková, že Y = h(1A, A ∈ A).
Je-li (Ω,A) měřitelný prostor a X(ω) = ω, ω ∈ Ω, pak X : (Ω,A)→ (Ω,A) je měřitelná náhodná veličina,
které ř́ıkáme kanonické náhodná veličina na měřitelném prostoru (Ω,A). Je-li nav́ıc, Ω ⊆ RT , kde
∅ 6= T ⊆ R, pak X nazveme také kanonickým náhodným procesem . Proces X = (Xt, t ∈ T ) je pak
sestaven z projekćı Xt(ω) = ωt, t ∈ T. Je-li ω ∈ RT , pak ω|t = (ωs, s ∈ Tt) znač́ı zúžeńı funcke ω : T → R
na indexovou množinu Tt = {s ∈ T ; s ≤ t} všech (časových) index̊u do času t. Funci ω|t budeme také ř́ıkat
funkce ω useknutá v čase t ∈ T.

Bud’ (Ω,A) měřitelný prostor, neklesaj́ıćı systém (Ft, t ∈ T ) pod σ-algeber A nazveme filtraćı index-
ovanou indexovou množinou ∅ 6= T ⊆ R, formálně:

• s ≤ t, s, t ∈ T ⇒ Fs ⊆ Ft ⊆ A.
Přirozenou (kanonickou) filtraćı náhodného procesu X = (Xt, t ∈ T ) s indexovou množinou ∅ 6=
T ⊆ R a stavovým prostorem (E, E) rozumı́me filtraci

FXt = σ(Xs, s ∈ Tt) = σ(X|t) = σETt (X|t) = {[X|t ∈ B], B ∈ ETt}.

Je-li Xt ∈ L(Ft), t ∈ T, pak ř́ıkáme, že proces Xt je Ft-adaptovaný a ṕı̌seme zkráceně Xt ∈ A(Ft).
Zřejmě pro reálný proces X plat́ı: Xt ∈ A(Ft) ≡ FXt ⊆ Ft, t ∈ T.
Pokud Yt ∈ A(Ft), pak pro každé t ∈ T plat́ı Yt ∈ L(FXt ) = L(X|t), existuje tedy ht ∈ L(ETt) taková, že
Yt = ht(X|t).

Poznámka: Je-li (Ft, t ∈ T ) systém σ-algeber, pak F = ∩t∈TFt je opět σ-algebra největš́ı taková, že
F ⊆ Ft, t ∈ T, formálně F = inf{Ft; t ∈ T} vzhledem ke svazovému uspořádáńı ⊆ σ-algeber. Naopak
A = ∪t∈TFt je algebra, ale ne obecně σ-algebra. Symbolem

F =
∨
t∈T

Ft = σ(
⋃
t∈T

Ft) = σ(A)

označ́ıme nejmenš́ı σ-algebru obsahuj́ıćı Ft, t ∈ T jako podmnožiny. Z hlediska svazového uspořádáńı
můžeme psát F = ∨t∈TFt = sup{Ft; t ∈ T}, tedy je to nejmenš́ı horńı mez.

(1) Je-li C ⊥⊥ Ft, t ∈ T, pak zřejmě také C ⊥⊥ A a protože A je algebra (a tedy uzavřená na konečné
pr̊uniky), plat́ı C ⊥⊥ σ(A) = F .

(2) Podobně: jsou-li P,Q dvě pravděpodobnosti rovnaj́ıćı se na Ft, t ∈ T, pak P = Q na A, a opět
protože A je algebra (uzavřená na konečné pr̊uniky), plat́ı P = Q na σ(A) = F .

Bud’ (Ft, t ∈ T ) filtrace na (Ω,A), označ́ıme

F−∞ =
⋂
s∈T

Fs, F∞ = σ(
⋃
s∈T

Fs) =
∨
s∈T

Fs.

1Zde a dále vypoušt́ıme symbol ⊗, který použ́ıváme pro součin σ-algeber, měr a měřitelných a pravděpodobnostńıch
prostor̊u běžně také použ́ıvaný při označeńı př́ıslušných mocninných σ-algeber a měřitelných prostor̊u. Zkráceně tedy budeme
dále např. psát

(Ω,A, P)2 = (Ω,A,P)⊗2 = (Ω,A,P)⊗ (Ω,A,P) = (Ω2,A2, P2) = (Ω2,A⊗2,P⊗2) = (Ω× Ω,A⊗A,P⊗ P).
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Dále

Ft+ =
⋂
s∈Tt+

Fs pokud t = inf Tt+, Ft+ = Ft jinak, kde Tt+ = {s ∈ T : s > t}(1)

Ft− =
∨
s∈Tt−

Fs pokud t = supTt−, Ft− = Ft jinak, kde Tt− = {s ∈ T : s < t}.(2)

Pak F−∞ ⊆ Ft− ⊆ Ft ⊆ Ft+ ⊆ F∞ plat́ı pro každé t ∈ T. Druhý př́ıpad v (1) nastává, pokud t je izolovaný
se shora v T a druý př́ıpad v (2), pokud t je izolovaný v T ze zdola. Řekneme, že filtrace (Ft, t ∈ T )
je zleva spojitá , pokud Ft− = Ft plat́ı pro každé t ∈ T, zprava spojitá , pokud Ft+ = Ft plat́ı pro
každé t ∈ T. Filtrace je spojitá , je-li spojitá zleva i zprava. Řekneme, že (reálný) stochastický proces
X = (Xt, t ∈ T ) je (zleva, zprava) spojitý , pokud jeho trajektorie X(ω) : t ∈ T 7→ Xt(ω) je (zleva,
zprava) spojitá funkce.

Poznámka: Je-li T lokálně konečná množina2, pak každé t ∈ T je izolovaným bodem T , a tedy filtrace
(Ft, t ∈ T ) je spojitá. Je-li reálný proces X = (Xt, t ≥ 0) zleva spojitý, pak FXt je zleva spojitá filtrace, neb

FXt = FXt− ∨ σ(Xt), a Xt = lim
Q3s→t−

Xs ∈ L(FXt−) pro t > 0.

Bud’ X kanonický proces na Ω = C(R+) = {f : R+ → R spojitá }. Pak jeho kanonická filtrace FXt zprava
spojitá neńı, přestože proces X zprava spojitý je. Pro t > 0 ukážeme, že plat́ı

H = [lim sup
Q3s→t+

Xs−Xt

s−t ] ∧ 1 ∈ L(FXt+)\L(FXt ).

Zřejmě H ∈ L(FXt+). Pokud by H ∈ L(FXt ), pak by existovala měřitelná funkce h taková, že H = h(X|t),
ale my polož́ıme ω1(s) = (s − t)+, ω2 ≡ 0. Pak ω1, ω2 ∈ Ω, ale X(s, ω1) = 0 = X(s, ω2) plat́ı pro každé
s ∈ [0, t], což nám dává spor

1 = H(ω1) = h(X|t(ω1)) = h(X|t(ω2)) = H(ω2) = 0.

Filtrace FXt tedy neńı zprava spojitá, přestože proces X ano.

Cvičeńı Bud’te Xk, k ∈ N nezávislé kladné veličiny s hustotou fλ(x) = λe−λx · 1[x>0]. Položme

Sn =
n∑
k=1

XK , and Nt =
∞∑
k=1

1[Sk≤t].(3)

Ukažte, že N = (Nt, t ≥ 0) je zprava spojitý proces startuj́ıćı z N0 = 0 s neklesaj́ıćımi trajektoriemi
nabývaj́ıćı hodnot z N0 s nezávislými př́ır̊ustky Nt −Ns ∼ Po(λ|t− s|). Ukažte, že FNt neńı zleva spojitá
filtrace a že FNt je zprava spojitá. Označme N = {A ∈ FN∞ : P(A) = 0}. Ukažte, že filtrace FNt ∨ σ(N ) je
spojitá. Proces N = (Nt, t ≥ 0) nazveme Poissonovým processem s intenzitou λ > 0.

2. Definice - martingaly [(spravdelivě) oceňuj́ıćı, ohodnocuj́ıćı proces ]

Bud’ (Ft, t ∈ T ) filtrace na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P). Řekneme, že integrovatelný proces
Xt ∈ A(Ft) je Ft-martingal , pokud Xs =

sj
E[Xt|Fs], Ft-submartingal , pokud Xs ≤

sjE[Xt|Fs] a Ft-
supermatingal , pokud Xs ≥

sjE[Xt|Fs] - kdykoli s ≤ t pro s, t ∈ T.
Interpretace Pro Ft-martingal a s ≤ t z T požadujeme Xs =

sj
E[Xt|Fs], což interpretujeme tak, že

Xs je (spravedlivým) věrným Fs-odhadem veličiny Xt. Hodnota procesu Xs tak poskytuje stochasticky
vyvážený Fs-měřitelný odhad budoućıch hodnot procesu X. Proces Xt jako Ft-martingal se pak použ́ıvá
k modelováńı (spravedlivého) věrného oceněńı (ohodnoceńı) očekávaných finačńıch tok̊u. Tato interpretace
plně podpov́ıdá př́ıpadu, kdy existuje veličina X∞ ∈ L(F∞) taková, že Xt =

sj
E[X∞|Ft], t ∈ T. V této

souvislosti je také užitečná představa procesu X jako (věrně, nestranně) stř́ılej́ıćıho procesu a veličiny X∞
jako odpov́ıdaj́ıćıho ćıle. Obecně si lze martingal předstvovat jako stochasticky vyvážený hledaj́ıćı proces.
Ve výše uvedeném př́ıpadě pak lze ř́ıćı, že ćıl X∞ ∈ L(F∞) je nalezen. Pokud taková veličina neexistuje,
pak lze opět interpretovat martingal jako hledaj́ıćı proces, přičemž odpov́ıdaj́ıćı ćıl neexistuje. To souviśı
s explozivńım charakterem martingalu v takovém př́ıpadě vycházej́ıćı z postupného rozčileńı, že to, co
hledá neexistuje. Následkem takového rozčileńı martingalu může být to, že v limitě (po explozi) ztrat́ı
svou úroveň EXs = EXt, kterou si ze své podstaty v konečných deterministických časech zachovává.

Po Ft-submartingalu pro s ≤ t z T požadujeme Xs ≤
sjE[Xt|Fs], což znamená, že veličina Xs je dolńım Fs-

měřitelným odhadem budoućıch hodnot procesu Xt. Bereme-li proces X jako odhad budoućıch hodnot, pak

2Tj. (a, b) ∩ T je konečná množina pro každé a < b.
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tento proces budoućı hodnoty (sub=pod) podhodnocuje (podceňuje) popř. podstřeluje. Opět jako speciálńı
př́ıpad můžeme uvažovat situaci, kdy existuje veličina X∞ ∈ L(F∞) taková, že Xt ≤

sjE[X∞|Ft], t ∈ T.
V takovém př́ıpadě proces Xt sv̊uj ćıl opět zasáhne. V tomto př́ıpadě si můžeme představovat, že je to
proces, který sv̊uj ćıl nadháńı sṕı̌se zespoda a očekává, že jej nalezne sṕı̌se nahoře. V př́ıpadě, že uvedená
ćılová veličina neexistuje, interpretujeme to tak, že ćıl, který proces hledal, neexistuje, což se opět může
projevit poklesem úrovně procesu Xt, t ∈ T po explozi (v nekonečnu), přestože je jeho úroveň EXt, t ∈ T
neklesá.

Analogicky po Ft-supermartingalu pro s ≤ t z T požadujeme Xs ≥
sjE[Xt|Fs], což znamená, že veličina

Xs je horńım Fs-měřitelným odhadem budoućıch hodnot procesu Xt. Bereme-li opět proces X jako odhad
budoućıch hodnot, pak tento proces budoućı hodnoty naopak (super=nad) nadhodnocuje (přeceňuje)
popř. přestřeluje. Zde ponechvám čtenáři k analogickému doplněńı př́ıpady, kdy existuje ćıl, který proces
z principu přestřeluje a kdy hledaný ćıl neexistuje, a proto proces po explozi svou nerostoućı úroveň může
EXt, t ∈ T povznést. Za poznámku už jen stoj́ı poznamenat, že slovo ,,super” zde neznamená: že proces
nejsṕı̌se p̊ujde nahoru, ale naopak. Super zde znamená (bezmezný) optimismus, který je budoućım vývojem
krocen, což se projevuje v možném poklesu jeho úrovně. Naopak submartingal jako podhodnocuj́ıćı proces
se vymezuje opatrnost́ı proti pádu a t́ım źıskává potenciál k r̊ustu, což se projevuje v jeho neklesaj́ıćı
úrovni. O martingalu pak lze ř́ıćı, že je to proces, který kráč́ı (zlatým) středem.

Lemma 1 Necht’ ∅ 6= T ⊆ R je lokálně konečná množina a Xt ∈ A(Ft) je integrovatelný proces
indexovaný T. Pak Xt je Ft-martingal (super/sub) právě tehdy, když

(4) ∀ s, t ∈ T s < t (s, t) ∩ T = ∅ ⇒ Xs =
sj
E[Xt|Fs] ( ≥

sj , ≤
sj ).

Pokud (s, t) ∩ T = ∅, ř́ıkáme, že body s, t ∈ T jsou sousedé .

Důkaz: Je-li proces Xt Ft-martingal (super/sub), pak (4) plat́ı z definice ( ≥
sj , ≤

sj ). Plat́ı-li naopak (4),
pak plat́ı V (0), kde

V (n) : ∀s, t ∈ T s < t card(s, t) ∩ T = n ⇒ Xs =
sj
E[Xt|Fs] ( ≥

sj , ≤
sj ).

Necht’ nyńı n ∈ N. Indukćı ukážeme, že plat́ı V (n) za přepodkladu, že plat́ı V (k) pro k < n. Necht’

card(s, t)∩ T = n ∈ N. Existuje tedy r ∈ (s, t)∩ T, pak n1 = card(s, r)∩ T < n a n2 = card(r, t)∩ T < n.
Z indukčńıho předpokladu platnosti V (n1), V (n2) pak dostáváme (ne)rovnost

Xs =
sj
E[Xr|Fs] =

sj
E[E(Xt|Fr)|Fs] =

sj
E[Xt|Fs] ( ≥

sj , ≤
sj ).

Q.E.D.

Poznámka: Martingal má konstantńı středńı hodnotu, submartingal neklesaj́ıćı a supermartingal neros-
toućı.

Lemma 2 Necht’ Xt je Ft-super/sub-martingal. Je-li EXt konstantńı, pak Xt je Ft-martingal.

Důkaz: Pro submartingal. Bud’te s, t ∈ T a s < t, pak Y = E[Xt|Fs]−Xs ≥
sj 0 a EY = EXt−EXs = 0.

Pak nutně Y =
sj

0, tj. Xs =
sj
E[Xt|Fs].

Q.E.D.

Lemma 3 Necht’ proces X = (Xt, t ∈ T ) je Ft-martingal (super, sub). Je-li filtrace (Gt, t ∈ T ) sevřená
mezi FXt ⊆ Gt ⊆ Ft, pak proces X je také Gt-martingal (super, sub).

Důkaz: Z předpoklad̊u plyne, že Xt ∈ L1(FXt ) ⊆ L1(Gt), t ∈ T. Jinak bud’te s, t ∈ T takové, že s < t.
Pak protože Gs ⊆ Fs a Xs ∈ L1(Gs), plat́ı

E[Xt|Gs] =
sj
E[E(Xt|Fs)|Gs] =

sj
E[Xs|Gs] =

sj
Xs ( ≤

sj , ≥
sj ).

Q.E.D.

Řekneme, že proces X = (Xt, t ∈ T ) je martingal (supermartingal, submartingal), je-li FXt -
martingal (super/sub). Ekvivalentně je proces martingal (super/sub), je-li vzhledem k nějaké filtraci,
přičemž vždy lze uvažovat kanonickou.

Př́ıklady: (1) Necht’Xn jsou nezávislé stejně rozdělené integrovatelné veličiny, pak odpov́ıdaj́ıćı náhodná
procházka Sn =

∑n
k=1 Xk je martingal právě tehdy, když EX1 = 0.
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(2) Bud’ Sn = Sn − ESn = Sn − nEX1 centrovaná náhodná procházka s krokem Xn = Sn − Sn−1 ∈ L2.
Pak proces Vn = S2

n − ES2
n = S2

n − nvar(X1) je FXn -martingal, kde FXn = FSn = FS
n = FX

n ⊇ FVn .
(3) Proces En = exp{αSn − βn} je martingal právě tehdy, když EEn = 1, n ∈ N.

(1*) Bud’ Nt Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0. Pak proces Mt = Nt − ENt = Nt − λt je martingal.
(2*) Proces Vt = M2

t − EM2
t = Mt − λt je FNt -martingal, kde FNt = FMt ⊇ FVt .3

(3*) Et = exp{αNt − βt} je martingal právě tehdy, když EEt = 1, t ≥ 0.

Proces W = (Wt, t ≥ 0) se nazývá Wiener̊uv , pokud
(a) W0 = 0 a jeho trajektorie W (ω) = (Wt(ω), t ≥ 0) jsou spojité
(b) W |t ⊥⊥ Wt −Ws ∼ N(0, t− s) pro 0 ≤ s ≤ t.

Ekvivalentně je proces W Wiener̊uv, pokud splňuje (a) a pokud (b’) je centrovaný Gausovský proces
s autokovarianćı cov(Ws,Wt) = s ∧ t pro s, t ≥ 0.

(1’) Wiener̊uv proces Wt je martingal.
(2’) Vt = W 2

t − t je FWt -martingal.
(3’) Et = exp{λWt − 1

2
λ2t} je martingal.

V bodech (3),(3*),(3’) lze také uvažovat α, β, λ ∈ C komplexńı.

Př́ıklad Necht’ Y ∈ L1(Ω,A,P) a (Ft, t ∈ T ) je filtrace na (Ω,A). Pak proces Yt = E[Y |Ft], t ∈ T je
Ft-martingal a dle následuj́ıćıho lemmatu je tento proces stejnoměrně integrovatelný. Později uvid́ıme, že
přesně takto vypadá každý stejnoměrně integrovatelný martingal.

Lemma 4 Necht’ Y ∈ L1(Ω,A, P ), pak systém veličin

(EFY = E[Y |F ];F ⊆ A σ-algebra)

je stejnoměrně integrovatelný.

Důkaz: Označme pro integrovatelnou veličinu X ∈ L1 jej́ı zbytek po integraci

Ik(X) = E[|X| · 1|X|≥k]]→ 0 pro k →∞

a připomeňme, že proces X = (Xt, t ∈ T ) ∈ LT
1 je stejnoměrně integrovatelný právě tehdy, když

sup
t∈T

Ik(Xt)→ 0, k →∞.

Dále poznamenejme, že pro dominanci veličin |X1| ≤sjX2 plat́ı Ik(X1) ≤ Ik(X2), k ∈ N. Z d̊usledku Jensen-
ovy nerovnosti |EFY | ≤sjEF |Y | pro podmı́něnou středńı hodnotu pak tedy dostáváme nerovnost

Ik(E
FY ) ≤ Ik(E

F |Y |) = E[EF |Y | · 1Ak(F)] = E[|Y | · 1Ak(F)],

kde množina Ak(F) = [EF |Y | ≥ k] má pravděpodobnost

P [Ak(F)] ≤ 1
k
EEF |Y | = 1

k
E|Y |.

Celkem tak dostáváme nerovnost

Ik(E
FY ) ≤ sup{E[|Y |1A];P (A) ≤ 1

k
E|Y |} → 0, k →∞

stejnoměrně vzhledem k F ⊆ A. Q.E.D.

Důsledek: Je-li Y ∈ L1(Ω,A, P ) a (Ft, t ∈ T ) filtrace na (Ω,A), pak

Yt = E[Y |Ft], t ∈ T

je stejnoměrně integrovatelný Ft-martingal.

Tvrzeńı 1 Necht’ (Ft, t ∈ T ) a (Gt, t ∈ T ) jsou nezávislé filtrace, tj. F∞ a G∞ jsou nezávislé σ-algebry.
Je-li Xt Ft-martingal (super/sub), pak je také Ft ∨ Gt-martingal (super/sub).

3Zde plat́ı FMt = F |M |t = FM2

t = FVt ,
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Důkaz: Bud’te (s, t) ∈ T (2), F ∈ Fs, G ∈ Gs. Pak z nezávislosti G ∈ G∞ ⊥⊥ F∞ ⊇ σ(1F , E[Xt|Fs], Xt)
dostaneme, že4∫

F∩GE[Xt|Fs] dP = E[1G · 1FE[Xt|Fs]] = P (G) ·
∫
F
E[X|F ] dP = P (G)

∫
F
Xt dP

= P (G) · E[Xt1F ] = E[1G ·Xt1F ] =
∫
F∩GXt dP.

Ověřili jsme tedy stabilitu ∫
H
Xt dP =

∫
H
E[Xt|Ft] dP(5)

pro množiny H ∈ H = {F ∩ G : F ∈ Fs, G ∈ Gs} 3 Ω tvoř́ıćı systém uzavřený na konečné pr̊uniky.
Protože množina všech H ∈ Fs ∨ Gs vyhovuj́ıćı (5) tvoř́ı Dynkin̊uv systém, plat́ı rovnost (5) pro každé
H ∈ σ(H) = Fs ∨ Gs. Protože E[Xt|Fs] ∈ L1(Fs) ⊆ L(Fs ∨ Gs), plat́ı

E[Xt|Fs] =
sj
E[Xt|Fs ∨ Gs] =

sj
Xs.

Q.E.D.

Tvrzeńı 2 Necht’ Xt, t ∈ T je Ft-martingal nábývaj́ıćıch skoro jistě hodnot v množině D ⊆ R. Je-li
g : D → R konvexńı funkce taková, že g(Xt) ∈ L1, tj. je-li g(Xt) integrovatelný proces, pak g(Xt) je
Ft-submartingal.

Důkaz: Použit́ım Jensenovy nerovnosti pro podmı́něnou středńı hodnotu dostaneme, že

E[g(Xt)|Fs] ≥sj g(E[Xt|Fs]) =
sj
g(Xs), (s, t) ∈ T (2).

Q.E.D.

Poznámka: Jensenova nerovnost pro podmı́něnou středńı hodnotu plat́ı pro konvexńı funkci na konvexńı
podmnožině v Rk. Stač́ı uvažovat podmı́něnou středńı hodnotu jako středńı hodnotu v̊uči podmı́něnému
rozděleńı na Rk, které vždy exisuje, nebot’ Rk je separabilńı metrický prostor.

Tvrzeńı 3 Necht’ Xt, t ∈ T je Ft-submartingal s hodnotami skoro jistě v konvexńı množině D ⊆ R a
g : D → R neklesaj́ıćı konvexńı. Je-li proces g(Xt) integrovatelný, pak je to Ft-submartingal.

Důkaz: Použit́ım Jensenovy nerovnosti pro podmı́něnou středńı hodnotu dostaneme, že

E[g(Xt)|Fs] ≥sj g(E[Xt|Fs]) ≥sj g(Xs), (s, t) ∈ T (2).

Q.E.D.

4Od nyńı budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı T (k) = {t ∈ T k; t1 < · · · < tk} pro množinu všech rostoućıch posloupnost́ı
délky k ∈ N nabývaj́ıćıch hodnot v množine T. Pro snadněǰśı přiet́ı tohoto značeńı zde uvedeme i odpov́ıdaj́ıćı od̊uvodněńı.
Symbolem AB = {f : B → A} v teorii množin označujeme množinu všech zobrazeńı z B do A. Výhodou tohoto značeńı je
umožňěńı formálńıho př́ıpstupu k výpočtu jej́ı kardinality |AB | = |A||B|. Dále připomenenme, že v teorii množin definujeme
0 = ∅ = {} což je prototyp 0-prvkové množiny (a také jediná taková množina), dále 1 = {0} = {∅} = {{}}, což je
prototyp 1-prvkové množiny a nakonec 2 = {0, 1} = {∅, {∅}} = {{}, {{}}} jako prototyp dvouprvkové množiny. Pak tedy
A2 = A{0,1} je množina všech zobrazeńı z dvouprvkové množiny 2 = {0, 1} do A a tuto množinu ztotožňujeme s kartézským
součinem A × A = A2 = {(a, b);A, b ∈ A}, což vńımáme jako množinu všech uspořádaných dvojic (a, b) = {a, {a, b}}
množiny A. Podobně Ak ztotožňujeme s k-násobným kartézským součinem A × . . . × A, pro k ∈ N. Dále připomeneme, že
množinou všech k-prvkových podmnožin množiny A znač́ıme

(
A
k

)
. Pomoćı kombinaćı lze ověřit, že počet prvk̊u odpov́ıdá

čistě formálńımi zápisu
|
(
A
k

)
| =

( |A|
k

)
.

Podobně jako kombinace můžeme modelovat pomoćı k-prvkových podmnožin, můžeme variace množiny A modelovat po-
moćı prostých posloupnost́ı. Symbolem A[B] = {f ∈ AB : f je prostá } pak definujeme množinu všech prostých zobrazeńı
z množiny B do množiny A. Je-li |B| = k ∈ N, pak |AB | = |A|[|B|], kde využ́ıváme označeńı x[k] pro k-tou (sestupnou)
faktoriálńı mocninu

x[k] =
k−1∏
j=0

(x− j) = x · (x− 1) · . . . · (x− k + 1).

Zaj́ımáme-li se o uspořádané prosté posloupnosti ve smyslu rostoućı či klesaj́ıćı, pak se nab́ıźı nab́ızené značeńı

A(B) = {f : B → A; f rostoućı },

které má zejména tu výhodu, že počet prvk̊u opět můžeme spoč́ıst čistě formálně

|A(k)| = |
(
A
k

)
| =

( |A|
k

)
= |A|[k]

k! ,

kdy se množina A jakoby vyhoupne do závorek () nad č́ıslo k.
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3. Kompenzátory

Bud’ (Ft, t ∈ T ) filtrace. Označme

Ft↑ = Ft = F−∞, pokud t = minT

Ft↑ =
∨
s∈Tt−

Fs = σ(Fs; s ∈ Tt−), pokud t > inf T.

Pak (Ft↑, t ∈ T ) je filtrace a my j́ı budeme ř́ıkat prediktabilńı filtrace k filtraci Ft (či prediktabilńı filtrace
filtrace Ft). Proces Ht ∈ A(Ft↑) adaptovaný na prediktabilńı filtraci budeme nazývat Ft-predikovatelný
(prediktabilńı) proces.5

Př́ıklady: a) T = N0, pak F0↑ = F0 a pro n ∈ N plat́ı Fn↑ = Fn−1. Proces H je pak Fn-predikovatelný
právě tehdy, když je předv́ıdatelný o krok dopředu, tj. H0 ∈ L(F0), Hn ∈ L(Fn−1), n ∈ N.

Predikabilńı proces si můžeme představit jako proces, kterým modelujeme naši investičńı strategii. Po-
moćı adaptovaných proces̊u které nemuśı být predikovatelné naopak modelujeme vněǰśı vlivy, které nás
bezprostředně ovlivňuj́ı. Bud’ Fn ∈ L(Fn) cena futures kontraktu v čase n ∈ N0, tj. proces Fn ∈ A(Fn) je
Fn-pozorovatelný a Hn ∈ L(Fn−1) pro n ∈ N bude představovat množstv́ı uzavřených futures kontrakt̊u
pro časový interval (n − 1, n). Na tomto intervalu se cena futures změńı o hodnotu ∆Fn = Fn − Fn−1 a
my si pak na sv̊uj účet můžeme připsat hodnotu

Hn(Fn − Fn−1) = Hn ·∆Fn,
což se dá interpretovat tak, že jsme na hru o výplatě ∆Fn = Fn−Fn−1 sadilli sázku o velikosti Hn, kterou
jsme ovšem museli stanovit před započet́ım hry již v čase n − 1 pro n ∈ N.6 Celková naše výhra v čase
m ∈ N pak bude činit

Vm =
m∑
n=1

Hn ·∆Fn =
m∑
n=1

Hn(Fn − Fn−1),

což je diskrétńı analogie stochastického integrálu zaváděného v přednášce stochstická analýza. Na závěr jen
opět připomeňme, že inegrované procesy Ht ∈ A(Ft↑) představuj́ı (intervenčńı) investičńı (predikovatelné)
strategie a procesy Ft ∈ A(Ft), podle kterých se integruje, naopak představyj́ı často cenu akcie (zbož́ı),
měnový kurs či cenu futures a ty reprezentuj́ı (v́ıce či méně předv́ıdatelné) vněǰśı vlivy.

b) Je-li X = (Xt, t ≥ 0) zleva spojitý proces, je také FXt -predikovatelný. Zřejmě X0 ∈ L(FX0 ) = L(FX0↑),

Xt = lim
Q3s→t−

Xs ∈ L(Xs, s < t) = L(FXt−) = L(FXt↑ ), t > 0,

nebot’ dle definice plat́ı FXt↑ = FXt− pro t > 0. Zleva spojité procesy jsou tedy vhodnými kandidáty proto,
aby se daly stochasticky integrovat.

c) Je-li Nt =
∑∞

k=1 1[Sk≤t] Poisson̊uv proces, pak Nt neńı Ft-predikovatelný proces. Ukážeme, že existuje
t > 0 takové, že

Nt 6∈ L(Ns, s < t) = L(FNt−) = L(FNt↑ ).

Bud’ ω1 ∈ Ω libovolné a položme t = S1(ω) > 0. Pak P (Nt = 0) > 0, a tedy existuje ω2 ∈ [Nt = 0]. Pak
Ns(ω

1) = 0 = N2(ω2) plat́ı pro s < t, ale Nt(ω
1) = 1 6= 0 = N1(ω2). Tedy Nt 6∈ L(Ns, s < t) a dokonce Nt

neńı žádnou (ani neměřitelnou) funkćı (Ns, s < t).

Poisson̊uv proces se použ́ıvá k modelováńı vněǰśıch značně nepředv́ıdatelných událost́ı jako jsou pojistné
události Sn, n ∈ N či doby poruchy př́ıstroje zp̊usobené obt́ıžně předv́ıdatelnou poruchou jednoduché
součástky jako je např. žárovka s exponenciálńı dobou dožit́ı. Tento proces se zjevně nedá použ́ıt pro
modelováńı naš́ı strategie. Dovedeno do absurdna bychom pak pojistnou smlouvu uzavřeli až v čase, kdy
pojistná událost nastane s ohledem na velikost pojistné škody, což poṕırá základńı principy pojistěńı.

Bud’ Xt ∈ A(Ft). Řekneme, že proces Ft-predikovatelný proces Kt ∈ A(Ft↑) je Ft-kompenzátorem
procesu X, pokud proces Mt = Xt −Kt je Ft-martingal.

5Pro (s, t, r) ∈ T (3) pak plat́ı

F−∞ ⊆ Fs↑ ⊆ Fs− ⊆ Fs ⊆ Fs+ ⊆ Ft↑ ⊆ Ft− ⊆ Ft ⊆ Ft+ ⊆ Fr↑ ⊆ Fr− ⊆ Fr ⊆ Fr+ ⊆ F∞.

Čtenář necht’ si polož́ı otázku, v jakých př́ıpadech uvedené inkluze mohou mı́t podobu rovnost́ı.
6Hodnota H0 je v tomto př́ıpdadě naprosto nepodstatná.
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Poznámka: Bud’ W = (Wt, t ≥ 0) Wiener̊uv proces. To je zřejmě martingal a také zleva spojitý
proces, tedy predikovatelný vzhledem ke kanonické filtraci. Pak jeho kompenzátorem je opět jakýkoli FWt -
martingal a pojem kompenzátoru vzhledem k takovéto filtraci nemá valný význam. Je to dáno mj. vlast-
nost́ı kanonické filtrace Wienerova procesu, kde každý FWt -martingal má spojitou modifikaci7 a je to pak
téměř predikovatelný proces.

Naopak, je-li T = N0, pak takový netriviálńı př́ıklad predikovatelného martingalu neexistuje a to stoj́ı
v pozad́ı následuj́ıćıho tvrzeńı, které ukazuje, jak takový kompenzátor vypadá.

Tvrzeńı 4 Bud’ X = (Xn, n ∈ N0) Fn-adaptovaný integrovatelný proces. Pak Fn-predikovatelný proces
Kn je Fn-kompenzátorem procesu X právě tehdy, když

(6) Kn =
sj
K0 +

n∑
k=1

E[Xk −Xk−1|Fk−1], kde K0 ∈ L1(F0).

Důkaz: Necht’ Kn je Fn-kompenzátor procesu Xn. Pak Mn = Xn −Kn je Fn-martingal. Plat́ı tedy

0 =
sj
E[Mn −Mn−1|Fn−1] =

sj
E[Xn −Xn−1 − (Kn −Kn−1)|Fn−1] =

sj
E[Xn −Xn−1|Fn−1]− (Kn −Kn−1),

nebot’ Kn, Kn−1 ∈ Fn↑ = Fn−1 plat́ı pro každé n ∈ N. Dále X0−M0 =
sj
K0 ∈ L(F0) muśı být integrovatelná

veličina, nebot’ X0,M0 ∈ L1. Nasč́ıtáńım pak dostaneme

Kn = K0 +
n∑
k=1

(Kk −Kk−1) =
sj
K0 +

n∑
k=1

E[Xk −Xk−1|Fk−1].

Naopak proces Kn definovaný rovnost́ı (6 - všude) je Fn-predikovatelný, což lze ověřit indukćı s pomoćı

∆Kk = Kk −Kk−1 = E[Xk −Xk−1|Fk−1] ∈ L1(Fk), k ∈ N.
Pak Mn = Xn −Kn ∈ L1(Fn) pro n ∈ N a

E[Mn −Mn−1|Fn−1] =
sj
E[Xn −Xn−1|Fn−1]−∆Kn =

sj
0.

Tedy proces Mn = Xn −Kn je Fn-martingal. Q.E.D.

Př́ıklady a) Necht’ Sn je integrovatelná náhodná procházka s krokem Xn = ∆Sn = Sn − Sn−1 ∈ L1.
Pak jej́ı kompenzátor pro T = N0 je tvaru K0 + nEX1, kde K0 ∈ L1(FS0 ) = L({∅,Ω}) ≡ R.

b) Je-li Sn = Sn − ESn centrovaná náhodná procházka s krokem Xn = ∆Sn = Sn − Sn−1 ∈ L2, pak S2
n

je Fn-submartingal s FS
n-kompenzátorem ve tvaru K0 + nσ2, kde K0 ∈ R a σ2 = var(X1) = EX2

1.
c) Je-li Nt Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0, pak má např. kompenzátor Kt = K0 + λt, kde K0 ∈ R.

Poznámka: Integrovatelný Fn-adaptovaný proces (Xn, n ∈ N0) je Fn-martingal (super/sub) právě
tehdy, když jeho Fn-kompenzátor je skoro jistě konstatńı (nerostoućı, neklesaj́ıćı), tj.

0 =
sj
E[Xn −Xn−1|Fn−1] =

sj
∆Kn ( ≥

sj , ≤
sj ), n ∈ N.

Tvrzeńı 5 Bud’ X > 0 reálná náhondá veličina a Nt = 1[X≤t] jej́ı (jednobodový) č́ıtač́ı proces. Označme

Ht =

∫ t

0

dFX(x)

P (X ≥ x)
=

∫
(0,t]

dFX(x)

P (X ≥ x)
.

Pak př́ıkladem FNt -kompenzátoru procesu Nt je proces tvaru Kt = K0 +H(t ∧X), kde K0 ∈ R.
Důkaz: Zřejmě Xt = t ∧ X je zleva spojitý FNt = σ([X ≤ s]; s ≤ t)-adaptovaný proces. Je tedy Ft-

predikovatelný a stejně tak jeho borelovská transforamce H(t∧X). Označme Mt = Nt−Ht∧X . Ukážeme,
že proces Mt je FNt -martingal. Nejprve ukážeme, že má konstantńı (nulovou) středńı hodnotu. Zřejmě

ENt = P (X ≤ t) = FX(t) =
∫
x∈(0,t]

P (X≥x)
P (X≥x)

dFX(x) =
∫
x∈(0,t]

∫
y∈[x,∞)

dFX(y) dFX(x)
P (X≥x)

(7)

Použit́ım Fubiniho věty dostaneme, že (7) je rovno∫
y∈(0,∞)

∫
x∈(0,t∧y]

dFX(x)
P (X≥x)

dFX(y) =
∫
y∈(0,∞)

Ht∧y dFX(y) = EHt∧X .

7Proces X = (Xt, t ∈ T ) je modifikaćı procesu Y = (Yt, t ∈ T ), pokud Xt =sj Yt, t ∈ T, což je třeba odlǐsovat od
(Xt, t ∈ T ) =sj (Yt, t ∈ T ), čož komentujeme t́ım, že proces X je verźı procesu Y. Tyto pojmy se shoduj́ı např. jsou-li procesy
X,Y reálné a spojité zleva či zprava na T ⊆ R.
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Zvolme nyńı (s, t) ∈ [0,∞)(2). Pak zřejmě

E[Nt −Ns|X > s] = P (X ≤ t|X > s) = P (s<X≤t)
P (X>s)

= FX(t)−FX(s)
P (X>s)

= EHt∧X−EHs∧X

P (X>s)
= E[Ht∧X −Hs∧X |X > s].

Plat́ı tedy E[Mt −Ms|X > s] = 0. Protože množina [X > s] je atom σ-algebry, plat́ı

E[Mt −Ms|FNs ] =
sj

0 na množině [X > s].

Na množině [X ≤ s] naopak plat́ı

Nt −Ns = 1[s<X≤t] = 0, Ht∧X −Hs∧X = HX −HX = 0, ⇒ Mt −Ms = 0.

Pro každé (s, t) ∈ [0,∞)(2) tak plat́ı E[Mt −Ms|FNs ] =
sj

0. Q.E.D.

4. Markovský čas (pozorovatelná událost)

Necht’ (Ft, t ∈ T ) je filtrace. Řekneme, že τ : Ω→ T ∪{∞} je Ft-markovský čas , ozn. τ ∈MČ(Ft),
pokud [τ ≤ t] ∈ Ft plat́ı pro každé t ∈ T. Ekvivalentně τ ∈ MČ(Ft) ≡ 1[τ≤t] ∈ A(Ft), což znamená, že
čas τ je markovský právě tehdy, když jeho (jednobodový) č́ıtaćı proces 1[τ≤t] je pr̊uběžně pozorovatelný
na základě filtrace Ft.

Poznámka: Bud’ T ⊆ R. Řekneme, že podmnožina S ⊆ T je

hustá zleva , pokud ∀ t ∈ T\S ∃sn ∈ S ↑ t, n→∞
hustá zprava , pokud ∀ t ∈ T\S ∃sn ∈ S ↓ t, n→∞.

Označme T+ množinu včech bod̊u t ∈ T izolovaných zprava a T− zleva. Tyto množiny jsou zřejmě spočetné.
Je-li S ⊆ T hustá zprava, pak nutně T+ ⊆ S a podobně, je-li hustá zleva, pak T− ⊆ S. Pak zřejmě spočetnou
podmnožinu hustou zprava či zleva źıskáme právě jako sjednoceńı nějaké husté podmnožiny v T a množiny
T+ resp. T−. Sjednoceńım obou takových množin můžeme v př́ıpadě potřeby dostat tzv. oboustranně hustou
spočetnou podmnožinu.

Lemma 5 (i) Je-li τ : Ω→ T ∪ {∞} Ft-markovský čas, pak [τ = t] ∈ Ft, t ∈ T.
(ii) Je-li τ : Ω→ S ∪ {∞}, kde S ⊆ T je spočetná, pak τ ∈ MČ(Ft) ≡ [τ = s] ∈ Fs, s ∈ S.
Důkaz: (i) Zřejmě [τ < t] = ∪s∈St [τ ≤ s] ∈ Ft, kde St ⊆ Tt je spočetná hustá zprava. Potom také

[τ = t] = [τ ≤ t]\[τ < t] ∈ Ft, t ∈ T.
(ii) Ukážeme pouze zpětnou implikaci, př́ımá plyne z bodu (i). Bud’ t ∈ T, pak

[τ ≤ t] = ∪s∈St [τ = s] ∈ Ft, nebot’ [τ = s] ∈ Fs pro s ∈ St = {s ∈ S; s ≤ t}.
Q.E.D.

Př́ıklad Bud’ X > 0 kladná reálná náhodná veličina a Nt = 1[X≤t] jej́ı č́ıtaćı a It = 1[X=t] jej́ı in-

dikátorový proces. Pak ,,obecně” X ∈ MČ(FNt )\MČ(F It ), nebot’

F It = σ([X = s], s ≤ t) = {[X ∈ S], [X 6∈ S];S ⊆ [0, t] spočetná }
obecně neobsahuje množinu typu [X ≤ t].

Tvrzeńı 6 Necht’ X = (Xt, t ∈ T ) je Ft-adaptovaný integrovatelný proces. Pak Xt je Ft-martingal
právě tehdy, když

∀ MČ(Ft) 3 τ : Ω→ {s, r} ⊆ T EXs = EXr = EXτ ,(8)

což se dá interpretovat, že Ft-martingal je proces, který kromě toho, že si zachovává svou úroveň EXt

v deterministických časech t ∈ T si také zachovává svou úroveň v Ft-markovských časech τ nabývaj́ıćıch
dvou hodnot z T.

Důkaz: Plat́ı-li (8), (s, r) ∈ T (2) a A ∈ Fs, pak τ = s · 1A + r · 1Ω\A : Ω→ {s, r} ⊆ T je Ft-markovský
čas, nebot’ [τ = s] = A, [τ = r] = Ω\A ∈ Fs a dle předpokladu tak plat́ı

0 = EXr − EXτ = E(Xr −Xτ ) = E[(Xr −Xs)1A].

Je-li naopak proces Xt Ft-martingal a MČ(Ft) 3 τ : Ω→ {s, r} ⊆ T, pak pro s ≤ t máme A = [τ = s] ∈
Fs, a tedy

0 = E[(Xr −Xs)1A] = E[(Xr −Xτ )1A] = E(Xr −Xτ ) = EXr − EXτ .
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Tedy proces X si zachovává úroveň v čase τ.

Př́ıklady (i) Necht’ Sn je Fn-adaptovaný proces a B ∈ B(R), pak

τ = inf{n ∈ N0, Sn 6∈ B} ∈ MČ(Fn), nebot’ [τ ≤ n] = ∪k≤n[Sk 6∈ B] ∈ Fn.
(ii) Bud’ Nt =

∑∞
k=1 1[Sk≤t] Poisson̊uv proces. Pak Sk jsou FNt -markovské časy, nebot’

[Sk ≤ t] = [Nt ≥ k] ∈ FNt , t ≥ 0.

Poznámka: Bud’ (Ω,A) měřitelný prostor a X : Ω→ R̄. Pak

X ∈ L∗(A) ≡ [X ≤ x] ∈ A, x ∈ rng(X) = {X(ω);ω ∈ Ω}.
Důkaz: Ukážeme pouze zpětnou implikaci, ta př́ımá plyne okamžitě. Bud’ c ∈ R, pak

[X < c] =
⋃
s∈S

[X ≤ s] ∈ A,

kde S ⊆ (−∞, c)∩ rng(X) je spočetná hustá zprava. Dále si stač́ı uvědomı́t, že B(R̄) = σ([−∞, c); c ∈ R).
Q.E.D.

Připomenut́ı: Bud’ τ : Ω→ T ∪ {∞}, pak τ ∈ MČ(Ft) ≡ [τ ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T. V tom př́ıpadě také

[τ > t] = Ω\[τ ≤ t] ∈ Ft, [τ = t] ∈ Ft, t ∈ T.

Pro τ : Ω → T ∪ {∞} plat́ı τ ∈ MČ(Ft) ≡ 1[τ≤t] ∈ A(Ft), tj. právě tehdy, když (jednobodový) č́ıtaćı
proces 1[τ≤t] události τ je Ft-adaptovaný (pr̊uběžně pozorovatelný).

Bud’ τ ∈ MČ(Ft, t ∈ T ). Sybolem

Fτ = {F ∈ F∞;F ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T}
budeme značit σ-algebru událost́ı do času τ vzhledem k filtraci Ft. Zřejmě

F ∈ Fτ ≡ F ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T ∪ {∞}.(9)

K ověřeńı, že τ ∈ MČ(Ft), nestač́ı ověřit, že F ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T, ale je třeba ověřit, že tato rovnost
plat́ı i pro t =∞. Pokud však zmı́něnou podmı́nku máme ověřeno pro t ∈ T, pak už stač́ı ověřit, že

F ∩ [τ =∞] ∈ F∞.
Budeme-li cht́ıt interpretovat podmı́nku (9), pak lze ř́ıci, že jev F ∈ F∞ je pozorovatelný v okamžiku, kdy
nastane pozorovatelná událost τ. Formálně, F ∈ F∞ je v Fτ právě tehdy, když 1F · 1[τ≤t] ∈ A(Ft). V této
souvislosti si je vhodné uvědomit, že my pr̊ubežně pozorujeme dva procesy a to 1[τ≤t], 1[τ≤t] · 1A. Pokud
τ(ω) <∞, pak v čase t = τ(ω) se z hodnoty druhého procesu dozv́ıme, zda jev F nastal, či nikoli.

Př́ıklad: Je-li τ ≡ t0, tj. τ : Ω→ {t0} ⊆ T ⊆ R, pak τ ∈ MČ(Ft) a Fτ = Ft0 .

Tvrzeńı 7 Bud’ τ ∈ MČ(Ft). Pak Fτ je σ-algebra, τ ∈ L∗(Fτ ) a τ ∧ t ∈ A(Ft). Dále

a) Je-li ρ : Ω→ T ∪ {∞} a τ ≤ ρ ∈ L∗(Fτ ). Pak ρ ∈ MČ(Ft).8

b) Necht’ ρ ∈ MČ(Ft), pak

(1) ρ ∧ τ, ρ ∨ τ ∈ MČ(Ft) (uzavřenost na svazové operace)
(2) ρ ≤ τ ⇒ Fρ ⊆ Fτ (monotonie)
(3) [ρ ≤ τ ], [ρ < τ ], [ρ = τ ] ∈ Fρ ∩ Fτ = Fρ∧τ (porovnáváńı čas̊u)
(4) F ∈ Fρ ⇒ F ∩ [ρ ≤ τ ] ∈ Fτ . (stopováńı)

Důkaz: Zřejmě, Ω ∈ Fτ , nebot’ Ω ∩ [τ ≤ t] = [τ ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T ∪ {∞}. Protože jsou stopy množiny
A 7→ A ∩ [τ ≤ t] uzavřené na množinové operace, je Fτ uzavřena na rozd́ıl i spočetné sjednoceńı, a je
tedy σ-algebra. Nyńı ověř́ıme, že τ ∈ L∗(Fτ ) s využ́ıt́ım poznámky uvedené výše. Bud’ x ∈ T, ukážeme,
že [τ ≤ x] ∈ Fτ . Pro t ∈ T ∪ {∞} zřejmě plat́ı

[τ ≤ x] ∩ [τ ≤ t] = [τ ≤ x ∧ t] ∈ Ft∧x ⊆ Ft, nebot’ τ ∈ MČ(Ft).

8Předpoklad τ ≤ ρ ∈ L∗(Fτ ) interpretujeme tak, že v čase τ, který mimochodem pozorujeme, jakmile nastane, se dozv́ıme
hodnotu času ρ, a tedy tu událost ρ jsme schopni pozorovat ve chv́ıli, kdy nastane. My jsme ji schopni totiž pozorovat už
v čase τ ≤ ρ.
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Tedy [τ ≤ x] ∈ Fτ , x ∈ T , což znamená, že τ ∈ L∗(Fτ ). Z úvodńı části tvrzeńı tedy zbývá jen ukázat, že
τ ∧ t ∈ A(Ft). Bud’ tedy t ∈ T, ukážeme, že τ ∧ t ∈ L(Ft). Bud’ c ∈ R ukážeme, že [τ ∧ t < c] ∈ Ft a to
rozborem př́ıpad̊u. Je-li t < c, pak [τ ∧ t < c] = Ω ∈ Ft. Je-li naopak t ≥ c, pak

[τ ∧ t < c] = [τ < c] =
⋃
s∈S

[τ ≤ s] ∈ Ft,

kde S ⊆ (−∞, c)∩T je spočetná hustá zprava, nebot’ pro s ∈ S plat́ı s < c ≤ t, a tedy [τ ≤ s] ∈ Fs ⊆ Ft.
a) Bud’ t ∈ T. Protože ρ ∈ L∗(Fτ ), plat́ı F = [ρ ≤ t] ∈ Fτ , a tedy [ρ ≤ t] = [ρ ≤ t] ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft.
b) (1) Bud’ t ∈ T, pak

[ρ ∧ τ ≤ t] = [ρ ≤ t] ∪ [τ ≤ t] ∈ Ft, [ρ ∨ τ ≤ t] = [ρ ≤ t] ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft.
(2) Bud’ F ∈ Fρ. Ukážeme, že F ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T ∪ {∞}. Protože ρ ≤ τ, plat́ı

F ∩ [τ ≤ t] =
(
F ∩ [ρ ≤ t]

)
∩ [τ ≤ t] = G ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T ∪ {∞},

kde G = F ∩ [ρ ≤ t] ∈ Ft, nebot’ F ∈ Fρ. Celkem tak dostáváme, že F ∈ Fτ .
(3) Ukážeme, že F = [ρ < τ ] ∈ Fρ∩Fτ . Pak zřejmě [ρ ≥ τ ] ∈ Fρ∩Fτ a ze symetrie předpoklad̊u dostaneme
také, že [ρ ≤ τ ] ∈ Fρ ∩ Fτ . Zřejmě pak také [ρ = τ ] = [ρ ≤ τ ]\[ρ < τ ] ∈ Fρ ∩ Fτ . Bud’ t ∈ T ∪ {∞}, pak

F ∩ [τ ≤ t] = [ρ < τ ≤ t] =
⋃
s∈S

[ρ ≤ s] ∩ [τ > s] ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft,

kde S ⊆ Tt je spočetná hustá zprava a kde [ρ ≤ s]∩ [τ > s] ∈ Fs pro s ∈ S, neb T 3 s ≤ t a ρ, τ ∈ MČ(Ft).
Plat́ı tedy F ∈ Fτ . Podobně ukážeme, že F ∈ Fρ

F ∩ [ρ ≤ t] = [ρ < τ ] ∩ [ρ ≤ t] =
⋃
s∈S

[ρ ≤ s] ∩ [τ > s] ∈ Ft, t ∈ T ∪ {∞}.

Celkem tak dostáváme, že F = [ρ < τ ] ∈ Fρ ∩ Fτ . Zbylou rovnost Fρ ∩ Fτ = Fρ∧τ ukážeme později.
(4) Bud’ F ∈ Fρ, chceme ukázat, že G = F ∩ [ρ ≤ τ ] ∈ Fτ . Bud’ t ∈ T ∪ {∞}, pak

G ∩ [τ ≤ t] = F ∩ [ρ ≤ τ ≤ t] =
(
F ∩ [ρ ≤ t]

)
∩
(
[ρ ≤ τ ] ∩ [τ ≤ t]

)
∈ Ft,

nebot’ F ∩ [ρ ≤ t] ∈ Ft, protože F ∈ Fρ, a [ρ ≤ τ ] ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft, protože [ρ ≤ τ ] ∈ Fτ dle dokázané části
bodu (3). Celkem tedy dostáváme G ∈ Fτ . Nyńı zbývá ukázat Fρ ∩ Fτ = Fρ∧τ .
(3*) Zřejmě Fρ∧τ ⊆ Fρ ∩Fτ dle (2), nebot’ podle bodu (1) jsou ρ∧ τ ∈ MČ(Ft) splňuj́ıćı ρ∧ τ ≤ ρ, τ. Bud’

nyńı naopak F ∈ Fρ ∩ Fτ a t ∈ T ∪ {∞}. Pak

F ∩ [ρ ∧ τ ≤ t] =
(
F ∩ [ρ ≤ t]

)
∪
(
F ∩ [ρ ≤ t]

)
∈ Ft

nebot’ F ∩ [ρ ≤ t] ∈ Ft, protože F ∈ Fρ, a F ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft, protože F ∈ Fτ . Plat́ı tedy F ∈ Fρ∧τ .
Q.E.D.

Tvrzeńı 8 Necht’ T ⊆ R je uzavřená množina a τn ∈ MČ(Ft), n ∈ N. Pak
a) τ = sup{τn;n ∈ N} ∈ MČ(Ft)
b) ν = inf{τn;n ∈ N} ∈ MČ(Ft+),9 pokud ν > −∞.

Důkaz: (a) Protože je T uzavřená množina, plat́ı τ : Ω→ T ∪ {∞}. Dále

[τ ≤ t] =
⋂
n∈N

[τn ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T.

(b) Protože ν > −∞, plat́ı opět ν : Ω→ T ∪ {∞}. Pro zprava izolované body plat́ı

[ν ≤ t] =
⋃
n∈N

[τn ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T+.

Bud’ naopak t ∈ T zprava hromadný bod v T . Pak se nám bude hodit následuj́ıćı vyjádřeńı

[ν < s] =
⋃
n∈N

[τn < s] ∈ Fs, s ∈ Tt+.

Pro r ∈ Tt+ bud’ Sr ⊆ Tt+ ∩ Tr hustá spočetná, pak t = inf Sr a plat́ı

[ν ≤ t] =
⋂
s∈Sr

[ν < s] ∈ Fr, r ∈ Tt+.

9Speciálně ν ∈ MČ(Ft), je-li filtrace (Ft) zprava spojitá.
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Pro t ∈ T zprava hromadné tak plat́ı [ν ≤ t] ∈ ∩r∈Tt+Fr = Ft+. Q.E.D.

Poznámka Je-li S ⊆ R lokálně konečná množina a x ∈ R, pak symbolem

bxcS = sup{s ∈ S; s ≤ x} ∈ S ∪ {−∞}

znač́ıme zaokruhleńı x dol̊u vzhledem k S a symbolem

dxeS = inf{s ∈ S; s ≥ x} ∈ S ∪ {∞}

zaokruhleńı nahoru vzhledem k S. Je-li τ ∈ MČ(Ft, t ∈ T ) a S ⊆ T lokálně konečná, pak

dτeS ∈ MČ(Ft, t ∈ T ) ∩MČ(Fs, s ∈ S),

nebot’ [dτeS ≤ t] = [dτeS ≤ btcS] = [τ ≤ btcS] ∈ FctcS ⊆ Ft, t ∈ T .

Bud’ (Xt, t ∈ T ) reálný náhodný proces, B ∈ B(R) a τ : Ω→ T ∪ {∞}. Pak předpisem

ρB,τ = inf{t ∈ T ; t ≥ τ,Xt 6∈ B}

definujeme čas (okamžik) prvńıho výstupu procesu X z množiny B po čase τ .

Tvrzeńı 9 Necht’ Xt ∈ A(Ft, t ∈ T ), τ ∈ MČ(Ft) a B ∈ B(R).
(i) Je-li S ⊆ T lokálně konečná, pak

ρ = inf{s ∈ S, s ≥ τ,Xs 6∈ B} ∈ MČ(Ft, t ∈ T ).

(ii) Je-li S ⊆ T spočetná a T ⊆ R uzavřená, pak

ρ = inf{s ∈ S, s ≥ τ,Xs 6∈ B} ∈ MČ(Ft+, t ∈ T ).

Důkaz: (i) Bud’ t ∈ T, pak

[ρ ≤ t] =
⋃
s∈St

[τ ≤ s] ∩ [Xs 6∈ B] ∈ Ft,

kde St = {s ∈ S; s ≤ t} ⊆ S je spočetná. (ii) Bud’te Sn ↑ S, n→∞ konečné. Dle (i) plat́ı

ρn = inf{s ∈ Sn; s ≥ τ,Xs 6∈ B} ∈ MČ(Ft), n ∈ N.

Dle tvrzeńı o infimu markovských čas̊u plat́ı ρ∞ = inf{ρn, n ∈ N} ∈ MČ(Ft+). Ukážeme, že ρ∞ = ρ.
Zřejmě ρ ≤ ρn, n ∈ N, a tedy ρ ≤ ρ∞. Sporem ukážeme obrácenou neorvnost. Bud’ tedy ω ∈ Ω takové, že
ρ∞(ω) > ρ(ω). Z definice ρ jako infima plyne, že existuje s ∈ S takové, že ρ∞(ω) > s ≥ τ(ω) a Xs(ω) 6∈ B.
Protože s ∈ S = ∪nSn, existuje n ∈ N takové, že s ∈ Sn. Pak ale ρn(ω) ≤ s < ρ∞(ω) ≤ ρn(ω), což je spor.
Plat́ı tedy, že ρ = ρ∞ ∈ MČ(Ft+). Q.E.D.

Tvrzeńı 10 Bud’ T ⊆ R uzavřená, Xt ∈ A(Ft, t ∈ T ), τ ∈ MČ(Ft).
(i) Je-li proces Xt zprava spojitý, F ⊆ R uzavřená, pak ρF,τ ∈ MČ(Ft+).
(ii) Je-li Xt spojitý, G ⊆ R otevřená, pak ρG,τ ∈ MČ(Ft).
(iii) Je-li Xt spojitý a H ⊆ R typu Gδ, pak ρH,τ ∈ MČ(Ft+).

Důkaz: (i) Bud’ S ⊆ T spočetná hustá zprava. Pak z předcházej́ıćıho tvrzeńı dostáváme, že

ρ = inf{s ∈ S; s ≥ τ,Xs 6∈ F} ∈ MČ(Ft+).

Ukážeme rovnost ρ = ρF,τ . Zřejmě ρF,τ ≤ ρ. Sporem ukážeme obrácenou nerovnost. Bud’ ω ∈ Ω takové, že
ρF,τ (ω) < ρ(ω). Pak z definice ρF,τ plyne, že existuje t ∈ T, τ(ω) ≤ t < ρ(ω) takové, že Xt(ω) 6∈ F. Zřejmě
G = R\F je otevřená množina obsahuj́ıćı Xt(ω). Protože S ⊆ T je hustá zprava, existuje posloupnost
sn ∈ S, t ≤ sn takové, že sn → t. Protože proces X je zprava spojitý, plat́ı

lim
n→∞

Xsn = Xt ∈ G.

Existuje tedy n0 ∈ N takové, žeXsn ∈ G pro n ≥ n0. TedyXsn 6∈ F, což znamená, že ρ(ω) ≤ sn → t < ρ(ω),
tedy spor. Dostáváme tedy, že ρF,τ = ρ ∈ MČ(Ft+).

(ii) Bud’ G ⊆ R otevřená množina. Protože je množina G otevřená, plat́ı

ρB,τ = min{t ∈ T ; t ≥ τ,Xt 6∈ B},
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přičemž min ∅ = inf ∅ = ∞. Je-li totiž tn ∈ T ↓ t posloupnost taková, že Xtn ∈ F = R\G, pak t ∈ T,
nebot’ T je podle předpokladu uzavřená množina a také

Xt = lim
n→∞

Xtn ∈ F = R\G,

nebot’ proces X je spojitý (zprava) a F je uzavřená množina. Nyńı se pouśıme čas ρG,τ výstupu z otevřené
množiny předv́ıdat výstupem z vepsaných uzavřených množin

F ε = {x ∈ G; dist(x, F ) ≥ ε}.
Protože dist(x, F ) je infimem 1-lipschitzovských funkćı a je také 1-lipschitzovská, a tedy spojitá. Pak
odpov́ıdaj́ıćı vzor F ε uzavřené množiny [ε,∞) je uzavřená množina. Dle bodu (i) plat́ı ρF ε,τ ∈ MČ(Ft+).
Protože spočetné supremum markovských čas̊u je opět markovský čas, dostanme, že

ρ = sup{ρF ε,τ ,Q 3 ε > 0} ∈ MČ(Ft+).

Dále ukážeme, že ρG,τ = ρ. Protože F ε ⊆ G, plat́ı ρF ε,τ ≤ ρG,τ pro ε > 0. Tedy i ρ ≤ ρG,τ . S využit́ım
předpokladu spojitosti procesu X ukážeme i opačnou nerovnost. Bud’ ω ∈ Ω a T 3 t ≥ ρ(ω), ukážeme, že
potom také t ≥ ρG,τ (ω). Pro každé Q 3 ε > 0 tak plat́ı t ≥ ρF ε,τ (ω), a tedy existuj́ı τ(ω) ≤ tε ∈ Tt takové,
že Xtε 6∈ F ε. Bud’ εn → 0 vybraná posloupnost taková, že posloupnost tεn je konvergentńı k nějakému
s ∈ T ∩ [τ(ω), t]. Protože x 7→ dist(x, F ) je spojitá funkce a protože proces X je spojitý, plat́ı

dist(Xs(ω), F ) = lim
n→∞

dist(Xtεn
(ω), F ) ≤ lim

n→∞
εn = 0.

Protože F = R\G je uzavřená množina, plat́ı Xs(ω) ∈ F, z čehož plyne, že ρG,τ (ω) ≤ s ≤ t, kdykoli
ρ(ω) ≤ t. Celkem tak dostaneme i opačnou rovnost ρG,τ ≤ ρ, a celkem tedy plat́ı

ρG,τ = ρ ∈ MČ(Ft+).

Bud’ nyńı t ∈ T pevné. Pak s využit́ım toho, že v definici ρG,τ se infima nabývá, můžeme psát

[ρG,τ ≤ t] = [ρG,τ < t] ∪ [Xt 6∈ G] ∈ Ft,
nebot’

[ρG,τ < t] =
⋃

t>s∈S

[ρG,τ ≤ s] ∈ Ft,

protože [ρG,τ ≤ s] ∈ Fs+ ⊆ Ft, kdykoli t > s ∈ S, kde S ⊆ T je spočetná podmnožina hustá zprava.

(iii) Bud’te Gn ↓ H,n ∈ N otevřené. Pak dle (ii)

ρ = inf{ρGn,τ ;n ∈ N} ∈ MČ(Ft+).

Ukážeme, že ρ = ρH,τ . Zřejmě ρH,τ ≤ ρGn,τ , n ∈ N a tedy ρH,τ ≤ ρ. Sporem ukážeme obrácenou nerovnost.
Bud’ ω ∈ Ω takové, že ρH,τ (ω) < ρ(ω). Z definice ρH,τ jako infima dostaneme, že existuje t ∈ T∩[τ(ω), ρ(ω))
takové, že Xt(ω) 6∈ H. Tedy

Xt(ω) ∈
⋃
n∈N

Fn, Fn = R\Gn.

Existuje tedy n ∈ N takové, že Xt(ω) 6∈ Gn, což znamená, že ρGn,τ (ω) ≤ t < ρ(ω) ≤ ρG,τ (ω). Tedy spor a
plat́ı tedy rovnost

ρG,τ = ρ ∈ MČ(Ft+).

Q.E.D.

Tvrzeńı 11 Necht’ T ⊆ R je uzavřená, Xt ∈ A(Ft, t ∈ T ) zprava spojitý, τ ∈ MČ(Ft), kde Ft je zprava
spojitá filtrace. Pak

Xτ ∈ L(Fτ ), kde Xτ (ω) = X(ω)τ(ω) · 1[τ(ω)<∞].

Důkaz: (1) V prvńım kroku budeme předpokládat, že T je lokálně konečná množina. V tom př́ıpadě
předpoklad spojitosti prava jak procesu Xt tak filtrace Ft je automaticky splněn a neńı tedy ve zněńı
tvrzeńı v̊ubec omezuj́ıćı. Pro t ∈ T ∪ {∞} a B ∈ B(R) zřejmě plat́ı

[Xτ ∈ B] ∩ [τ ≤ t] =
⋃
s∈Tt

[Xs ∈ B] ∩ [τ = s] ∈ Ft,

kde operativně klademe X∞ = 0. Plat́ı tedy [Xτ ∈ B] ∈ Fτ , B ∈ B(R), a tedy Xτ ∈ L(Fτ ).
(2) Bud’ nyńı T obecné a bud’ S ⊆ T spočetná množina hustá zprava a Sn ↑ S konečné. Dle (1) plat́ı

Xτn ∈ L(Fτn), kde τn = dτeSn ∈ MČ(Ft).
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Označme τ∞ = inf{τn;n ∈ N} ∈ MČ(Ft+) = MČ(Ft). Protože proces Xt je spojitý zprava, plat́ı

Xτ∞ = lim
n→∞

Xτn ∈ L(∩n∈NFτn).

Dále ukážeme, že plat́ı rovnost τ = τ∞. Protože τ ≤ τn, n ∈ N, máme okamžitě nerovnost τ ≤ τ∞. Sporem
ukážeme, že plat́ı i opačná nerovnost. Bud’ ω ∈ Ω takové, že τ(ω) < τ∞(ω). Protože S ⊆ T je hustá zprava,
existuje n ∈ N takové, že Sn ∩ [τ(ω), τ∞(ω)) 6= ∅. Pak ovšem τn(ω) = dτ(ω)eSn < τ∞(ω) ≤ τn(ω), což je
spor. Plat́ı tedy

τ = τ∞, Xτ ∈ L(F), kde F = ∩n∈NFτn .
Zbývá tedy ukázat, že pro limitńı σ-algebru F = ∩n∈NFτn plat́ı F = Fτ a to s využit́ım předpokladu
spojitosti zprava. Protože τ ≤ τn, dostáváme ihned, že Fτ ⊆ ∩n∈NFτn . Zbývá tedy ukázat opačnou inkluzi.

Bud’ tedy A ∈ ∩n∈NFτn . Ukážeme, že A ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T ∪ {∞}. Nejprve bud’ t ∈ T+ ∪ {∞}, pak

A ∩ [τ ≤ t] = A ∩
⋂
n∈N

[τn ≤ t] =
⋂
n∈N

A ∩ [τn ≤ t] ∈ Ft,

nebot’ A ∩ [τn ≤ t] ∈ Ft, protože A ∈ Fτn , n ∈ N. Je-li naopak t ∈ T\T+ zprava hromadný bod, pak pro
každé r ∈ Tt+ plat́ı

A ∩ [τ ≤ t] = A ∩
⋂

s∈S∩(t,r)

[τ < s] =
⋂

s∈S∩(t,r)

A ∩ [τ < s] ∈ Fr,

nebot’ pro každé s ∈ S ∩ (t, r) plat́ı

A ∩ [τ < s] =
⋃
n∈N

A ∩ [τn < s] ∈ Fs ⊆ Fr.

Zde jsme využili toho, že A ∩ [τ ≤ s] ∈ Fs a také možnému rozpisu

A ∩ [τ < s] =
(
A ∩ [τ ≤ s]

)
∩ [τ < s] ∈ Fs.

Pro každé t ∈ T\T+ tedy plat́ı

A ∩ [τ ≤ t] ∈
⋂
r∈Tt+

Fr = Ft+ = Ft.

Pro každé t ∈ T ∪ {∞} tak plat́ı A ∩ [τ ≤ t] ∈ Ft, a tedy A ∈ Fτ . Q.E.D.

5. Optional Sampling Theorem a Optional Stopping Theorem

Tvrzeńı 12 Bud’ (Xn, n ∈ N0) Fn-martingal (super, sub) a ν, τ ∈ MČ(Fn). Pokud ν ≤ τ ∈ L∞, pak

Xν , Xτ ∈ L1 a Xν =
sj
E[Xτ |Fν ] ( ≥

sj , ≤
sj ).

Důkaz: Zřejmě |Xν |, |Xτ | ≤
∑m

k=0 |Xk| ∈ L1, kde m ∈ N0 je takové, že τ ≤
sjm.

(i) Nejprve ukážeme, že můžeme předpokládat, že ν ≤ τ ≤
sj ν + 1. Předpokládejme tedy, že výše uve-

dené tvrzeńı plat́ı za právě zmı́něného předpokladu. Ukážeme indukćı, že plat́ı i bez tohoto dodatečného
předpokladu. Označme τk = (ν + k) ∧ τ. Pak ν = τ0 ≤ . . . ≤ τm = τ a pro k < m plat́ı τk+1 ≤

sj τk + 1.
Využijeme-li tedy indukčńıho předpokladu, který je dán prvńı z následuj́ıćıch relaćı, dostaneme

Xν =
sj
E[Xτk |Fν ] =

sj
E[E(Xτk+1

|Fτk)|Fν ] =
sj
E[Xτk+1

|Fν ] ( ≥
sj , ≤

sj ),

přičemž v druhé relaci využ́ıváme předpokladu, že tvrzeńı plat́ı za výše popsaného omezuj́ıćıho předpokladu.
Volba k = m− 1 nám pak dává požadovanou relaci.

(ii) Necht’ tedy ν ≤ τ ≤
sj ν+1. Pak Xτ −Xν = (Xν+1−Xν) ·1[ν<τ ], přičemž [ν < τ ] ∈ Fν . Bud’ nyńı F ∈ Fν ,

pak G = F ∩ [ν < τ ] ∈ Fν a plat́ı∫
F

(Xτ −Xν) dP =
∑m

k=0

∫
Gk

(Xk+1 −Xk) dP ( ≤
sj , ≥

sj ),

kde
Gk = G ∩ [ν = k] =

(
G ∩ [ν ≤ k]

)
\
(
G ∩ [ν ≤ k − 1]

)
∈ Fk.

Q.E.D.

Věta (Optional Stopping Theorem - věta o zastaveńı)10

Bud’ (Xn, n ∈ N0) Fn-martingal (super, sub) a τ ∈ MČ(Fn). Pak Xτ∧n je Fn-martingal (super, sub).

10Čas τ zde interpretujeme jako okamžik zastaveńı sledovaného procesu, přičemž takto vzniklý proces je konstatńı (zas-
tavený, zmrazený) v časea τ.
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Důkaz: Např. podle předcházej́ıćıho tvrzeńı plat́ı Xτ∧n ∈ L1(Fτ∧n) ⊆ L1(Fn). Zřejmě

Xτ∧n −Xτ∧(n−1) = (Xn −Xn−1) · 1[τ>n−1], kde [τ > n− 1] ∈ Fn−1.

Plat́ı tedy
E[Xτ∧n −Xτ∧(n−1)|Fn−1] = 1[τ>n−1] · E[Xn −Xn−1|Fn−1] =

sj
0 ( ≤

sj , ≥
sj ).

Q.E.D.

Lemma 6 Bud’ Z ∈ L1(Ω,A, P ) a (Ft, t ∈ T ) filtrace na (Ω,A, P ). Bud’te ν, τ ∈ MČ(Ft). Pak

(a) E[Z|Fτ∧ν ] =
sj
E[Z|Fν ] na [ν ≤ τ ].11

(b) E[Z|Fτ∧ν ] =
sj
E[E(Z|Fν)|Fτ ].

Důkaz: (a) Nejprve přeṕı̌seme tvrzeńı (a) do v́ıce formálńıho zápisu, přičemž pravou stranu uprav́ıme

E[Z|Fτ∧ν ] · 1[ν≤t] =
sj
E[Z|Fν ] · 1[ν≤t] =

sj
E[Z · 1[ν≤t]|Fν ].

Tato úprava je př́ıpustná, nebot’ [ν ≤ τ ] ∈ Fν∧τ ⊆ Fν . Naš́ım úkolem je ukázat tedy rovnost mezi levou
a pravou stranou. Levá strana je zřejmě integrovatelná a Fν-měřitelná. Bud’ tedy F ∈ Fν . Integraćı levé
strany na množině F dostaneme∫

F
E[Z|Fτ∧ν ] · 1[ν≤τ ] dP =

∫
G
E[Z|Fτ∧ν ] dP =

∫
G
Z dP =

∫
F
Z · 1[ν≤τ ] dP ,

nebot’ G = F ∩ [ν ≤ τ ] ∈ Fτ dle základńıch vlastnost́ı markovských čas̊u a σ-algebry událost́ı.

(b) Zřejmě E[Z|Fτ∧ν ] ∈ L1(Fτ ). Bud’ nyńı F ∈ Fτ . Pak G = F ∩ [τ ≤ ν] ∈ Fν ∩ Fτ = Fτ∧ν , a tedy∫
G
E[Z|Fν∧τ ] dP =

∫
G
Z dP =

∫
G
E[Z|Fν ] dP =

∫
G
E[E(Z|Fν)|Fτ ] dP .

Bud’ nyńı H = F ∩ [ν < τ ] ⊆ [ν ≤ τ ], a dle (a) tak plat́ı

E[Z|Fτ∧ν ] · 1H =
sj
E[Z|Fν ] · 1H

Plat́ı tedy ∫
H
E[Z|Fν∧τ ] dP =

∫
H
E[Z|Fν ] dP =

∫
H
E[E(Z|Fν)|Fτ ] dP ,

nebot’ H ∈ Fτ , protože F, [ν < τ ] ∈ Fτ . Protože plat́ı rovnost integrál̊u z obou stran postupně na
množinách G,H, plat́ı také na jejich sjednoceńı F = G ∪H ∈ Fτ . Q.E.D.

Podmı́něné Fatouovo lemma Bud’te 0 ≤ Xn ∈ L1(Ω,A, P ), n ∈ N a F ⊆ A σ-algebra. Pak

X = lim inf
n→∞

Xn ∈ L1 ⇒ 0 ≤
sjE[X|F ] ≤

sj lim inf
n→∞

E[Xn|Fn].

Důkaz: Použijeme Léviho větu o monotónńı konvergenci pro podmı́něnou středńı hodnotu. Zřejmě plat́ı
0 ≤ infk≥nXk ↑ X ∈ L1. Pak tedy

0 ≤
sjE[X|F ] =

sj
lim
n→∞

E[ inf
k≥n

Xk|F ] ≤
sj lim
n→∞

inf
k≥n

E[Xk|F ] =
sj

lim inf
n→∞

E[Xn|F ].
Q.E.D.

Tvrzeńı 13 Bud’ (Xn, n ∈ N0) Fn-submartingal, ν, τ ∈ MČ(Fn). Necht’ ν ≤ τ <
sj∞, necht’ dále

Xν , Xτ ∈ L1 a lim
n→∞

E[X+
n ;n < τ ] = 0, 12

kde E[X;A] = E[X · 1A] znač́ı středńı hodnotu reálné náhodné velčiny X na množině A. Pak

Xν ≤
sjE[Xτ |Fν ].

Důkaz: Zřejmě ν ∧ n ≤ τ ∧ n jsou omezené Fn-markovské časy. Protože τ <
sj∞ a Xτ∧n ∈ L1(Fn), plat́ı

Xν∧n ≤
sjE[Xτ∧n|Fν∧n] =

sj
E[E(Xτ∧n|Fn)|Fν ] =

sj
E[Xτ∧n|Fν ] =

sj
E[X+

τ∧n|Fν ]− E[X−τ∧n|Fν ].
Použit́ım podmı́něného Fatouova lemmatu dostaneme

lim inf
n→∞

E[X−τ∧n|Fν ] ≥ E[X−τ |Fν ].

Předpoklad E[Xn;n < τ ]→ 0, n→∞ pak znamená, že X+
n∧τ → X+

τ v L1, nebot’

|X+
τ −X+

τ∧n| = |X+
τ −X+

n | · 1[τ>n] ≤ X+
τ · 1[τ>n] +X+

n · 1[τ>n] → 0 v L1, n→∞.

11Zápisem X =sj Y na A rozumı́me: (X − Y )1A =sj 0.
12Podmı́nku limn→∞E[X+

n ;n < τ ] = 0 čteme: středńı hodnota kladné části Xn na množině [n < τ ], kdy k události τ ještě
nedošlo, je s rostoućım časem n→∞ zanedbatelná.
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Pak E[X+
n∧τ |Fν ]→ E[X+

τ |Fν ] v L1 pro n→∞. Celkem tak dostáváme, že

Xν ≤
sjE[X+

τ |Fν ]− lim inf
n→∞

E[X−τ∧n|Fν ] ≤ E[X+
τ |Fν ]− E[X−τ |Fν ] =

sj
E[Xτ |Fν ].

Q.E.D.
Poznámky: Bud’ Xn Fn-submartingal a τ ∈ MČ(Fn) a X+

τ ∈ L1.

(i) Pak je podmı́nka limnE[X+
n ;n < τ ] = 0 ekvivalentńı se zdánlivě slabš́ı podmı́nkou

lim inf
n→∞

E[X+
n ;n < τ ] = 0.

Protože je proces Xn dle předpokladu Fn-submartingal a [τ > n] ∈ Fn, plat́ı

0 ≤ an = E[X+
n ;n < τ ] = E[X+

n+1;n < τ ] = an+1 + E[X+
τ ;n+ 1 = τ ] = an+1 + o(1), n→∞.

(ii) Pak také Xτ ∈ L1, nebot’, jak ukážeme, plat́ı X−τ ∈ L1. Dle optional stopping theorem je proces Xτ∧n
Fn-submartingal, a má tak neklesaj́ıćı středńı hodnotu. Speciálně EXτ∧n ≥ EX0 ∈ R. Pro zápornou část
tak dostáváme odhad

EX−n∧τ = EX+
n∧τ − EXn∧τ ≤ EX+

n∧τ − EX0.

Z Fatouova lemmatu pak dostaneme

EX−τ ≤ lim inf
n→∞

EX−n∧τ ≤ EX+
τ − EX0.

Tvrzeńı 14 (a) Bud’ τ : Ω→ N0 ∪ {∞} splňuj́ıćı τ <
sj∞ a (X+

n , n ∈ N0) integrovatelný proces, pak

X+
τ ∈ L1, lim

n→∞
E[X+

n ;n < τ ] = 0 ≡ X+
n∧τ je stejnoměrně integrovatelný proces. 13

(b) Bud’ Xn Fn-submartingal a MČ(Fn) 3 τ <
sj∞, pak

X+
τ ∈ L1, X+

τ∧n ≤
sjE[X+

τ |Fn] ≡ X+
n∧τ je stejnoměrně integrovatelný proces.

Důkaz: Na začátku poznamenejme, že součet dvou stejnoměrně integrovatelných proces̊u je opět ste-
jnoměrně integrovatelný.

(a) Je-li proces X+
τ∧n stejnoměrně integrovatelný, pak i dominovaný proces X+

n 1[n<τ ] je stejnoměrně
integrovatelný a z jeho konvergence skoro jistě k nule ihned dostaneme i konvergenci v L1. Protože limita
stejnoměrně integrovatelné posloupnosti reálných náhodných veličin je integrovatelná, plat́ı

X+
τ = lim

n→∞
X+
τ∧n · 1[τ<∞] ∈ L1.

Plat́ı-li naopak levá strana, pak využijeme odhad

0 ≤ X+
τ∧n ≤ X+

n 1[n<τ ] +X+
τ 1[n≥τ ].

Podle předpokladu X+
n 1[τ<n] → 0 v L1 pro n→∞, a tato integrovatelná posloupnost je tedy stejnoměrně

integrovatelná. Podobně proces X+
τ 1[n≥τ ] je dominovaný integrovatelnou veličinou X+

τ ∈ L1 a je tedy také
stejnoměrně integrovatelný.

(b) Plat́ı-li levá strana, pak je proces X+
τ∧n dominován stejnoměrně integrovatelným procesem E[X+

τ |Fn],
a je tedy také stejnoměrně integrovatelný. Necht’ naopak plat́ı pravá strana. Pak dle (a) plat́ı X+

τ ∈ L1.
Protože je proces X+

τ∧n Fn-submartingal, dostaneme z optional stopping theorem, že

X+
τ∧n ≤

sjE[X+
τ∧m|Fn]→ E[X+

τ |Fn] v L1 pro n ≤ m→∞.
Zde jsme využili předpokladu, že X+

τ∧n je stejnoměrně integrovatelný proces, což dává konvergenci X+
τ∧n →

X+
τ v L1 pro n → ∞. Dál už jen využ́ıváme toho, že podmı́něná středńı hodnota zachovává konvergenci

v L1. Q.E.D.

Dále budeme podmı́nku (Yt, t ∈ T ) je stejnoměrně integrovatelný proces zapisovat ve tvaru Yt ∈ SI.

Tvrzeńı 13* Bud’ (Xn, n ∈ N0) Fn-submartingal a ν ≤ τ <
sj∞ Fn-markovské časy. Je-li X+

τ∧n ∈ SI, pak

Xν , Xτ ∈ L1, Xν ≤
sjE[Xτ |Fν ].

Důkaz: Protože X+
τ∧n ∈ SI, plat́ı X+

n 1[n<τ ] ∈ SI a X+
τ ∈ L1. Z poznámky pak máme odhad

EX−τ ≤ EX+
τ − EX0 <∞.

13Čtenáři jako cvičeńı doporučuji si ukázat, že levá strana je ekvivalentńı podmı́nce EX+
τ∧n → EX+

τ < ∞ pro n →∞ a
pomyslet na to, že tato frekventovaná podmı́nka ekvivalentńı se stejnoměrnou inegrovatelnost́ı zastaveného procesu X+

τ∧n je
ve své podstatě spojitost́ı v L1 ve smyslu X+

τ∧n → X+
τ v L1.
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Celkem tak plat́ı Xτ ∈ L1. K ověřeńı předpoklad̊u tvrzeńı 13 zbývá ukázat, že Xν ∈ L1. To lze ukázat
naprosto stejně, jako pro τ , ověř́ıme-li, že je splněn předpoklad X+

ν∧n ∈ SI. Z tvrzeńı 12 a 14 (b) dostaneme

X+
ν∧n ≤

sjE[X+
τ∧n|Fν∧n] ≤

sjE[E(X+
τ |Fn)|Fν∧n] =

sj
E[X+

τ |Fν∧n].

Proces X+
ν∧n je tedy dominován stejnoměrně integrovatelným procesem, a je tedy sám stejnoměrně inte-

grovatelný. Nyńı ν splňuje stejné podmı́nky, jaké jsme v předpokladech kladli na τ a tak i pro ν plat́ı
Xν ∈ L1. Protože jsme ověřili předpoklady tvrzeńı 13, plat́ı i odpov́ıdaj́ıćı závěr. Q.E.D.

Poznámka (i) Speciálně, je-li proces Xn shora omezen, či jen zastavený proces Xτ∧n, pak je podmı́nka
stejnoměrné integrovatelnosti ze shora automaticky splněna. Stejně tak najdeme-li integrovatelnou veličinu,
která proces majorizuje shora. Hledáme-li hranici, kam až v předpokladech můžeme ustoupit, dostaneme,
že stač́ı předpokládat, že zastavený proces Xτ∧n je shora majorizovaný stejnoměrně integrovatelným pro-
cesem, přičemž nám zřejmě stač́ı mı́sto toho totéž předpokládat o nezastaveném procesu Xn.

(ii) Je-li τc = inf{n ∈ N0;Xn ≥ c} ∈ MČ(Fn), pak pro každý MČ(Fn) 3 τ ≤ τc plat́ı

lim sup
n→∞

E[X+
n ;n < τ ] ≤ c lim

n→∞
P (n < τ) = c · P (τ =∞).

Aby byla levá (i pravá strana) nulová, stač́ı pak již předpokládat, že τ <
sj∞.

(iii) Je-li čas τ : Ω→ N0 ∪ {∞} nezávislý s procesem (Xn, n ∈ N0), pak je nejsnadněǰśı ověřovat technické
podmı́nky př́ımo výpočtem, nebot’ z předpokladu nezávislosti ihned dostaneme možnost vyč́ıslit

E[X+
n ;n < τ ] = EX+

n · P (n < τ), EX+
τ =

∞∑
n=0

EX+
n · P (τ = n).

Ověřeńım odpov́ıdaj́ıćıch podmı́nek se nám otevře možnost použ́ıt tvrzeńı 13 ovšem vzhledem k filtraci
Fn = FXn ∨ σ(τ). Zřejmě Xn ∈ A(FXn ) ⊆ A(Fn) a také τ ∈ MČ(Fn), nebot’ [τ ≤ n] ∈ σ(τ) ⊆ F0 ⊆ Fn
plat́ı pro každé n ∈ N0.

Věta (Optional Sampling Theorem - věta o probuzeńı)14 Bud’ MČ(Fn, n ∈ N0) 3 τk <
sj∞ nekle-

saj́ıćı posloupnost markovských čas̊u.

(a) Je-li Xn Fn-submartingal a (i) X+
n∧τk ∈ SI nebo ekvivalentně (ii) X+

τk
∈ L1 a současně

lim
n→∞

E[X+
n ;n < τk] = 0, k ∈ N0.

Pak Xτk je Fτk-submartingal.

(b) Je-li Xn Fn-supermartingal a (i) X−n∧τk ∈ SI nebo ekvivalentně (ii) X−τk ∈ L1 a současně

lim
n→∞

E[X−n ;n < τk] = 0, k ∈ N0.

Pak Xτk je Fτk-supermartingal.

(c) Je-li Xn Fn-martingal a (i) Xn∧τk ∈ SI nebo ekvivalentně (ii) |Xτk | ∈ L1 a současně

lim
n→∞

E[|Xn|;n < τk] = 0, k ∈ N0.

Pak Xτk je Fτk-martingal.

Lemma 7 Bud’ Xn ∈ A(Fn, n ∈ N0) integrovatelný proces. Pak Xτ∧n ∈ SI plat́ı za předpokladu, že

∃ n0 ∈ N0 sup
n≥n0

E[|Xn+1 −Xn||Fn] · 1[n<τ ] ∈ L∞.

Důkaz: Najdeme integrovatelnou majorantu pro

|Xn∧τ | ≤ sup
n≤n0

|Xn|+
∑

n0≤k<τ

|Xk+1 −Xk|.

Prvńı člen napravo je zřejmě jako supremum konečně mnoha integrovatelných veličin integrovatelné. Bud’

c ∈ (0,∞) takové, že pro každé k ≥ n0 plat́ı

E[|Xk+1 −Xk||Fk] · 1[k<τ ] ≤
sj c.

14Markovské časy τk zde interpretujeme jako okamžiky probuzeńı, po kterém zaznamenáme napozorovanou hodnotu
sledovaného procesu, a pak opět usneme až do daľśıho probuzeńı.



17

Protože τ ∈ MČ(Fk), plat́ı [k < τ ] ∈ Fk, a dle definice podmı́něné středńı hodnoty pak

E[|Xk+1 −Xk|; k < τ ] ≤ E[c ; k < τ ] = c P (k < τ)

kdykoli k ≥ n0. Středńı hodnotu druhého členu v prvńı odsazené formuli d̊ukazu je omezena hodnotou

E
∑

n0≤k<τ

|Xk+1 −Xk| =
∞∑

k=n0

E[|Xk+1 −Xk|; k < τ ] ≤ c
∞∑

k=n0

P (k < τ) <∞,

protože dle předpokladu τ ∈ L1. Q.E.D.

Lemma 8 Bud’ 0 ≤ Xn Fn-submartingal s rozkladem Xn = Mn + Kn na Fn-martingal Mn a Fn-
kompenzátor Kn. Pokud MČ(Fn) 3 τ <

sj∞ splňuje Kτ ∈ L1, pak také Xτ ,Mτ ∈ L1.

Důkaz: Dle Fautuova lemmatu plat́ı

0 ≤ EXτ ≤ lim inf
n→∞

(EMτ∧n + EKτ∧n) = EM0 + EKτ <∞,

přičemž jsme použili nejprve Optional Stopping Theorem ř́ıkaj́ıćı, že Mτ∧n je Fn-martingal, což pro nás v
konečném d̊usledku znamená rovnost EMτ∧n = EM0, a pak jsme také použili Léviho větu o monotónńı
konvergenci ř́ıkaj́ıćı, že EKτ∧n ↑ EKτ , nebot’ kompenzátor Kn jakožto kompenzátor Fn-submartingalu je
neklesaj́ıćı proces zdola omezený svou počátečńı hodnotou, která je nutně integrovatelná. Zbytek už pak
plyne z rozpisu Mτ = Xτ +Kτ ∈ L1.

Q.E.D.

Bud’te Xk, k ∈ N nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny. O procesu Sn =
∑n

k=1 Xk pak řekneme,
že je to náhodná procházka s krokem Xn = Sn−Sn−1. Bud’ nav́ıc (Fk, k ∈ N0) filtrace. Pak řekneme,
že proces Sn je Fn-náhodná procházka , pokud Sn ∈ A(Fn) a pokud jej́ı krok Xn+1 = Sn+1 − Sn je
nezávislý s Fn pro n ∈ N0.

Př́ıklady Bud’ Sn Fn-náhodná procházka s krokem Xn = Sn − Sn−1.

(1) Je-li X1 ∈ L1, pak Sn = Sn − ESn = Sn − n · EX1 je Fn-martingal.
(2) Je-li X1 ∈ L2, pak Vn = S2

n − ES2
n = S2

n − nσ2 je Fn-martingal, kde σ2 = var(X1).
(3) Je-li α ∈ R a β = lnE exp{αX1} ∈ R, pak En = exp{αSn − nβ} je Fn-martingal.

Věta (Waldovy rovnosti I) Bud’ (Sn, n ∈ N0) Fn-náhodná procházka a ν ≤ τ <
sj∞ Fn-markovské časy.

(i) Je-li X1, τ ∈ L1, pak Sν =
sj
E[Sτ |Fν ].

(ii) Necht’ X2
1 , τ ∈ L1, pak Vν =

sj
E[Vτ |Fν ], pokud (a) τ ⊥⊥ FS∞ nebo (b) pokud plat́ı (10), kde

(10) (∃ n0 ∈ N0) sup
n≥n0

|Sn| · 1[n<τ ] ∈ L∞.

(iii) Necht’ α ∈ R, β = lnEeαX1 ∈ R, pak Eν =
sj
E[Eτ |Fν ], pokud (a) τ ⊥⊥ FS∞ nebo (b) X1 ∈ L1 & (10).

Důkaz: (i) Zřejmě E[|Sn+1 − Sn||Fn] = E[|Xn+1||Fn] = E|Xn+1| = E|X1|, nebot’ Xn+1 ⊥⊥ Fn, n ∈ N0.
Dle lemmatu 7 pak Sτ∧n ∈ SI a plat́ı tedy rovnost Sν =

sj
E[Sτ |Fν ] dle Optional Sampling Theorem.

(ii) Proces 0 ≤ S2
n je zřejmě Fn-submartingal s kompenzátorem např. Kn = nσ2. Dále EKτ = σ2Eτ <∞

dle předpokladu. Dle lemmatu 8 pak plat́ı S2
τ , Vτ ∈ L1.

(a) Př́ımo výpočtem s využit́ım předpokladu τ ⊥⊥ FS∞ = FS
∞ ⊇ FV∞ ověř́ıme technický předpoklad

E[|Vn|;n < τ ] = E|Vn| · P (n < τ) ≤ 2σ2nP (n < τ) ≤ 2σ2E[τ ;n < τ ]→ 0, n→∞,
nebot’ τ ∈ L1 a nebot’

E|Vn| = E|S2
n − nσ2| ≤ nσ2 + E|Sn|2 = nσ2 + var(Sn) = 2nσ2.

(b) Nyńı spočteme E[|Vn+1 − Vn|;n < τ ]. Protože S2
n+1 = (Sn + Xn+1)2 = S2

n + 2SnXn+1 + X2
n+1, plat́ı

|Vn+1 − Vn| = |2SnXn+1 + X2
n+1 − σ2| ≤ σ2 + 2|Sn| · |Xn+1|+ X2

n,

a z nezávislosti Xn+1 ⊥⊥ Fn a měřitelnosti Sn ∈ L(Fn) dostaneme

E[|Vn+1 − Vn||Fn] ≤
sj σ2 + 2|Sn|E[|Xn+1| |Fn] + E[X2

n+1|Fn] = 2σ2 + 2E|X1| · |Sn|.
Z předpokladu (10) pak dostaneme, že

sup
n≥n0

E[|Vn+1 − Vn||Fn] · 1[n<τ ] ≤ 2σ2 + 2E|X1| · sup
n≥n0

|Sn| · 1[n<τ ] ∈ L∞.
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Použit́ım lemmatu 7 pak źıskáme, že Vτ∧n ∈ SI a rovnost Vν =
sj
E[Vτ |Fν ] pak z Optional Sampling Theorem.

(iii) Zřejmě 0 ≤ En je Fn-martingal a tedy nezáporný Fn-submartingal s kompenzátorem např. Kn ≡ 0.
Zřejmě Kτ = 0 ∈ L1, a dle lemmatu 8 tak plat́ı Eτ ∈ L1.

(a) Př́ımo výpočtem s využit́ım předpokladu τ ⊥⊥ FS∞ = FS
∞ ⊇ FV∞ ověř́ıme technický předpoklad

E[|En|;n < τ ] = EEn · P (n < τ) ≤ P (n < τ)→ 0, n→∞.
(b) Z Jensenovy nerovnosti dostaneme, že β = lnEeαX1 ≥ αEX1, z čehož odvozujeme, že

En = eαSn−βn = eαSn−(β−αEX1)n ≤ eαSn .

Dále

E[|En+1 − En||Fn] = En · E[|eαXn+1−β − 1| |Fn] = En · E|eαX1−β − 1|.
Celkem tak dostáváme

sup
n≥n0

E[|En+1 − En||Fn] · 1[n<τ ] ≤ E|eαX1−β − 1| · exp{|α| · sup
n≥n0

|Sn| · 1[n<τ ]} ∈ L∞.

Věta (Waldovy rovnosti II) Bud’ (Sn, n ∈ N0) Fn-náhodná procházka a MČ 3 τ <
sj∞.

(i) Pokud X1, τ ∈ L1, pak ESτ = Eτ · EX1.

(ii) Necht’ X2
1 , τ ∈ L1. Pokud τ ⊥⊥ FS∞ nebo pokud plat́ı (10), pak var(Sτ ) = Eτ · var(X1).

Pokud nav́ıc τ ∈ L2, pak Sτ ∈ L2 a

var(Sτ ) = Eτ · var(X1) + var(τ) · (EX1)2 + 2EX1 · cov(τ, Sτ ),

přičemž z př́ıpadě τ ⊥⊥ FS∞ je posledńı napravo člen roven nule.

(iii) Necht’ α ∈ R, β = lnEeαX1 ∈ R. Pokud τ ⊥⊥ FS∞ nebo X1, τ ∈ L1 & (10), pak EEτ = 1.

Důkaz: Voĺıme MČ(Fn) 3 ν = 0 ≤ τ. Pak zřejmě Sν = Sν = 0, dále Vν = 0 a Eν = 1.

(i) Dle Waldových rovnost́ı (i) plat́ı

0 = ESν = ESτ = E(Sτ − τ · EX1) = ESτ − EX1 · Eτ.
(ii) Dle Waldových rovnost́ı I (ii) plat́ı

0 = EVν = EVτ = E[S2
τ − τ · var(X1)] = ES2

τ − var(X1) · Eτ = var(Sτ )− var(X1) · Eτ.
Dále

var(Sτ ) = var(Sτ + τ · EX1) = var(Sτ ) + (EX1)2 · var(τ) + 2EX1 · cov(τ, Sτ ).
Je-li τ ⊥⊥ FS∞, pak z rovnosti ESn = 0 a z předpokladu nezávislosti dostaneme, že

cov(τ, Sτ ) = E(τ · Sτ ) =
∞∑
n=0

nESn · P (τ = n) = 0.

(iii) Dle Waldových rovnost́ı I (iii) plat́ı 1 = EEν = EEτ . Q.E.D.

6. Maximálńı nerovnosti

Pro potřeby dále využ́ıvané Jensenovy nerovnosti zavedeme zobecněnou středńı hodnotu pro reálný
náhodný vektor. Bud’ X : (Ω,A) → (Rn,Bn) n-rozměrný reálný náhodný vektor a F ⊆ A σ-algebra.
Označme PX|F podmı́něné rozděleńı15 X, pak předpisem

Ē[X|F ] =
∫
x PX|F(dx)

definujeme zobecněnou podmı́něnou středńı hodnotu X za podmı́nky F a to pro taková ω ∈ Ω, pro
která je pravá strana dobře definována. Je-li f : Rn → Rk borelovské zobrazeńı, pak PX|F ◦ f−1 =

sj
Pf(X)|F ,

a tak pro ω ∈ Ω, pro která je levá strana dobře definována, dostáváme rovnost až na F -měřitelnou množinu
mı́ry P nula rovnost ∫

f(x) PX|F(dx) =
∫
ϕ Pf(X)|F(dϕ) = Ē[f(X)|F ].

Pro daľśı účely připomeneme Jensenovu nerovnost pro středńı hodnotu z TP1.

15Protože Rn je úplný separabilńı metrický prostor s borelovskou σ-algebrou Bn, existuje regulárńı verze podmı́něné
pravděpodobnosti B ∈ Bn 7→ P (X ∈ B|F), kterou označujeme jako podmı́něné rozděleńı X za podmı́nky F a znač́ıme
PX|F .
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Jensenova nerovnost Bud’ D ⊆ Rn, n ∈ N konvexńı množina a D 3
sjX : (Ω,A)→ (Rn,Bn) n-rozměrný

reálný náhodný vektor. Pokud EX = (EX1, . . . , EXn)T ∈ Rn, pak EX ∈ D. Je-li nav́ıc f : D → R
konvexńı funkce, pak

Ef(X) ≥ f(EX),

přičemž levá strana existuje a může nabývat reálných hodnot, př́ıpadně také ∞.

Poznámka: Jensenova nerovnost plat́ı i v př́ıpadě, že funkce f : D → R ∪ {∞} je nevlastńı, tj. pokud
připoušt́ıme i hodnotu ∞.

Důkaz: Označme D∗ = {x ∈ D : f(x) ∈ R}, pak tato množina je jistě konvexńı. Pokud X ∈
sjD∗, pak

Ef(X) = Ef ∗(X) ≥ f ∗(EX) = f(EX), kde f ∗ = f |D∗ .

Pokud X 6∈sjD∗, pak Ef(X) =∞, a tak opět požadovaná nerovnost plat́ı.

Jensenova nerovnost pro zobecněnou podmı́něnou středńı hodnotu Bud’ D ⊆ Rn, n ∈ N
konvexńı množina, D 3

sjX : (Ω,A)→ (Rn,Bn) n-rozměrný reálný náhodný vektor a F ⊆ A sub-σ-algebra.
Pokud X ∈ Ln

1 , pak E[X|F ] ∈sjD. Je-li nav́ıc f : D → R ∪ {∞} konvexńı funkce, pak

Ē[f(X)|F ] ≥ f(E[X|F ]),

přičemž levá strana existuje a může nabývat reálných hodnot, př́ıpadně také ∞.

Proces X = (Xt, t ∈ T ) se stavovým prostorem (R̄, B̄) nazveme Ft-adaptovaným , pokud pro každé t ∈ T
plat́ı Xt ∈ L∗(Ft), což stručně zapisujeme Xt ∈ Ā(Ft). Řekneme, že proces X ∈ Ā(Ft) je zobecněný Ft-
submartingal , pokud pro každé (s, t) ∈ T (2) plat́ı

Xs ≤
sj Ē[Xt|Fs].

Speciálně veličina Xt je zdola PX|Fs-integrovatelná skoro jistě. Je-li proces Xt ∈ Ā(Ft) je zobecněný Ft-
submartingal, pak

E[Xt;F ] ≥ E[Xs;F ], F ∈ Fs, (s, t) ∈ T (2).

Jensenova nerovnost pro martingal a submartingal Bud’ D ⊆ Rn, n ∈ N konvexńı množina,
Xt ∈

sjD n-rozměrný Ft-martingal a Yt ∈
sjD n-rozměrný Ft-submartingal,16 pak pro konvexńı funkci f :

D → R ∪ {∞} a neklesaj́ıćı konvexńı funkci g : D → R ∪ {∞} jsou procesy f(Xt), g(Yt) zobecněné
Ft-submartingaly.

Důkaz: Pro (s, t) ∈ T (2) z Jensenovy nerovnosti pro zoceněnou podmı́něnou středńı hodnotu dostaneme

f(Xs) =
sj
f(E[Xt|Fs]) ≤sj Ē[f(Xt)|Fs]

g(Ys) ≤
sj g(E[Yt|Fs]) ≤

sj Ē[g(Yt)|Fs].

Q.E.D.

Je-li X = (Xt, t ∈ T ) (zobecněný) reálný náhodný proces, pak symbolem

X∗t = sup
s∈Tt

Xs = supX|t, t ∈ T ∪ {∞}

znač́ıme pr̊uběžné (historické) maximum procesu X do času t. Dále pak symbolem

|X|∗t = |Xt|∗ = sup
s∈Tt

|Xs|, t ∈ T ∪ {∞}

znač́ıme pr̊uběžné (historické) maximum absolutńı hodnoty tohoto procesu.

Věta (Martingalová nerovnost) Bud’ D ⊆ R konvexńı a f : D → [0,∞] neklesaj́ıćı konvexńı a
x ∈ D. Bud’ Xk ∈ A(Fk) shora majorizovaný Fk-(sub)martingalem Yk, k = 1, . . . , n, přičemž oba procesy
skoro jistě nabývaj́ı hodnot v množině D. Pak

f(x) · P (X∗n > x) ≤ E[f(Yn);X∗n > x].

16T́ım mysĺıme, že proces Xt je složen z celkem n Ft-martingal̊u a proces Yt z n Ft-submartingal̊u.
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Důkaz: Protože f je neklesaj́ıćı konvexńı funkce a Yk je Fk-(sub)martingal, je proces f(Yk) zobecněným
Fk-submartingalem majorizuj́ıćım shora proces Xk. Bud’ x ∈ D a τ = inf{k = 1, . . . , n;Xk > x}. Protože
f(Xk) je shora majorizovaný zobecněným Fk-submartingalem f(Yk), plat́ı

E[f(Yn);X∗n > x] =
n∑
k=1

E[f(Yn); τ = k] ≥
n∑
k=1

E[f(Yk); τ = k]

≥
n∑
k=1

E[f(Xk); τ = k] ≥ f(x)
n∑
k=1

P (τ = k) = f(x) · P (X∗n > x).

Q.E.D.

Použit́ı V př́ıpadech použ́ıt́ı výše uvedené nerovnosti lze vždy postupovat následuj́ıćım zp̊usobem. Na-
jdeme17 veličinu Y ∈ L1 takovou, že E[Y |Fk] ≥sjXk ∈ A(Fk), což můžeme komentovat slovy, že veličina Y
shora uzav́ırá proces Xk; k = 1, . . . , n vzhledem k filtraci Fk. Pak Fk-martingal Yk = E[Y |Fk] ≥sjXk

shora majorizuje procesXk. Pak již stač́ı naj́ıt neklesaj́ıćı konvexńı funkci f (na konvexńı množině) takovou,
že f(Xk), f(Y ) jsou skoro jistě dobře definovány a předchoźı věta nám dá nerovnost

f(x) · P (X∗n > x) ≤ E[f(Y );X∗n > x], x ∈ def(f).

Věta (Skorochodova nerovnost) Bud’ Sk, k ≤ n náhodná procházka, pak pro ε > 0 plat́ı

P (|S|∗n > ε+ η) ·min
k≤n

P (|Sn − Sk| ≤ η) ≤ P (|Sn| > ε).

Důkaz: Zřejmě [|S|∗n > ε+ η] = [τ ≤ n], kde τ = inf{k = 1, . . . , n : |Sk| > ε+ η}. Pak

P (|Sn| > ε) ≥ P (|Sn > ε, τ ≤ n) =
n∑
k=1

P (|Sn| > ε, τ = k).

Protože [τ = k] ⊆ [|Sk| > ε+ η] a protože z trojúhelńıkové neorvnosti máme

|Sn − Sk| ≤ η & |Sk| > ε+ η ⇒ |Sn| ≥ |Sk| − |Sn − Sk| > ε |⇒ 18 |Sn| > ε, 19

dostáváme posléze i s využit́ım [τ = k] ∈ FSk ⊥⊥ Sn − Sk, že

P (|Sn| > ε, τ = k) ≥ P (|Sn − Sk| ≤ η, τ = k) = P (|Sn − Sk| ≤ η) · P (τ = k).

Nač́ıtáńım pak dostaneme nerovnost

P (|Sn| > ε+ η) ≥
n∑
k=1

P (|Sn − Sk| ≤ η) · P (τ = k) ≥ min
k≤n

P (|Sn − Sk| ≤ η) · P (τ ≤ n).

Q.E.D.

17Pravděpodobně nejmenš́ı takovou veličinu dostaneme ve tvaru

Y = Xn +
n∑
k=1

(Xk−1 − E[Xk|Fk−1])+ = Xn +
n∑
k=1

(Kk −Kk−1)−,

je-li Kk kompenzátor procesu Xk. Tuto veličinu pak můžeme vńımat jako nejmenš́ı horńı Fk-uzávěr procesu Xk, k =
1, . . . , n. Podobně proces Yk = E[Y |Fk] jako horńı Fk-martingalovou obálku procesu Xk, k = 1, . . . , n a proces

Zk = Xk +
k∑
j=1

(Xj−1 − E[Xj |Fj−1])+ = Xk +
k∑
j=1

(Kj −Kj−1)−,

který je nejmenš́ım Fk-submartingalem shora majorizuj́ıćım Xk, jako horńı Fk-submartingalovou obálku procesu Xk.
18Symbol |⇒ čteme “a tedy”, přičemž zápis A |⇒ B znamená: plat́ı výrok A a současně plat́ı výrok A ⇒ B. Tento zápis

upřednostňujeme před zápisem A & B, který logicky znamená totéž, ovšem z hlediska intuice je na jiné úrovni. Zápis A |⇒ B
nevńımáme pouze jako výrok, ale přǐrazujeme mu interpretaci ve tvaru: plat́ı výrok A a z jeho platnosti odvozujeme výrok
B. V tomto zápise je zachycena určitá dynamika váž́ıćı se k tomu, odkud kam směřujeme a jaké máme úmysly. Podobně
výrok A ⇒ B je implikace, kterou můžeme interpretovat (použ́ıt) r̊uznými zp̊usoby - v př́ımé formě nebo ve formě obměny
6B ⇒ 6A.

19Výrok A⇒ B |⇒ C čteme: plat́ı A⇒ B a současně plat́ı B ⇒ C, z čehož následně odvozujeme, že plat́ı A⇒ C. Naopak
zápisem A |⇒ B |⇒ C rozumı́me plat́ı A a současně plat́ı A ⇒ B a současně plat́ı B ⇒ C, přičemž my z platnosti výroku A

usuzujeme na platnost výroku B a posléze z platnosti výroku B i na Platnost výroku C.
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Řekneme, že reálná posloupnost X1, . . . , Xn splňuje princip reflexe (zrcadleńı), pokud

PX1,...,Xn = PX1,...,Xk,−Xk+1,...,−Xn , k < n.

Věta (Lévyho maximálńı nerovnost) Necht’ reálná náhondá posloupnost X1, . . . , Xn splňuje princip
reflexe, pak pro jej́ı částečné součty Sn =

∑n
k=1 Xk plat́ı nerovnost

P (|S|∗n > x) ≤ 2P (|Sn| > x), x > 0.

Důkaz: Bud’ S
(k)
n = 2Sk − Sn je posloupnost vzniklá z posloupnosti Sn překlopeńım trajektorie od času

k ≤ n. Zřejmě
τ = inf{k = 1, . . . , n : |Sk| > x} ∈ MČ(FXk ),

a tak Fk = [τ = k] ∈ Fk. Dle předpokladu reflexe pak plat́ı

(Sk, Sn − Sk, 1Fk
) ∼ (Sk, Sk − Sn, 1Fk

) |⇒ (S(k)
n ; 1Fk

) = (2Sk − Sn; 1Fk
) ∼ (Sn; 1Fk

).

Protože dle trojúhelńıkové neorovnosti plat́ı

|Sn| ≤ x & |Sk| > x ⇒ |S(k)
n | = |2Sk − Sn| ≥ 2|Sk| − |Sn| ≥ |x| |⇒ |S(k)

n | > x

a protože Fk 3 Fk = [τ = k] ⊆ [|Sk| > x], plat́ı

P (|Sn| > x, Fk) = P (|S(k)
n | > x, Fk) ≥ P (|Sn| ≤ x, Fk).

Odsud odvozujeme, že

P (Fk) = P (|Sn| > x, Fk) + P (|Sn| ≤ x, Fk) ≤ 2P (|Sn| > x, Fk).

Nasč́ıtáńım (s vědomı́m, že Fk = [τ = k]) pak dostaneme, že

P (|S|∗n > x) = P (τ ≤ n) =
n∑
k=1

P (τ = k) ≤ 2
n∑
k=1

P (|Sn| > x, τ = k) = 2P (|Sn| > x, τ ≤ n) ≤ 2P (|Sn| > x).

Q.E.D.

Věta (Submartingalové maximálńı nerovnosti) Necht’ (Xk)
n
k=0 je submartingal, pak pro ε > 0 plat́ı

P (X∗n ≥ ε) ≤ 1
ε
E[Xn;X∗n ≥ ε] ≤ 1

ε
EX+

n .

P ((−X)∗n ≥ ε) ≤ 1
ε
[EX+

n − EX0].

Spojeńım těchto nerovnost́ı pak dostaneme nerovnost

P (|X|∗n ≥ ε) ≤ 1
ε
[2EX+

n − EX0].

Převráceńı nerovnost́ı Pro supermatingal Yk = −Xk ihned dostaneme analogické nerovnosti

P (Y ∗n ≥ ε) ≤ 1
ε
[EY −n + EY0], P ((−Y )∗n ≥ ε) ≤ 1

ε
EY −n , P (|Y |∗n ≥ ε) ≤ 1

ε
[2EY −n + EY0].

Důsledek (nerovnost pro martingaly) Bud’ (Xk)
n
k=0 martingal, pak pro ε > 0 plat́ı

P ((±X)∗n ≥ ε) ≤ 1
ε
EX±n , P (|X|∗n ≥ ε) ≤ 1

εr E|Xn|r, r ≥ 1

Důkaz: Jediné, co je třeba dokazovat je posledńı nerovnost, která plyne z věty použit́ım na submartingal
|Xk|r v př́ıpadě, že je to integrovatelný proces. V opačném př́ıpadě Xn 6∈ Lr a v tom př́ıpadě je pravá
strana rovna ∞. Plat́ı totiž E|Xk|r ≤ E|E[Xn|FXk ]|r ≤ E|X|rn pro k ≤ n. Q.E.D.

Důkaz věty: Protože τ = inf{k = 0, . . . , n : Xk ≥ ε} ∈ MČ(FXk ), plat́ı

[X∗n ≥ ε] = [Xτ ≥ ε] = [τ ≤ n] ∈ Fn∧τ .
Protože E[Xn|Fτ∧n] ≥

sjXτ∧n dle tvrzeńı 12, dostáme z definice podmı́něné středńı hodnoty, že

EX+
n ≥ E[X+

n ; τ ≤ n] ≥ E[Xn; τ ≤ n] ≥ E[Xn∧τ ; τ ≤ n] = E[Xτ ;Xτ ≥ ε] ≥ ε·P (Xτ ≥ ε) = ε·P (X∗n ≥ ε).

Bud’ Yk = −Xk duálńı supermartingal. Pak ν = inf{k = 0, . . . , n : Yk ≥ ε} ∈ MČ(FYk ) = MČ(FXk ) a

[Y ∗n ≥ ε] = [Yν ≥ ε] = [ν ≤ n] ∈ Fν∧n.
Protože EYν∧n ≤ EY0 dle např. tvrzeńı 12, plat́ı

εP (Y ∗n ≥ ε) = εP (Yν ≥ ε) ≤ E[Yν ;Yν ≥ ε] = E[Yν∧n; ν ≤ n] = EYν∧n − E[Yν∧n; ν > n]

≤ EY0 − E[Yn; ν > n] ≤ EY0 + EY −n = EX+
n − EX0.
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Zbylá nerovnost i odpov́ıdaj́ıćı d̊usledek plyne okamžitě z dokázaných nerovnost́ı. Q.E.D.

Věta (momentová maximálńı nerovnost pro martingaly) Bud’ (Xk)
n
k=0 martingal a r > 1, pak

E(|X|∗n)r ≤ ( r
r−1

)r E|Xn|r.

Důkaz: Zřejmě můžeme předpokládat, že 0 6=sj Xn ∈ Lr v opačném př́ıpadě je levá strana vzhledem
k předpokladu Xk =

sj
E[Xn|FXk ] nulová nebo pravá ∞. Pak z nerovnosti20 E|Xk|r ≤ E|Xn|r dostaneme

0 < E|Xn|r ≤ E(|X|∗n)r ≤
n∑
k=0

E|Xk|r ≤ (n+ 1) · E|Xn|r <∞.

Ze vzorce pro výpočet středńı hondoty z doplňkové distribučńı funkce pro nezáporné veličiny

E|Y |r =
∫∞

0
P (|Y |r ≥ x) dx = r

∫∞
0
P (|Y | ≥ y) · yr−1 dy

a s využit́ım maximálńı nerovnosti pro submartingal |Xn| a Fubiniho věty dostaneme

E(|X|∗n)r = r
∫∞

0
P (|X|∗n ≥ x) · xr−1 dx ≤ r

∫∞
0
E[|Xn|; |X|∗n ≥ x] · xr−2 dx = r

r−1
E[|Xn| · (|X|∗n)r−1].

Dále použijeme Hölderovu nerovnost s koeficienty p = r a q = (1− 1
r
)−1 = r

r−1
, přičemž dostaneme

E[|Xn| · (|X|∗n)r−1] ≤ (E|Xn|r)
1
r · [(E|X|∗n)r]

r
r−1 .

Poskládáńım obou nerovnost́ı a pokráceńım dostaneme nerovnost pro normu v Lr ve tvaru

[E(|X|∗n)r]1/r ≤ r
r−1

[E(|Xn|)r]1/r,

což je ekvivalentńı zápis požadované nerovnosti. Q.E.D.

Bud’ T ⊆ R lokálně konečná množina. Pro f : T → R a (a, b) ∈ R(2) označme počet přeskok̊u intervalu
(a, b) směrem nahoru

f↑ba = card{(s, t) ∈ T (2); rng
u∈(s,t)∩T

fu ⊆ (a, b) ⊆ [fs, ft]}.

a analogicky počet přeskok̊u intervalu (a, b) směrem dol̊u

f↓ba = card{(s, t) ∈ T (2); rng
u∈(s,t)∩T

fu ⊆ (a, b) ⊆ [ft, fs]}.

Poznámka: Je-li X = (Xt, t ∈ T ) náhodný proces a T ⊆ R lokálně konečná, pak pro (a, b) ∈ R(2) plat́ı

X↑ba, X↓ba∈ L∗(FX∞), X↑ba = (−X)↓−a−b , X↓ba −1 ≤ X↑ba ≤ X↓ba +1.

Důkaz: Zřejmě X↑ba = (−X)↓−a−b . Abychom ověřili X↓ba −1 ≤ X↑ba ≤ X↓ba +1, stač́ı si uvědomit, že mezi
každými sousedńımi přeskoky nahoru, muśı být právě jeden přeskok dol̊u a naopak. Odpov́ıdaj́ıćı počty se

tak mohou lǐsit maximálně o hodnotu 1. Nyńı zbývá pro k ∈ N ukázat, že plat́ı [X↑ba ≥ k] ∈ FX∞, přičemž

měřitelnost X↓ba následně dovod́ıme z měřitelnosti X↑ba = (−X)↓−a−b∈ L∗(FX∞). Zřejmě

[X↑ba ≥ k] =
⋃

t∈T (2k)

k⋃
j=1

[Xt2j−1
≤ a] ∩ [Xt2j

≥ b] ∈ FX∞,

nebot’ množina T (2k) ⊆ T 2k je spočetná. Q.E.D.

Tvrzeńı 15 Bud’ (Xn)∞n=0 reálná náhodná posloupnost.

(i) Pokud ∀ (a, b) ∈ R(2) X↑ba <
sj∞, pak existuje X∗ ∈ L∗(FX∞) taková, že Xn →

sj
X∗ pro n→∞.

(ii) Pokud nav́ıc sup{|Xn|;n ∈ N0} <
sj∞, pak existuje Y ∈ L(FX∞) taková, že Xn →

sj
Y pro n→∞.

Důkaz: (i) Zřejmě X∗ = lim supnXn ∈ L∗(FX∞) a X∗ = lim infnXn ∈ L∗(FX∞). Dále

P (X∗ < X∗) ≤
∑

(a,b)∈Q(2)

P (X∗ < a < b < X∗) ≤
∑

(a,b)∈Q(2)

P (X↑ba =∞) = 0.

20Jde o Jensenovu nerovnost pro podmı́něnou středńı hodnotu, která ř́ıká, že |X|rk ≤
sjE[|Xn|r|FXk ], kde Xk =sj E[Xn|FXk ].

Tady využ́ıváme toho, že funkce x 7→ |x|r je konvexńı pro r ≥ 1.
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Plat́ı tedy, že Xn →
sj
X∗ =

sj
X∗ pro n→∞. (ii) Nyńı Y = X∗ · 1[|X∗|<∞] ∈ L(FX∞), přičemž

|X∗| ≤ sup
n∈N0

|Xn| <
sj∞, a tedy Y =

sj
X∗ =

sj
lim
n→∞

Xn.

Q.E.D.

Věta (Doobova nerovnost) Bud’ (Xk)
n
k=0 Fk-submartingal a (a, b) ∈ R(2). Pak

EX↑ba ≤
E(Xn−a)+−E(X0−a)+

b−a ≤ E(Xn−a)+

b−a .

Obráceńı pro supermartingal: Pro proces Yk = −Xk plat́ı

EY↓ba = EX↑−a−b ≤
E(b+Xn)+−E(b+X0)+

b−a ≤ E(Xn−a)+

b−a = E(b−Yn)+−E(b−Y0)+

b−a ≤ E(b−Yn)+

b−a .

Důkaz: Proces Zk = (Xk − a)+ je zřejmě Fk-submartingal a Z ↑b−a0 = X↑ba. Označme τ0 = 0,

νj = inf{k ≥ τj−1;Zk = 0} ≤ τj = inf{k ≥ νj;Zk ≥ b− a}.
Pak pro dostatečné velké j dejme tomu pro j = m plat́ı νj = τj =∞ všude. Pak

Zn − Z0 = Zn∧τm − Zn∧τ0 =
m∑
j=1

(Zn∧τj − Zn∧νj
) +

m∑
j=1

(Zn∧νj
− Zn∧τj−1

) ≥ (b− a)X↑ba +
m∑
j=1

Zn∧νj
− Zn∧τj−1

,

nebot’ při označeńı jevem Aj, že k j-tému přeskoku intervalu (a, b) procesem X došlo, plat́ı

Zn∧τj − Zn∧νj
≥ (b− a) · 1Aj

.

Protože je proces Zk Fk-submartingalem a νj ∧ n ≤ τj ∧ n ≤ n jsou omezené markovské časy, plat́ı také
dle tvrzeńı 12, že EZn∧νj

≥ EZn∧τj−1
. Celkem tak dostáváme, že

(b− a)EX↑ba = (b− a)EZ↑b−a0 ≤ EZn − EZ0 = E(Xn − a)+ − E(X0 − a)+ ≤ E(Xn − a)+.

Q.E.D.

Věta (konvergence submartingal̊u) a) Bud’ (Xn)∞n=0 Fn-submartingal splňuj́ıćı supnEX
+
n < ∞.

Pak Xn má limitu skoro jistě, z čehož v doporovodné poznámce ozvod́ıme, že tato limita je v L1. Lze tedy
v konečném d̊usledku psát

∃ X∞ ∈ L1 Xn →
sj
X∞, n→∞.

b) Bud’ (Xm)0
m=−∞ Fm-submartingal. Pak Xm má limitu skoro jistě, tj.

∃ X−∞ ∈ L∗ X−n →
sj
X−∞, n→∞.

Doplněńı nerovnost́ı a d̊usledky: V př́ıpadech a), b) budeme dokazovat, že Xn, X−n maj́ı limitu skoro
jistě. Nyńı odvod́ıme nerovnosti pro středńı hodnotu kladné a záporné části limity. Pokud ukážeme, že
kladná i záporná část, jsou integrovatelné, máme konečnost veličiny, dejme tomu X, skoro jistě. Pak již
stač́ı uvažovat veličinu X±∞ = X ·1[X∈R]. V obou dvou př́ıpadech mechanicky použ́ıváme Fautuovo lemma
na kladnou a zápornou část. V obou dvou př́ıpadech budeme vycházet z existence limity skoro jistě, kteru
budeme značit X, kterou obdrž́ıme z následného d̊ukazu věty. a) Fatuovo lemma nám dává

EX+ ≤ lim inf
n→∞

EXn ≤ sup
n∈N

EXn <∞

dle předpokladu. Podobně pro zápornou část z Fatouova lemmatu a nerovnosti EXn ≥ EX0 dostáváme

EX− ≤ lim inf
n→∞

EX−n = lim inf
n→∞

(EX−n − EXn) ≤ sup
n∈N

EX+
n − EX0 <∞.

b) Necht’ X−n → X pro n→∞, pak z Fatouova lemmatu z nerovnosti EX−n ≤ EX0 dostáváme

EX+ ≤ lim inf
n→∞

EX+
−n ≤ EX+

0 <∞.

a pro zápornou část máme opět z Fatouova lemmatu nerovnost

EX− ≤ lim inf
n→∞

EX−n ≤ sup
n∈N

EX−n .

Ve větě b) tak jsme schopni psát X−∞ ∈ L1 za předpokladu, že supnEX
−
n <∞.

Důkaz: a) Bud’ (a, b) ∈ R(2), pak z předpokladu supnEX
+
n <∞ a Doobovy nerovnosti dostaneme

EX↑ba = lim
n→∞

E(Xk)
n
k=0
↑b
a ≤ lim

n→∞
E(Xn−a)+

b−a ≤ supn EX
+
n +|a|

b−a <∞.
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b) Podobně tentokrát pro indexovou množinu s maximálńım prvkem bez omezuj́ıćıho předpokladu dostaneme

EX↑ba = lim
n→∞

E(Xk)
0
k=−n↑

b
a ≤

E(X0−a)+

b−a <∞.
Q.E.D.

Tvrzeńı Bud’ (Xt, t ∈ (0, 1)) submartingal a s ∈ (0, 1). Pak existuj́ı veličiny, které nyńı svérázně označ́ım
Xs± ∈ L1 (což vyj́ımečně zde neznamená limity zleva či zprava), pro které plat́ı

Xt →P Xs+, t→ s+, & Xt →P Xs−, t→ s−.

Důkaz: Pro zat́ım z lenosti vynechávám. Q.E.D.

Věta (O konvergenci stejnoměrně integrovatelného (sub)-martingalu)

a) Bud’ (Xn)∞n=0 SI Fn-submartingal, pak existuje X∞ ∈ L1 taková, že E[X∞|Fn] ≥
sjXn −→

sj,L1
X∞.

b) Bud’ (Xm)0
m=−∞ SI Fn-submartingal, pak existuje X−∞ ∈ L1 taková, že X−n −→

sj,L1
X−∞ ≤

sjE[X−n|F−n].

Důkaz: a) Z předpokladu stejnoměrné integrovatelnosti máme stejně omezené momenty a t́ım i splněn
předpoklad pro použit́ı věty o konvergenci submartingalu: supnEX

+
n ≤ supnE|Xn| < ∞. Existuje tak

veličina X∞ ∈ L1 taková, že Xn →
sj
X∞. Konvergenci v L1 pak dostaneme z předpokladu SI. Protože

podmı́něná středńı hodnota zachovává konvergenci v L1, plat́ı

Xn ≤
sjE[Xm|Fn] →L1

E[X∞|Fn], n ≤ m→∞.
b) Naprosto analogicky v tomto př́ıpadě dostaneme konvergenci skoro jistě a následně z předpokladu SI i
v L1, pokud na začátku ověř́ıme předpoklad: supnEX

−
−n ≤ supmE|Xm| <∞ ⇐ SI. Protože podmı́něná

středńı hodnota zachovává konvergenci v L1, plat́ı

E[X−n|F−n] ≥
sjXm −→

sj,L1
X−∞, −n ≥ m→ −∞. Q.E.D.

Důsledek Proces (Xn)∞n=0 ∈ A(Fn) je SI Fn-martingal ≡ existuje X∞ ∈ L1 :: Xn =
sj
E[X∞|Fn], n ∈ N0.

Tvrzeńı Bud’ Y ∈ L1(Ω,A, P ) a (Fn)N filtrace na (Ω,A), pak

a) E[Y |Fn] −→sj,L1
E[Y |F∞] pro n→∞, je-li N = N0.

b) E[Y |F−n] −→sj,L1
E[Y |F−∞] pro n→∞, je-li N = {−n, n ∈ N0}.

Důkaz: Vı́me, že Yn = E[Y |Fn] je SI Fn-martingal. Existuje tak Y∞ ∈ L1 taková, že Yn −→
sj,L1

Y∞. Zjevně
bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že Y∞ ∈ L1(F∞). Naš́ım ćılem je ukázat, že

E[Y |F∞] =
sj
E[Y∞|F∞] =

sj
Y∞.

Chceme tedy ukázat, že plat́ı

E[Y ;F ] = E[Y∞;F ], F ∈ F∞ = σ(∪nFn).(11)

Je-li F ∈ Fn, n ∈ N0, pak z rovnosti E[Y |Fm] =
sj
Ym a z konvergence Yn −→

sj,L1
Y∞ dostaneme

E[Y ;F ] = E[Ym;F ]→ E[Y∞;F ], n ≤ m→∞.
Rovnost (11) pak plat́ı pro každou F ∈ ∪nFn tvoř́ıćı algebru. Rovnaj́ı-li se dvě znaménkové mı́ry na
algebře, rovnaj́ı se i na σ-obalu F∞, což lze obdržet přes techniku Dynkinova systému.

b) Opět Ym = E[Y |Fm] je SI Fm-martingal. Existuje tak Y−∞ ∈ L1(F−∞) taková, že Y−n −→
sj,L1

Y−∞. Pak

E[Y−∞;F ] = lim
n→∞

E[Y−n;F ] = lim
n→∞

E[Y ;F ] = E[Y ;F ], F ∈ F−∞ = ∩n∈N0F−n.

Plat́ı tedy E[Y |F−n] =
sj
Y−n −→

sj,L1
Y−∞ =

sj
E[Y |F−∞] pro n→∞. Q.E.D.

Důsledek: Bud’ Y ∈ L1(A) a (Ft)(0,1) filtrace na (Ω,A). Pak

Yt = E[Y |Ft] →
L1

E[Y |Fs−], t→ s−,

Yt = E[Y |Ft] →
L1

E[Y |Fs+], t→ s+.

Věta (konvergence submartingal̊u II) Bud’ (Xn)∞n=0 submartingal s krokem Yn = Xn −Xn−1, n ∈ N.
Pokud (Y ∗∞)+ ∈ L1, pak existuje X∞ ∈ L taková, že

Xn →
sj
X∞ na [X∗∞ <∞], tj. (Xn −X∞) · 1[X∗∞<∞] →

sj
0.
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Důkaz: Pro k ∈ N označme τk = inf{n ∈ N0;Xn > k} ∈ MČ(FXn ). Dle Optional Stopping Theorem je
proces Xn∧τk FXn -submartingal kdykoli k ∈ N. Z definice času τk rozborem př́ıpad̊u

(1) τk = 0 ⇒ Xn∧τk = X0

(2) n < τk ⇒ Xn∧τk ≤ k
(3) τk ∈ (0, n] ⇒ Xn∧τk = Xτk = Xτk−1

+ Yτk ≤ k + (Y ∗∞)+ ∈ L1

dostaneme, že

Xn∧τk ≤ k + (Y ∗∞)+ +X+
0 ∈ L1.

Tedy supnEX
+
n∧τk <∞. Z věty o konvergenci submartingalu I pak plyne, že existuje X(k) ∈ L1 taková, že

Xn∧τk →
sj
X(k), n→∞.

Pak ovšem pro

Ak = [τk =∞] = [X∗∞ ≤ k] ↑ [X∗∞ <∞] = A

plat́ı

Xn1Ak
= Xn∧τk1Ak

→sj X(k)1Ak
, tj. Xn →

sj
X(k) na Ak.

Speciálně pak pro m ≥ k plat́ı

X(m)1Ak
=
sj

lim
n→∞

Xn1Am · 1Ak
=
sj

lim
n→∞

Xn1Ak
=
sj
X(k)1Ak

,

což lze stručněji a přehledněji parafrázovat svérázněǰśım zápisem

X(m) =
sj

lim
n→∞

Xn =
sj
X(k) na Ak ⊆ Am, m ≥ k.

Pak zřejmě existuje veličina X(∞) ∈ L taková, že (jde o stacionárńı konvergenci sj.)

X∞ = X(∞) =
sj

lim
m→∞

X(m) na A,

přičemž X∞ =
sj
X(k) =

sj
limnXn na Ak. Celkem tak dostáváme, že

X∞ =
sj

lim
n→∞

Xn na A = ∪kAk = [X∗∞ <∞].
Q.E.D.

Bud’ K = (a, b) interval a Z = Z ∩K ekvidistantńı množina a rostoućı posloupnost t ∈ R(Z) s obrazem
T = {tk; k ∈ Z}. Nyńı zavedeme nové indexové množiny

S = T\{inf T} = {tk, k ∈ N} a N = Z\{inf Z}

ochuzené o př́ıpadné minimálńı prvnky z množin T či Z. Pro k ∈ N pak zavedeme

Vk = Ytk = Xtk −Xtk−1
.

Pak proces (Vk)N resp. (Yt)S nazveme Ftk resp. Ft-martingalové diference Ftk-martingalu (Xtk)Z resp.
Ft-martingalu (Xt)T .

Poznámka: Pro jednoduchost zápisu budeme dále pracovat s kanonickou (přirozenou) indexaćı tk = k a
s indexovými množinami T = Z = N0, a tedy také s S = N = N.

Věta (šč́ıtatelnost martingalových diferenćı) Bud’te (Yk)
∞
k=1 martingalové diference. Pak plat́ı

∞∑
k=1

var(Yk) <∞ ⇒
∞∑
k=1

Yk je sč́ıtatelná sj. i v L2.(12)

V řeči odpov́ıdaj́ıćıho martingalu Xn =
∑n

k=1 Yk startuj́ıcho z X0 = 0 pak lze psát

lim
n→∞

var(Xn) = sup
n∈N

var(Xn) <∞ ⇒ Xn konverguje v sj. i v L2.

Důkaz: Ukážeme, že veličiny Yk jsou nekorelované. Pro n ≥ k zřejmě plat́ı

E[Yn|Fk] =
sj
E[Xn −Xn−1|Fk] =

sj
0,

a tak snadno ověř́ıme nekorelovanou diferenćı Yk = Xk −Xk−1

cov(Yk, Yn) = EYkYn = EYkE(Yn|Fk) = 0.
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Z nekorelovanosti diferenćı Yn = Xn −Xn−1 okamžitě dostaneme, že

E|Xn|2 = var(Xn) = var
( n∑
k=1

Yk
)

=
n∑
k=1

var(Yk).

Konvergenci v L2 v (12) okamžitě dostaneme z věty o sč́ıtatelnosti centrovaných nekorelovaných veličin.
Dále vid́ıme, že jsou splněny předpoklady věty o konvergenci submartingal̊u I

sup
n∈N

E|Xn| ≤ sup
n∈N

√
E|Xn|2 ≤

√√√√ ∞∑
k=1

var(Yk) <∞,

z čehož usuzujeme, že v (12) nastává i konvergence skoro jistě. Q.E.D.

Věta (Silný zákon velkých č́ısel pro martingalové diference) Bud’te (Yk)
∞
k=1 martingalové dife-

rence a 0 < bn ↑ ∞. Pak
∞∑
k=1

b−2
k var(Yk) <∞ ⇒ 1

bn

n∑
k=1

Yk =
Xn

bn
→sj 0,

tj. Xn =
∑n

k=1 Yk =
sj
o(bn) pro n→∞.

Důkaz: Použijeme předchoźı větu ř́ıkaj́ıćı, že
∑

k Yk je šč́ıtatelná sj. i v L2 a Croneckerovo lemma ř́ıkaj́ıćı, že

n∑
k=1

akbk = o(bn), je-li 0 < bn ↑ ∞ a
∞∑
k=1

ak sč́ıtatelná.

Nejprve ukážeme konvergenci v L2. Dle Croneckerova lemmatu plat́ı

E|Xn|2 =
n∑
k=1

var(Yk) =
n∑
k=1

b2
k var

(
Yk

bk

)
= o(b2

n), n→∞.

a podobně dostaneme konvergenci skoro jistě

Xn =
n∑
k=1

Yk =
sj
o(bn), n→∞.

Q.E.D.

Věta (CLV MC Leish) Bud’ (Y
(n)
k )kn

k=1, n ∈ N posloupnost martingalových diferenćı a necht’ plat́ı

(1) || |Y (n)|∗∞||L2 ∈ l∞ (stejná omezenost druhých moment̊u globálńıch absolutńıch maxim = SO)

(2) |Y (n)|∗∞ →
P

0 pro n→∞ (stejnoměrná asymptotická zanedbatelnost = SAZ)

(3)
∑kn

k=1 Y
2
k
→P 1 pro n→∞ (normalizačńı podmı́nka = N)

Pak X(n) =
∑kn

k=1 Y
(n)
k → N(0, 1) v distribuči pro n→∞.

Poznámky: Důkaz věty lze nalézt ve Štěpánově knize, vydavatelstv́ı Academia. Globálńım absolutńım
maximem rozumı́me celkové globálńı supremum z absolutńı hodnoty procesu, které znač́ıme |·|∗∞. Okamžitě

je vidět, že prvńı dva předpoklady věty (SO,SAZ) je splněna, pokud např. |Y (n)|∗∞ →
L2

0 pro n→∞. Naopak

třet́ı podmı́nku lze pomoćı odpov́ıdaj́ıćıho martingalu X
(n)
k =

∑n
k=1 Y

(n)
k zapsat ve tvaru

kn∑
k=1

|X(n)
k −X

(n)
k−1|

2 =
kn∑
k=1

|Y (n)
k |

2 →P 1, n→∞,

přičemž výraz na levo lze interpretovat jako kvadratickou variaci posloupnosti X
(n)
k , k ≤ kn kdykoli n ∈ N.

Označme dále Feller-Lindebergovu (FL) a podmı́něnou Feller-Lindebergovu podmı́nku (PFL)

FL(n)
ε =

kn∑
k=1

E[|Y (n)
k |

2; |Y (n)
k | ≥ ε]→ 0, n→∞, ε > 0(13)

PFL(n)
ε =

kn∑
k=1

E[|Y (n)
k |

2; |Y (n)
k | ≥ ε|F (n)

k−1] →P 0, n→∞, ε > 0.(14)
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Protože PFL(n)
ε ≥ 0 má středńı hodnotu FL(n)

ε , plat́ı

(FL) ≡ FL
(n)
ε>0 → 0, ≡ PFL

(n)
ε>0
→L1

0, ⇒ PFL
(n)
ε>0
→P 0 ≡ (PFL).

Pro daľśı účely zavedeme kvadratický kompenzátor Kn centrovaného L2 Fn-martingalu (Xn)∞n=0 star-
tuj́ıćıho z X0 = 0 ve tvaru

Kn =
n∑
k=1

var(Xk|Fk−1) =
n∑
k=1

E[Y 2
k |Fk−1],

kde Yk = Xk−Xk−1 jsou odpov́ıdaj́ıćı diference. Kvadratický kompenzátor je mj. kompenzátorem kvadrátu
X2
k od našeho centrovaného L2-martingalu Xk vzhledem k předem pevně stanovené filtraci. Obecný kom-

penzátor Kn procesu X2
n je dle věty o výpočtu kompenzátoru tvaru

Kn = K0 +
n∑
k=1

E[X2
k −X2

k−1|Fk−1] = K0 +Kn, kde K0 ∈ L1(F0).

Lemma (i) (FL)⇒ (PFL), (PFL) +K
(n)
kn
∈ SI⇒ (FL).

(ii) (FL)⇒ |Y (n)|∗∞ →
L2

0⇒ (SO) + (SAZ).

Důkaz: Již dř́ıve jsme ukázali, že (FL) ⇒ (PFL) a poznamenali, že |Y (n)|∗∞ →
L2

0 ⇒ (SO) + (SAZ).

Pokud K
(n)
kn
∈ SI, pak také PFL

(n)
ε>0 ∈ SI, nebot’ plat́ı 0 ≤ PFL

(n)
ε>0 ≤ K

(n)
kn
. Z dovozeného PFL(n)

ε ∈ SI a

předpokladu (PFL) : PFL
(n)
ε>0
→P 0 pak plyne konvergence (FL) : PFL

(n)
ε>0
→L1

0.

Zbývá tak dovodit (FL)⇒ |Y (n)|∗∞ →
L2

0. Necht’ (FL). Označme čas

τn = inf{k ∈ {1, . . . , kn}; |X(n)
k | = |X(n)|∗∞},

kdy docháźı k dosažeńı globálńıho absolutńıho maxima, což zřejmě obecně neńı markovský čas. Pak pro
každé ε > 0 plat́ı

E(|Y (n)|∗∞)2 = E|Y (n)
τn |

2 ≤ ε2 + E[|Y (n)
τn |

2; |Y (n)
τn | ≥ ε] ≤ ε2 +

kn∑
k=1

E[|Y (n)
k |

2; |Y (n)
τn | ≥ ε] = ε2 + FL(n)

ε .

Pro každé ε > 0 tak plat́ı lim supnE(|Y (n)|∗∞)2 ≤ ε2. Q.E.D.

Lemma Je-li (FL) a var(X
(n)
kn

) =
∑kn

k=1 E(Y
(n)
k )2, n ∈ N omezená posloupnost, pak

K
(n)
kn
−

kn∑
k=1

|Y (n)
k |

2 →L1
0.21

Důkaz: Připomeňme, že

K
(n)
kn

=
kn∑
k=1

E[|Y (n)
k |

2|F (n)
k−1] a označme V

(n)
k,ε = |Y (n)

k | · 1[|Y (n)
k |<ε]

uř́ıznut́ı |Y (n)
k | pod úrovńı ε > 0. Odpov́ıdaj́ıćı druhou mocninu pak F (n)

k−1-vycentrujeme

Z
(n)
k,ε = (V

(n)
k,ε )2 − E[(V

(n)
k,ε )2|F (n)

k−1],

č́ımž dostaneme F (n)
k -martingalové diference takové, že plat́ı

E|Z(n)
k,ε − (Y

(n)
k,ε )2| ≤ 2E[(Y

(n)
k,ε )2; |Y (n)

k,ε | ≥ ε].

Nasč́ıtáńım pak dostaneme nerovnost

E
∣∣ kn∑
k=1

(Y
(n)
k )2 −K(n)

kn

∣∣ ≤ 2FL(n)
ε + E

∣∣ kn∑
k=1

Z
(n)
k,ε

∣∣,
přičemž(
E
∣∣ kn∑
k=1

Z
(n)
k,ε

∣∣)2

=
∣∣∣∣ kn∑
k=1

Z
(n)
k,ε

∣∣∣∣2
L1
≤
∣∣∣∣ kn∑
k=1

Z
(n)
k,ε

∣∣∣∣2
L2

=
kn∑
k=1

∣∣∣∣Z(n)
k,ε

∣∣∣∣2
L2
≤

kn∑
k=1

∣∣∣∣(V (n)
k,ε )2

∣∣∣∣2
L2
≤ ε2

kn∑
k=1

∣∣∣∣V (n)
k,ε

∣∣∣∣2
L2
,

21Tato konvergence ř́ıká něco o bĺızkosti kvadratické variace posloupnosti X(n)
k s kvadratickým kompenzátorem K

(n)
k .
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nebot’ ∣∣∣∣Z(n)
k,ε

∣∣∣∣2
L2

= var
(
(V

(n)
k,ε )2|F (n)

k−1

)
≤ E

[(
V

(n)
k,ε

)4|F (n)
k−1

]
=
∣∣∣∣(V (n)

k,ε )2
∣∣∣∣2

L2
.

Celkem tak dostáváme, že

∣∣∣∣ kn∑
k=1

(Y
(n)
k )2 −K(n)

kn

∣∣∣∣
L1
≤ 2FL(n)

ε + ε

√√√√ kn∑
k=1

E[(Y
(n)
k )2; |Y (n)

k | < ε] ≤ 2FL(n)
ε + ε

√
supn var(X

(n)
kn

).

Protože FL
(n)
ε>0 → 0 pro n→∞, dostáváme

lim sup
n→∞

∣∣∣∣ kn∑
k=1

(Y
(n)
k )2 −K(n)

kn

∣∣∣∣
L1
≤ ε
√

supn var(X
(n)
kn

),

kdykoli ε > 0. Protože supn var(X
(n)
kn

) <∞ dle předpokladu, jsme s d̊ukazem hotovi. Q.E.D.

Poznámka: Označ́ıme-li

Mk =
k∑
j=1

(Y
(n)
j )2 −Kk =

k∑
j=1

(Y
(n)
j )2 − E[(Y

(n)
j )2|F (n)

j−1],

pak okamžitě vid́ıme, že je tento proces (F (n)
k )kn

k=1-martingalem a z maximálńı nerovnosti tak dostaneme
odhad pro stejnoměrnou konvergenci ve tvaru

P (|M |∗kn
> ε) ≤ 1

ε
E|Mkn| = 1

ε
||

kn∑
k=1

(Y
(n)
kn

)2 −K(n)
kn
||L1 → 0,

jsou-li splněny předpoklady předchoźıho lemmatu.

Věta (CLV Brown) Bud’ (Y
(n)
k )kn

k=1, n ∈ N posloupnost martingalových diferenćı a necht’ plat́ı (PFL)

a K
(n)
kn
→P 1 pro n→∞, pak X

(n)
kn

=
∑kn

k=1 Y
(n)
k → N(0, 1) v distribuci pro n→∞.

Důkaz: V Lachoutových skriptech z Mc Leishovy věty.


