
1. Opakováńı, značeńı - filtrace

Bud’ (Ω,A) měřitelný prostor. Označme L(A) = {X : (Ω,A) → (R,B)} množinu všech reálných
A-měřitelných náhodných veličin, kde B = B(R) znač́ı borelovskou σ-algebru na reálné př́ımce R. Je-li
X : (Ω,A)→ (E, E), pak symbolem

σ(X) = σE(X) = {[X ∈ B];B ∈ E}
označujeme σ-algebru generovanou náhodnou veličinou X. Dále zkráceně ṕı̌seme L(σ(X)) = L(X).
Je-li Y ∈ L(X), pak existuje h ∈ L(E) taková, že Y = h(X) a zápis Y ∈ L(X) pak čteme: reálná náhodná
veličina Y je měřitelnou funkćı náhodné veličinyX. Je-li A σ-algebra, pak je generovaná kanonickou
náhodnou veličinou σ-algebry A ve tvaru

1A = (1A, A ∈ A) : (Ω,A)→ (R,B)A, 1

která je reálným náhodným procesem indexovaným množinou A ř́ıkaj́ıćı, který z jev̊u A ∈ A nastal a
který ne. Speciálně, je-li Y ∈ L(A) = L(1A, A ∈ A), pak existuje h ∈ L(BA) taková, že Y = h(1A, A ∈ A).
Je-li (Ω,A) měřitelný prostor a X(ω) = ω, ω ∈ Ω, pak X : (Ω,A)→ (Ω,A) je měřitelná náhodná veličina,
které ř́ıkáme kanonické náhodná veličina na měřitelném prostoru (Ω,A). Je-li nav́ıc, Ω ⊆ RT , kde
∅ 6= T ⊆ R, pak X nazveme také kanonickým náhodným procesem . Proces X = (Xt, t ∈ T ) je pak
sestaven z projekćı Xt(ω) = ωt, t ∈ T. Je-li ω ∈ RT , pak ω|t = (ωs, s ∈ Tt) znač́ı zúžeńı funcke ω : T → R
na indexovou množinu Tt = {s ∈ T ; s ≤ t} všech (časových) index̊u do času t. Funci ω|t budeme také ř́ıkat
funkce ω useknutá v čase t ∈ T.

Bud’ (Ω,A) měřitelný prostor, neklesaj́ıćı systém (Ft, t ∈ T ) pod σ-algeber A nazveme filtraćı index-
ovanou indexovou množinou ∅ 6= T ⊆ R, formálně:

• s ≤ t, s, t ∈ T ⇒ Fs ⊆ Ft ⊆ A.
Přirozenou (kanonickou) filtraćı náhodného procesu X = (Xt, t ∈ T ) s indexovou množinou ∅ 6=
T ⊆ R a stavovým prostorem (E, E) rozumı́me filtraci

FXt = σ(Xs, s ∈ Tt) = σ(X|t) = σETt (X|t) = {[X|t ∈ B], B ∈ ETt}.
Je-li Xt ∈ L(Ft), t ∈ T, pak ř́ıkáme, že proces Xt je Ft-adaptovaný a ṕı̌seme zkráceně Xt ∈ A(Ft).
Zřejmě pro reálný proces X plat́ı: Xt ∈ A(Ft) ≡ FXt ⊆ Ft, t ∈ T.
Pokud Yt ∈ A(Ft), pak pro každé t ∈ T plat́ı Yt ∈ L(FXt ) = L(X|t), existuje tedy ht ∈ L(ETt) taková, že
Yt = ht(X|t).

Poznámka: Je-li (Ft, t ∈ T ) systém σ-algeber, pak F = ∩t∈TFt je opět σ-algebra největš́ı taková, že
F ⊆ Ft, t ∈ T, formálně F = inf{Ft; t ∈ T} vzhledem ke svazovému uspořádáńı ⊆ σ-algeber. Naopak
A = ∪t∈TFt je algebra, ale ne obecně σ-algebra. Symbolem

F =
∨
t∈T

Ft = σ(
⋃
t∈T

Ft) = σ(A)

označ́ıme nejmenš́ı σ-algebru obsahuj́ıćı Ft, t ∈ T jako podmnožiny. Z hlediska svazového uspořádáńı
můžeme psát F = ∨t∈TFt = sup{Ft; t ∈ T}, tedy je to nejmenš́ı horńı mez.

(1) Je-li C ⊥⊥ Ft, t ∈ T, pak zřejmě také C ⊥⊥ A a protože A je algebra (a tedy uzavřená na konečné
pr̊uniky), plat́ı C ⊥⊥ σ(A) = F .

(2) Podobně: jsou-li P,Q dvě pravděpodobnosti rovnaj́ıćı se na Ft, t ∈ T, pak P = Q na A, a opět
protože A je algebra (uzavřená na konečné pr̊uniky), plat́ı P = Q na σ(A) = F .

Bud’ (Ft, t ∈ T ) filtrace na (Ω,A), označ́ıme

F−∞ =
⋂
s∈T

Fs, F∞ = σ(
⋃
s∈T

Fs) =
∨
s∈T

Fs.

Dále Tt− = {s ∈ T : s < t}. Řekneme, že (reálný) stochastický proces X = (Xt, t ∈ T ) je (zleva, zprava)
spojitý , pokud jeho trajektorie X(ω) : t ∈ T 7→ Xt(ω) je (zleva, zprava) spojitá funkce.

1Zde a dále vypoušt́ıme symbol ⊗, který použ́ıváme pro součin σ-algeber, měr a měřitelných a pravděpodobnostńıch
prostor̊u běžně také použ́ıvaný při označeńı př́ıslušných mocninných σ-algeber a měřitelných prostor̊u. Zkráceně tedy budeme
dále např. psát

(Ω,A, P)2 = (Ω,A,P)⊗2 = (Ω,A,P)⊗ (Ω,A,P) = (Ω2,A2, P2) = (Ω2,A⊗2,P⊗2) = (Ω× Ω,A⊗A,P⊗ P).
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Cvičeńı Bud’te Xk, k ∈ N nezávislé kladné veličiny s hustotou fλ(x) = λe−λx · 1[x>0]. Položme

Sn =
n∑
k=1

XK , and Nt =
∞∑
k=1

1[Sk≤t].(1)

Ukažte, že N = (Nt, t ≥ 0) je zprava spojitý proces startuj́ıćı z N0 = 0 s neklesaj́ıćımi trajektoriemi
nabývaj́ıćı hodnot z N0 s nezávislými př́ır̊ustky Nt −Ns ∼ Po(λ|t − s|). Proces N = (Nt, t ≥ 0) nazveme
Poissonovým processem s intenzitou λ > 0.

2. Definice - martingaly [(spravdelivě) oceňuj́ıćı, ohodnocuj́ıćı proces ]

Bud’ (Ft, t ∈ T ) filtrace na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P). Řekneme, že integrovatelný proces
Xt ∈ A(Ft) je Ft-martingal , pokud Xs =

sj
E[Xt|Fs], Ft-submartingal , pokud Xs ≤

sjE[Xt|Fs] a Ft-
supermatingal , pokud Xs ≥

sjE[Xt|Fs] - kdykoli s ≤ t pro s, t ∈ T.

Interpretace Pro Ft-martingal a s ≤ t z T požadujeme Xs =
sj
E[Xt|Fs], což interpretujeme tak, že

Xs je (spravedlivým) věrným Fs-odhadem veličiny Xt. Hodnota procesu Xs tak poskytuje stochasticky
vyvážený Fs-měřitelný odhad budoućıch hodnot procesu X. Proces Xt jako Ft-martingal se pak použ́ıvá
k modelováńı (spravedlivého) věrného oceněńı (ohodnoceńı) očekávaných finačńıch tok̊u. Tato interpretace
plně podpov́ıdá př́ıpadu, kdy existuje veličina X∞ ∈ L(F∞) taková, že Xt =

sj
E[X∞|Ft], t ∈ T. V této

souvislosti je také užitečná představa procesu X jako (věrně, nestranně) stř́ılej́ıćıho procesu a veličiny X∞
jako odpov́ıdaj́ıćıho ćıle. Obecně si lze martingal předstvovat jako stochasticky vyvážený hledaj́ıćı proces.
Ve výše uvedeném př́ıpadě pak lze ř́ıćı, že ćıl X∞ ∈ L(F∞) je nalezen. Pokud taková veličina neexistuje,
pak lze opět interpretovat martingal jako hledaj́ıćı proces, přičemž odpov́ıdaj́ıćı ćıl neexistuje. To souviśı
s explozivńım charakterem martingalu v takovém př́ıpadě vycházej́ıćı z postupného rozčileńı, že to, co
hledá neexistuje. Následkem takového rozčileńı martingalu může být to, že v limitě (po explozi) ztrat́ı
svou úroveň EXs = EXt, kterou si ze své podstaty v konečných deterministických časech zachovává.

Po Ft-submartingalu pro s ≤ t z T požadujeme Xs ≤
sjE[Xt|Fs], což znamená, že veličina Xs je dolńım Fs-

měřitelným odhadem budoućıch hodnot procesu Xt. Bereme-li proces X jako odhad budoućıch hodnot, pak
tento proces budoućı hodnoty (sub=pod) podhodnocuje (podceňuje) popř. podstřeluje. Opět jako speciálńı
př́ıpad můžeme uvažovat situaci, kdy existuje veličina X∞ ∈ L(F∞) taková, že Xt ≤

sjE[X∞|Ft], t ∈ T.
V takovém př́ıpadě proces Xt sv̊uj ćıl opět zasáhne. V tomto př́ıpadě si můžeme představovat, že je to
proces, který sv̊uj ćıl nadháńı sṕı̌se zespoda a očekává, že jej nalezne sṕı̌se nahoře. V př́ıpadě, že uvedená
ćılová veličina neexistuje, interpretujeme to tak, že ćıl, který proces hledal, neexistuje, což se opět může
projevit poklesem úrovně procesu Xt, t ∈ T po explozi (v nekonečnu), přestože je jeho úroveň EXt, t ∈ T
neklesá.

Analogicky po Ft-supermartingalu pro s ≤ t z T požadujeme Xs ≥
sjE[Xt|Fs], což znamená, že veličina

Xs je horńım Fs-měřitelným odhadem budoućıch hodnot procesu Xt. Bereme-li opět proces X jako odhad
budoućıch hodnot, pak tento proces budoućı hodnoty naopak (super=nad) nadhodnocuje (přeceňuje)
popř. přestřeluje. Zde ponechvám čtenáři k analogickému doplněńı př́ıpady, kdy existuje ćıl, který proces
z principu přestřeluje a kdy hledaný ćıl neexistuje, a proto proces po explozi svou nerostoućı úroveň může
EXt, t ∈ T povznést. Za poznámku už jen stoj́ı poznamenat, že slovo ,,super” zde neznamená: že proces
nejsṕı̌se p̊ujde nahoru, ale naopak. Super zde znamená (bezmezný) optimismus, který je budoućım vývojem
krocen, což se projevuje v možném poklesu jeho úrovně. Naopak submartingal jako podhodnocuj́ıćı proces
se vymezuje opatrnost́ı proti pádu a t́ım źıskává potenciál k r̊ustu, což se projevuje v jeho neklesaj́ıćı
úrovni. O martingalu pak lze ř́ıćı, že je to proces, který kráč́ı (zlatým) středem.

Lemma 1 Necht’ ∅ 6= T ⊆ R je lokálně konečná množina2 a Xt ∈ A(Ft) je integrovatelný proces
indexovaný T. Pak Xt je Ft-martingal (super/sub) právě tehdy, když

(2) ∀ s, t ∈ T s < t (s, t) ∩ T = ∅ ⇒ Xs =
sj
E[Xt|Fs] ( ≥

sj , ≤
sj ).

Pokud (s, t) ∩ T = ∅, ř́ıkáme, že body s, t ∈ T jsou sousedé .

Důkaz: Je-li proces Xt Ft-martingal (super/sub), pak (2) plat́ı z definice ( ≥
sj , ≤

sj ). Plat́ı-li naopak (2),
pak plat́ı V (0), kde

V (n) : ∀s, t ∈ T s < t card(s, t) ∩ T = n ⇒ Xs =
sj
E[Xt|Fs] ( ≥

sj , ≤
sj ).

2Tj. (a, b) ∩ T je konečná množina pro každé a < b.
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Necht’ nyńı n ∈ N. Indukćı ukážeme, že plat́ı V (n) za přepodkladu, že plat́ı V (k) pro k < n. Necht’

card(s, t)∩ T = n ∈ N. Existuje tedy r ∈ (s, t)∩ T, pak n1 = card(s, r)∩ T < n a n2 = card(r, t)∩ T < n.
Z indukčńıho předpokladu platnosti V (n1), V (n2) pak dostáváme (ne)rovnost

Xs =
sj
E[Xr|Fs] =

sj
E[E(Xt|Fr)|Fs] =

sj
E[Xt|Fs] ( ≥

sj , ≤
sj ).

Q.E.D.

Poznámka: Martingal má konstantńı středńı hodnotu, submartingal neklesaj́ıćı a supermartingal neros-
toućı.

Lemma 2 Necht’ Xt je Ft-super/sub-martingal. Je-li EXt konstantńı, pak Xt je Ft-martingal.

Důkaz: Pro submartingal. Bud’te s, t ∈ T a s < t, pak Y = E[Xt|Fs]−Xs ≥
sj 0 a EY = EXt−EXs = 0.

Pak nutně Y =
sj

0, tj. Xs =
sj
E[Xt|Fs].

Q.E.D.

Lemma 3 Necht’ proces X = (Xt, t ∈ T ) je Ft-martingal (super, sub). Je-li filtrace (Gt, t ∈ T ) sevřená
mezi FXt ⊆ Gt ⊆ Ft, pak proces X je také Gt-martingal (super, sub).

Důkaz: Z předpoklad̊u plyne, že Xt ∈ L1(FXt ) ⊆ L1(Gt), t ∈ T. Jinak bud’te s, t ∈ T takové, že s < t.
Pak protože Gs ⊆ Fs a Xs ∈ L1(Gs), plat́ı

E[Xt|Gs] =
sj
E[E(Xt|Fs)|Gs] =

sj
E[Xs|Gs] =

sj
Xs ( ≤

sj , ≥
sj ).

Q.E.D.

Řekneme, že proces X = (Xt, t ∈ T ) je martingal (supermartingal, submartingal), je-li FXt -
martingal (super/sub). Ekvivalentně je proces martingal (super/sub), je-li vzhledem k nějaké filtraci,
přičemž vždy lze uvažovat kanonickou.

Bud’te Xk, k ∈ N nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny. O procesu Sn =
∑n

k=1Xk pak řekneme,
že je to náhodná procházka s krokem Xn = Sn−Sn−1. Bud’ nav́ıc (Fk, k ∈ N0) filtrace. Pak řekneme,
že proces Sn je Fn-náhodná procházka , pokud Sn ∈ A(Fn) a pokud jej́ı krok Xn+1 = Sn+1 − Sn je
nezávislý s Fn pro n ∈ N0.

Př́ıklady Bud’ Sn Fn-náhodná procházka s krokem Xn = Sn − Sn−1.

(1) Je-li X1 ∈ L1, pak Sn = Sn − ESn = Sn − n · EX1 je Fn-martingal.
(2) Je-li X1 ∈ L2, pak Vn = S2

n − ES2
n = S2

n − nσ2 je Fn-martingal, kde σ2 = var(X1).
(3) Je-li α ∈ R a β = lnE exp{αX1} ∈ R, pak En = exp{αSn − nβ} je Fn-martingal.

(1*) Bud’ Nt Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0. Pak proces Mt = Nt − ENt = Nt − λt je martingal.
(2*) Proces Vt = M2

t − EM2
t = Mt − λt je FNt -martingal, kde FNt = FMt ⊇ FVt .3

(3*) Et = exp{αNt − βt} je martingal právě tehdy, když EEt = 1, t ≥ 0.

Proces W = (Wt, t ≥ 0) se nazývá Wiener̊uv , pokud
(a) W0 = 0 a jeho trajektorie W (ω) = (Wt(ω), t ≥ 0) jsou spojité
(b) W |t ⊥⊥ Wt −Ws ∼ N(0, t− s) pro 0 ≤ s ≤ t.

Ekvivalentně je proces W Wiener̊uv, pokud splňuje (a) a pokud (b’) je centrovaný Gausovský proces
s autokovarianćı cov(Ws,Wt) = s ∧ t pro s, t ≥ 0.

(1’) Wiener̊uv proces Wt je martingal.
(2’) Vt = W 2

t − t je FWt -martingal.
(3’) Et = exp{λWt − 1

2
λ2t} je martingal.

V bodech (3),(3*),(3’) lze také uvažovat α, β, λ ∈ C komplexńı.

Př́ıklad Necht’ Y ∈ L1(Ω,A,P) a (Ft, t ∈ T ) je filtrace na (Ω,A). Pak proces Yt = E[Y |Ft], t ∈ T je
Ft-martingal.

Tvrzeńı 1 Necht’ (Ft, t ∈ T ) a (Gt, t ∈ T ) jsou nezávislé filtrace, tj. F∞ a G∞ jsou nezávislé σ-algebry.
Je-li Xt Ft-martingal (super/sub), pak je také Ft ∨ Gt-martingal (super/sub).

3Zde plat́ı FMt = F |M |t = FM2

t = FVt ,
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Důkaz: Bud’te (s, t) ∈ T (2), F ∈ Fs, G ∈ Gs. Pak z nezávislosti G ∈ G∞ ⊥⊥ F∞ ⊇ σ(1F , E[Xt|Fs], Xt)
dostaneme, že4∫

F∩GE[Xt|Fs] dP = E[1G · 1FE[Xt|Fs]] = P (G) ·
∫
F
E[X|F ] dP = P (G)

∫
F
Xt dP

= P (G) · E[Xt1F ] = E[1G ·Xt1F ] =
∫
F∩GXt dP.

Ověřili jsme tedy stabilitu ∫
H
Xt dP =

∫
H
E[Xt|Ft] dP(3)

pro množiny H ∈ H = {F ∩ G : F ∈ Fs, G ∈ Gs} 3 Ω tvoř́ıćı systém uzavřený na konečné pr̊uniky.
Protože množina všech H ∈ Fs ∨ Gs vyhovuj́ıćı (3) tvoř́ı Dynkin̊uv systém, plat́ı rovnost (3) pro každé
H ∈ σ(H) = Fs ∨ Gs. Protože E[Xt|Fs] ∈ L1(Fs) ⊆ L(Fs ∨ Gs), plat́ı

E[Xt|Fs] =
sj
E[Xt|Fs ∨ Gs] =

sj
Xs.

Q.E.D.

Tvrzeńı 2 Necht’ Xt, t ∈ T je Ft-martingal nábývaj́ıćıch skoro jistě hodnot v množině D ⊆ R. Je-li
g : D → R konvexńı funkce taková, že g(Xt) ∈ L1, tj. je-li g(Xt) integrovatelný proces, pak g(Xt) je
Ft-submartingal.

Důkaz: Použit́ım Jensenovy nerovnosti pro podmı́něnou středńı hodnotu dostaneme, že

E[g(Xt)|Fs] ≥sj g(E[Xt|Fs]) =
sj
g(Xs), (s, t) ∈ T (2).

Q.E.D.

Poznámka: Jensenova nerovnost pro podmı́něnou středńı hodnotu plat́ı pro konvexńı funkci na konvexńı
podmnožině v Rk. Stač́ı uvažovat podmı́něnou středńı hodnotu jako středńı hodnotu v̊uči podmı́něnému
rozděleńı na Rk, které vždy exisuje, nebot’ Rk je separabilńı metrický prostor.

Tvrzeńı 3 Necht’ Xt, t ∈ T je Ft-submartingal s hodnotami skoro jistě v konvexńı množině D ⊆ R a
g : D → R neklesaj́ıćı konvexńı. Je-li proces g(Xt) integrovatelný, pak je to Ft-submartingal.

Důkaz: Použit́ım Jensenovy nerovnosti pro podmı́něnou středńı hodnotu dostaneme, že

E[g(Xt)|Fs] ≥sj g(E[Xt|Fs]) ≥
sj g(Xs), (s, t) ∈ T (2).

Q.E.D.

4Od nyńı budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı T (k) = {t ∈ T k; t1 < · · · < tk} pro množinu všech rostoućıch posloupnost́ı
délky k ∈ N nabývaj́ıćıch hodnot v množine T. Pro snadněǰśı přiet́ı tohoto značeńı zde uvedeme i odpov́ıdaj́ıćı od̊uvodněńı.
Symbolem AB = {f : B → A} v teorii množin označujeme množinu všech zobrazeńı z B do A. Výhodou tohoto značeńı je
umožňěńı formálńıho př́ıpstupu k výpočtu jej́ı kardinality |AB | = |A||B|. Dále připomenenme, že v teorii množin definujeme
0 = ∅ = {} což je prototyp 0-prvkové množiny (a také jediná taková množina), dále 1 = {0} = {∅} = {{}}, což je
prototyp 1-prvkové množiny a nakonec 2 = {0, 1} = {∅, {∅}} = {{}, {{}}} jako prototyp dvouprvkové množiny. Pak tedy
A2 = A{0,1} je množina všech zobrazeńı z dvouprvkové množiny 2 = {0, 1} do A a tuto množinu ztotožňujeme s kartézským
součinem A × A = A2 = {(a, b);A, b ∈ A}, což vńımáme jako množinu všech uspořádaných dvojic (a, b) = {a, {a, b}}
množiny A. Podobně Ak ztotožňujeme s k-násobným kartézským součinem A × . . . × A, pro k ∈ N. Dále připomeneme, že
množinou všech k-prvkových podmnožin množiny A znač́ıme

(
A
k

)
. Pomoćı kombinaćı lze ověřit, že počet prvk̊u odpov́ıdá

čistě formálńımi zápisu
|
(
A
k

)
| =

( |A|
k

)
.

Podobně jako kombinace můžeme modelovat pomoćı k-prvkových podmnožin, můžeme variace množiny A modelovat po-
moćı prostých posloupnost́ı. Symbolem A[B] = {f ∈ AB : f je prostá } pak definujeme množinu všech prostých zobrazeńı
z množiny B do množiny A. Je-li |B| = k ∈ N, pak |AB | = |A|[|B|], kde využ́ıváme označeńı x[k] pro k-tou (sestupnou)
faktoriálńı mocninu

x[k] =
k−1∏
j=0

(x− j) = x · (x− 1) · . . . · (x− k + 1).

Zaj́ımáme-li se o uspořádané prosté posloupnosti ve smyslu rostoućı či klesaj́ıćı, pak se nab́ıźı nab́ızené značeńı

A(B) = {f : B → A; f rostoućı },

které má zejména tu výhodu, že počet prvk̊u opět můžeme spoč́ıst čistě formálně

|A(k)| = |
(
A
k

)
| =

( |A|
k

)
= |A|[k]

k! ,

kdy se množina A jakoby vyhoupne do závorek () nad č́ıslo k.
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3. Kompenzátory

Bud’ (Ft, t ∈ T ) filtrace. Pro t ∈ T označme Tt− = {s ∈ T ; s < t} a dále

Ft↑ = Ft = F−∞, pokud t = minT

Ft↑ =
∨
s∈Tt−

Fs = σ(Fs; s ∈ Tt−), pokud t > inf T.

Pak (Ft↑, t ∈ T ) je filtrace a my j́ı budeme ř́ıkat prediktabilńı filtrace k filtraci Ft (či prediktabilńı filtrace
filtrace Ft). Proces Ht ∈ A(Ft↑) adaptovaný na prediktabilńı filtraci budeme nazývat Ft-predikovatelný
(prediktabilńı) proces.

Př́ıklady: a) T = N0, pak F0↑ = F0 a pro n ∈ N plat́ı Fn↑ = Fn−1. Proces H je pak Fn-predikovatelný
právě tehdy, když je předv́ıdatelný o krok dopředu, tj. H0 ∈ L(F0), Hn ∈ L(Fn−1), n ∈ N.

Predikabilńı proces si můžeme představit jako proces, kterým modelujeme naši investičńı strategii. Po-
moćı adaptovaných proces̊u které nemuśı být predikovatelné naopak modelujeme vněǰśı vlivy, které nás
bezprostředně ovlivňuj́ı. Bud’ Fn ∈ L(Fn) cena futures kontraktu v čase n ∈ N0, tj. proces Fn ∈ A(Fn) je
Fn-pozorovatelný a Hn ∈ L(Fn−1) pro n ∈ N bude představovat množstv́ı uzavřených futures kontrakt̊u
pro časový interval (n − 1, n). Na tomto intervalu se cena futures změńı o hodnotu ∆Fn = Fn − Fn−1 a
my si pak na sv̊uj účet můžeme připsat hodnotu

Hn(Fn − Fn−1) = Hn ·∆Fn,
což se dá interpretovat tak, že jsme na hru o výplatě ∆Fn = Fn−Fn−1 sadilli sázku o velikosti Hn, kterou
jsme ovšem museli stanovit před započet́ım hry již v čase n − 1 pro n ∈ N.5 Celková naše výhra v čase
m ∈ N pak bude činit

Vm =
m∑
n=1

Hn ·∆Fn =
m∑
n=1

Hn(Fn − Fn−1),

což je diskrétńı analogie stochastického integrálu zaváděného v přednášce stochstická analýza. Na závěr jen
opět připomeňme, že inegrované procesy Ht ∈ A(Ft↑) představuj́ı (intervenčńı) investičńı (predikovatelné)
strategie a procesy Ft ∈ A(Ft), podle kterých se integruje, naopak představyj́ı často cenu akcie (zbož́ı),
měnový kurs či cenu futures a ty reprezentuj́ı (v́ıce či méně nepředv́ıdatelné) vněǰśı vlivy.

b) Je-li X = (Xt, t ≥ 0) zleva spojitý proces, je také FXt -predikovatelný. Zřejmě X0 ∈ L(FX0 ) = L(FX0↑),

Xt = lim
Q3s→t−

Xs ∈ L(Xs, s < t) = L(FXt↑ ), t > 0.

Zleva spojité procesy jsou tedy vhodnými kandidáty proto, aby se daly stochasticky integrovat.

c) Je-li Nt =
∑∞

k=1 1[Sk≤t] Poisson̊uv proces, pak Nt neńı Ft-predikovatelný proces. Ukážeme, že existuje
t > 0 takové, že

Nt 6∈ L(Ns, s < t) = L(FNt↑ ).

Bud’ ω1 ∈ Ω libovolné a položme t = S1(ω) > 0. Pak P (Nt = 0) > 0, a tedy existuje ω2 ∈ [Nt = 0]. Pak
Ns(ω

1) = 0 = N2(ω2) plat́ı pro s < t, ale Nt(ω
1) = 1 6= 0 = N1(ω2). Tedy Nt 6∈ L(Ns, s < t) a dokonce Nt

neńı žádnou (ani neměřitelnou) funkćı (Ns, s < t).

Poisson̊uv proces se použ́ıvá k modelováńı vněǰśıch značně nepředv́ıdatelných událost́ı jako jsou pojistné
události Sn, n ∈ N či doby poruchy př́ıstroje zp̊usobené obt́ıžně předv́ıdatelnou poruchou jednoduché
součástky jako je např. žárovka s exponenciálńı dobou dožit́ı. Tento proces se zjevně nedá použ́ıt pro
modelováńı naš́ı strategie. Dovedeno do absurdna bychom pak pojistnou smlouvu uzavřeli až v čase, kdy
pojistná událost nastane s ohledem na velikost pojistné škody, což poṕırá základńı principy pojistěńı.

Bud’ Xt ∈ A(Ft). Řekneme, že proces Ft-predikovatelný proces Kt ∈ A(Ft↑) je Ft-kompenzátorem
procesu X, pokud proces Mt = Xt −Kt je Ft-martingal.

Poznámka: Bud’ W = (Wt, t ≥ 0) Wiener̊uv proces. To je zřejmě martingal a také zleva spojitý
proces, tedy predikovatelný vzhledem ke kanonické filtraci. Pak jeho kompenzátorem je opět jakýkoli FWt -
martingal a pojem kompenzátoru vzhledem k takovéto filtraci nemá valný význam. Naopak, je-li T = N0,
pak takový netriviálńı př́ıklad predikovatelného martingalu neexistuje a to stoj́ı v pozad́ı následuj́ıćıho
tvrzeńı, které ukazuje, jak takový kompenzátor vypadá.

5Hodnota H0 je v tomto př́ıpdadě naprosto nepodstatná.
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Tvrzeńı 4 Bud’ X = (Xn, n ∈ N0) Fn-adaptovaný integrovatelný proces. Pak Fn-predikovatelný proces
Kn je Fn-kompenzátorem procesu X právě tehdy, když

(4) Kn =
sj
K0 +

n∑
k=1

E[Xk −Xk−1|Fk−1], kde K0 ∈ L1(F0).

Důkaz: Necht’ Kn je Fn-kompenzátor procesu Xn. Pak Mn = Xn −Kn je Fn-martingal. Plat́ı tedy

0 =
sj
E[Mn −Mn−1|Fn−1] =

sj
E[Xn −Xn−1 − (Kn −Kn−1)|Fn−1] =

sj
E[Xn −Xn−1|Fn−1]− (Kn −Kn−1),

nebot’ Kn, Kn−1 ∈ Fn↑ = Fn−1 plat́ı pro každé n ∈ N. Dále X0−M0 =
sj
K0 ∈ L(F0) muśı být integrovatelná

veličina, nebot’ X0,M0 ∈ L1. Nasč́ıtáńım pak dostaneme

Kn = K0 +
n∑
k=1

(Kk −Kk−1) =
sj
K0 +

n∑
k=1

E[Xk −Xk−1|Fk−1].

Naopak proces Kn definovaný rovnost́ı (4 - všude) je Fn-predikovatelný, což lze ověřit indukćı s pomoćı

∆Kk = Kk −Kk−1 = E[Xk −Xk−1|Fk−1] ∈ L1(Fk), k ∈ N.

Pak Mn = Xn −Kn ∈ L1(Fn) pro n ∈ N a

E[Mn −Mn−1|Fn−1] =
sj
E[Xn −Xn−1|Fn−1]−∆Kn =

sj
0.

Tedy proces Mn = Xn −Kn je Fn-martingal. Q.E.D.

Př́ıklady a) Necht’ Sn je integrovatelná náhodná procházka s krokem Xn = ∆Sn = Sn − Sn−1 ∈ L1.
Pak jej́ı kompenzátor pro T = N0 je tvaru K0 + nEX1, kde K0 ∈ L1(FS0 ) = L({∅,Ω}) ≡ R.

b) Je-li Sn = Sn − ESn centrovaná náhodná procházka s krokem Xn = ∆Sn = Sn − Sn−1 ∈ L2, pak S2
n

je Fn-submartingal s FS
n-kompenzátorem ve tvaru K0 + nσ2, kde K0 ∈ R a σ2 = var(X1) = EX2

1.
c) Je-li Nt Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0, pak má např. kompenzátor Kt = K0 + λt, kde K0 ∈ R.

Poznámka: Integrovatelný Fn-adaptovaný proces (Xn, n ∈ N0) je Fn-martingal (super/sub) právě
tehdy, když jeho Fn-kompenzátor je skoro jistě konstatńı (nerostoućı, neklesaj́ıćı), tj.

0 =
sj
E[Xn −Xn−1|Fn−1] =

sj
∆Kn ( ≥

sj , ≤
sj ), n ∈ N.

4. Markovský čas (pr̊uběžně pozorovatelná událost)

Necht’ (Ft, t ∈ T ) je filtrace. Řekneme, že τ : Ω→ T ∪{∞} je Ft-markovský čas , ozn. τ ∈MČ(Ft),
pokud [τ ≤ t] ∈ Ft plat́ı pro každé t ∈ T. Ekvivalentně τ ∈ MČ(Ft) ≡ 1[τ≤t] ∈ A(Ft), což znamená, že
čas τ je markovský právě tehdy, když jeho (jednobodový) č́ıtaćı proces 1[τ≤t] je pr̊uběžně pozorovatelný
na základě filtrace Ft.

Lemma 5 (i) Je-li τ : Ω→ T ∪ {∞} Ft-markovský čas, pak [τ = t] ∈ Ft, t ∈ T.
(ii) Je-li τ : Ω→ S ∪ {∞}, kde S ⊆ T je spočetná, pak τ ∈ MČ(Ft) ≡ [τ = s] ∈ Fs, s ∈ S.

Důkaz: (i) Zřejmě [τ < t] = ∪s∈St [τ ≤ s] ∈ Ft, kde St ⊆ Tt je spočetná hustá zprava. Potom také

[τ = t] = [τ ≤ t]\[τ < t] ∈ Ft, t ∈ T.

(ii) Ukážeme pouze zpětnou implikaci, př́ımá plyne z bodu (i). Bud’ t ∈ T, pak

[τ ≤ t] = ∪s∈St [τ = s] ∈ Ft, nebot’ [τ = s] ∈ Fs pro s ∈ St = {s ∈ S; s ≤ t}.

Q.E.D.

Př́ıklad Bud’ X > 0 kladná reálná náhodná veličina a Nt = 1[X≤t] jej́ı č́ıtaćı a It = 1[X=t] jej́ı in-

dikátorový proces. Pak ,,obecně” X ∈ MČ(FNt )\MČ(F It ), nebot’

F It = σ([X = s], s ≤ t) = {[X ∈ S], [X 6∈ S];S ⊆ [0, t] spočetná }

obecně neobsahuje množinu typu [X ≤ t].
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Tvrzeńı 6 Necht’ X = (Xt, t ∈ T ) je Ft-adaptovaný integrovatelný proces. Pak Xt je Ft-martingal
právě tehdy, když

∀ MČ(Ft) 3 τ : Ω→ {s, r} ⊆ T EXs = EXr = EXτ ,(5)

což se dá interpretovat, že Ft-martingal je proces, který kromě toho, že si zachovává svou úroveň EXt

v deterministických časech t ∈ T si také zachovává svou úroveň v Ft-markovských časech τ nabývaj́ıćıch
dvou hodnot z T.

Důkaz: Plat́ı-li (5), (s, r) ∈ T (2) a A ∈ Fs, pak τ = s · 1A + r · 1Ω\A : Ω→ {s, r} ⊆ T je Ft-markovský
čas, nebot’ [τ = s] = A, [τ = r] = Ω\A ∈ Fs a dle předpokladu tak plat́ı

0 = EXr − EXτ = E(Xr −Xτ ) = E[(Xr −Xs)1A].

Je-li naopak proces Xt Ft-martingal a MČ(Ft) 3 τ : Ω→ {s, r} ⊆ T, pak pro s ≤ t máme A = [τ = s] ∈
Fs, a tedy

0 = E[(Xr −Xs)1A] = E[(Xr −Xτ )1A] = E(Xr −Xτ ) = EXr − EXτ .

Tedy proces X si zachovává úroveň v čase τ.

Př́ıklady (i) Necht’ Sn je Fn-adaptovaný proces a B ∈ B(R), pak

τ = inf{n ∈ N0, Sn 6∈ B} ∈ MČ(Fn), nebot’ [τ ≤ n] = ∪k≤n[Sk 6∈ B] ∈ Fn.

(ii) Bud’ Nt =
∑∞

k=1 1[Sk≤t] Poisson̊uv proces. Pak Sk jsou FNt -markovské časy, nebot’

[Sk ≤ t] = [Nt ≥ k] ∈ FNt , t ≥ 0.

Tvrzeńı 8 Necht’ T ⊆ R je uzavřená množina a τn ∈ MČ(Ft), n ∈ N. Pak τ = sup{τn;n ∈ N} ∈ MČ(Ft)

Důkaz: Protože je T uzavřená množina, plat́ı τ : Ω→ T ∪{∞}. Dále [τ ≤ t] = ∩n∈N [τn ≤ t] ∈ Ft, t ∈ T.

Poznámka Je-li S ⊆ R lokálně konečná množina a x ∈ R, pak symbolem

bxcS = sup{s ∈ S; s ≤ x} ∈ S ∪ {−∞}

znač́ıme zaokruhleńı x dol̊u vzhledem k S a symbolem

dxeS = inf{s ∈ S; s ≥ x} ∈ S ∪ {∞}

zaokruhleńı nahoru vzhledem k S. Je-li τ ∈ MČ(Ft, t ∈ T ) a S ⊆ T lokálně konečná, pak

dτeS ∈ MČ(Ft, t ∈ T ) ∩MČ(Fs, s ∈ S),

nebot’ [dτeS ≤ t] = [dτeS ≤ btcS] = [τ ≤ btcS] ∈ FctcS ⊆ Ft, t ∈ T .

Bud’ (Xt, t ∈ T ) reálný náhodný proces, B ∈ B(R) a τ : Ω→ T ∪ {∞}. Pak předpisem

ρB,τ = inf{t ∈ T ; t ≥ τ,Xt 6∈ B}

definujeme čas (okamžik) prvńıho výstupu procesu X z množiny B po čase τ .

Tvrzeńı 9 Necht’ Xt ∈ A(Ft, t ∈ T ), τ ∈ MČ(Ft) a B ∈ B(R). Je-li S ⊆ T lokálně konečná, pak

ρ = inf{s ∈ S, s ≥ τ,Xs 6∈ B} ∈ MČ(Ft, t ∈ T ).

Důkaz: Bud’ t ∈ T, pak

[ρ ≤ t] =
⋃
s∈St

[τ ≤ s] ∩ [Xs 6∈ B] ∈ Ft,

kde St = {s ∈ S; s ≤ t} ⊆ S je spočetná.

Tvrzeńı 10 Bud’ T ⊆ R uzavřený (nedegenerovaný) interval, Xt ∈ A(Ft, t ∈ T ), τ ∈ MČ(Ft). Je-li Xt

spojitý, G ⊆ R otevřená, pak ρG,τ ∈ MČ(Ft).

Důkaz: Protože je množina G otevřená, plat́ı

ρB,τ = min{t ∈ T ; t ≥ τ,Xt 6∈ B},
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přičemž min ∅ = inf ∅ = ∞. Je-li totiž tn ∈ T ↓ t posloupnost taková, že Xtn ∈ F = R\G, pak t ∈ T,
nebot’ T je podle předpokladu uzavřená množina a také

Xt = lim
n→∞

Xtn ∈ F = R\G,

nebot’ proces X je spojitý (zprava) a F je uzavřená množina. Nyńı se pouśıme čas ρG,τ výstupu z otevřené
množiny předv́ıdat výstupem z vepsaných uzavřených množin

F ε = {x ∈ G; dist(x, F ) ≥ ε}.

Protože dist(x, F ) je infimem 1-lipschitzovských funkćı a je také 1-lipschitzovská, a tedy spojitá. Pak
odpov́ıdaj́ıćı vzor F ε uzavřené množiny [ε,∞) je uzavřená množina. Bud’ nyńı t ∈ T pevné. Pak s využit́ım
toho, že v definici ρG,τ se infima nabývá, můžeme psát

[ρG,τ ≤ t] = [ρG,τ < t] ∪ [Xt 6∈ G].

Bud’ S ⊆ T hustá spočetná podmnožina. Zřejmě

A =
⋃
s∈S

⋃
Q3ε>0

[Xs 6∈ F ε] ∈ Ft

přičemž plat́ı6 [ρG,τ < t] ⊆ A ⊆ [ρG,τ ≤ t]. Pak tedy

[ρG,τ ≤ t] = [ρG,τ < t] ∪ [Xt 6∈ G] = A ∪ [Xt 6∈ G] ∈ Ft.

Q.E.D.

Poznámka: Je-li τ ∈ MČ(Ft) a r ∈ T, pak τ ∧ r ∈ MČ(Ft), nebot’ [τ ∧ r ≤ t] = [τ ≤ t] ∈ Ft pro
t < r ∈ T a [τ ∧ r ≤ t] = Ω ∈ Ft pro t ≥ r ∈ T.

Věta (Optional Stopping Theorem)

Bud’ (Xn, n ∈ N0) Fn-martingal (super, sub) a τ ∈ MČ(Fn). Pak Xτ∧n je Fn-martingal (super, sub).

Důkaz: Protože MČ(Fk) 3 τ ∧ n ≤ n, pro k ≤ n plat́ı [τ ∧ n = k] ∈ Fk ⊆ Fn a

Xτ∧n =
m∑
k=0

Xk · 1[τ∧n=k] ∈ L1(Fn),

Zřejmě Xτ∧n −Xτ∧(n−1) = (Xn −Xn−1) · 1[τ>n−1], kde [τ > n− 1] ∈ Fn−1. Plat́ı tedy

E[Xτ∧n −Xτ∧(n−1)|Fn−1] = 1[τ>n−1] · E[Xn −Xn−1|Fn−1] =
sj

0 ( ≤
sj , ≥

sj ).

Q.E.D.

Dále budeme využ́ıvat symbol E[X;A] = E[X · 1A], který bude značit středńı hodnotu reálné
náhodné velčiny X na množině A. Je-li X = (Xt, t ∈ T ) (zobecněný) reálný náhodný proces, pak
symbolem

X∗t = sup
s∈Tt

Xs = supX|t, t ∈ T ∪ {∞}

znač́ıme pr̊uběžné (historické) maximum procesu X do času t. Dále pak symbolem

|X|∗t = |Xt|∗ = sup
s∈Tt
|Xs|, t ∈ T ∪ {∞}

znač́ıme pr̊uběžné (historické) maximum absolutńı hodnoty tohoto procesu.

Věta (Submartingalová maximálńı nerovnost) Necht’ (Xk)
n
k=0 je submartingal, pak pro ε > 0 plat́ı

P (X∗n ≥ ε) ≤ 1
ε
E[Xn;X∗n ≥ ε] ≤ 1

ε
EX+

n .

Důkaz: Protože τ = inf{k = 0, . . . , n : Xk ≥ ε} ∈ MČ(FXk ), plat́ı [τ = k] ∈ Fk pro k ≤ n. Dále

[X∗n ≥ ε] = [Xτ ≥ ε] = [τ ≤ n].

6Jde lze vložit od̊uvodněńı
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Z předpokladu, že Xn je Fn-submartingal a z definice podmı́něné středńı hodnoty, pak dostáme, že

EX+
n ≥ E[X+

n ; τ ≤ n] ≥ E[Xn; τ ≤ n] =
n∑
k=0

E[Xn; τ = k] =
n∑
k=0

E[Xk; τ = k]

= E[Xτ ;Xτ ≥ ε] ≥ ε · P (Xτ ≥ ε) = ε · P (X∗n ≥ ε).

Q.E.D.

Věta (momentová maximálńı nerovnost pro martingal) Bud’ (Xk)
n
k=0 martingal a r > 1, pak

E(|X|∗n)r ≤ ( r
r−1

)r E|Xn|r.

Důkaz: Zřejmě můžeme předpokládat, že 0 6=sj Xn ∈ Lr v opačném př́ıpadě je levá strana vzhledem
k předpokladu Xk =

sj
E[Xn|FXk ] nulová nebo pravá ∞. Pak z nerovnosti7 E|Xk|r ≤ E|Xn|r dostaneme

0 < E|Xn|r ≤ E(|X|∗n)r ≤
n∑
k=0

E|Xk|r ≤ (n+ 1) · E|Xn| <∞.

Ze vzorce pro výpočet středńı hondoty z doplňkové distribučńı funkce pro nezáporné veličiny

E|Y |r =
∫∞

0
P (|Y |r ≥ x) dx = r

∫∞
0
P (|Y | ≥ y) · yr−1 dy

a s využit́ım maximálńı nerovnosti pro submartingal |Xn| a Fubiniho věty dostaneme

E(|X|∗n)r = r
∫∞

0
P (|X|∗n ≥ x) · xr−1 dx ≤ r

∫∞
0
E[|Xn|; |X|∗n ≥ x] · xr−2 dx = r

r−1
E[|Xn| · (|X|∗n)r−1].

Dále použijeme Hölderovu nerovnost s koeficienty p = r a q = (1− 1
r
)−1 = r

r−1
, přičemž dostaneme

E[|Xn| · (|X|∗n)r−1] ≤ (E|Xn|r)
1
r · [(E|X|∗n)r]

r
r−1 .

Poskládáńım obou nerovnost́ı a pokráceńım dostaneme nerovnost pro normu v Lr ve tvaru

[E(|X|∗n)r]1/r ≤ r
r−1

[E(|Xn|)r]1/r,
což je ekvivalentńı zápis požadované nerovnosti. Q.E.D.

5. Zprava spojité martingaly L2-martingaly.

Věta (momentová maximálńı nerovnosti pro zprava spojité martingaly) Bud’ (Xt)[0,n] zprava
spojitý Ft-martingal, kde n ∈ N. Pak pro každé r > 1 plat́ı

E(|X|∗n)r ≤ ( r
r−1

)r E|Xn|r.(6)

Důkaz: Bud’ Tm = {k · 2−m, k ∈ Sm}, kde Sm = {0, . . . , n · 2m}. Pak (Xk2−m)n2m

k=0 je Fk2−m-martingal a dle
momentové maximálńı nerovnosti pro diskrétńı martingaly plat́ı

E sup
t∈Tn
|Xt|r = E sup

k∈Sn
|Xk2−m|r ≤ ( r

r−1
)r E|Xn|r.

Nerovnost (6) pak plyne limtńım přechodem s pomoćı Léviho věty o monotonńı konvergenci. Q.E.D.

Poznámka: Je-li (Xt, t ≥ 0) Ft-martingal L2-integrovatelný (jinak L2-martingal vzhledem k Ft), pak
z momentové maximálńı nerovnosti pro diskrétńı martingaly dostaneme odhad

E(|X|∗t )2 ≤ 4E|Xt|2 <∞.
Speciálně je tedy proces |X|∗t ∈ L2-integrovatelná majoranta pro proces X|t. Této majoranty budeme
v této části využ́ıvat v limitńıch přechodech při aproximaci markovských čas̊u zprava pomoćı odpov́ıdaj́ıćıch
zaokrohleńı ze shora. Pro jistotu připomeňme, že zaokrouhleńı markovského času ze shora vhledem k lokálně
konečné množině je opět markovský čas vzhledem k filtraci indexované touto lokálně konečnou podmnožinou.

Formálně pro τ ∈ MČ(Ft, t ≥ 0) a T ⊆ [0,∞) lokálně konečnou plat́ı

dτeT ∈ MČ(Ft, t ≥ 0) ∩MČ(Ft)T .
Je-li Tn ⊆ [0,∞) rostoućı posloupnost lokálně konečných podmnožin postupně zahušt’uj́ıćı [0,∞), pak

MČ(Ft)T ⊇ MČ(Ft)Tn 3 τn = dτeTn ↓ τ a plat́ı Xτn → Xτ ,(7)

7Jde o Jensenovu nerovnost pro podmı́něnou středńı hodnotu, která ř́ıká, že |X|rk ≤
sjE[|Xn|r|FXk ], kde Xk =sj E[Xn|FXk ].

Tady využ́ıváme toho, že funkce x 7→ |x|r je konvexńı pro r ≥ 1.
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kde T = ∪nTn, pokud proces (Xt, t ≥ 0) je zprava spojitý.

Tvrzeńı 8 Necht’ (Xt, t ≥ 0) je zprava spojitý Ft-martingal a τ ∈ MČ(Ft). Bud’te Tn rostoućı posloup-
nost lokálně konečných podmnožin [0,∞) tuto množinu postupně zahušt’uj́ıćıch, pak pro τn = dτeTn plat́ı

Xt∧τn →
L1
Xt∧τ , t ≥ 0.

Poznámka Pokud je proces Xt nav́ıc L2-integrovatelný, pak okamžitě máme dokonce silněǰśı tvrzeńı

Xt∧τn →
L2
Xt∧τ , t ≥ 0,

nebot’ máme k dispozici L2-integrovatelnou majorantu X|∗t ∈ L2 pro posloupnost Xt∧τn , n ∈ N.

Důkaz: Protože, jak v́ıme, plat́ı τn ↓ τ , plat́ı také t ∧ τn ↓ t ∧ τ pro n → ∞. Z předpokladu spojitosti
zprava tak dostáváme Xt∧τn → Xt∧τ . Zbývá tedy ukázat stejnoměrnou integrovatelnost posloupnosti Xt∧τn .
Protože (Xs)Tn∪{t} je Fs-martingal, a tedy |Xs| je Fs-submartingal, plat́ı pro k ≥ 0, že

E[|Xt∧τn|; |Xt∧τn| ≥ k] =
∑

s∈Tn∪{t}

E[|Xs|; |Xs| ≥ k, t ∧ τn = s]

≤
∑

s∈Tn∪{t}

E[|Xt|; |Xs| ≥ k, t ∧ τn = s] = E[|Xt|; |Xt∧τn| ≥ k],

nebot’ [|Xs| ≥ k, t ∧ τn = s] ∈ Fs. Speciálně pro k = 0 dostanem, že E|Xt∧τn| ≤ E|Xt|. Dále

P (|Xt∧τn| ≥ k) ≤ 1
k
E|Xt∧τn| ≤ 1

k
E|Xt| = δk → 0, k →∞.

Plat́ı tedy supn∈NE[|Xt∧τn|; |Xt∧τn| ≥ k] ≤ sup{E[|Xt|;A];A ∈ Ft, P (A) < δk} → 0 pro k →∞. Q.E.D.

Poznámka: Pro potřeby d̊ukazu věty optional stopping theorem pro zprava spojité procesy připomeneme
odpov́ıdaj́ıćı diskrétńı verzi ovšem v trochu pozměněném tvaru, který je snadným d̊usledkem p̊uvodńı věty.
Bud’ T ⊆ [0,∞) lokálně konečná množina a (Xt)T Ft-martingal a τ ∈ MČ(Ft). Pak Xt∧τ je Ft-martingal.

Věta (Optional Stopping Theorem) Bud’ (Xt, t ≥ 0) zprava spojitý Ft-martingal a τ ∈ MČ(Ft). Pak
Xτ∧t je opět zprava spojitý Ft-martingal.

Důkaz: Bud’te 0 ≤ u < v < ∞ pevné a {u, v} ⊆ Tn ⊆ [0,∞) rostoućı posloupnost lokálně konečných
podmnožin postupně zahušt’uj́ıćıch [0,∞). Pak pro každé n ∈ N plat́ı

τn = dτeTn ∈ MČ(Ft)Tn .
Protože (Xt)Tn je diskrétńı Ft-martingal, máme dle v poznámce zmı́něné prafrázované diskrétńı verze

Optional Stopping Theorem, že (Xt∧τn)Tn je Ft-martingal, kdykoli n ∈ N. Protože (u, v) ∈ T (2)
n , plat́ı

E[Xv∧τn|Fu] =
sj
Xu∧τn .

Protože9 Xt∧τn →
L1
Xt∧τ pro t ∈ {u, v}, dostaneme limitńım přechodem pro n→∞ rovnost

E[Xv∧τ |Fu] =
sj
Xu∧τ . Q.E.D.

O zprava spojitém Ft-adaptovaném procesu (Xt, t ≥ 0) řekeneme, že je to lokáńı Ft-martingal ,
pokud existuje posloupnost ,,varovných” čas̊u MČ(Ft) 3 τn ↑ ∞ takových, že zastavený př́ır̊ustkový
proces Xt∧τn −X0 je Ft-martingal.

Poznámka: Je-li Xt zprava spojitý Ft-martingal, pak je také lokálńım Ft-martingalem. Stač́ı volit
posloupnost varovných čas̊u τn =∞.

Poznámka: Bud’ (Xt, t ≥ 0) spojitý Ft-martingal. Podle tvrzeńı 10 je

τn = inf{t ≥ 0 : |Xt −X0| ≥ n} ∈ MČ(Ft).
Zřejmě Yt = Xt −X0 je také spojitý Ft-martingal, přičemž zastavený proces Yt∧τn je omezený v absolutńı
hodnotě hodnotou n ∈ N. Podle bodu (ii) předcházej́ıćı poznámky tak je takto zastavený proces Ft-
martingal. Každý spojitý Ft-martingal se tedy dá takto zastavit do omezeného Ft-martingalu.

8Tvrzeńı i s d̊ukazem lze vynechat, pokud nám stač́ı Optional Stopping Theorem pouze pro zprava spojité L2-martingaly.
9V L2-př́ıpadě bychom využili integrovatelné majoranty |X|∗v ∈ L2 a konvergence Xt∧τn

→L2
Xt∧τ , n→∞.
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Tvrzeńı Nezáporný lokálńı Ft-martingal Xt startuj́ıćı z X0 ∈ L1 je Ft-supermartingal.

Důkaz: Bud’ τn ∈ MČ(Ft) posloupnost varovných čas̊u takových, že Xt∧τn−X0 je Ft-martingal. Pak také
Xt∧τn je Ft-martingal a plat́ı

Xt = lim
n→∞

Xt∧τn

Z Fautova lemmatu pro podmı́něnou a nepodmı́něnou středńı hodnotu a s ∈ [0, t] tak dostaneme

EXt ≤ lim inf
n→∞

EXt∧τn = EX0 <∞, tj. Xt ∈ L1

E[Xt|Fs] ≤sj lim inf
n→∞

E[Xt∧τn|Fs] =
sj

lim
n→∞

Xs∧τn = Xs,

nebot’ Xt∧τn je Fn-martingal. Q.E.D.

Podmı́něné Fatouovo lemma Bud’te 0 ≤ Xn ∈ L1(Ω,A, P ), n ∈ N a F ⊆ A σ-algebra. Pak

X = lim inf
n→∞

Xn ∈ L1 ⇒ 0 ≤
sjE[X|F ] ≤

sj lim inf
n→∞

E[Xn|Fn].

Důkaz: Použijeme Léviho větu o monotónńı konvergenci pro podmı́něnou středńı hodnotu. Zřejmě plat́ı
0 ≤ infk≥nXk ↑ X ∈ L1. Pak tedy

0 ≤
sjE[X|F ] =

sj
lim
n→∞

E[ inf
k≥n
|F ] ≤

sj lim
n→∞

inf
k≥n

E[Xk|F ] =
sj

lim inf
n→∞

E[Xn|F ].
Q.E.D.

Poznámka: (i) Poznamenejme, že každý supermartingal, který si zachovává svou středńı hodnotu
(úroveň) je martingalem. Pokud si tedy nezáporný lokálńı martingal zachovává svou středńı hodnotu
(která může u supermatingalu maximálně klesat), je to martingal.
(ii) Je-li Xt zdola omezený lokálńı martingal, je zcela podobně supermartingalem a naprosto analogicky
shora omezený lokálńı martingal je submartingalem. Dohromady tak dostáváme, že omezený lokálńı mar-
tingal je martingalem.

6. Wiener̊uv proces a princip invariance

Bud’te Xn ∼ R{−1, 1}, n ∈ N0 nezávislé náhodné veličiny s rovnoměrným rozděleńım na dvouprvkové
množině {−1, 1}. Označme odpov́ıdaj́ıćı náhodnou procházku

Sn =
n∑
k=1

Xk,

kterou budeme nazývat symetrickou náhodnou procházkou .

Cvičeńı (i) Na základě principu zrcadleńı pro symetrickou náhodnou procházku ukažte, že plat́ı

• P (S∗n ≥ k) = 2P (Sn ≥ k) kdykoli n+ k je liché č́ıslo pro k, n ∈ N.
(ii) Na základě CLV (a stejnoměrné konvergence distribučńıch funkćı) ukažte, že

• P (Sn ≥ k)→ 1
2

pro n→∞.
(iii) Ukažte, že τk = inf{n ∈ N0, Sn = k} ∈ MČ(FXn ) splňuje τk <

sj∞.
(iv) Ukažte, že S∗n ∼ |Sn|.

Poznámka: Bud’ (X, ρ) separabilńı metrický prostor s borelovskou σ-algebrou B(X). Necht’ (Xn)∞n=0 je
posloupnost náhodných veličin s hodnotami v (X,B(X)) ne nutně definovaných na stejném pravděpodob-
nostńım prostoru. Pokud Xn → X0 v distribuci, pak existuje náhodná posloupnost (X ′n, n ∈ N0) taková,
že X ′n ∼ Xn a že

X ′n →
sj
X ′0, n→∞.

Princip invariance Zájemnce o d̊ukaz necht’ navštěvuje přednášku Principy invariance.
Ve svěle předchoźı poznámky lze princip invariance přepsat v následuj́ıćım tvaru. Existuje spojitý proces
W = (Wt, t ≥ 0) a posloupnosti symetrických náhodných procházek S(m) takových, že

P
(
m−1/2S

(m)
bmtc → Wt lokálně stejnoměrně na [0,∞)

)
= 1.
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Speciálně tedy pro každé t ≥ 0 plat́ı

sup
s∈[0,t]

|m−1/2S
(m)
bmsc −Ws| →

sj
0, m→∞.

Z trojúhelńıkové nerovnosti pak ihned dostaneme

m−1/2 sup
s∈[0,t]

S
(m)
bmsc →

sj
W ∗
t , m→∞

Speciálně pro t = 1 pak plat́ı

m−1/2 sup
j≤m

S
(m)
j
→sj W ∗

1 , m→∞

Dle principu zrcadleńı pro symetrickou náhodnou procházku pak plat́ı

W ∗
1 =

sj
lim
m→∞

m−1/2 sup
j≤m

S
(m)
j ∼ lim

m→∞
m−1/2|S(m)

m | =
sj |W1|.

Tedy W ∗
1 ∼ |W1|.

Cvičeńı (i) Ukažte, že výše uvedený proces W splňuje axiomy kladené na Wiener̊uv proces.
(ii) Ukažte, že ( 1

a
W (a2t), t ≥ 0) je opět Wiener̊uv proces pro a 6= 0.

(iii) Ukažte, že W ∗
t ∼ |Wt| plat́ı pro každé t ≥ 0.

(iv) Ukažte, že τh = inf{t ≥ 0,Wt = h} ∈ MČ(FWt ) splňuje τh <
sj∞ a spočtěte hustotu času τh, h 6= 0.

(v) Ukažte, že Yt = Wt∧τh je martingal, ale že

• Zt =
(
Y t

1−t
· 1[t<1] + h · 1[t≥1]

)
· 1[τh<∞] je lokálńı martingal, který neńı martingalem pro h 6= 0.

Bud’ X : (Ω,A)→ (S,S) náhodná veličina. O veličině Y ∈ L(X)n řekneme, že je postačuj́ıćı statistikou
náhodné veličiny X vzhledem k systému rozděleńı P ⊆ P(Ω,A), pokud PX|Y existuje a nezáviśı na
výběru P ∈ P . SymbolemP(Ω,A) zde rozumı́me množinu všech pravděpodobnostńıch měr na měřitelném
prostoru (Ω,A).

Lemma Bud’ Y ∈ Ln(X) postačuj́ıćı statistika náhodné veličiny X : (Ω,A)→ (S,S) vzhledem k systému
P ⊆ P(Ω,A). Pak pro P,Q ∈ P plat́ı

QY << QP ⇒ QX << PX & dQX
dPX

= dQY
dPY

(h),

kde h ∈ L(S)n je taková, že Y = h(X). Speciálně pak při pozorováńı veličinyX nebo Y máme věrohodnostńı
poměr mezi Q a P ve tvaru

L = dQX
dPX

(X) = dQY
dPY

(Y ).

Důkaz: Necht’ QY << PY a dQY = g dPY . Ukážeme, že dQX = g ◦ h dPX . Bud’ F ∈ S, pak∫
F
g ◦ h dPX = EP [g(h(X));X ∈ F ] = EP [g(Y );X ∈ F ] = EP [g(Y ) · P (X ∈ F |Y )](8)

Protože Y je postačuj́ıćı statistika pro X vzhledem k {P,Q}, tj. PX|Y =
sj
QX|Y , plat́ı

Q(X ∈ F |Y ) =
sj
P (X ∈ F |Y ) kdykoli10 F ∈ S.

S využit́ım této vlastnosti dostaneme, že (8) je rovno

EP [g(Y ) ·Q(X ∈ F |Y )] =
∫

dQY
dPY
·Q(X ∈ F |Y = y) dPY (y) = EQ[Q(X ∈ F |Y )] = Q(X ∈ F ) = QX(F ).

Speciálně tak PX << QX a plat́ı dQX
dPX

= g ◦ h = dQY
dPY
◦ h. Q.E.D.

Cvičeńı Bud’ Nt Poisson̊uv proces s (neznámou) intenzitou λ > 0.

• Ukažte, že Nt je postačuj́ıćı statistika pro veličinu N |t.
• Spočtěte věrohodnostńı poměr mezi H1 : λ = λ1 a H0 : λ = λ0 a ukažte, že je to martingal za

platnosti hypotézy H0.

10Toto je obecněǰśı definice postačuj́ıćı statistiky v př́ıpadě, že podmı́něné rozděleńı X za podmı́nky Y nemuśı existovat.
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Je-li Wt Wiener̊uv proces, µ ∈ R, pak předpisem Bt = Wt+µt definujeme Wiener̊uv proces s driftem µ.

Poznámka: Je-li Bt = Wt + µt Wiener̊uv proces s dritem, pak proces

B0
t = Bt − tB1 = Wt − tW1, t ∈ [0, 1]

nazýváme Brownovým mostem .

Cvičeńı Bud’ Bt = Wt + µt Wiener̊uv proces s neznámým driftem µ.

• Ukažte, že B0
t má všechny konečně rozměrná rozděleńı normálńı s nulovou středńı hodnotou.

Spočtěte jeho autokovariančńı funkci cov(B0
s , B

0
t ) = st− s ∧ t.

• Ukažte, že proces B0 je nezávislý s veličinou W1.
• Ukažte, že Bt je postačuj́ıćı statistikou pro B|t, kdykoli t ≥ 0.
• Spočtete věrohodnostńı poměr mezi H1 : µ = µ1 a H0 : µ = µ0 založené na pozorováńı B|t a

ukažte, že takto źıskaný proces je martingalem za platnosti hypotézy H0.

Poznámka: Z předchoźıho lemmatu plyne, že odpov́ıdaj́ıćı věrohodnostńı poměr mezi H1 : µ = µ1 a
H0 : µ = µ0 je za platnosti hypotézy H0 tvaru

Lt =
fH1

(Bt)

fH0
(Bt)

= exp{λWt − 1
2
λ2t}, λ = µ1 − µ0.

Pokud bychom čistě hypoteticky zaj́ımali o maximálně věrohodný odhad paramteru µ resp. λ = µ − µ0,
pak stač́ı argument exponenciely derivovat dle λ, č́ımž dostaneme maximálně věrohodný odhad ve tvaru

λ̂ t = 1
t
Wt, tj. µ̂t = µ0 + 1

t
Wt = 1

t
Bt.

Poznámka: Tento maximálně věrohodný odhad je zřejmě L2-konzisteńı ve smyslu

1
t
Wt →

L2
0, t→∞, nebot’ E(1

t
Wt)

2 = t−1 → 0, pro t→∞.
Velmi snadno jsme schopni źıskat i konvergenci skoro jistě tj. silnou konzistenci tohoto odhadu, což neńı
nic jiného než silmý zákon velkých č́ısel pro Wiener̊uv proces.

Tvrzeńı (Silný zákon velkých č́ısel pro Wiener̊uv proces) Bud’ Wt Wiener̊uv, pak plat́ı

1
t
Wt →

sj
0, t→∞, či svérázněji Wt =

sj
o(t), t→∞.

Důkaz: Protože E(|W |∗t )2 ≤ 4EW 2
t = 4t, plat́ı

E
∑

n( 1
n2 |W |∗n2)2 ≤ 4

∑
n n
−2 <∞.

Odtud ihned plyne, že |W |∗n2 =
sj
o(n2). Označme T = {n2, n ∈ N}, pak také

|Wt| ≤ |W |∗t ≤ |W |∗dteT =
sj
o(dteT ) = o(t), t→∞,

nebot’ pro (n+ 1)2 = dteT plat́ı, že 1 ≤ dteT
t
≤ (n+1)2

n2 → 1 pro n→∞. Q.E.D.

Poznámka: Chceme-li mı́t skutečně hmatatelnou představu o limitńım chováńı trajektoríı Wienerova
procesu, nezbývá než uvést zákon iterovaného logaritmu. Bud’ Wt Wiener̊uv proces a at =

√
t ln ln t, pak

lim sup
t→∞

1
at
Wt =

sj
√

2 a symetricky lim inf
t→∞

1
at
Wt =

sj −
√

2.

7. Elementárńı stochastická integrace a elementárńı Per Partés

Bud’ (Ft, t ≥ 0) filtrace. Proces Ht nazveme jednoduchým Ft-predikovatelným procesem , je-li tvaru

Ht =
∑
k∈N

Ĥtk−1
· 1[tk−1<t≤tk], t ∈ [0,∞)(N), N ⊆ N,(9)

kde t0 = 0 dle definice a kde Ĥs ∈ L(Fs) pro s ∈ T = {0 = t0 < t1 < . . . < tk; k ∈ N}.

Proces Ht je jednoduchým Ft-predikovatelným procesem právě tehdy, když je Ft-predikovatelný proces
a jednoduchý v tom smyslu, že existuje lokálně konečná T ⊆ [0,∞) taková, že Ht je roven zleva spojité
verzi procesu HbtcT .

Jednodychý Ft-predikovatelný proces může představovat jednoduchou strategii investováńı do nějakého
zbož́ı (akcie), kdy hodnota Ht představuje počet akcíı, které investor drž́ı v čase t ≥ 0. Stejně tak může
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představovat počet kontrakt̊u futures uzavřených v čase t ≥ 0. Je-li proces Xt cena akcie či futures, pak
se proces investorova bohatstv́ı Yt dá vyjádřit ve tvaru

Yt = Y0 +
∑
k∈N

Ĥtk−1
(Xt∧tk −Xt∧tk−1

) = Y0 +
∮ t

0
Hs dXs,(10)

přičemž druhou rovnost vńımáme jako definičńı pro posledńı člen pravé strany, který nazýváme jednoduchým
(stochastickým) integrálem procesu H dle procesu X.

Z definice elementárńıho integrálu lze př́ımo ověřit, že tento elementárńı integrál je definován korektně
ve smyslu nezávislosti výsledku na volbě lokálně konečné děĺıćı množiny T ⊆ [0,∞). Speciálně je tak tento
integrál stabilńı v̊uči př́ıpadnému zjemněńı množiny T.

Dále si můžeme představit, že hodnota procesu Yt je tržńı cena nějakého pod́ılového fondu a my speku-
lujeme na budoućı vývoj této tržńı ceny. Uvažujme strategii danou Ft-redikabilńım procesem Kt, pak
analogicky jako v př́ıpadě výpočtu hodnoty procesu Yt dospějeme k závěru, že naše bohatstv́ı můžeme
vyjádřit ve tvaru

Zt = Z0 +
∮ t

0
Ks dYs.(11)

Vzhledem ke stabilitě elementárńıho stochastického integrálu vzhledem ke zjemněńı základńı děĺıćı množiny,
můžeme předpokládat, že množina T = {tk : k ∈ N}, n ⊆ N je společnou základnou pro definici obou ele-
mentárńıch stochastických integrál̊u (10) a (11). V opačném př́ıpadě přecháźıme ke společnému zjemněńı
obou základen. I bez výše zavedeného předpokladu snadno dojdeme k závěru, že proces KtHt je opět
jednoduchý Ft-predikabilńı se základnou, která je sjednoceńım základen proces̊u Kt a Ht. Právě představa
společné základny obou proces̊u nám umožňuje snadněji ověřit platnost následuj́ıćıho vztahu∮ t

0
Ks dYs =

∑
k K̂tk−1

(Yt∧tk − Yt∧tk−1
) =

∑
k K̂tk−1

Ĥtk−1
(Xt∧tk −Xt∧tk−1

) =
∮ t

0
KsHs dXs.

Tato vlastnost elementárńıho integrálu nás tak vede ke snaze ve značeńı vynechávat znaménko integrálu.
Mı́sto rovnosti (10) tak budeme psát dYt = Ht ◦ dXt, přičemž na obou stranách mluv́ıme jako o ele-
mentárńım stochastickém diferenciálu . Pro takto zavedené symbolické značeńı plat́ı

dZt = Kt ◦ dYt = Kt ◦ (Ht ◦ dXt) = KtHt ◦ dXt,

což neńı nic jiného než diferenciálńı zápis následuj́ıćıho integrálńıho zápisu, který dává dohromady strategii
Ht na primárńım trhu a strategii Kt na trhu sekundárńım

Zt = Z0 +
∮ t

0
K dY = Z0 +

∮ t
0
K d(

∮
H dX) = Z0 +

∮ t
0
KH dX,

přičemž pro přehlednost operativně vynecháváme vázanou integračńı proměnnou. Z čistě symbolicko-
intuitivńıho př́ıstupu tak docháźı ke kráceńı diferenciálu a integrálu ve smyslu

d
∮
H dX = H ◦ dX.

Z čistě symbolického hlediska, znaménko pro diferenciál d se vyruš́ı se znaménkem pro integrál
∫

a z ele-
mentárńıho integračńıho znaménka

∮
tak pouze zbyde elementárńı znaménko ◦, které se nyńı spoj́ı s novým

diferenciálem a hraje pak integračńı roli mezi primárńı strategíı H a cenou X na primárńım trhu.

7.1. Elementárńı kvadratická variace a elemtentárńı stochastické Per Partés. Bud’ nyńı

T = {0 = t0 < t1 < . . . < tk; k ∈ N}
daná lokálně konečná množina T ⊆ [0,∞), kde N ⊆ N. Naš́ım ćılem je vyjádřit druhou mocninu X2

t ceny
Xt na primárńım trhu pomoćı elementárńı stochastické integrace. Začneme rozpisem této hodnoty pomoćı
děĺıćıch bod̊u množiny T a to ve tvaru

X2
t −X2

0 =
∑
k∈N

X2
t∧tk −X

2
t∧tk−1

= 2
∑
k∈N

Xtk−1
(Xt∧tk −Xt∧tk−1

) +
∑
k∈N

(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)2.

Pomoćı elementárńıho stochastického integrálu tak můžeme psát

X2
t = X2

0 + 2
∮ t

0
XbscT− dXs +

∮ t
0
( dXs)

2
T
,

kde XbtcT− ∈ A(Ft↑) označuje zleva spojitou (predikabilńı) verzi procesu XbtcT ∈ A(Ft) a kde

[X ]
T

t =
∮ t
0
( dXs)

2
T

=
∑

k∈N(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)2

znač́ı elementárńı kvadratickou variaci procesu X vzhledem k děleńı T. Pro elementárńı kvadratickou
variaci [Y ]

T

t ceny Yt na sekundárńım trhu vzhledem k dělěńı T máme

[Y ]
T

t =
∑

k∈N(Yt∧tk − Yt∧tk−1
)2 =

∑
k∈N Ĥ

2
tk−1

(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)2 =

∮ t
0
H2
s d[X ]

T

s =
∮ t
0
H2
s ( dXs)

2
T
,
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přičemž posledńı rovnost bereme jako definičńı v souladu se substitučńım pravidlem d[X ]
T

t = ( dXt)
2
T
,

které ř́ıká, že dle diferenciálu ( dXt)
2
T

integrujeme tak, jako by na jeho mı́stě stál diferenciál d[X ]
T

t .
Předchoźı odsazenou formuli tak můžeme symbolicky zapisovat ve tvaru elementárńıho kvadratického
diferenciálu

( dYt)
2
T

= (Ht ◦ dXt)
2
T

= H2
t ◦ ( dXt)

2
T
.

Závěrem uvedeme diferenciálńı analogii integrálńı rovnosti pro druhou mocninu X2
t ve tvaru

dX2
t = 2XbtcT− ◦ dXt + ( dXt)

2
T
.(12)

Pro úplnost uvedeme i odpov́ıdaj́ıćı formuli pro druhou mocninu Y 2
t ceny na sekundárńım trhu

dY 2
t = 2YbtcT− ◦ dYt + ( dYt)

2
T

= 2YbtcT−Ht ◦ dXt +H2
t ◦ ( dXt)

2
T
.

Na závěr je třeba připomenout předpoklad, že body nespojitosti jednoduchého Ft-predikabilńıho procesu
jsou podmnožinou naš́ı pevně dané lokálně konečné množiny T ⊆ [0,∞).

Vzhledem ke kvadratickému charakteru elementárńı kvadratické variace, můžeme pomoćı následuj́ıćı
polarizačńı formule zadefinovat odpov́ıdaj́ıćı bilineárńı ekvivalent. Pro Ut, Vt reálné procesy na [0,∞) a
0 ∈ T = {0 = t0 < t1 < . . . tk; k ∈ N} ⊆ [0,∞) lokálně konečnou množinu předpisem

[U, V ]
T

t =
[U+V ]

T

t −[U−V ]
T

t

4
=
∑
k∈N

(Ut∧tk − Ut∧tk−1
)(Vt∧tk − Vt∧tk−1

)

definujeme elementárńı kovariaci proces̊u U, V vzhledem k děleńı T. Pro elementárńı diferenciál právě
zavedeného procesu budeme také použ́ıvat intuitivńı označeńı

( dUt)T
( dVt)T

= d[U, V ]Tt =
d[U+V ]

T

t − d[U−V ]
T

t

4
=

d(U+V )2
T
− d(U−V )2

T

4
.

Připomı́náme, že elementárńı diferenciál vńımáme jako symbol slouž́ıćı k jednoduchému intuitivńımu
zápisu integrálńı rovnice. Z takové elementárńı diferenciálńı rovnice (12) pak okamžitě dostaneme rovnost

UtVt = U0V0 +
∮ t

0
UbscT− dVs +

∮ t
0
VbscT− dUs + [U, V ]

T

t ,

kterou budeme symbolicky zkracovat ve formě elementárńı stochastické diferenciálńı rovnosti

dUtVt = UbtcT− ◦ dVt + VbtcT− ◦ dUt + ( dUt)T ( dVt)T .

Tuto rovnost nazýváme elementárńı stochastickou rovnost́ı Per Partés vzhledem k T.

8. L2-stochastická integrace

Bud’ (Xt, t ≥ 0) zprava spojitý L2 Ft-martingal. Pak kompenzátor Kt procesu X2
t nazveme kvadratickým

Ft-kompenzátorem procesu Xt. Lze-li nav́ıc naj́ıt Ft-kompenzátor Kt ve tvaru σ2t, řekneme, že Xt je
Ft-martingal s lineárně kvadratickým kompenzátorem s konstantou (linearity) σ2. Pokud výše
uvažovaný proces Xt staruje z X0 = 0, plat́ı

var(Xt) = EX2
t = σ2t.

Př́ıklady takových proces̊u jsou

• Wiener̊uv proces Wt s σ2 = 1 (popř. Wσ2t nebo σWt)
• centrovaný (nebo také kompenzovaný) Poisson̊uv proces Nt − ENt = Nt − λt s intenzitou λ = σ2.

Poznámka Ft-Wiener̊uv proces je jediný11 spojitý Ft-martingal s kvadratickým kompenzátorem t. Naopak
kompenzovaný Poisson̊uv proces Mt = Nt − ENt s jednotkovou intenzitou je př́ıkladem nespojitého mar-
tingalu se stejným kompenzátorem.

Lemma Bud’ X, Y nezáporné integrovatelné veličiny, pokud E[X|Y ] ∈ L∞(Y ), pak XY ∈ L1.

11Tomuto tvrzeńı se ř́ıká Lévyho věta o charakterizaci Wienerova procesu, která ř́ıká, že každý spojitý lokálńı Ft-martingal
Wt, který startuje z W0 = 0, takový, že W 2

t − t je opět lokálńı Ft martingal, je Ft-Wiener̊uv proces. Obecně ke každému
spojitému lokálńımu Ft martingalu Xt startuj́ıćımu z X0 = 0 existuje neklesaj́ıćı spojitý Ft ∨ σ(N )-adaptovaný proces
〈X〉t takový, že X2

t − 〈X〉t je lokálńı Ft ∨ σ(N )-martingal, kde N = {N ∈ F∞ : P (N) = 0}. Tomuto procesu 〈X〉 se
ř́ıká kvadratická variace a skutečně v určitém smyslu hraje roli druhé (kvadratické) variace odpov́ıdaj́ıćıho procesu. Daľśı
(DDS) věta ř́ıká, že v́ıce-méně každý lokálńı martingal si lze představovat ve tvaru Xt = W (〈X〉t), kde W je nějaký Wiener̊uv
proces.
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Důkaz: Necht’ 0 ≤ E[X|Y ] ≤
sjm ∈ N, pak

EXY = lim
n→∞

E[XY ;Y ≤ n] = lim
n→∞

E[Y E(X|Y );Y ≤ n] ≤ m · EY <∞.

Důsledek: Bud’Xt Ft-martingal s lineárně kovadratickým kompenzátorem aHt jednoduchý Ft-predikovatelný
L2-integrovatelný proces s lokálně konečnou děĺıćı množinou T = {0 = t0 < t1 < . . . < tk; k ∈ N}, N ⊆ N.
Pak

Yt =
∮ t

0
H dX =

∑
k∈N

Htk−1
(Xt∧tk −Xt∧tk−1

) ∈ L2

[Y ]
T

t =
∮ t

0
( dY )2

T =
∑
k∈N

(Yt∧tk − Yt∧tk−1
)2 ∈ L1.

Speciálně pro elementárńı kvadratickou variaci Zt = [Y ]
T

t procesu Y vzhledem k děĺıćı množině T plat́ı

Zt = [
∮
H dX]

T

t =
∮ t

0
(H ◦ dX)2

T
=
∮ t

0
H2 ◦ ( dX)2

T
=
∑
k∈N

H2
tk−1

(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)2 ∈ L1.

Důkaz: Veličina Yt =
∮ t

0
Hs dXs jakožto konečná suma součinu L2-integrovatelných veličin je integrovatelná.

Dále z předchoźı části textu v́ıme, že

Y 2
t = Zt + 2

∮ t
0
YbscT−Hs dXs,

kde YbtcT− ∈ A(Ft↑) označuje zleva spojitou (predikabilńı) verzi procesu YbtcT ∈ A(Ft). Ze Schwarzovy
nerovnosti dále dostaneme, že

E|(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)(Xt∧tj −Xt∧tj−1

)| ≤ σ2

a z předchoźıho lemmatu, že pak

|Htk−1
Htj−1

(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)(Xt∧tj −Xt∧tj−1

)| ∈ L1,

což v konečném d̊usledku znamená, že také po lokálně konečném nasč́ıtáńı dostaneme

Y 2
t =

∑
j,k∈N

Htk−1
Htj−1

(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)(Xt∧tj −Xt∧tj−1

) ∈ L1,

tj. Yt ∈ L2 pro t ≥ 0. Pak [Y ]
T

t ∈ L1 pak plyne př́ımo z definice, nebot’ opět lokálně konečná suma
integrovatelných proces̊u je integrovatelný proces.12 Q.E.D.

Tvrzeńı Bud’ Xt Ft-martingal s kvadratickým kompenzátorem σ2t a Ht jednoduchý Ft-predikovatelný
proces. Označme Kt = σ2

∫ t
0
H2
s ds. Pokud je Kt integrovatelný proces, pak Yt =

∮ t
0
Hs dXs je L2 Ft-

martingal. Speciálně pak plat́ı

E
∮ t

0
Hs dXs = 0

Důkaz: Protože pro každé t ≥ 0 je Yt konečnou sumou součin̊u L2-integrovatelých veličin, plat́ı Yt ∈ L1.
Je-li tk−1 ≤ s < t ≤ tk, pak

E[Yt − Ys|Fs] =
sj
E[Htk−1

(Xt −Xs)|Fs] =
sj
Htk−1

· E[Xt −Xs|Fs] =
sj

0.

Speciálně volbou s = tk−1 < tk = t dostaneme

E[Htk−1
(Xt∧tk −Xt∧tk−1

)|Ftk−1
] =

sj
0.

Pro s = tn−1 < t = tm, pak nasč́ıtáńım dostaneme

E[Yt − Ys|Fs] =
sj
E[
∑m

k=nHtk−1
(Xt∧tk −Xt∧tk−1

)|Fs] =
sj

0.

S využit́ım prvńı odsazené formule postupným podmiňováńım pro dseT = tn ≤ tm = btcT dostaneme

E[Yt|Fs] =
sj
E[E(E(Yt|Ftm)|Ftn)|Fs] =

sj
E[E(Ytm|Ftn)|Fs] =

sj
E[Ytn|Fs] =

sj
Ys.

Q.E.D.

Tvrzeńı Bud’ Xt Ft-martingal s kvadratickým kompenzátorem σ2t a Ht jednoduchý Ft-predikovatelný
proces s děĺıćı lokálně konečnou množinou T. Označme

Yt =
∮ t

0
Hs dXs a Kt = σ2

∫ t
0
H2
s ds

12Tady nepouž́ıváme nic jiného než tvrzeńı, že konečná suma integrovatelných veličin je integrovatelná veličina. Kolik
sč́ıtanc̊u v sumě záviśı na hodnotě t, proto ř́ıkáme: lokálně konečná suma
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Pokud je Kt integrovatelný proces, pak Y 2
t , Zt = [Y ]

T

t maj́ı společný Ft-kompenzátor Kt. Speciálně pak

var(
∮ t

0
Hs dXs) = σ2E

∫ t
0
H2
s ds.

Důkaz: Z předchoźıho textu již v́ıme, že procesy Y 2
t , Zt jsou integrovatelné. Označme

Vt = Zt −Kt =
∑

k∈N H
2
tk−1

[(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)2 − σ2(t ∧ tk − t ∧ tk−1)]

Podobně jako v předchoźım d̊ukazu pro tk−1 ≤ s < t ≤ tk dostaneme

E[Vt − Vs|Fs] =
sj
H2
tk−1

E[(Xt −Xtk−1
)2 − (Xs −Xtk−1

)2 − σ2(t− s)|Fs]
=
sj
H2
tk−1
{E[X2

t −X2
s − σ2(t− s)|Fs] + 2Xtk−1

E[Xt −Xs|Fs]} =
sj

0.

Pro s = tn−1 < t = tm, pak nasč́ıtáńım opět dostaneme E[Vt − Vs|Fs] =
sj

0. S využit́ım druhé odsazené
formule postupným podmiňováńım pro dseT = tn ≤ tm = btcT opět dostaneme

E[Vt|Fs] =
sj
E[E(E(Vt|Ftm)|Ftn)|Fs] =

sj
E[E(Vtm |Ftn)|Fs] =

sj
E[Vtn|Fs] =

sj
Vs.

Naprosto analogicky bychom ukázali, že je Ft-martingal i následuj́ıćı proces

Ut =
∑

k∈N Ytk−1
Htk−1

(Xt∧tk −Xt∧tk−1
).

Plat́ı tedy, že následuj́ıćı procesy jsou Ft-martingaly: Vt = Zt −Kt, Y
2
t −Kt = Zt −Kt + 2Ut. Q.E.D.

Shrnut́ı: Bud’ Xt Ft-martingal s kvadratickým kompenzátorem σ2t a Ht jednoduchý Ft-predikovatelný
proces s lokálně konečnou děĺıćı množinou T. Pak proces Yt =

∮ t
0
H dX je Ft-martingal s kvadratickým

kompenzátorem Kt = σ2
∫ t

0
H2
s ds ovšem za předpokladu, že tento ,,kompenzátor” je integrovatelný proces.

Při splněńı zmı́něných předpoklad̊u pak plat́ı rovnosti

E
∮ t

0
Hs dXs = 0, var(

∮ t
0
Hs dXs) = σ2E

∫ t
0
H2
s ds = EKt = E

∮ t
0
H2
s ( dXs)

2
T .

Symbolem R(0, t) budeme rozumět rovnoměrné rozděleńı ina intervalu (0, t) a symbolem Pt = R(0, t)⊗P
odpov́ıdaj́ıćı součinovou mı́ru, přčemž předpokládáme, že pracujeme na základńım pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A, P ). Dále symbolem ||H||2 označ́ıme L2-normu v prostoru L2(Pt) a analogicky ||H||1
odpov́ıdaj́ıćı L1-normu v L1(Pt).
Lemma Bud’te H,K jednoduché Ft-predikabilńı procesy, a, b ∈ R a X bud’ Ft-martingal s kvadratickým
kompenzátorem σ2t, pak

a
∮ t

0
Hs dXs + b

∫ t
0
Ks dXs =

∮ t
0
aHs dXs +

∫ t
0
bKs dXs, t ≥ 0.

E sup
s≤t
|
∮ s

0
Hu dXu|2 = E(|

∮
Hs dXs|∗t )2 ≤ 4σ2E

∫ t
0
H2
s ds, t ≥ 0.

Důkaz: Prvńı rovnost je zřejmá z definice. Bud’ dále t ≥ 0 a necht’
∫ t

0
H2
s ds ∈ L1. Bez újmy na obecnosti

můžeme předpokládat, že proces
∫ t

0
H2
s ds integrovatelný, jinak bychom přešli k jednoduchému predika-

bilńımu proces H̄s = Hs · 1[s≤t] nebo bychom řekli, že dokazovaná nerovnost plat́ı triviálně. Protože je již
proces

∫
H2
s ds integrovatelný, je proces

∮
Hs dXs je centrovaný L2-martingal s rozptylem σ2E

∫
H2
s ds.

Z momentové maximálńı nerovnosti pro L2-martingal pak dostáváme, že

E(|
∮
Hs dXs|∗t )2 ≤ 4E(

∮ t
0
Hs dXs)

2 = 4σ2E
∫ t

0
H2
s ds. Q.E.D.

Abychom mohli definovat integrál
∫ t

0
Hs ds byl vhodně měřitelnou veličinou, potřebujeme dle např. Fu-

biniovy věty součinovou měřitelnost. O procesu Ht ∈ A(Ft) řekneme, že je Ft-progresivně (postupně)
měřitelný , pokud postupně pro každé t ≥ 0 máme následuj́ıćı měřitelnost

H|t : B[0, t]⊗Ft → B(R), t ≥ 0,

kde pro jednoduchost a přehlednost zápisu mı́sto měřitelných prostor̊u ṕı̌seme pouze σ-algebry.

Tvrzeńı Je-li (Xt, t ≥ 0) zleva či zprava spojitý Ft-adaptovaný proces, pak je Ft-progresivńı.

Důkaz: Bud’ t ≥ 0 pevné a {0, t} ⊆ Tn ⊆ [0, t] rostoućı posloupnost lokálně konečných podmnožin
postupně zahušt’uj́ıćı interval [0, t]. Pro zprava resp. zleva spojitý Ft-adaptovaný proces Xt postupně
dostaneme

X|t = lim
n→∞

(XdseTn , s ∈ [0, t]) ∈ L(B[0, t]⊗Ft)

X|t = lim
n→∞

(XbscTn , s ∈ [0, t]) ∈ L(B[0, t]⊗Ft),
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nebot’ pro lokálně konečnou {0, t} ⊆ T ⊆ [0, t] při použit́ı zástupného symbolu [ s ]T mı́sto dseT , bscT plat́ı

{(s, ω) ∈ [0, t]× Ω : X([ s ]T , ω) < c} =
⋃
r∈T

{s ∈ [0, t] : [ s ]T = r} × [Xr < c] ∈ B[0, t]⊗FXt ⊆ B[0, t]⊗Ft.
Q.E.D.

Lemma Necht’Xt je Ft-martingal s kvadratickým kompenzátorem σ2t. Bud’ H(n) posloupnost jednoduchých
Ft-predikovatelných proces̊u takových, že pro každé t ≥ 0 je posloupnost H(n)|t cauchyovská v L2(Pt). Pak

pro každé t ≥ 0 je posloupnost
∮ t

0
H(n)
s ds cauchyovská v L2(P ). Je-li nav́ıc pro každé t ≥ 0∑∞

n=1 ||H(n)|t||L2(Pt) <∞,(13)

kde H(n) = H(n) −H(n−1), pak předpis

H = ∃ lim
n→∞

H(n)(14)

definuje Ft-predikovatelný proces takový, že H(n)|t → H|t v L2(Pt) i Pt-sj. kdykoli t ≥ 0 a předpisem∫ t
0

Hs dXs = ∃ lim
n→∞

∮ t
0

H(n)
s dXs(15)

definujeme Ft-adaptovaný proces, takový, že až na P -nulovou množinu plat́ı∮ t
0

H(n)
s dXs →

∫ t
0

Hs ds lokálně stejnoměrně na [0,∞).(16)

Důkaz: Prvńı část tvrzeńı plyne okamžitě z rovnosti

E|
∮ t

0
H(n)
s dXs −

∮ t
0
H

(m)
s dXs|2 = var(

∮ t
0
[H(n)

s −H(m)
s ] dXs) = σ2E

∫ t
0
[H(n)

s −H(m)
s ]2 ds.

Bud’ t ≥ 0 pevné, dle předpokladu a na základě vztahu mezi Lp-normami na pravděpodobnostńım prostoru
dostaneme

Et

∑
n |H(n)|t| =

∑
n Et|H(n)|t| =

∑
n ||H(n)|t||L1(Pt) ≤

∑
n ||H(n)|t||L2(Pt) <∞.

Pro Pt-sv. (s, ω) ∈ [0, t]×Ω je tak suma
∑

nH
(n)|t absolutně konvergentńı. Z definice plyne, že H jakožto

limitńı součet predikovatelných proces̊u tam, kde odpov́ıdaj́ıćı řada (neabsolutně) konverguje, je opět
predikovatelný proces. Dále∑

n ||
∮ t

0
H

(n)
s dXs||L2(P ) = σ2

∑
n[E

∫ t
0
(H

(n)
s )2 ds]1/2 = σ2

∑
n ||H(n)|t||L2(Pt) <∞.

A z momentové maximálńı nerovnosti pro zprava spojité L2-martingaly pro t ≥ 0 dostaneme

E
∑

n |
∮ ·

0
H

(n)
s dXs|∗t ≤

∑
n || |

∮ ·
0
H

(n)
s dXs|∗t ||L2(P ) ≤ 2

∑
n ||
∮ t

0
H

(n)
s dXs||L2(P ) <∞.

Opět tak dostaneme, že předpis (15) korektně definuje Ft-adaptovaný proces splňuj́ıćı (16). Q.E.D.

Tvzrzeńı Je-li H̃t Ft-progresivńı proces takový, že
∫ t

0
H̃2
s ds je integrovatelný proces, pak existuje posloup-

nost Ft-predikovatelných proces̊u H(n) splňuj́ıćı (13) tak, že pro Ft-predikovatelný a Ft-progresivńı pro-

ces Ht z (14) plat́ı H̃|t = H|t v prostoru L2(Pt).
Proces Ht z předchoźıho lemmatu nazvemeFt-predikabilńım ekvivalentem Ft-progresivńıho procesuH.

Důkaz: Je založen na následuj́ıćım lemmatu. Pro n ∈ N najdeme posloupnost H(n) jednoduchých Ft-
predikovatelných proces̊u splňuj́ıćıch

||H̃−H(n)||L2(Pn) ≤ 2−n.

Pak zřejmě H̃(n)
s = H(n)

s ·1[s≤n] je posloupnost jednoduchých Fs-predikovatelných proces̊u konverguj́ıch k H̃
v L2(Pt) kdykoli t ≥ 0 a to dostanečně rychle ve smyslu∑

n ||H̃(n)||L2(Pt) <∞, kde H̃(n) = H̃(n) − H̃(n−1)

Volba H z (14) dle odpov́ıdaj́ıćıho lemmatu dává hledaný proces splňuj́ıćı deklarované vlastnosti. Q.E.D.

Lemma Bud’ H̃t Ft-progresivńı proces takový, že
∫ t

0
H̃2
s ds je integrovatelný proces. Je-li r ≥ 0 a ε > 0,

pak existuje jednoduchý Ft-predikovatelný proces H takový, že

||H̃−H||L2(Pr) < ε.

Důkaz: Prozat́ım odkládám.
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Korektnost definice: Jsou-li H(n), H [n] dvě posloupnosti jednoduchých Ft-predikovatelných proces̊u
splňuj́ıćıch (13), pak plat́ı

(∃ lim
n→∞

∮ t
0

H(n)
s dXs, t ≥ 0) =

sj
(∃ lim

n→∞

∮ t
0

H[n]
s dXs, t ≥ 0),

což znamená, že předpis (15) korektně definuje proces

I = (
∫ t

0
Hs dXs, t ≥ 0),

který je až na množinu mı́ry nula určen jednoznačně, a tento proces je skoro jistě opět zprava spojitý,
jakožto sj.-limita zprava spojitých proces̊u v lokálně stejnoměrné konvergenci. Protože je to Ft-adaptovaný
proces, který je L2-limitou Ft-martingal̊u, je to opět L2 Ft-martingal. Nadále budeme výše zavedeným
označeńım rozumět naopak zprava spojitý Gt-adaptovaný proces, který je skoro jistě roven p̊uvodńımu
procesu, kde

Gt = Ft ∨ σ(N ), N = {F ∈ F∞ : P (F ) = 0}.
Protože je σ(N ) ⊥⊥ F∞, je Ft nezávislým rozš́ı̌reńım filtrace Ft, je proces It také L2 Gt-martingalem. A
totéž plat́ı i pro nově posunutý význam procesu, který znač́ıme symbolem∫

H dX = (
∫ t

0
H dX, t ≥ 0) = (

∫ t
0

Hs dXs, t ≥ 0).

Na závěr je přeci jen vhodné připomenout souvislost proces̊u H(n) s procesem H. Procesy H(n) jsou voleny
tak, aby H(n)|t → H|t v L2(Pt) konvergovaly dostatečně rychle pro každé t ≥ 0.

Důkaz korektnosti: Jsou-li H(n),H[n] dvě alternativńı posloupnosti konverguj́ıćı v L2(Pt) dostatečně
rychle ve smyslu (13) k Ft-progresvńımu predikabilńımu procesu H pro každé t ≥ 0, pak H{n} = H(n)−H[n]

konverguje dostatečně rychle k nule, jak ukážeme. Označme

H{n} = H{n} −H{n−1}, H(n) = H(n) −H(n−1), H [n] = H[n] −H[n−1].

Pak H{n} = H(n) −H [n] a plat́ı∑
n ||H{n}||L2(Pt) ≤

∑
n ||H(n)||L2(Pt) +

∑
n ||H [n]||L2(Pt) <∞.

Dle lemmatu procesy
∮

H{n} dX =
∮

H(n) dX −
∮

H[n] dX konverguj́ı lokálně stejnoměrně skoro jistě. Protože

E|
∮ t

0
H{n} dX|2 = σ2E

∫ t
0
(H{n}s )2 ds→ 0, n→∞,

je takovou limitou např́ıklad identická nula. Q.E.D.

Cvičeńı: (i) Bud’te Yk, k ∈ N nezávisle stejně rozdělené náhodné veličiny a N Poisson̊uv proces s
intenzitou λ > 0 nezávislý s FY∞. Ukažte (pomoćı charakteristických funcḱı), že pak proces

St =
Nt∑
k=1

Yk(17)

má nezávislé př́ır̊ustky a spočtěte jeho středńı hodnotu, pokud Y1 ∈ L1 a rozptyl, pokud Y1 ∈ L2.
(ii) Ukažte, že, je-li proces St centrovaný s konečným rozptylem, je to Ft-martingal s lineárně kvadratickým
kompenzátorem.

Proces St z (17) se nazývá složený Poisson̊uv proces s intenzitou skok̊u λ > 0 a s velikostmi
skok̊u s rozděleńım PY1 .

Poznámka: Kompenzovaný Poisson̊uv proces a stejně tak složený Poisson̊uv proces jsou př́ıklady pro-
ces̊u s lokálně konečnou variaćı a pro tyto procesy neńı třeba zavádět speciálńı stochastický integrál. Výše
zavedený integrál v těchto př́ıpadech souhlaśı s integrálem definovaným po trajektoríıch skoro jistě. V lim-
itńım př́ıpadě ze složeného Poisssonova procesu jsme však schopni obdržet jakýkoli proces s nezávislými
homogenńımi př́ır̊utky splňuj́ıćı ńıže uvedené kvalitativńı vlastnosti, které zahrnuj́ı i př́ıpad Wienerova
procesu.

O procesu Lt startuj́ıćım z L0 = 0 se zprava spojitými trajektoriemi řekneme, že je to Lévyho proces,
pokud má nezávislé př́ır̊ustky a homogeńı ve smyslu Lt+h − Lt ∼ Lh kdykoli h, t ≥ 0.

Cvičeńı Ukažte, že centrovaný Léviho proces s konečným rozptylem σ2 = var(L1) je jednoduchý Ft-
martingal normovaný na hodnotu σ2.

Poznámka: Lévyho proces je obecně ve tvaru, který se dá vyjádřit jako součet tř́ı nezávislých složek.
Prvńı složkou je lineárńı trend, druhý je až na multiplikativńı konstatnu Wiener̊uv proces a třet́ı je čistě
skokový proces, který je limitou složených Poissonových proces̊u a právě tato třet́ı část je př́ıkladem
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skokového procesu, který nemuśı mı́t konečnou variaci, a pro který tak má smysl zavádět stochastický
integrál ne po trajektoríıch, ale lze to udělat na základě L2-izometrie, je-li tento proces L2-integrovatelný.
Je zřejmé, že nekonečné variace může skokový proces dosáhnout pouze za cenu nekonečného počtu skok̊u
na konečném intervalu. Aproximuj́ıćı složené Poissonovy procesy tak muśı mı́t č́ım dál t́ım větš́ı intenzitu.

9. Itôovy procesy, Itôova formule

(1) rozš́ı̌reńı definice stochastického integrálu pomoćı zastavováńı
(2) kvadratické variace Wienerova procesu
(3) kvadratická variace Itoova lokálńıho martingalu, indetifikace L2-martingalu
(4) Stochastické Per Partés, Itoova formule (stač́ı v jednorozměrném př́ıpadě pro C2-funkce)
(5) Ornstein Uhlembeck̊uv proces, Geometrický Brown̊uv pohyb, Brown̊uv most
(6) stochastické diferenciálńı rovnice (jednoznačnost stochastické exponenciály a OU procesu)
(7) Black Scholes fromule a odpov́ıdaj́ıćı δ-hedging pro Evropskou call opci


