1. OPAKOVANI{, ZNACEN{ - FILTRACE

Bud (,.A) meéritelny prostor. Oznacme L(A) = {X : (2,4) — (R,B)} mnozinu vsech redlnych
A-métitelnych ndhodnych veli¢in, kde B = B(R) znaci borelovskou o-algebru na redlné piimce R. Je-li
X : (A — (E,E), pak symbolem

o(X) =o0e(X) ={[X € B;Bef}

oznacujeme o -algebru generovanou ndhodnou veliéinou X. Déle zkracené piseme L(o(X)) = L(X).
Je-li Y € L(X), pak existuje h € IL(E) takovd, ze Y = h(X) a zépis Y € L(X) pak ¢teme: redlna ndhodna
velicina Y je méritelnou funkci ndhodné veliciny X . Je-li A o-algebra, pak je generovana kanonickou
ndhodnou veli¢inou o-algebry A ve tvaru

1a=(14,AcA):(Q A4 — R BA!

ktera je realnym ndhodnym procesem indexovanym mnozinou A iikajici, ktery z jevi A € A nastal a
ktery ne. Specidlng, je-li Y € L(A) = L(14, A € A), pak existuje h € L(B4) takovd, ze Y = h(14, A € A).
Je-li (€2, A) méfitelny prostor a X(w) = w,w € , pak X : (2,4) — (2, A4) je métitelnd ndhodna veli¢ina,
které ifkdme kanonické ndhodnd veli¢ina na méfitelném prostoru (€, A). Je-li navic, Q@ C RT, kde
) £ T C R, pak X nazveme také kanonickym ndhodnym procesem. Proces X = (X;,t € T) je pak
sestaven z projekel Xi(w) = wy, t € T. Je-liw € RT pak w|; = (ws, s € Ty) znaci zuZent funcke w : T — R
na indexovou mnozinu Ty = {s € T'; s < t} vSech (Casovych) indexu do ¢asu ¢. Funci w|; budeme také iikat
funkce w useknutd v caset € T.

Bud (9, A) méfitelny prostor, neklesajici systém (F;,t € T) pod o-algeber A nazveme filtraci index-
ovanou indexovou mnozinou ) # T C R, formélné:
e s<t steT = F,CF CA

Prirozenou (kanonickou) filtraci ndhodného procesu X = (X;,t € T) s indexovou mnozinou () #
T C R a stavovym prostorem (E, &) rozumime filtraci

FX=0(X,,s€Ty) =0(X|;) = oen(X|1) = {[X|; € B], B € £7*}.

Je-li X; € L(F),t € T, pak fikdme, ze proces X; je Fi-adaptovany a piseme zkracené X; € A(Fy).
Ztejmé pro redlny proces X plati: X; € A(F,) = FX C F,teT.
Pokud Y; € A(F,), pak pro kazdé t € T plati V; € L(F*) = L(X|;), existuje tedy h; € L(E™") takova, ze
)/;g — ht (X|t>

Poznamka: Je-li (F;,t € T) systém o-algeber, pak F = NierF; je opét o-algebra nejvétsi takova, ze
F C F,t € T, formdlne F = inf{F;;t € T} vzhledem ke svazovému uspoirdadani C o-algeber. Naopak
A = UierF; je algebra, ale ne obecné g-algebra. Symbolem

F=\ F=cJF) =0(A
teT teT

oznac¢ime nejmensi o-algebru obsahujici F;,t € T jako podmnoziny. Z hlediska svazového uspotradani
muzeme psat F = VierF; = sup{F;t € T'}, tedy je to nejmensi horni mez.
(1) Je-li C 1L F;,t € T, pak ziejmé také C 1L A a protoze A je algebra (a tedy uzaviend na konecné
pruniky), plati C 1l o(A) = F.
(2) Podobné: jsou-li P, dvé pravdépodobnosti rovnajici se na F;,t € T, pak P = @ na A, a opét
protoze A je algebra (uzaviend na konecné pruniky), plati P = @ na o(A) = F.

Bud (F;,t € T) filtrace na (9, A), oznac¢ime
Fow={(1F Fo=0(JF) =\ F.
seT seT seT
Déle T,_ = {s € T': s < t}. Rekneme, Ze (redlny) stochasticky proces X = (X,,t € T) je (zleva, zprava,)
spojity, pokud jeho trajektorie X (w):t € T — X;(w) je (zleva, zprava) spojita funkce.

17de a déle vypoustime symbol ®, ktery pouzivdme pro soucin c-algeber, mér a méFitelnych a pravdépodobnostnich
prostoru bézné také pouzivany pii oznaceni piislusnych mocninnych o-algeber a métitelnych prostori. Zkracené tedy budeme
déle napt. psat

(2, A,P)? = QAP = (2, AP) © (2, AP) = (22, 42, P?) = (22, A%, P?2) = (A x 0, A© AP O P).



Cviéeni Bud'te X}, k € N nezdvislé kladné veliciny s hustotou fy(x) = Ae™>2 - 1{z>0). Polozme

(1) Sp=) Xk, and N, =) 15«
k=1 k=1

Ukazte, ze N = (Ny,t > 0) je zprava spojity proces startujici z Ny = 0 s neklesajicimi trajektoriemi
nabyvajici hodnot z Ny s nezavislymi piirustky N, — Ny ~ Po(A|t — s|). Proces N = (N;,t > 0) nazveme
Poissonovym processem s intenzitou X\ > 0.

2. DEFINICE - MARTINGALY [(SPRAVDELIVE) OCENUJiC{, OHODNOCUJICI PROCES |

Bud (F,t € T) filtrace na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P). Rekneme, zZe integrovatelny proces
X; € A(F) je Fe-martingal, pokud X, = E[X,|F,], Fi-submartingal, pokud X, 2 E[X,;|F,] a F;-
supermatingal, pokud X, ¥ F[X;|F,] - kdykoli s < ¢ pro s,t € T.

Interpretace Pro F,-martingal a s < t z T pozadujeme X, = E[X;|F,], coz interpretujeme tak, Ze
X, je (spravedlivym) vérnym Fg-odhadem veliciny X;. Hodnota procesu X tak poskytuje stochasticky
vyvazeny Fe-méritelny odhad budoucich hodnot procesu X. Proces X; jako F;-martingal se pak pouziva
k modelovani (spravedlivého) vérného ocenéni (ohodnoceni) oc¢ekavanych finacnich toku. Tato interpretace
plné podpovida pifpadu, kdy existuje velicina Xo, € L(Fs) takovd, ze X, 2 E[Xo|F],t € T. V této
souvislosti je také uzitecna predstava procesu X jako (vérné, nestranné) stiilejiciho procesu a veli¢iny X,
jako odpovidajiciho cile. Obecné si lze martingal predstvovat jako stochasticky vyvazeny hledajici proces.
Ve vyse uvedeném piipadé pak lze fici, ze cil X, € L(F.) je nalezen. Pokud takové veli¢ina neexistuje,
pak 1ze opét interpretovat martingal jako hledajici proces, pricemz odpovidajici cil neexistuje. To souvisi
s explozivnim charakterem martingalu v takovém ptipadé vychazejici z postupného rozcileni, ze to, co
hledd neexistuje. Nésledkem takového rozéileni martingalu muze byt to, Ze v limité (po explozi) ztrati
svou uroven KX, = FX,, kterou si ze své podstaty v koneénych deterministickych ¢asech zachovava.

Po Fi-submartingalu pro s < t z T pozadujeme X, 2 E[X;|F,], coz znamen4, ze velicina X je dolnim Fy-
métitelnym odhadem budoucich hodnot procesu X;. Bereme-li proces X jako odhad budoucich hodnot, pak
tento proces budouci hodnoty (sub=pod) podhodnocuje (podcetiuje) popt. podstieluje. Opét jako specidlni
piipad muzeme uvazovat situaci, kdy existuje velicina X, € L(Fy) takovd, ze X; 2 E[X|F),t € T.
V takovém piipadé proces X; svuj cil opét zasdhne. V tomto piipadé si muzeme predstavovat, ze je to
proces, ktery svuj cil nadhéni spiSe zespoda a ocekava, ze jej nalezne spise nahore. V pripadé, Ze uvedend
cilova velicina neexistuje, interpretujeme to tak, ze cil, ktery proces hledal, neexistuje, coz se opét muze
projevit poklesem trovné procesu X;,t € T' po explozi (v nekonecnu), prestoze je jeho troven EX;, t € T
neklesa.

Analogicky po Fi-supermartingalu pro s < ¢ z T pozadujeme X, ¥ F[X;|F,], coz znamend, ze veli¢ina
X, je hornim F,-méfitelnym odhadem budoucich hodnot procesu X;. Bereme-li opét proces X jako odhad
budoucich hodnot, pak tento proces budouci hodnoty naopak (super=nad) nadhodnocuje (pfecenuje)
popt. prestreluje. Zde ponechvam ctenari k analogickému doplnéni piipady, kdy existuje cil, ktery proces
z principu prestieluje a kdy hledany cil neexistuje, a proto proces po explozi svou nerostouci iroven miuze
EX;,t € T povznést. Za poznamku uz jen stoji poznamenat, ze slovo ,,super” zde neznamena: ze proces
nejspise pujde nahoru, ale naopak. Super zde znamend (bezmezny) optimismus, ktery je budoucim vyvojem
krocen, coz se projevuje v mozném poklesu jeho drovné. Naopak submartingal jako podhodnocujici proces
se vymezuje opatrnosti proti padu a tim ziskava potencidl k rustu, coz se projevuje v jeho neklesajici
urovni. O martingalu pak lze fici, Ze je to proces, ktery kraci (zlatym) stfedem

Lemma 1 Nechf () # T C R je lokdlné koneénd mnozina® a X; € A(F;) je integrovatelny proces
indexovany 7. Pak X; je Fi-martingal (super/sub) praveé tehdy, kdyz
(2) Vs,teT s<t (s;,t)NT=0 = X, ZE[XJ|F] (I, 9).
Pokud (s,t) NT = @, tikdme, ze body s,t € T jsou sousedé.

Dukaz: Je-li proces X; Fi-martingal (super/sub), pak (2) plati z definice (2, 2). Plati-li naopak (2),
pak plati V(0), kde

Vin): Vs,teT s<t card(s,t)NT =n = X, = E[X,|F,] (¥, 9).

2Ty. (a,b) N T je koneénd mnozina pro kazdé a < b.
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Necht nyni n € N. Indukeci ukdZzeme, 7ze plati V(n) za piepodkladu, Ze plati V (k) pro k& < n. Necht
card(s,t) NT = n € N. Existuje tedy r € (s,t) N7, pak ny = card(s,r) NT < n a nyg = card(r,t) NT < n.
Z indukéniho predpokladu platnosti V' (ny), V(n2) pak dostdavame (ne)rovnost

X, L E[X,|F,] £ E[E(X,|F)|F) 2 EX|F] (2, 9).
Q.E.D.

Poznamka: Martingal mé konstantni stredni hodnotu, submartingal neklesajici a supermartingal neros-
touci.

Lemma 2 Necht X; je Fi-super/sub-martingal. Je-li E£X; konstantni, pak X; je F;-martingal.

Diikaz: Pro submartingal. Budte s,t € T as <t,pakY = E[X{|F,] - X, 20a EY = EX;,— EX, = 0.
Pak nutné Y = 0, tj. X, = E[X|F].
Q.E.D.

Lemma 3 Necht proces X = (X;,t € T') je F-martingal (super, sub). Je-li filtrace (G, t € T') seviend
mezi FX C G; C F, pak proces X je také Gi-martingal (super, sub).

Diikaz: Z piedpokladi plyne, ze X; € Li(FX) C Li(G;),t € T. Jinak bud'te s,t € T takové, 7e s < t.
Pak protoze G, C Fy a X € L1(Gs), plati

E[X;|G,] £ EIE(X,|F,)|G.) £ EIX|G] = X, (2, 2).
Q.E.D.

Rekneme, 7ze proces X = (X;,t € T) je martingal (supermartingal, submartingal), je-li F/*-
martingal (super/sub). Ekvivalentné je proces martingal (super/sub), je-li vzhledem k néjaké filtraci,
pricemz vzdy lze uvazovat kanonickou.

Budte Xy, k € N nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny. O procesu S, = Y,_, X; pak fekneme,
7e je to ndhodnd prochdzka s krokem X, = S, — S,_1. Bud navic (Fy, k € Ny) filtrace. Pak fekneme,
ze proces S, je Fp-ndhodnd prochdzka, pokud S, € A(F,) a pokud jeji krok X, 11 = S,11 — S, je
nezavisly s F,, pro n € Ny.

Piiklady Bud S, F,-ndhodné prochdzka s krokem X,, = S,, — S,_1.
(1) Je-li X3 € Ly, pak S,, = S,, — ES,, = S,, — n - EX; je F,-martingal.
(2) Je-li Xy € Ly, pak V,, = S2 — ES2 = S2 — no? je F,-martingal, kde o = var(X}).
3) Je-li o € Raf=InFexp{aX;} € R, pak &, = exp{aS,, — n3} je F,-martingal.
)

*) Bud N, Poissonuv proces s intenzitou A > 0. Pak proces M; = N, — EN; = N, — M je martingal.

(
(1
(2%) Proces V; = M2 — EM? = M, — M je FN-martingal, kde FN = FM D FV 3
(3%) & = exp{aN, — [t} je martingal prave tehdy, kdyz EE = 1,t > 0.

Proces W = (W;,t > 0) se nazyva Wienertdv, pokud
a) Wy = 0 a jeho trajektorie W(w) = (Wi(w),t > 0) jsou spojité
(b) W[y L Wy — Wy~ N(0,t —s) pro 0 < s <t.
Ekvivalentné je proces W Wieneruv, pokud spliuje (a) a pokud (b’) je centrovany Gausovsky proces
s autokovarianci cov(W,, W) = s At pro s,t > 0.
(1) Wieneruv proces W, je martingal.
(2) Vi = W2 — ¢t je F}V-martingal.
(3)) & = exp{AW, — £ X%t} je martingal.
V bodech (3),(3%),(3") lze také uvazovat a, 3, A € C komplexni.

Priklad Necht Y € L;(Q, A, P) a (F,,t € T) je filtrace na (9, .A). Pak proces Y; = E[Y|F],t € T je
Fi-martingal.

Tvrzeni 1 Necht (F;,t € T) a (G, t € T') jsou nezavislé filtrace, tj. Foo a Goo jsou nezdvislé o-algebry.
Je-li X; Fi-martingal (super/sub), pak je také F; V Gi-martingal (super/sub).

37de plati FM = _7-‘1‘!M| - ]-'th =7V,
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Diikaz: Bud'te (s,t) € T® F € F,,G € G,. Pak z nezdvislosti G € G, 1L Foo D o(lp, B[X,|F], X;)
dostaneme, ze?

Jrne EIXt|F]dP = E[lg - 1pE[Xy| Fy]] )- Jp E[X|F]dP = P(G) [, X;dP
= P(G) - E[X;1p] = E[lg - Xilp] = [prg Xe dP.
Oveérili jsme tedy stabilitu
(3) Ju XedP = [ E[X\|F]dP

pro mnoziny H € H = {FNG: F € F,,G € G} > Q tvorici systém uzavieny na konecné pruniky.
Protoze mnozina vsech H € Fy V G, vyhovujici (3) tvoii Dynkinuv systém, plati rovnost (3) pro kazdé
H € o(H) = F, V Gs. Protoze E[X;|Fs| € Li(F,) C L(F, Vv Gy), plati

E[X|F,] £ E[X\|F, VG < X,.
Q.E.D.

Tvrzeni 2 Necht X,,t € T je F,-martingal nabyvajicich skoro jisté hodnot v mnoziné D C R. Je-li
g : D — R konvexni funkce takovd, ze g(X;) € L, tj. je-li g(X;) integrovatelny proces, pak g(X;) je
Fi-submartingal.

Diikaz: Pouzitim Jensenovy nerovnosti pro podminénou stfedni hodnotu dostaneme, ze
Elg(X)|F] 29(E[X|F) £ g(X,), (s,t) €T,
Q.E.D.

Poznamka: Jensenova nerovnost pro podminénou sttedni hodnotu plati pro konvexni funkci na konvexni
podmnoziné v R¥. Staéf uvazovat podminénou stiedni hodnotu jako stfedni hodnotu viiéi podminénému
rozdéleni na R¥, které vzdy exisuje, nebot R* je separabilni metricky prostor.

Tvrzeni 3 Necht X;,t € T je F;-submartingal s hodnotami skoro jisté v konvexni mnoziné D C R a
g : D — R neklesajici konvexni. Je-li proces g(X;) integrovatelny, pak je to F;-submartingal.

Dikaz: Pouzitim Jensenovy nerovnosti pro podminénou stiedni hodnotu dostaneme, ze
Elg(X,)|F] 29(E[X|F)) 29(X), (s,t) € T®
Q.E.D.

40d nyn{ budeme pouzivat néasledujici znaceni T%*) = {t € T*;t; < --- < t;} pro mnozinu viech rostoucich posloupnosti
délky k € N nabyvajicich hodnot v mnozine T. Pro snadnéjsi pfieti tohoto znaceni zde uvedeme i odpovidajici odivodnéni.
Symbolem A8 = {f : B — A} v teorii mnozin oznacujeme mnozinu viech zobrazeni z B do A. Vyhodou tohoto znaceni je
umoziéni formalniho pifpstupu k vypoctu jejf kardinality |AZ| = | A|lP!. Déle pfipomenenme, ze v teorii mnozin definujeme

= 0 = {} coz je prototyp O-prvkové mnoziny (a také jedind takovd mnozina), ddle 1 = {0} = {0} = {{}}, coz je
prototyp 1-prvkové mnoziny a nakonec 2 = {0,1} = {0, {0}} = {{},{{}}} jako prototyp dvouprvkové mnoziny. Pak tedy
A% = A1} je mnozina viech zobrazeni z dvouprvkové mnoziny 2 = {0,1} do A a tuto mnozinu ztotoziujeme s kartézskym
sou¢inem A x A = A? = {(a,b); A,b € A}, coz vnimadme jako mnozinu viech uspoiddanych dvojic (a,b) = {a,{a,b}}
mnoziny A. Podobné AF ztotoziiujeme s k-nasobnym kartézskym soucinem A x ... x A, pro k € N. Déle pfipomeneme, 7Ze
mnozinou vSech k-prvkovych podmnozin mnoziny A znacime (,?) Pomoci kombinaci lze ovérit, ze pocet prvkua odpovida
¢isté formalnimi zapisu

(1= ().

Podobné jako kombinace muzeme modelovat pomoci k-prvkovych podmnozin, muzeme variace mnoziny A modelovat po-
moci prostych posloupnosti. Symbolem Al = {f € AP : f je prostd } pak definujeme mnozinu véech prostych zobrazeni
z mnoziny B do mnoziny A. Je-li |[B| = k € N, pak |[AB| = |A|IPI kde vyuzivame oznaceni z[¥l pro k-tou (sestupnou)

faktoridlni mocninu
k—1

zlF = H(x_j):x-(m—1)~...-($—k+l).
j=0
Zajimame-li se o usporadané prosté posloupnosti ve smyslu rostouci ¢i klesajici, pak se nabizi nabizené znaceni

AP = {f: B — A; f rostouci },
které ma zejména tu vyhodu, Ze pocet prvku opét muzeme spocist ¢isté formalné
k) ( AV — (lAly _ A
[A® = 1(D)1= (%) = 5

kdy se mnozina A jakoby vyhoupne do z&vorek () nad ¢islo k.



3. KOMPENZATORY

Bud (F;,t € T) filtrace. Pro t € T oznacme Ty = {s € T;s < t} a dale

Fur =F=F o, pokud ¢t = minT'
Fu = \/ Fs=o0(Fs;se€T-), pokudt>infT.
seTy_

Pak (Fi,t € T) je filtrace a my ji budeme fikat prediktabilni filtrace k filtraci F; (¢i prediktabilni filtrace
filtrace F;). Proces H; € A(Fy) adaptovany na prediktabilni filtraci budeme nazyvat Fi-predikovatelny
(prediktabilni) proces.

Priklady: a) T' = Ny, pak Fo; = Fy a pro n € N plati F,,; = F,,_1. Proces H je pak F,-predikovatelny
prave tehdy, kdyz je predvidatelny o krok doptedu, tj. Hy € L(Fy), H,, € L(F,_1),n € N.

Predikabilni proces si muzeme predstavit jako proces, kterym modelujeme nasi investic¢ni strategii. Po-
moci adaptovanych procesu které nemusi byt predikovatelné naopak modelujeme vnéjsi vlivy, které nas
bezprostredné ovliviuji. Bud F,, € L(F,) cena futures kontraktu v case n € Ny, tj. proces F,, € A(F,) je
Fn-pozorovatelny a H, € L(F,_1) pro n € N bude predstavovat mnozstvi uzavienych futures kontraktu
pro ¢asovy interval (n — 1,n). Na tomto intervalu se cena futures zméni o hodnotu AF, = F,, — F,,_; a
my si pak na svuj u¢et muzeme pripsat hodnotu

Hn(Fn - Fn—l) - Hn : AFna

coz se da interpretovat tak, ze jsme na hru o vyplaté AF, = F,, — F,,_ sadilli sazku o velikosti H,,, kterou
jsme oviem museli stanovit pred zapocetim hry jiz v ¢ase n — 1 pro n € N.° Celkov4 nase vyhra v ¢ase
m € N pak bude ¢init

Vm:iHn'AFn:iHn(Fn_Fn—l%

coz je diskrétni analogie stochastického integralu zavadéného v prednésce stochstickd analyza. Na zavér jen
opét piipomenme, ze inegrované procesy H; € A(F;;) predstavuji (intervenéni) investicni (predikovatelné)
strategie a procesy F; € A(F;), podle kterych se integruje, naopak predstavyji ¢asto cenu akcie (zbozi),
ménovy kurs ¢i cenu futures a ty reprezentuji (vice ¢i méné nepredvidatelné) vnéjsi vlivy.
b) Je-li X = (X;,t > 0) zleva spojity proces, je také F;¥-predikovatelny. Ziejmé X, € L(F) = L(]—“@?),
Xi= lim X, eL(X,,s<t)=L(F)), t>0.

1
Q3s—t—

Zleva spojité procesy jsou tedy vhodnymi kandidaty proto, aby se daly stochasticky integrovat.

c¢) Je-li Ny = 12 1is, <y Poissonuv proces, pak N; neni Fi-predikovatelny proces. Ukdzeme, Ze existuje
t > 0 takové, ze

Ny & L(Ny, s < t) = L(F).
Bud w!' € Q libovolné a polozme t = S;(w) > 0. Pak P(N; = 0) > 0, a tedy existuje w? € [N; = 0]. Pak
N,(wh) = 0 = Ny(w?) plati pro s < t, ale Ny(w') =1 # 0 = Ny(w?). Tedy N; € L(Ny, s < t) a dokonce N;
neni zaddnou (ani nemétitelnou) funkei (N, s < t).

Poissonuv proces se pouziva k modelovani vnéjsich zna¢né nepredvidatelnych udalosti jako jsou pojistné
udalosti S,,,n € N & doby poruchy pristroje zpusobené obtizné predvidatelnou poruchou jednoduché
soucastky jako je napt. zarovka s exponencialni dobou doziti. Tento proces se zjevné nedd pouzit pro
modelovani nasi strategie. Dovedeno do absurdna bychom pak pojistnou smlouvu uzavieli az v ¢ase, kdy
pojistna udalost nastane s ohledem na velikost pojistné skody, coz popira zakladni principy pojisténi.

Bud X; € A(F). Rekneme, ze proces Fi-predikovatelny proces K; € A(Fy) je Fr-kompenzdtorem
procesu X, pokud proces M; = X; — K, je Fi-martingal.

Poznamka: Bud W = (W,,t > 0) Wieneruv proces. To je ziejmé martingal a také zleva spojity
proces, tedy predikovatelny vzhledem ke kanonické filtraci. Pak jeho kompenzatorem je opét jakykoli FV-
martingal a pojem kompenzatoru vzhledem k takovéto filtraci nemé valny vyznam. Naopak, je-li T'= Ny,
pak takovy netrividlni priklad predikovatelného martingalu neexistuje a to stoji v pozadi nasledujiciho
tvrzeni, které ukazuje, jak takovy kompenzator vypada.

"Hodnota H, je v tomto pripdadé naprosto nepodstatna.



Tvrzeni 4 Bud X = (X,,,n € Ny) F,-adaptovany integrovatelny proces. Pak F,-predikovatelny proces
K, je F,-kompenzatorem procesu X pravé tehdy, kdyz

(4) Kn 2 K() -+ Z E[Xk — kal“/fkfl], kde Ko € ]Ll(f(]>
k=1
Ditikaz: Necht K, je F,-kompenzator procesu X,,. Pak M, = X,, — K,, je F,-martingal. Plati tedy
O 2 E[Mn - Mn—1|fn—1] 2 E[Xn - Xn—l - (Kn - Kn—1)|fn—1] % E[Xn - Xn—1|fn—1] - (Kn - Kn—l)a

nebot K,,, K, 1 € Fn1 = F,_1 plati pro kazdé n € N. Dale Xo— M, = K, € L(F) musi byt integrovatelna
veli¢ina, nebot Xy, My € ;. Nas¢itanim pak dostaneme

K,=FKo+ Y (K- K1) 2 Ko+ Y E[Xg — X4 |Fi].
k=1 k=1

Naopak proces K, definovany rovnosti (4 - vsude) je F,-predikovatelny, coz lze ovérit indukei s pomoci
AKk:Kk—Kk_l :E[Xk—Xk_ﬂfk_l] E]Ll(fk), k e N.
Pak M, = X, — K, € Li(F,) pron e Na
E[M, — M, 1|Fp1] 2 E[X, — Xp1|Fna] — AK, 2 0.
Tedy proces M, = X,, — K,, je F,,-martingal. Q.E.D.
Priklady a) Necht S, je integrovatelnd ndhodné prochdzka s krokem X, = AS, = S, — S,_; € L.
Pak jej{ kompenzdtor pro T' = Ny je tvaru Ko +nEX;, kde K, € L,(F5) = L({0,Q}) =R.
b) Je-li S, = S, — ES,, centrovand nadhodna prochdzka s krokem X,, = AS,, =S, —S,,_; € Ly, pak S?

je Fp-submartingal s Fo-kompenzdtorem ve tvaru Ky + no?, kde Ky € R a 0% = var(X;) = EX2.
c¢) Je-li N; Poissonuv proces s intenzitou A > 0, pak mé napt. kompenzator K; = Ky + A, kde K, € R.

Poznamka: Integrovatelny F,-adaptovany proces (X,,n € Ny) je F,-martingal (super/sub) pravée
tehdy, kdyz jeho F,,-kompenzator je skoro jisté konstatni (nerostouci, neklesajici), tj.

OEE[Xn_Xn—ﬂfn—l]%AKn (SZJ’ 2)7 n el

4. MARKOVSKY CAS (PRUBEZNE POZOROVATELNA UDALOST)

Necht (F;,t € T) je filtrace. Rekneme, ze 7 : Q — TU {0} je Fy-markovsky as, ozn. 7 € MC(F,),
pokud [r < t] € F; platf pro kazdé ¢t € T. Ekvivalentné 7 € MC(F,) = lj,<4 € A(F), coz znamend, ze
¢as 7 je markovsky pravé tehdy, kdyz jeho (jednobodovy) ¢itaci proces 1;<4 je pribézné pozorovatelny
na zakladeé filtrace F;.

Lemma 5 (i) Je-li 7: Q — T'U {oo} Fi-markovsky cas, pak [r =t] € Fy,t € T.

(ii) Je-li 7: Q — SU{oc}, kde S C T je spocetnd, pak 7 € MC(F,) = [r = s] € F,,s € S.

Dukaz: (i) Ziejmeé [T < t] = Ueg, [T < s] € F, kde S; C T; je spocetnd hustd zprava. Potom také

[r=tl=[r<th\r<tleF, teT.
(i) Ukdzeme pouze zpétnou implikaci, pfima plyne z bodu (i). Bud ¢ € T, pak
[T <t] =Uses,[T=5s] € F;, mnebot [r=s]€eF, pro seS ={seS;s<t}
Q.E.D.

Piiklad Bud X > 0 kladnd redlnd ndhodnd velicina a Ny = lix<y jeji ¢itaci a I, = lix—y jeji in-

dikatorovy proces. Pak ,,0becng” X € MC(FN)\MC(F/), nebot
Fl=0([X=5],s<t)={[X €5],[X &85];S C[0,t] spocetnd }

obecné neobsahuje mnozinu typu [X <.
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Tvrzeni 6 Necht X = (X;,t € T) je Fi-adaptovany integrovatelny proces. Pak X; je Fi-martingal
pravé tehdy, kdyz

(5) VMC(F)37:Q—{s,r} CT EX,=FEX,=EX,,

coz se da interpretovat, ze F;-martingal je proces, ktery kromé toho, ze si zachovava svou uroven E X,
v deterministickych casech t € T si také zachovava svou troven v F;-markovskych ¢asech 7 nabyvajicich
dvou hodnot z T.

Dikaz: Plati-li (5), (s,r) € T® a A€ Fy,pak 7 =5 -14+7 1owa: Q2 — {s,r} CT je Fr-markovsky
¢as, nebot [T = s] = A, [t =r] = Q\A € F, a dle predpokladu tak plati

0=EX, — EX, = E(X, — X,) = E[(X, — X,)14].

Je-li naopak proces X, Fi-martingal a MC(F;) 3 7:Q — {s,r} C T, pak pro s <t mdme A = [7 = 5] €
Fs, a tedy
0=E[X, — X))l = E[(X, — X;)14) = E(X, — X;) = EX, — EX,.

Tedy proces X si zachovava uroven v case 7.
Priklady (i) Necht S, je F,-adaptovany proces a B € B(R), pak
7 =1inf{n € Ny, S, € B} € MC(F,)), mnebot [r < n]=Ur<n[Sk & B] € F,.
(ii) Bud Ny = Y57, 1js,<y Poissonav proces. Pak Sy jsou F}¥-markovské casy, nebot

[Se <t]=[N,>kleFN, t>0

Tvrzeni 8 Nechf T C R je uzaviend mnozina a 7, € MC(F,),n € N. Pak 7 = sup{r,;n € N} € MC(F,)

Dukaz: Protoze je T' uzaviena mnozina, plati 7 : Q — T'U{oco}. Dale [r < t] = Npen[mn < t] € Fi,t € T.

Poznamka Je-li S C R lokalné kone¢na mnozina a = € R, pak symbolem
|z |s =sup{s € S;s <z} € SU{—o0}
znacime zaokruhleni x doli vzhledem k S a symbolem
[x]s =inf{s € S;s >z} € SU{oo}
zaokruhleni nahoru vzhledem k S. Je-li T € MC(ft,t € T) a S CT lokdlné konecna, pak
[7]s € MC(F;,t € T)NMC(F,, s € S),
nebot [[T]s <t] =[[7]s < [t]s] = [7 < |t]s] € Fyoys € Frst €T

Bud (X;,t € T) redlny ndhodny proces, B € B(R) a 7: Q — T U {oc}. Pak predpisem
per=nf{t € T;t > 71,X; ¢ B}

definujeme éas (okamzik) prvniho vystupu procesu X z mnoZiny B po ¢ase T.

Tvrzeni 9 Necht X; € A(F,,t € T),7 € MC(F,) a B € B(R). Je-li S C T lokélné konecn4, pak
p=inf{s € S s>7 X, & B} € MC(F,,t € T).
Ditikaz: Bud t € T, pak
p<tl=|]JIr<sIn[X.¢B]eF,

SES
kde S; = {s € S;s <t} C S je spocetna.

Tvrzeni 10 Bud T C R uzavieny (nedegenerovany) interval, X, € A(F;,t € T), 7 € MC(F,). Je-li X,
spojity, G C R oteviend, pak pg, € MC(F).
Dikaz: Protoze je mnozina G oteviend, plati

ppr =min{t € T;t > 7, X, ¢ B},
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pricemz min () = inf ) = oo. Je-li totiz ¢, € T | t posloupnost takova, ze X; € F = R\G, pak t € T,
nebot T je podle piedpokladu uzaviend mnoZina a také

X, = lim X; € F=R\G,
n—oo
nebot proces X je spojity (zprava) a F' je uzaviend mnozina. Nynf se pousime ¢as pg ., vystupu z oteviené
mnoziny predvidat vystupem z vepsanych uzavienych mnozin
Fe = {z € G;dist(x, F) > ¢}.

Protoze dist(z, F) je infimem 1-lipschitzovskych funkci a je také 1-lipschitzovska, a tedy spojita. Pak
odpovidajici vzor F¢ uzaviené mnoziny [e, 00) je uzaviend mnozina. Bud nyni ¢t € T pevné. Pak s vyuzitim
toho, ze v definici pg , se infima nabyva, muzeme psat

par <t =lpar < ]UX: £ G.

Bud S C T hustd spocetnd podmnozina. Ziejmé

A= U K ¢gFrlen

s€S Q3e>0
pricemz plati® [pg. < t] € A C [pa.r < t]. Pak tedy
lpar < 1] =lpar <tJU[X; € Gl = AU[X, € G] € Fu.
Q.E.D.

Poznamka: Je-li 7 € MC(F,) ar € T, pak 7 Ar € MC(F,), nebot [r Ar < t] = [r < t] € F, pro
t<reTalrAnr<t]=QeF prot>reTl.

Véta (Optional Stopping Theorem)
Bud (X,,n € Ny) F,-martingal (super, sub) a 7 € MC(F,). Pak X.,, je Fn,-martingal (super, sub).

Diikaz: Protoze MC(F) 3 7An<n,prok <nplati [fAn=Fk € F, C F, a

Xopnn = ZX]{? : 1[7—/\n=k] € Ll(Fn)v

k=0
Zfejmé XT/\n — XT/\(n,l) = (Xn — Xn—l) . 1[T>n,1}, kde [’7’ >n — 1] S fn—l- Plati tedy
E[XT/\TL - XT/\(n—l)’-,'rnfl] = 1[T>n—1} ' E[Xn - Xn71|fn71] = 0 ( SSjv SZ])
Q.E.D.

Déle budeme vyuzivat symbol E[X; A] = E[X - 14], ktery bude znacit stFedni hodnotu redlné
ndhodné velé¢iny X na mnozZiné A. Je-li X = (X;,t € T)) (zobecnény) redlny ndhodny proces, pak
symbolem

X/ = SujPXS =sup X|;, teTU{oo}
s€iy

znacime prubézné (historické) mazximum procesu X do ¢asu t. Dale pak symbolem

| X[; = [X:]" = sup |X|, ¢ €T U{oo}

seTy

znacime prubézné (historické) maximum absolutni hodnoty tohoto procesu.

Véta (Submartingalovd maximalni nerovnost) Necht (X})7_, je submartingal, pak pro € > 0 plati
P(X, >¢) < %E[XMXZ >e] < %EX:
Diikaz: Protoze 7 = inf{k = 0,...,n: X} > ¢} € MC(FY), plati [r = k] € F; pro k < n. Déle

X;ze=[X, 2l =[r<n]

6Jde lze vlozit odivodnéni



Z predpokladu, ze X,, je F,,-submartingal a z definice podminéné stfedni hodnoty, pak dostame, ze
EX) > E[X57<n] > E[X,;7<n]=> E[Xy;7=k=> EXuT=k

= EX; X, >¢]>e-P(X, >¢)=¢-P(X; > ¢).
Q.E.D.

Véta (momentovd maximalni nerovnost pro martingal) Bud (Xj)}_, martingal a r > 1, pak
E(X)" < )" EIXa[™
Dikaz: Ziejmé muzeme piedpoklddat, ze 0 Z X, € L, v opatném piipadé je levd strana vzhledem
k piedpokladu X, = E[X,|FX] nulovd nebo prava oo. Pak z nerovnosti’ E|X|” < E|X,|" dostaneme
0 < E|X,|" < B(X[) <ZEka (n+1) - E|X,| < .

Ze vzorce pro vypocet stiedni hondoty z doplnkove distribu¢ni funkce pro nezaporné velic¢iny
ElY|" fo (|Y]" > z)dx = rfo (Y] >y) -y tdy
a s vyuzitim maximdlni nerovnosti pro submartingal |X,,| a Fubiniho véty dostaneme
E(X]:) —rfo (X >x)-a" 1dx<rf0 (X5 [ X5 > 2] - 2" 2de = L5 E[|X,]- (I X[5)" 1.
Déle pouzijeme Holderovu nerovnost s koeficienty p =r a ¢ = (1 — %)*1 = -5, pricemz dostaneme
*\7— i #\T] 75
B(1Xa] - (X157 < (BIXa]")7 - [(BIX])T]T
Poskladanim obou nerovnosti a pokracenim dostaneme nerovnost pro normu v L, ve tvaru

[E(XE)TT < 5 [EIX)T

—'rl

coz je ekvivalentni zapis pozadované nerovnosti Q.E.D.

5. ZPRAVA SPOJITE MARTINGALY Lo-MARTINGALY.
Véta (momentovd maximalni nerovnosti pro zprava spojité martingaly) Bud (X)) zprava
spojity F;-martingal, kde n € N. Pak pro kazdé r» > 1 plati
(6) E(X)" < ()" ElXal"
Ditkaz: Bud T, = {k-27™, k € S, }, kde S,, = {0,...,n-2m}. Pak (Xyp-m )%, je Fro-m-martingal a dle
momentové maximalni nerovnosti pro diskrétni martingaly plati
Esup [ X" = E SUP [ Xho-m|" < (757)" E| X"

teThn

Nerovnost (6) pak plyne limtnim pfechodem s pomoci Léviho véty o monotonni konvergenci. Q.E.D.

Poznamka: Je-li (X;,t > 0) Fi-martingal Lo-integrovatelny (jinak Lo-martingal vzhledem k F;), pak
z momentové maximalni nerovnosti pro diskrétni martingaly dostaneme odhad

E(IX[})* <4E|X,|* < .

Specidlné je tedy proces | X|f € Lo-integrovatelnd majoranta pro proces X|;. Této majoranty budeme
v této Casti vyuzivat v limitnich pfechodech pti aproximaci markovskych casu zprava pomoci odpovidajicich
zaokrohleni ze shora. Pro jistotu pripomenme, Ze zaokrouhleni markovského ¢asu ze shora vhledem k lokélné
kone¢éné mnoziné je opét markovsky ¢as vzhledem k filtraci indexované touto lokalné konecnou podmnozinou.

Forméalné pro 7 € MC(F,,t > 0) a T C [0, 00) lokélné konecnou plati
(717 € MC(F,t > 0) N MC(F)7.
Je-li T,, C [0, 00) rostouci posloupnost lokalné koneénych podmnozin postupné zahustujici [0, 0o), pak

(7) MC(F)r 2 MC(F)g, 3 7 = [7]z, L7 aplati X, — X,

"Jde o Jensenovu nerovnost pro podminénou stiedni hodnotu, kterd ¥kd, ze |X|; 2 E[|X,|"|F], kde X}, £ E[X,|FY¥].
Tady vyuzivdme toho, ze funkce x — |z|" je konvexni pro r > 1.
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kde T'= U, T},, pokud proces (X;,t > 0) je zprava spojity.

Tvrzeni ® Nechf (X;,t > 0) je zprava spojity F;-martingal a 7 € MC(F;). Bud'te T, rostouci posloup-
nost lokalné koneénych podmnozin [0, 00) tuto mnozinu postupné zahustujicich, pak pro 7, = [7]r, plati
Xinr, = Xinr, 20,

Poznamka Pokud je proces X; navic Lo-integrovatelny, pak okamzité mame dokonce silnéjsi tvrzeni
Xinr, = Xiper 120,

nebot mdme k dispozici Lo-integrovatelnou majorantu X | € Ly pro posloupnost Xin,,,n €N,

Dikaz: Protoze, jak vime, plati 7,, | 7, plati také t A7, | t AT pro n — oo. Z predpokladu spojitosti
zprava tak dostavame Xin,, — Xiar. Zbyva tedy ukézat stejnomérnou integrovatelnost posloupnosti Xiar,, .
Protoze (X,)r,uq) je Fe-martingal, a tedy |X| je Fs-submartingal, plati pro k > 0, ze

El|Xinr,|; [ Xinral = K] = > E[IX[; |X,| > k,t A7y = o]
seTnU{t}
< S BIXEIX 2 ket AT = 8] = EIX: [Xins | > &
seTp,U{t}
nebot [|X,| > k,t A7, = s] € F,. Speciélné pro k = 0 dostanem, ze E|Xa,, | < E|X;|. Déle
P(|Xipr,| 2 k) < 3 ElXinr,| < 5 E[X| =0 — 0, k — o0

Plati tedy sup,,en El| Xiam, |5 | Xinn, | = k] < sup{E[|X:|; Al; A € Fi, P(A) < 6} — 0 pro k — co. Q.E.D.

Poznamka: Pro potreby dukazu véty optional stopping theorem pro zprava spojité procesy pripomeneme
odpovidajici diskrétni verzi ovsem v trochu pozménéném tvaru, ktery je snadnym dusledkem puvodni véty.
Bud T C [0, 00) lokalné koneénd mnozina a (X;)r Fi-martingal a 7 € MC(F;). Pak X;., je Fi-martingal.

Véta (Optional Stopping Theorem) Bud (X;,t > 0) zprava spojity F,-martingal a 7 € MC(F;). Pak
X at je opét zprava spojity Fi-martingal.

Dukaz: Budte 0 < u < v < oo pevné a {u,v} C T, C [0,00) rostouci posloupnost lokélné koneénych
podmnozin postupné zahustujicich [0, 00). Pak pro kazdé n € N plat{

7o = [T]1, € MC(F)1,.
Protoze (X;)p, je diskrétni Fi-martingal, mame dle v poznamce zminéné prafrazované diskrétni verze
Optional Stopping Theorem, ze (X, )7, je Fr-martingal, kdykoli n € N. Protoze (u,v) € Ty(?), plati

EI:XU/\Tn‘fU] 2 Xu/\'rn-
Protoze® X, IL4XMT pro t € {u,v}, dostaneme limitnim pfechodem pro n — oo rovnost

EXonr|Fu] 2 Xunr- Q.E.D.

O zprava spojitém F;-adaptovaném procesu (X, ¢ > 0) fekeneme, Ze je to lokdni Fi-martingal,
pokud existuje posloupnost ,,varovnych” ¢asu MC(F;) > 7, T oo takovych, Zze zastaveny piirustkovy
proces Xin.,, — Xo je Fi-martingal.

Poznamka: Je-li X; zprava spojity Fi-martingal, pak je také lokalnim F;-martingalem. Staci volit
posloupnost varovnych ¢asu 7,, = 00.

Poznamka: Bud (X;,t > 0) spojity F;-martingal. Podle tvrzen{ 10 je
7o = inf{t > 0:|X, — Xo| > n} € MC(F).
Zrejme Y; = X; — X je také spojity F;-martingal, priCemz zastaveny proces Y., je omezeny v absolutni

hodnoté hodnotou n € N. Podle bodu (ii) pfedchézejici poznamky tak je takto zastaveny proces Fi-
martingal. Kazdy spojity F;-martingal se tedy dé takto zastavit do omezeného F;-martingalu.

8Tvrzeni i s ditkazem lze vynechat, pokud nam staci Optional Stopping Theorem pouze pro zprava spojité Lo-martingaly.

L.
v Lo-pifpadé bychom vyuzili integrovatelné majoranty | X|* € Ly a konvergence Xin ., = Xipr,n — 00.
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Tvrzeni Nezaporny lokalni F;-martingal X; startujici z X, € IL; je Fi-supermartingal.
Diikaz: Bud 7,, € MC(F;) posloupnost varovnych ¢asti takovych, ze X, — Xy je Fi-martingal. Pak také
Xinr, je Fr-martingal a plati

Xt = hm Xt/\Tn

n—oo

Z Fautova lemmatu pro podminénou a nepodminénou stfedni hodnotu a s € [0, t] tak dostaneme

EX; <liminf EXn,, = EXp <00, tj. Xiel,y

n—oo

E[X,|F{] 2 liminf E[ X,

JTS] = lim Xs/\’m = Xsa
nebot Xy, je F,-martingal. Q.E.D.

Podminéné Fatouovo lemma Budte 0 < X, € L1(2, 4, P),n € N a F C A o-algebra. Pak
X =liminf X, ey = 02EX|F]?liminf E[X,|F,].

n—oo

Dikaz: Pouzijeme Léviho vétu o monoténni konvergenci pro podminénou stiedni hodnotu. Ziejmé plati
0 <infi>, X T X € Ly. Pak tedy

0 ZE[X|F] £ lim Elinf |F] ¢ lim inf E[X,|F] £ liminf E[X,|F]
n—00 k>n n—oo k>n n—oo QE.D

Poznamka: (i) Poznamenejme, ze kazdy supermartingal, ktery si zachovava svou stfedni hodnotu
(droven) je martingalem. Pokud si tedy nezaporny lokalni martingal zachovavéd svou stiedni hodnotu
(kterd muze u supermatingalu maximalné klesat), je to martingal.

(i) Je-li X, zdola omezeny lokalni martingal, je zcela podobné supermartingalem a naprosto analogicky
shora omezeny lokalni martingal je submartingalem. Dohromady tak dostavame, ze omezeny lokalni mar-
tingal je martingalem.

6. WIENERUV PROCES A PRINCIP INVARIANCE

Budte X,, ~ R{—1,1},n € Ny nezavislé ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na dvouprvkové
mnoziné {—1,1}. Ozna¢me odpovidajici ndhodnou prochézku

Sn = i an
k=1

kterou budeme nazyvat symetrickou nahodnou prochdzkou.

Cviceni (i) Na zdkladé principu zrcadleni pro symetrickou ndhodnou prochazku ukazte, ze plati
e P(Sk>k)=2P(S, > k) kdykoli n + k je liché ¢islo pro k,n € N.
(ii) Na zdklade CLV (a stejnomérné konvergence distribu¢nich funkei) ukazte, ze
e P(S,>k) — % pron — oo.
(iii) Ukazte, ze 7 = inf{n € Ny, S,, = k} € MC(FX) spliiuje 73, ¥ co.
(iv) Ukazte, ze S} ~ |S,|.

Poznamka: Bud (X, p) separabiln{ metricky prostor s borelovskou o-algebrou B(X). Necht (X,)>, je
posloupnost ndhodnych veli¢in s hodnotami v (X, B(X)) ne nutné definovanych na stejném pravdépodob-
nostnim prostoru. Pokud X,, — X, v distribuci, pak existuje ndhodna posloupnost (X!, n € Ny) takové,
ze X! ~ X, aze

A N vl
—
X, — X5 n—oo.

Princip invariance Zijemnce o ditkaz necht navstévuje prednasku Principy invariance.
Ve svéle predchozi poznamky lze princip invariance prepsat v nasledujicim tvaru. Existuje spojity proces
W = (W,,t > 0) a posloupnosti symetrickych ndhodnych prochézek S takovych, ze

P (m‘” 25" — W, lokdlng stejnomérné na [0, °°)> =t
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Specialné tedy pro kazdé ¢t > 0 plati
—1/2 S(m)

ims) — Wil %0, m — oco.

sup |m
s€[0,¢]

Z trojihelnikové nerovnosti pak ihned dostaneme

m~% sup SE:ZJ = WE m— oo
s€[0,¢]

Specidlné pro t = 1 pak plati

— m) i
m I/QSupS]( ) 4, Wi, m — oo
j<m

Dle principu zrcadleni pro symetrickou nahodnou prochazku pak plati

Wy 2 lim m Y2 sup S](m) ~ lim m~/2|s(m)

= (Wl

Tedy W; ~ |W1|.

Cviceni (i) Ukazte, ze vyse uvedeny proces W spliuje axiomy kladené na Wieneruv proces.
(i) Ukazte, ze (£ W (a’t),t > 0) je opét Wienertiv proces pro a # 0.
(iii) Ukazte, ze W} ~ |W;| plati pro kazdé ¢ > 0.
(iv) Ukazte, ze 7, = inf{t > 0, W, = h} € MC(F}") spliiuje 75, 200 a spoctéte hustotu casu 7, h # 0.
(v) Ukazte, ze Y; = Wi, je martingal, ale ze

o 7, = (Y%_t Ay +h- 1[t21}) - 17, <o0c) je lokdln{ martingal, ktery neni martingalem pro h # 0.

Bud X : (9, A) — (S,8) ndhodnd velicina. O veli¢ing Y € L(X )" fekneme, Ze je postacugjici statistikou
nahodné veliciny X vzhledem k systému rozdéleni P C P(12, A), pokud Pyy existuje a nezavisi na
vybéru P € P. Symbolem P(€2, A) zde rozumime mnozinu vsech pravdépodobnostnich mér na méfitelném
prostoru (2,.4).

Lemma Bud Y € L"(X) postacujici statistika ndhodné veliciny X : (2, 4) — (S,8S) vzhledem k systému
P CP(Q,A). Pak pro P, € P plati

Qv < Qp = Qx <<Px & & =2(h),

kde h € IL(S)™ je takova, ze Y = h(X). Specidlné pak pfi pozorovéni veli¢iny X nebo Y mame vérohodnostni
pomér mezi () a P ve tvaru

L= 995(X) = $2(v).

dPy
Dikaz: Necht Qy << Py a dQy = gdPy. Ukdzeme, ze dQx = go hdPx. Bud F € S, pak
(8) ngo hdPx = Eplg(h(X)); X € F] = Eplg(Y); X € F] = Eplg(Y) - P(X € F|Y)]

Protoze Y je postacujici statistika pro X vzhledem k {P, Q}, tj. Pxyy = Qxv, plat{
QX e F|lY)Z P(X € FIY) kdykoli'® FeS.
S vyuzitim této vlastnosti dostaneme, ze (8) je rovno

Eplg(Y)- QX € FIY)] = [ G- Q(X € FIY =y)dPy(y) = Eg[Q(X € FIY)] = Q(X € F) = Qx(F).

Specidlné tak Py << Qx a plati % —goh= fj% o h. Q.E.D.

Cviceni Bud N, Poissonuv proces s (neznamou) intenzitou A > 0.

e Ukazte, ze Ny je postacujici statistika pro veli¢inu NJ|,.
e Spoctéte vérohodnostni pomér mezi Hy : A = Ay a Hy : A = \g a ukazte, Ze je to martingal za
platnosti hypotézy H,.

0T6t0 je obecnéjsi definice postacujici statistiky v pifpadé, ze podminéné rozdéleni X za podminky Y nemusi existovat.
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Je-li W, Wieneruv proces, u € R, pak predpisem B; = W;+ut definujeme Wieneridv proces s driftem p.

Poznamka: Je-li B, = W; + ut Wieneruv proces s dritem, pak proces
BY =B, —tB =W, —tWy;, tcl0,1]
nazyvame Brownovym mostem.

Cviéeni Bud B, = W, + ut Wieneriiv proces s nezndmym driftem .

e Ukazte, ze BY m4d vsechny konecné rozmérna rozdéleni normdlni s nulovou stfedni hodnotou.
Spoctéte jeho autokovarianéni funkei cov(BY, BY) = st — s A t.

e Ukaizte, Ze proces B je nezavisly s velicinou W;.

e Ukazte, ze B, je postacujici statistikou pro B|;, kdykoli ¢ > 0.

e Spoctete vérohodnostni pomér mezi Hy : p = py a Hy : g = po zalozené na pozorovani B, a
ukazte, ze takto ziskany proces je martingalem za platnosti hypotézy H.

Poznamka: 7 ptedchoziho lemmatu plyne, ze odpovidajici vérohodnostni pomér mezi Hy : = p1 a
Hy : = pg je za platnosti hypotézy Hy tvaru

fu. (B
L, = fZ;EB:; = exp{ AW, — 3 \?t}, A= g — fig.

Pokud bychom ¢isté hypoteticky zajimali o maximalné vérohodny odhad paramteru p resp. A = pu — po,
pak staci argument exponenciely derivovat dle A, ¢imz dostaneme maximalné vérohodny odhad ve tvaru

/A\t:%Wta tj.  fu=po+;W,=1{Be

Poznamka: Tento maximélné vérohodny odhad je zifejmé LLo-konzisteni ve smyslu
W, =30, t— o0, nebot EGW,)?=t"1—0, pro t— oo

Velmi snadno jsme schopni ziskat i konvergenci skoro jisté tj. silnou konzistenci tohoto odhadu, coz neni
nic jiného nez silmy zakon velkych ¢isel pro Wienertuv proces.

Tvrzeni (Silny zdkon velkych ¢isel pro Wienerav proces) Bud W, Wieneruv, pak plat{
%Wt 0, t— oo, Cisvérdznéji W, < o(t), t— oo.
Dukaz: Protoze E(|W|;)? < 4EW? = 4¢t, plati
E3.GalWe)? <435, n7% < cc.
Odtud ihned plyne, ze [W|, = o(n?). Ozna¢me T = {n* n € N}, pak také
Wal < W < (Wi, = o([tlz) = o(t), t— oo,
nebot pro (n + 1)? = [t]|7 plati, ze 1 < @ < (":—21)2 — 1 pro n — oo. Q.E.D.

Poznamka: Chceme-li mit skutecné hmatatelnou predstavu o limitnim chovéani trajektorii Wienerova
procesu, nezbyva nez uvést zakon iterovaného logaritmu. Bud W, Wieneruv proces a a; = vtInlnt, pak

lim sup ait w, 2 V2 a symetricky litrg(i)gf % w, 2 — V2.

t—o0

7. ELEMENTARNI STOCHASTICKA INTEGRACE A ELEMENTARNI PER PARTES

Bud (F;,t > 0) filtrace. Proces H; nazveme jednoduchym F;-predikovatelnym procesem, je-li tvaru
(9) Ht = Z Htk_l : ]—[tk,1<t§tk]7 t € [Oa OO)(N)a N g N7
keN

kde to = 0 dle definice a kde H, € L(F,) pros € T ={0 =ty <t; < ... <tk € N}.

Proces H; je jednoduchym F;-predikovatelnym procesem praveé tehdy, kdyz je Fi-predikovatelny proces
a jednoduchy v tom smyslu, ze existuje lokélné koneéna T' C [0, 00) takové, ze H; je roven zleva spojité
verzi procesu H .

Jednodychy F;-predikovatelny proces muze predstavovat jednoduchou strategii investovani do néjakého
zbozi (akcie), kdy hodnota H; predstavuje pocet akcii, které investor drzi v ¢ase t > 0. Stejné tak muze
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predstavovat pocet kontraktu futures uzavienych v ¢ase ¢t > 0. Je-li proces X; cena akcie ¢i futures, pak
se proces investorova bohatstvi Y; da vyjadrit ve tvaru

(10) Y, =Yy + Z [:Itk,l(XtAtk — Xint,_,) = Yo + fot H,dXj,
keN

pricemz druhou rovnost vnimame jako defini¢ni pro posledni ¢len pravé strany, ktery nazyvame jednoduchym
(stochastickym) integrdlem procesu H dle procesu X.

Z definice elementarniho integralu lze pifimo ovérit, ze tento elementarni integral je definovan korektné
ve smyslu nezavislosti vysledku na volbé lokélné konecné délici mnoziny T C [0, 00). Speciélné je tak tento
integral stabilni vuéi piipadnému zjemnéni mnoziny 7.

Déle si muzeme predstavit, ze hodnota procesu Y; je trzni cena néjakého podilového fondu a my speku-

lujeme na budouci vyvoj této trzni ceny. Uvazujme strategii danou F;-redikabilnim procesem K, pak
analogicky jako v ptipadé vypoctu hodnoty procesu Y; dospéjeme k zavéru, ze naSe bohatstvi muzeme
vyjadrit ve tvaru
(11) Zy = Zy+ j?o K, dY.
Vzhledem ke stabilité elementarniho stochastického integralu vzhledem ke zjemnéni zdkladni délici mnoziny,
muzeme predpoklddat, ze mnozina T' = {t; : k € N},n C N je spole¢nou zakladnou pro definici obou ele-
mentdrnich stochastickych integralu (10) a (11). V opaéném piipadé prechézime ke spoletnému zjemnéni
obou zakladen. I bez vyse zavedeného predpokladu snadno dojdeme k zavéru, ze proces K,H; je opét
jednoduchy F;-predikabilni se zakladnou, ktera je sjednocenim zdkladen procesu K; a H;. Pravé predstava
spole¢né zakladny obou procesti ndm umoznuje snadnéji ovérit platnost nasledujiciho vztahu

LSEOt K, dY; = Zkz Ktk—l(yvt/\tk - Y;f/\tk—1) = Zk Ktk—1[:]tk—1(Xt/\tk - Xt/\tk—l) = f(f K H,dX;.

Tato vlastnost elementarniho integralu nas tak vede ke snaze ve znaceni vynechavat znaménko integralu.
Misto rovnosti (10) tak budeme psat dY; = H; o dX, pficemz na obou strandch mluvime jako o ele-
mentdarnim stochastickém diferencidlu. Pro takto zavedené symbolické znaceni plati

dZt = Kt (0] d}/; = Kt (@] (Ht O dXt) = Kth O dXt,

coz neni nic jiného nez diferencialni zapis nasledujiciho integralniho zapisu, ktery dava dohromady strategii
H; na primarnim trhu a strategii K; na trhu sekundarnim

Zy=Zo+ § KAY = Zo+ ¢y Kd(§ HAX) = Zy + § KHdX,
pricemz pro prehlednost operativné vynechavame vazanou integracni proménnou. 7 c¢isté symbolicko-
intuitivniho piistupu tak dochazi ke kraceni diferencidlu a integralu ve smyslu
d§ HdX = Ho dX.
Z ¢isté symbolického hlediska, znaménko pro diferencidl d se vyrusi se znaménkem pro integrél [ a z ele-

mentdrniho integraéniho znaménka § tak pouze zbyde elementdrn{ znaménko o, které se nyni spoji s novym
diferencidlem a hraje pak integracni roli mezi primarni strategii H a cenou X na primarnim trhu.

7.1. Elementarni kvadratickd variace a elemtentarni stochastické Per Partés. Bud nyni
T={0=t)y<t1 <...<tgke N}

dan lokdlné koneénd mnozina T' C [0, 00), kde N C N. Nasim cflem je vyjadiit druhou mocninu X? ceny
X, na primarnim trhu pomoci elementérni stochastické integrace. Zacneme rozpisem této hodnoty pomoci
délicich bodu mnoZiny T a to ve tvaru

SR D GRS N0 OVRED VRN E S N0 OVAED VN

keN keN keN
Pomoci elementarniho stochastického integralu tak muzeme pséat

X2 = X3+ 26 Xo)r dX, + §(dX,)2,
kde X4, € A(Fy;) oznacuje zleva spojitou (predikabilni) verzi procesu X|;), € A(F;) a kde

[X]; = $(dX0)2 =3 en(Xent, — Xint,)?

znaci elementdarni kvadratickou variact procesu X vzhledem k déleni T'. Pro elementarni kvadratickou
variaci [Y]; ceny Y; na sekunddrnim trhu vzhledem k déléni T méme

T A
(Y], = ShenYinte — Yoo )2 = Spen B2 (Xint, — Xoney )2 = § H2A[X ], = ¢, H?(dX )2,
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pFicemz posledni rovnost bereme jako definiéni v souladu se substituénim pravidlem d[ X ], = (dXy)2,
které fikd, ze dle diferencidlu (dX;)? integrujeme tak, jako by na jeho misté stal diferencial d[X I, .
Predchozi odsazenou formuli tak muzeme symbolicky zapisovat ve tvaru elementarniho kvadratického
diferencialu

2 2 2 2
(d)/t)T == (Ht @) dXt)T == Ht ©) (dXt)T
Zévérem uvedeme diferencidlni analogii integralni rovnosti pro druhou mocninu X? ve tvaru

(12) dX? =2X|), o dX; + (dXy)

2
o
Pro tiplnost uvedeme i odpovidajici formuli pro druhou mocninu Y;? ceny na sekundarnim trhu

dY? =2V}, o dY; + (dY})? =2V}, Hyo dX; + Hf o (dX,)2.
Na zaveér je treba pripomenout predpoklad, ze body nespojitosti jednoduchého F;-predikabilniho procesu
jsou podmnozinou nasi pevné dané lokalné konetné mnoziny 7' C [0, 00).

Vzhledem ke kvadratickému charakteru elementarni kvadratické variace, muzeme pomoci nasledujici
polarizacéni formule zadefinovat odpovidajici bilinedrni ekvivalent. Pro Uy, V; redlné procesy na [0,00) a
0eT={0=ty<t;<...tg;k € N} C[0,00) lokédlné kone¢nou mnozinu predpisem

T T
[Uv V]tT = % = Z(Ut/\tk - UtAtk_l)(Vt/\tk - Vi/\tk_l)

keN

definujeme elementdarni kovariact procesu U,V vzhledem k déleni T'. Pro elementarni diferencial prave
zavedeného procesu budeme také pouzivat intuitivni oznaceni

dU+V], —diu—v],  dU+V)2-d(U-V)2
(dUY),(dVr), = d[U, V)] = Sl - 22 oo

Ptipomindme, Ze elementarni diferencial vnimame jako symbol slouzici k jednoduchému intuitivnimu
zapisu integralni rovnice. Z takové elementarni diferencidlni rovnice (12) pak okamzité dostaneme rovnost

UV = UpVo + $Usjp. dVi + § Vi), AU, + [U, V]
kterou budeme symbolicky zkracovat ve formé elementarni stochastické diferencialni rovnosti
dU,V, = Ul_tJT— odV, + VUJT— o dU; + (dUt)T(dVYt)T

Tuto rovnost nazyvame elementdrni stochastickou rovnosti Per Partés vzhledem k T.

T
to

8. Ly-STOCHASTICKA INTEGRACE

Bud (X;,t > 0) zprava spojity L, Fi-martingal. Pak kompenzator K; procesu X? nazveme kvadratickym
Fi-kompenzdtorem procesu X,. Lze-li navic najit F;-kompenzator K, ve tvaru o?t, fekneme, ze X, je
Fi-martingal s linedrné kvadratickym kompenzdtorem s konstantou (linearity) o2. Pokud vyse
uvazovany proces X, staruje z Xy = 0, plati

var(X;) = EX? = o°t.
Piiklady takovych procesu jsou

e Wieneruv proces W; s 0 = 1 (popi. W2, nebo W)
e centrovany (nebo také kompenzovany) Poissonuv proces Ny — EN; = N; — At s intenzitou A = o2.

Poznamka F;-Wieneriiv proces je jediny'! spojity Fi-martingal s kvadratickym kompenzatorem t. Naopak
kompenzovany Poissonuv proces My = Ny — EN,; s jednotkovou intenzitou je prikladem nespojitého mar-
tingalu se stejnym kompenzatorem.

Lemma Bud X, Y nezdporné integrovatelné veli¢iny, pokud F[X|Y] € Lo (Y), pak XY € L.

Homuto tvrzent se iké Lévyho véta o charakterizaci Wienerova procesu, kterd iika, ze kazdy spojity lokdlni F;-martingal
W, ktery startuje z Wy = 0, takovy, ze W7 —t je opét lokaln{ F; martingal, je F;-Wienertiv proces. Obecné ke kazdému
spojitému lokdlnimu F; martingalu X, startujicimu z Xy = 0 existuje neklesajici spojity F; V o(N)-adaptovany proces
(X)) takovy, ze X7 — (X); je lokdlni F; V o(N)-martingal, kde N' = {N € F,, : P(N) = 0}. Tomuto procesu (X) se
iiké kvadratickd variace a skutetné v urcitém smyslu hraje roli druhé (kvadratické) variace odpovidajiciho procesu. Dalsi
(DDS) véta fik4, ze vice-méné kazdy lokalni martingal si lze pFedstavovat ve tvaru X; = W ((X)), kde W je néjaky Wienerav
proces.
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Diukaz: Necht 0 < E[X|Y] 2m € N, pak
EXY = lim FXY;Y <n]= lim EY E(X|Y);Y <n|]<m-EY < o0.

n—oo n—oo

Disledek: Bud X, F;-martingal s linedrné kovadratickym kompenzdtorem a H, jednoduchy F;-predikovatelny
Lo-integrovatelny proces s lokdlné kone¢nou délici mnozinou T'= {0 =t < t; < ... <tx;k € N}, N CN.
Pak

Yy = jgot HdX = Z Hy,  (Xint, — Xint_,) € Lo

keN

Y], = §(dY)2 = (Viny, — Vi ,)* € Ly

keN
Specidlné pro elementérni kvadratickou variaci Z; = [Y]tT procesu Y vzhledem k délicf mnoziné 7' plati
= [§ HAX], = §(Ho dX)2 = § H?o =Y H (Xin, — Xing,,)” € L.
keEN

Dikaz: Velicina Y; = fot H,dX, jakozto konecnd suma soucinu LLy-integrovatelnych velic¢in je integrovatelna.
Déle z ptedchozi ¢asti textu vime, ze

Y2 =Z,+2§ Y, HdX,,

kde Y|y, € A(Fy) oznacuje zleva spojitou (predikabilni) verzi procesu Y|;), € A(F;). Ze Schwarzovy
nerovnosti déle dostaneme, ze

E|(thk - Xt/\tk_l)(Xt/\tj - XtAtj_1)| < o’
a z predchoziho lemmatu, ze pak
|Hy, | Htj,l(Xt/\t,c — Xt/\tk,l)(Xt/\tj — Xt/\tj,l)| c Ly,
coz v koneéném dusledku znamenad, ze také po lokalné koneéném naséitani dostaneme
Yt2 = Z Htk_lHtj,l(XtAtk - Xt/\tk_l)(Xt/\tj — Xt/\tj,l) € Ly,
JkeEN

tj. Y; € Ly pro t > 0. Pak [Y]: € L; pak plyne piimo z definice, nebot opét lokalné kone¢nd suma
integrovatelnych procesti je integrovatelny proces.'? Q.E.D.

Tvrzeni Bud X, F;-martingal s kvadratickym kompenzatorem ot a H,; jednoduchy F;-predikovatelny
proces. Oznac¢me K; = o2 f(f H?ds. Pokud je K; integrovatelny proces, pak Y; = ﬁf H,dX, je Ly F;-
martingal. Specidlné pak plati

E ¢ HydX, =0

Diikaz: Protoze pro kazdé t > 0 je Y; kone¢nou sumou soucinu LLs-integrovatelych velicin, plati Y; € L.
Je-li t_1 < s <t <t pak
ElY, = Y,|F] 2 E[H,,_,(X; — X,)|FJ) 2 Hy,_, - BE[X, — X,|F] 2 0.
Specidlné volbou s = t,_1 < t;, = t dostaneme
E[Htk,l (Xt/\tk - Xt/\tk,l)‘ftk,l] % O

Pro s =1, 1 <t =1, pak nas¢itanim dostaneme

E[Y, = YJ|F] £ B He o, (Xene, — Xing, )| Fs] 2
S vyuzitim prvni odsazené formule postupnym podminovanim pro [s|r = t, < t,, = [t]r dostaneme

EYi|F] £ BIE(EY:|F, )| Fi)|F] = EIE(Y:, | F)|F] = EY;, | F] 2 Y.

Q.E.D.

Tvrzeni Bud X, Fi-martingal s kvadratickym kompenzatorem 0%t a H, jednoduchy F;-predikovatelny
proces s délici lokalné kone¢nou mnozinou 7. Oznacme

=§ H,dX, a K,=o>[ H2ds

12Tady nepouzivame nic jiného nez tvrzeni, ze kone¢na suma integrovatelnych veli¢in je integrovatelna veli¢ina. Kolik
séitancu v sumé zavisi na hodnoté ¢, proto fikdme: lokalné kone¢na suma
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Pokud je K; integrovatelny proces, pak Y2, 7, = [Y]tT maji spoleény F;-kompenzator K;. Specidlné pak
var(§, H,dX,) = 0*E [} H?ds.

Dukaz: Z predchoziho textu jiz vime, Ze procesy Y;?, Z; jsou integrovatelné. Oznacme
Vi=2Z, — Ky =Y en HE [(Xen, — Xingo ) — 02 (E At — t Atg_y)]
Podobné jako v predchozim dukazu pro tp_; < s < t < t; dostaneme
EWV, = Vi|F] = Hy  Bl(Xe = Xy, )* = (X = X ,)* = 0*(t = 5)| 7]
SH2 ABX? - X2 — 0t — 8)|F] +2X,,  E[X; — X,|F]} 2 0.

Pro s = t,_; <t = t,,, pak naséitanim opét dostaneme E[V; — V|F,] £ 0. S vyuzitim druhé odsazené
formule postupnym podminovanim pro [s]r =t, < t,, = |t]|r opét dostaneme

EV,|F| £ E[E(E(Vi|F,)|F)IF 2 E[E(V;, | F)|F] £ B[V, |F] 2 V.
Naprosto analogicky bychom ukazali, Ze je F;-martingal i nésledujici proces
Ur =3 ken Yo Hio o (Xene, — Xeng ).
Plati tedy, Ze nasledujici procesy jsou Fy-martingaly: V; = Z; — K;, Y, — K; = Z; — K; +2U;.  Q.E.D.

Shrnuti: Bud X, F;-martingal s kvadratickym kompenzdtorem ot a H, jednoduchy F;-predikovatelny
proces s lokalné koneénou délici mnozinou 7. Pak proces Y, = fot HdX je Fi-martingal s kvadratickym

kompenzatorem K, = o> fot H? ds ovsem za predpokladu, Ze tento ,,kompenzator” je integrovatelny proces.
P1i splnéni zminénych predpokladu pak plati rovnosti
E$ HdX, =0, var(§ H,dX,)=0’E [} H*ds = EK, = E §, H2(dX,)3.

Symbolem R(0,t) budeme rozumét rovnomérné rozdéleni ina intervalu (0, t) a symbolem P; = R(0,t)® P
odpovidajici souc¢inovou miru, pré¢emz predpokladame, Zze pracujeme na zakladnim pravdépodobnostnim
prostoru (£2,.4, P). Dale symbolem ||H||s oznac¢ime Lo-normu v prostoru Lo(P;) a analogicky ||H]||;
odpovidajici Li-normu v L; ().

Lemma Budte H, K jednoduché F;-predikabilni procesy, a,b € R a X bud F;-martingal s kvadratickym
kompenzatorem o*t, pak

afy HydX, +b [} K dX, = ¢ a H,dX, + [, bK,dX,, t>0.
Esup|§ H,dX,|> = E(| § H,dX,[;)? < 40°E [, H>ds, t>0.
s<t

Diikaz: Prvn{ rovnost je ziejm4 z definice. Bud’ déale ¢ > 0 a necht fg H?ds € L. Bez ujmy na obecnosti
muzeme predpokladat, Ze proces fot H?ds integrovatelny, jinak bychom piesli k jednoduchému predika-
bilnimu proces Hy = Hy - 1j3<y) nebo bychom fekli, Ze dokazovana nerovnost plati trividlné. Protoze je jiz
proces [ H?ds integrovatelny, je proces ¢ HydX; je centrovany Lo-martingal s rozptylem o*E [ H? ds.
Z momentové maximalni nerovnosti pro Lo-martingal pak dostavame, ze

BE( § HydX,|})? < 4E(§, H,dX,)? = 40°E [} H?ds. Q.E.D.

Abychom mohli definovat integral fot H,ds byl vhodné meéritelnou veli¢inou, potiebujeme dle napt. Fu-
biniovy véty soucinovou métitelnost. O procesu H; € A(F;) fekneme, ze je Fy-progresivné (postupné)
méritelny, pokud postupné pro kazdé ¢ > 0 mame nasledujici métitelnost

H|; : B[0,t] @ F; — B(R), t>0,
kde pro jednoduchost a prehlednost zapisu misto méfitelnych prostoru pisSeme pouze o-algebry.
Tvrzeni Je-li (X;,t > 0) zleva ¢i zprava spojity Fi-adaptovany proces, pak je Fy-progresivni.
Dukaz: Bud ¢ > 0 pevné a {0,t} C T,, C [0,t] rostouci posloupnost lokdlné konecnych podmnozin
postupné zahustujici interval [0,¢]. Pro zprava resp. zleva spojity F;-adaptovany proces X; postupné
dostaneme

X|e = lim (X7g,,,s € [0,1]) € L(B[0,#] ® F)
X[, = lim (Xpa,, .5 € [0,4]) € L(B0,1] ® F),
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nebot pro lokélné konec¢nou {0,t} C T C [0, ] pii pouziti zdstupného symbolu [ s |7 misto [s]7, |s|r plati

{(s,w) €[0,t] x Q: X([s]r,w) < c} = U {s€[0,t]:[s]lr=r}x[X, < €B[0,t®F* CB0,t]cF.
rer Q.E.D.

Lemma Necht X, je F;-martingal s kvadratickym kompenzéatorem ot. Bud H®™ posloupnost jednoduchych
Fi-predikovatelnych procesi takovych, ze pro kazdé t > 0 je posloupnost H™ |, cauchyovskd v Ly (P;). Pak
pro kazdé t > 0 je posloupnost ﬁf H™ ds cauchyovsks v Ly (P). Je-li navic pro kazdé t > 0

(13) >t HH e[,y < oo,

kde H™ = H™ — H"Y pak pfedpis

(14) H=3 lim H™

definuje F;-predikovatelny proces takovy, ze H™ |, — H|, v Ly(PP;) i P;-sj. kdykoli ¢ > 0 a piedpisem
(15) [IH,dX, =3 lim § H dX,

definujeme F;-adaptovany proces, takovy, ze az na P-nulovou mnozinu plati

(16) fot HY dX, — fot H,ds lokélné stejnomeérné na [0, 00).

Dikaz: Prvni ¢éast tvrzeni plyne okamzité z rovnosti
E| § H dX, — ¢ H™ dX,)? = var(§[HY — HSV]dX,) = o2F [ [HSY — H)? ds.

Bud ¢t > 0 pevné, dle predpokladu a na zdkladé vztahu mezi [L,-normami na pravdepodobnostnl’m prostoru
dostaneme

Ee 32, [H™L| =3, B HOl] = 3, [[H ]l e < 30, 1H el < oo

Pro Prsv. (s,w) € [0,#] x Q je tak suma Y, H®|; absolutné konvergentni. Z definice plyne, ze H jakozto
limitni soucet predikovatelnych procesu tam, kde odpovidajici fada (neabsolutné) konverguje, je opét
predikovatelny proces. Déle

t n
Sl fy HEY dX|luapy = 02 E,[E fy ()2 ds] V2 = 02 3, |[HO) |1y, < oo
A z momentové maximalni nerovnosti pro zprava spojité Lo-martingaly pro ¢ > 0 dostaneme
. n * . n * t n
EY, | o B Xl < S, 1y B dXfi oy < 235, 11 6y B dXlLye) < oo
Opét tak dostaneme, ze predpis (15) korektné definuje Fi-adaptovany proces spliujici (16). Q.E.D.

Tvzrzeni Je-li H, F;- progresivni proces takovy, ze fot ]I:I[2 ds je integrovatelny proces, pak existuje posloup-
nost JF- predlkovatelnych procesit H™ splitujici (13) tak, ze pro F-predikovatelny a JF;-progresivni pro-
ces Hy z (14) plati H|t = HJ; v prostoru Ly ().

Proces H; z predchoziho lemmatu nazveme F;-predikabilnim ekvivalentem ft—progresivniho procesu H.

Dikaz: Je zalozen na nasledujlclm lemmatu. Pro n € N najdeme posloupnost H™ jednoduchych F;-
predikovatelnych procesu spliujicich

IH — H" 1@, < 27
Pak ztejmé ™ = mg. L{s<n] je posloupnost jednoduchych Fi-predikovatelnych procesi konvergujich k H
v Lo(P;) kdykoli ¢ > 0 a to dostanecéné rychle ve smyslu

S NH® @) < 00, kde  HM =H® — HD
Volba H z (14) dle odpovidajiciho lemmatu dédva hledany proces spliujici deklarované vlastnosti. Q.E.D.
Lemma Bud H, F,-progresivn{ proces takovy, ze fot ]I:I[g ds je integrovatelny proces. Je-lir > 0 a e > 0,
pak existuje jednoduchy F;-predikovatelny proces H takovy, ze
|H — Hl[L,,) <e.
Dikaz: Prozatim odklddam.
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Korektnost definice: Jsou-li H™ H!" dvé posloupnosti jednoduchych Fi-predikovatelnych procest
spliujicich (13), pak plati
(3 lim § H dX,, ¢ >0) 2 (3 lim § H dX,,t>0),

n—oo n—oo

coz znamend, ze predpis (15) korektné definuje proces
[ =([yH,dX,,t>0),

ktery je az na mnozinu miry nula uréen jednoznacné, a tento proces je skoro jisté opét zprava spojity,
jakozto sj.-limita zprava spojitych procesu v lokédlné stejnomérné konvergenci. Protoze je to Fi-adaptovany
proces, ktery je La-limitou F;-martingalu, je to opét L, Fi-martingal. Nadale budeme vysSe zavedenym
oznacenim rozumeét naopak zprava spojity G;-adaptovany proces, ktery je skoro jisté roven puvodnimu
procesu, kde
gt:ft\/O'(N), N:{FEFOOP(F>:O}

Protoze je o(N) 1L Fo, je F; nezdvislym rozsitenim filtrace F, je proces I; také Lo Gi-martingalem. A
totéz plati i pro nové posunuty vyznam procesu, ktery znac¢ime symbolem

JHAX = ([ HdX,t > 0) = (f, H,dX,,t > 0).
Na zavér je pieci jen vhodné pfipomenout souvislost procestt H™ s procesem H. Procesy H™ jsou voleny
tak, aby H™|, — H]|, v Ly(IP;) konvergovaly dostatecné rychle pro kazdé ¢ > 0.

Diikaz korektnosti: Jsou-li H™ HM dvé alternativni posloupnosti konvergujici v Ly(PP,) dostatecné
rychle ve smyslu (13) k F;-progresvnimu predikabilnimu procesu H pro kazdé ¢ > 0, pak H{" = H™ —H
konverguje dostatecné rychle k nule, jak ukdzeme. Oznacme

g =g gt g g —g-b o giel = giel gl
Pak H{" = g™ — g 4 plati
2o H |y < 32, 1H P Lo + 20, HH M|y < 0o
Dle lemmatu procesy § H{M dX = $ H™ dX — $ HM dX konvergujf lokalné stejnomérné skoro jisté. Protoze
Bl §iHM X2 = o2 [J(H)2ds — 0, n — oo,
je takovou limitou napiiklad identicka nula. Q.E.D.

Cviceni: (i) Budte Y,k € N nezdvisle stejné rozdélené ndhodné veliciny a N Poissonuv proces s
intenzitou A\ > 0 nezdvisly s FY. Ukazte (pomoci charakteristickych funcki), Ze pak proces

N
(17) Si=> %
k=1

ma nezavislé prirustky a spoctéte jeho stredni hodnotu, pokud Y; € IL; a rozptyl, pokud Y; € Ls.
(ii) Ukazte, ze, je-li proces Sy centrovany s konecnym rozptylem, je to Fi-martingal s linedrné kvadratickym
kompenzatorem.

Proces S; z (17) se nazyva sloZeny Poissonidv proces s intenzitou skoku A > 0 a s velikostmi
skoku s rozdélenim Py, .

Poznamka: Kompenzovany Poissonuv proces a stejné tak slozeny Poissonuv proces jsou piiklady pro-
cesu s lokalné konecnou variaci a pro tyto procesy neni tieba zavadét specidlni stochasticky integral. Vyse
zavedeny integral v téchto ptipadech souhlasi s integralem definovanym po trajektoriich skoro jisté. V lim-
itnim pripadé ze slozeného Poisssonova procesu jsme vsak schopni obdrzet jakykoli proces s nezavislymi
homogennimi prirtutky spliujici nize uvedené kvalitativni vlastnosti, které zahrnuji i ptipad Wienerova
procesu.

O procesu L; startujicim z Ly = 0 se zprava spojitymi trajektoriemi rekneme, ze je to Lévyho proces,
pokud mé nezavislé prirustky a homogeni ve smyslu L., — L; ~ Ly, kdykoli h,t > 0.

Cviceni Ukazte, Ze centrovany Léviho proces s koneénym rozptylem o2 = var(L;) je jednoduchy F;-

martingal normovany na hodnotu o?.

Poznamka: Lévyho proces je obecné ve tvaru, ktery se da vyjadrit jako soucet tii nezavislych slozek.
Prvni slozkou je linearni trend, druhy je az na multiplikativni konstatnu Wieneruv proces a ttet{ je cisté
skokovy proces, ktery je limitou slozenych Poissonovych procesu a pravé tato treti ¢ast je prikladem
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skokového procesu, ktery nemusi mit konecnou variaci, a pro ktery tak ma smysl zavadét stochasticky
integral ne po trajektoriich, ale lze to udélat na zakladé LLo-izometrie, je-li tento proces LLo-integrovatelny.
Je ztejmé, Ze nekonecné variace muze skokovy proces dosdhnout pouze za cenu nekoneéného poctu skoku
na konec¢ném intervalu. Aproximujici slozené Poissonovy procesy tak musi mit ¢im dal tim vétsi intenzitu.

9. ITOOVY PROCESY, ITOOVA FORMULE

(1) rozsiteni definice stochastického integralu pomoci zastavovani

(2) kvadratické variace Wienerova procesu

(3) kvadratickd variace Itoova lokalniho martingalu, indetifikace Lo-martingalu

(4) Stochastické Per Partés, Itoova formule (staci v jednorozmérném pripadé pro C?-funkce)
(5) Ornstein Uhlembeckuv proces, Geometricky Brownuv pohyb, Brownuv most

(6) stochastické diferencidlni rovnice (jednozna¢nost stochastické exponencidly a OU procesu)
(7) Black Scholes fromule a odpovidajici -hedging pro Evropskou call opci



