
1. V urně máme tři kuličky a každá z nich má b́ılou nebo černou barvu. V každém kroku náhodně
vytáhneme jednu kuličku. S pravděpodobnost́ı 1

2
ji vrát́ıme zpět do urny a s pravděpodobnost́ı 1

2

mı́sto ńı do urny dáme kuličkou opačné barvy. Označmě Xn počet kuliček b́ılé barvy v urně po
n-tém kroku pro n ∈ N0.

(a) Uvědomte si, že {Xn} je homogenńı Markov̊uv řetězec. (0 bod̊u)

Důsledný př́ıstup znamená ověřit markovskou podmı́nku:

P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i) (1)

v př́ıpadech, že pravděpodobnost jevu v podmı́nce na levé straně je kladná, a ověřit podmńıku
homogenity ř́ıkaj́ıćı, že např. pravá strana (1) by neměla záviset na hodnotě n ∈ N0. Postačuj́ıćı
podmı́nkou pro rovnost (1) je, pokud pravděpodobnost na levé straně je nezávislá na hodnotách
in−1, . . . , i0. Zde je to z povahy pokusu zřejmé, nebot’ pravděpodobnost, že bude vytažena b́ılá
či černá koule záviśı čistě na počtu b́ılých kouĺı v urně a protože rozd́ıl Xn+1−Xn záviśı na tom,
zda bude tažena b́ılá koule a na daľśı nezávislé veličině s alternativńım rozděleńım s parametrem
1/2.

Formálńı př́ıstup by vyžadoval zavést pomocné nezávislé1 náhodné veličiny Vn ∼ R{1, 2, 3}
udávaj́ıćı, která kulička v pořad́ı urně je vybrána a Un ∼ R{0, 1} ř́ıkaj́ıćı, zda byla vytažená
kulička nahrazena v urně kuličkou opačné barvy. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat,
že b́ılé kuličky maj́ı nižš́ı pořadová č́ısla než černé. Pak dostaneme vyjádřeńı např. ve tvaru

Xn+1 −Xn = Un[2 · 1[Xn<Vn] − 1]. (2)

Jakmile máme zadáńı úlohy takto formálně podchyceno, je možné markovskou podmńınku (1)
ověřit t́ım, že vyjádř́ıme obě strany rovnosti ve tvaru

P (j − i = Un[2 · 1[i<Vn] − 1]) = P (j − i = U1[2 · 1[i<V1] − 1]).

T́ım, že tato hodnota nezáviśı na n máme ověřenu i homogenitu řetězce.

(b) Sestavte matici pravděpodobnost́ı přechodu. (1 bod)
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(c) Klasifikujte stavy řetězce. (1 bod)

Všechny stavy jsou vzájemně dosažitelné. Řetězec je tak nerozložitelný a všechny stavy jsou
stejného typu. Protože jde o konečný řetězec, jsou všechny stavy trvalé nenulové. Jsou také nepe-
riodické, protože např. ze stavu 0 je možné se do něj vrátit po 1 kroku s kladnou pravděpodobnost́ı.

(d) Najděte stacionárńı rozděleńı (pokud existuje). (2 body)

Stacionárńı rozděleńı je dáno kromě podmı́nkou 1 = π0 +π1 +π2 +π3 také podmı́nkou πT = πTP
ve tvaru
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Z prvńı a posledńı rovnice dostaneme po řadě podmı́nky 1
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π2. Dosazeńım

do centrálńıch rovnic pak dostaneme rovnost π1 = π2. Stacionárńı rozděleńı je tak tvaru

π
T

= π0(1, 3, 3, 1) = 1
8
(1, 3, 3, 1).

Hodnotu π0 jsme určili tak, aby výsledný vektor dal v součtu hodnotu 1.

1Předpokládáme, že nově uváděné veličiny jsou všechny navzájem nezávislé a také nezávislé s hodnotou X0.



(e) Spočtěte absolutńı pravděpodobnosti po jednom kroku při rovnoměrném počátečńım rozděleńı
(na množině {0, 1, 2, 3}). (1 bod)
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2. Mějme markovský řetězec s množinou stav̊u {1, 2, 3, 4, 5} a s matićı pravděpodobnost́ı přechodu
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(a) Klasifikujte stavy řetězce. (1 bod)

Množina {1, 3, 5} je uzavřená konečná a všechny stavy v ńı jsou navzájem dosažitelné. Proto
jsou stavy 1,3,5 trvalé nenulové a se stejnou periodicitou. Zde jsou aperiodické, nebot’ např.
p55 = 1

2
> 0. Stavy 2,4 jsou přechodné, nebot’ jsou z nich dosažitelné stavy, které ovšem nejsou

vzájemně dosažitelné např. 2→ 1 6→ 2, 4→ 3 6→ 4. Stav 2 je aperiodický, nebot’ p22 = 1
3
> 0 a

stejně tak stav 4, nebot’ je vzájemně dosažitelný se stavem 4 (a tedy stejného typu).

(b) Najděte stacionárńı rozděleńı (pokud existuje). (2 body)

Kromě normuj́ıćı podmı́nky muśı stacionárńı rozděleńı splňovat soustavu rovnice πT = πTP ve
tvaru
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Sečteńım soustavy rovnic πT = πTP vždy dostaneme πT1S = πTP1S = πT1S = 1 rovnici, která
vždy plat́ı. Zde 1S je vektor samých 1 idexovaný prvky množiny S. Využili jsme toho, že matice
P je stochastická, a tedy součet na každém řádku má 1, což lze zapsat v maticovém vyjádřeńı
ve tvaru P1S = 1S. Můžeme tak jednu z pěti rovnic ignorovat, vybereme si např. tu prostředńı.
Druhá a čtvrtá rovnice dávaj́ı pouze triviálńı řešeńı pro hodnoty π2 = 0 = π4, což v klasifikaci
odpov́ıdá tomu, je jsou to stavy přechodné. Z prvńı rovnice pak dostaneme podmı́nku ve tvaru
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(c) Najděte matici U pradvěpodobnost́ı absorpce do množiny trvalých stav̊u. (2 body)

Seřad́ıme stavy tak, že nejprve uvedeme trvalé stavy a pak teprve přechodné s t́ım, že ji-
nak pořad́ı mezi stavy zachováváme. V tomto přeč́ıslováńı seṕı̌seme matici (Q,R) obsahuj́ıćı v
řádćıch rozděleńı přechodu z přechodných stav̊u {2, 4} s t́ım, že nyńı pořad́ı stav̊u je 1, 3, 5, 2, 4.
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Dále poč́ıtáme
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Matici pravděpodobnost́ı absorpce pak dostaneme ze vzorce
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Pravděpodobnostńı rozdělěńı absorpce do stav̊u 1,3,5 je tak ze stavu 2: 1
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3. Mějme markovský řetězec s množinou stav̊u N0 a s matićı pravděpodobnost́ı přechodu
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Klasifikujte stavy řetězce a najděte stacionárńı rozděleńı (pokud existuje). (5 bod̊u)

Řetězec je nerozložitelný, a všechny stavy jsou tak stejného typu. Všechny stavy budou trvalé
nenulové, nebot’ bude existovat stacionárńı rozděleńı (viz. ńıže). Stavy jsou aperiodické, nebot’

např. p00 = 1
2
> 0.

Kromě normuj́ıćı podmı́nky 1 =
∑∞

n=0 πn máme k dispozici následuj́ıćı rovnice
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Podobně jako u jiných př́ıklad̊u, jednu rovnost dostaneme z ostatńıch. Zde můžeme pominout
např. prvńı rovnici. Ze druhé dostaneme vztah 2
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π0. Z posledńıho řádku dostaneme požadavek
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πk; k ∈ N. Tedy πk+1 = 2−kπk, k ∈ N. Z normuj́ıćı podmı́nky pak dostaneme požadavek
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Tedy π1 = 0.3, dále π0 = 4
3
· 0.3 = 0.4 a πk = 2−(k−1)0.3, k ∈ N.


