
cvičeńı z Náhodných proces̊u 1 (NMSA334)

9. obecný proces množeńı a zániku, systémy hromadné obsluhy

Obecný proces množeńı a zániku je homogenńı Markov̊uv řetězec se spojitým časem, množinou
stav̊u S = N0 a matićı intenzit tvaru

Q =


−λ0 λ0 0 0 0 . . .
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 0 . . .
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 0 . . .

0 0 µ3 −(λ3 + µ3) λ3
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . .

 ,

kde {λi}∞i=0 ⊆ (0,∞)N0 , {µi}∞i=1 ⊆ (0,∞)N. Vnořený řetězec je nerozložitelný a všechny stavy má trvalé
právě tehdy, když

∑∞
k=1

∏k
i=1

µi
λi

= ∞. Za této podmı́nky pak existuje netriviálńı invariantńı mı́ra η ∈
(0,∞)N0 a to tvaru

ηk = η0
∏k−1

i=0
λi
µi+1

, k ∈ N0 .

Jestliže
∑∞

k=1

∏k−1
i=0

λi
µi+1

< ∞, potom lze invariantńı mı́ru znormovat na stacionárńı rozděleńı, které je

zároveň limitńım rozděleńım.

Do tohoto modelu spadá systém hromadné obsluhy (M/M/c) pro c ∈ N ∪ {∞} s nekonečnou frontou
odpov́ıdaj́ıćı volbě

λi = λ, µi = µmin{c, i} pro λ, µ ∈ (0,∞).

Zde jsou stavy trvalé právě tehdy, když λ ≤ cµ, a v tom př́ıpadě je invariantńı mı́ra tvaru

ηk = η0
1

k!

(
λ

µ

)k
, k ≤ c, ηk = ηc

(
λ

cµ

)k−c
, k ≥ c.

Stacionárńı (limitńı) rozděleńı pak existuje právě tehdy, když λ < cµ.

Analogicky bychom pro konečnou množinu stav̊u S = {0, . . . , n}mohli uvažovat proces s matićı intenzit

Q =



−λ0 λ0 0 0 . . . 0 0 0
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 . . . 0 0 0

0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2
. . . 0 0 0

... 0
. . . . . . . . .

...
...

...
...

...
. . . . . . . . . λn−3 0 0

...
...

...
. . . . . . −(λn−2 + µn−2) λn−2 0

0 0 0 0 . . . µn−1 −(λn−1 + µn−1) λn−1
0 0 0 0 . . . 0 µn −µn


,

kde (λi)
n−1
i=0 , (µi)

m
i=1 ∈ (0,∞)n. Stacionárńı rozděleńı π zde existuje a splňuje

πk = π0
∏k−1

i=0
λi
µi+1

, k ∈ {0, 1, . . . , n} .
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