cviceni z Nahodnych procesi 1 (NMSA334)

4. koneéné homogenni markovské fetézce - klasifikace stavu, stacionarni rozdéleni, absorpce

Bud (X,,)5°, homogenni{ markovsky fetézec se spocetnou mnozinou stavi S = Sy a matici prechodu P.
Stav j € S je dosaZitelny ze stavu i € S (piSeme ¢ ~~ j), pokud existuje n € Ny takové, ze pg) > 0.
Vektor 7 € [0,1]° nazveme staciondrnim rozdélenim fetézce (X)), pokud

Jsou-li vSechny stavy vzdjemné dosazitelné, fetézec je nerozloZitelnyy, v opacném piipadé rozloZitelny.
Mnozinu prechodnych (transientnich) stavi znac¢ime T' a trvalych stava C.

Poznamka. (a) Pokud stavy ¢,5 € S jsou vzajemné dosazitelné, tj. i ~ j ~~ i, pak jsou stejného typu.
(b) V konecném fetézci nejsou zadné stavy trvalé nulové a neni mozné, aby vsechny stavy byly prechodné.
(c) Pokud i ~~ j + i, pak stav i je prechodny.

(d) V konecném tetézci vzdy existuje stacionarni rozdéleni a je jednoznacné prave tehdy, kdyz jsou vsechny
trvalé stavy vzdjemné dosazitelné. Je-li 7 staciondrni rozdéleni a i € S je pfechodny stav, pak m; = 0.1

Poznamka. Retézec je rozlozitelny pravée tehdy, kdyz je matice prechodu nésledujiciho tvaru (rozlozitelnd)

P 0
P=(Qn)
kde P* € RE*C je (stochastickd) matice prechodu podietézce tvoreného vsemi trvalymi stavy, 0 = Ogxs €
{0}9*9 je nulovd matice (zamezujici piechodiim z trvalych stavii do piechodnych), R € R™*T je ma-

tice prechodu mezi piechodnymi stavy (neni stochasticka) a Q € RT*“ je matice tvofend piechodovymi
pravdépodobnostmi z prechodnych stavu do trvalych.

Pro i € T,j € C uvazujeme pravdépodobnosti absorpce u;; < P;(U,[X; € T,... X, € T, X,, = j|)
popisujici pravdépodobnost, ze fetézec startujici ze stavu i € T' ze vSech trvalych stavu poprvé vstoupi
prave do stavu j € C. Matici absorpce U = (u;;5)ier,jec pak mizeme pii zapocteni viech scénait vyjadrit
pomoci nasledujictho vzorce

U= (I -R)'Q|=)> R"Q.
n=0

Matice R™ zde znaci (nestochastickou) matici pfechodu mezi prechodnymi stavy po n-krocich a soucin
R"Q pak predstavuje pravdépodobnosti prechodu z prechodnych stavii do trvalych po n + 1 krocich
prislusnych jevu, ze k prvni navstévé mnoziny trvalych stava dochazi pravé v ¢ase n + 1.

Priklady
1. (model vymeény tepla) Uvazujme dvé urny, ve kterych je celkem k kouli oé¢islovanych 1,2,..., k.
V kazdém kroku se ndhodné zvoli jedno ¢islo mezi 1,2, ...,k a koule s danym ¢islem se premisti do

druhé urny. Pocet kouli v urné reprezentuje teplotu télesa a premisténi koule vyménu tepla. Oznacme
X, teplotu prvniho télesa (tj. pocet kouli v prvni urné) v ¢ase n. Ukazte, ze (X,,)2, tvori homogenni
Markovuv fetézec, najdéte matici pravdépodobnosti prechodu. Spoctéte stacionarni rozdéleni.

2. (model miseni dvou nestlac¢itelnych kapalin) Méjme dvé urny, kazdé z nich obsahuje k kouli. Celkem
mame 2k kouli, z toho k bilych a k ¢ernych. V kazdém casovém okamziku probiha proces miseni
takto: v kazdé z uren ndhodné zvolime jednu kouli a pfemistime ji do opa¢né urny (vymeéna probiha
soucasné). Ndhodna veli¢ina X,, uddva pocet bilych kouli v prvni urné v ¢ase n. Ukazte, ze posloup-
nost (X)), je homogenni Markoviv fetézec, najdéte matici pravdépodobnosti prechodu.

!Tuto implikaci lze obratit, pokud v uvazovaném koneéném fetézci jsou viechny trvalé stavy vzdjemné dosazitelné.



3. Méjme tii prihrddky, do kterych umistujeme kulicky (kazdé prihrddka muze obsahovat maximalné
jednu kulicku). V kazdém ¢asovém okamziku vybereme rovnomérné ndhodné jednu z piihrdadek.
Pokud neni obsazena, vlozime do ni kulicku. Pokud je obsazena, s pravdépodobnosti % z ni kulicku
odebereme a s pravdépodobnosti % kulicku ponechame. Oznac¢me X, pocet obsazenych piihradek
v ¢ase n. Urcete matici pravdépodobnosti prechodu Markovova fetézce (X)), . Klasifikujte stavy
fetézce a spoctéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje). Predpoklddejte, ze pocédtecni rozdéleni je
rovnomérné (kazdy stav mé stejnou pravdépodobnost) a spoctéte absolutni pravdépodobnosti po
jednom kroku.

4. Klasifikujte stavy Markovova fetézce s matici pravdépodobnosti prechodu
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kde p € (0,1). Spoctéte stacionarni rozdéleni.
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5. Klasifikujte stavy Markovova fetézce s matici pravdépodobnosti prechodu
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6. Uvazujme objekt, ktery se pohybuje po planu znédzornéném na obrazku. Pohyby jsou pouze mezi
Sesti vyznacenymi body. V kazdém kroku si objekt vybere jeden ze ¢ty sméru (sever, vychod, jih,
zéapad — kazdy se stejnou pravdépodobnosti) a timto smérem se vydd. Uréenym smérem se pohybuje
tak dlouho, dokud je to mozné (pokud v daném sméru nevede cesta, zustava na misté). Oznacme
X, polohu castice po n krocich. Urcete matici pravdépodobnosti prechodu P Markovova fetézce
(Xn)5e,. Klasifikujte stavy fetézce a urcete matici U pravdépodobnosti absorpce do trvalych stavu.
Spoctéte stacionarni rozdéleni.

7. Klasifikujte stavy a spoctéte stacionarni rozdéleni Markovova fetézce s matici pravdépodobnosti
prechodu
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8. Mé¢jme urnu a 5 kouli. V kazdém kroku budeme koule z urny odebirat nebo do urny pridavat
podle nasledujiciho schématu. Pokud je urna prazdna, naplnime ji vSemi péti koulemi. V opacném
pripadé z urny odebereme s pravdépodobnosti % ¢tyti koule, s pravdépodobnosti % dveé koule a
s pravdépodobnosti % zadnou kouli. Pokud bychom méli odebrat vice kouli nez se pravé v urné
nachézi, tak odebereme vsechny koule, které v urné jsou. Necht X znaéi pocet kouli v urné po n
krocich. Urcete matici pravdépodobnosti prechodu Markovova fetézce (X,,)22 . Klasifikujte stavy
fetézce a spoctéte staciondrni rozdéleni (pokud existuje). Urcete matici pravdépodobnosti absorpce
do trvalych stava. Predpoklddejte, ze pocéatecni rozdéleni je rovnomérné (kazdy stav mé stejnou
pravdépodobnost) a spoctéte absolutni pravdépodobnosti po prvnim kroku.



