cviceni z Nahodnych procesi 1 (NMSA334)

3. matice prechodu, Perronuv vzorec, klasifikace stavu na zakladé chovani P"

Bud X = (X,)>, homogenni Markoviv fetézec se stavy v (S,8), kde & = 2% je mnozina vsech
podmnozin mnoziny S. Pro i € S pak existuje pravdépodobnostni mira P; na (S,S)®N takova,! ze

PAAP(Xy =i) = P(XM € A, X = i), AcS™ keNy kde X" = (X, 1), (1)

Hodnotu P;(A) budeme o néco intuitivnéji (a o néco méné presnéji) znacit symbolem P;(X € A) a
budeme ji interpretovat jako podminénou pravdépodobnost jevu [X € A] za podminky, Ze nastane jev
[Xo = 1.

Jev i € S oznacime jako prechodng, pokud P;(Vn € N X,, # i) > 0, tedy pokud se s kladnou
pravdépodobnosti fetézec do tohoto stavu nevrati, pokud z néj vystartuje v ¢ase 0. V opa¢ném piipadé,
tedy pokud se fetézec do pocateéniho stavu i skoro jisté vrati, formélné P;(In € N X,, = i) = 1, pak
fekneme, ze stav i je trvaly.

Oznac¢ime-li 7;(1) &£ inf{n € N; X,, = i} dobu pruni ndvstévy stavu i, pak trvaly stav i € S nazveme
nulovy, pokud stredni doba ndvratu do stavu 7 je nekonecna, tj.

V opaéném piipadé, tj. pokud E;7;(1) < oo, trvaly stav i € S nazveme nenulovy.

Bud P matice prechodu fetézce (X,,)2, a oznacme (pl(.;‘))i’je s 2 P” prvky n-té mocniny reprezentujici
hodnoty
Py’ = Pi(Xa = j).

Pokud i € S je takovy, ze D; &£ {n € N;pgin) > 0} # 0, pak definujeme d; 2L NSD(D;), a pokud d; > 1
pak stav ¢ nazveme periodicky s periodou d;; neperiodickyy, pokud d; = 1. Dale plati
(1) stav i € S je trvaly pravé tehdy, kdyz Zio:lpl(-f) = 00,

(n)

[

(2) trvaly stav ¢ € S je nulovy pravé tehdy, kdyz p;;” — 0 pro n — co.
Véta. (Perroniv vzorec) Necht n, k € N,k 2 {1,... k}. Necht A € R"*" m4 charakteristicky polynom

det(Al, — A) = Hjek()\ — )",

kde 1,, 2L diag(1,) € R™ " je jednotkova matice. Pak

An _ Z 1 dmj—l |:adj()\ﬂn—A) )\n:| ’ ne NO,

jek (m;—1)! g\™i—! ;i (N)

A=)

kde 1;(A) 2 Tl 3 (A = A)™ = W-
Poznamka. Je-li funkce f realné proménné diferencovatelna v bodé Ay, pak plati
d%[f(A)(A — 20)l[x=x = F/(X0) (Ao — Xo) + f(Xo) = f(Xo).
Tvrzeni. Necht (X,,,Y,)%, je Markovuv fetézec se spoctenou mnozinou stavi S; X Sy a necht
P(Xp11 = 21| X0 =20, Y = yn)

nezavisi na hodnoté y,, € Sy kdykoli z,,, z,,41 € S1 an € Ny. Pak (X,,)32, je Markovuv fetézec s mnozinou
stavu Sj.

Pro A = {(io, ... in)} x SN staci polozit P;(A) 2L 1 1Digi, - - - Pin_yin» Kde p;j je prechodova pravdépodobnost ze
stavu i do stavu j, a nasledné rozsitit P; na pravdépodobnostni miru na S®No. Pokud i € Sy, pak je mira P; jednoznaén4.



Poznamka. (i) Markovskd podminka (7) z minulé hodiny je splnéna prave tehdy, kdyz plati
P(XnJrl — j’Xn - Z',anl - Z‘nfl, e 7X0 - Z0> - P(XnJrl — ]|Xn - 7/-,an1 — jnfl, PN 7)(0 - jo), (2)

kdykoli jevy v podminkach na obou strandch maji kladnou pravdépodobnost.?
(ii) Nahodna posloupnost (X,,)2°, nabyvajici hodnot ve spocetné mnoziné S je markovskym fetézcem
pravé tehdy, kdyz

Pxo, Xno1, Xnst s X Xn = PXor Xn_11Xn @ PXoir o X | X
kdykoli 1 < n < m, tedy pokud minulost a budoucnost procesu jsou podminéne nezdavislé, kdyz podminujeme
soucasnosti procesu.

Priklady

1. Necht (V)% je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in s diskrétnim rovnomérnym rozdélenim
na mnoziné {—1,0,1}. Uvazujme posloupnost Z,, < max{Y3,...,Y,},n € Ny. Ukazte, ze se jedna
o homogenni Markovuv fetézec. Urcete matice pravdépodobnosti prechodu vsech radu. Klasifikujte
stavy tetézce (7).

2. Necht (Y,,)2, je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s diskrétnim rovnomérnym rozdélenim
na mnoziné {—1,0,1}. Uvazujme posloupnost X,, 2L Y, + Y, 11,n € Ny. Ukazte, ze posloupnost
(X5)22, neni markovsky fetézec.

Ndvod: ukazte, Ze neplati vzorec (2). UvaZugte trajektorie (2,0,2), (—2,0,2) posloupnosti (Xo, X1, X3).

3. Méjme neomezenou zasobu kulicek a k prihradek. V kazdém kroku jednu kulicku nahodné vlozime
do jedné z prihradek. Necht X,, oznacuje pocet obsazenych piihrddek v case n. Ukazte, ze (X,,)°%, je
homogenni Markovuv fetézec, urcete matici pravdépodobnosti prechodu a klasifikujte stavy fetézce.

4. Je dan Markovuv fetézec s matici pravdépodobnosti prechodu

0 1/2 1/2
P=|1/2 0 1/2 |,
1/2 1/2 0

tj. jde o nahodnou prochézku na trojuhelniku. Spoctéte P™, n € Ny. Klasifikujte stavy fetézce.

5. Uvazujme Markovuv fetézec s mnozinou stavu S = {0, 1} a matici pravdépodobnosti prechodu

1—a a
PZ( b 1—b)’

kde a,b € (0,1). Spoctéte P™. Urcete rozdéleni ¢asu prvniho ndvratu do stavia 0 a 1. Pomoci
obdrzenych vysledku klasifikujte stavy fetézce.

6. Méjme dvé urny , kazda z nich obsahuje £k kouli. Celkem mame 2k kouli, z toho k bilych a k ¢ernych.
V kazdém casovém okamziku probiha proces miseni takto: v kazdé z uren nahodné zvolime jednu
kouli a pfemistime ji do opa¢né urny (vymeéna probihd soucasné). Nahodn4 veli¢ina X,, udava pocet
bilych kouli v prvni urné v case n. Ukazte, ze posloupnost (X,,)5°, je homogenni Markoviv fetézec,
najdéte matici pravdépodobnosti prechodu.

7. (model vymény tepla) Uvazujme dvé urny, ve kterych je celkem k kouli oé¢islovanych 1,2,..., k.
V kazdém kroku se ndhodné zvoli jedno ¢islo mezi 1,2, ...,k a koule s danym ¢islem se premisti do
druhé urny. Pocet kouli v urné reprezentuje teplotu télesa a premisténi koule vyménu tepla. Oznacme
X, teplotu prvniho télesa (tj. pocet kouli v prvni urné) v ¢ase n. Ukazte, ze (X,,)52, tvorf homogenni
Markovuv fetézec, najdéte matici pravdépodobnosti prechodu.

2Dtikaz takového tvrzeni by se opiral o velice jednoduché, ale diilezité lemma iikajici, ze pokud A, B jsou jevy a X diskrétni
ndhodnd veli¢ina takova, ze P(A|B, X = i) nezdvis{ na hodnoté i, pak tato spole¢nd hodnota je rovna P(A|B). Formélnéji:
existuje-li p € [0,1] takové, ze (Vi) P(ANBN[X =i]) = pP(BN[X =1]), pak také P(AN B) = pP(B).



