cviceni z Nahodnych procesi 1 (NMSA334)

2. nahodny soucet nahodnych veli¢in, proces vétveni

Véta. Necht (X;)32, je posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych ¢itacich ndhodnych velicin, kterd
je nezavisla s c¢itaci velicinou N. Pak velicina Sy <L ijzl Xy je citaci a pro kazdé s > 0 plati

Eso™ = E(Es*1)V | (1)

Rovnost (1) plati i pro takova s € C, pro kterd E|s|*N < oo, a pro né lze tuto rovnost zapsat v feci
vytvorujicich funkei v nasledujicim tvaru

Psy(s) = Pn(Px,(s)) | (2)

Stredni hodnotu a rozptyl veli¢iny Sy je pak mozné spoc¢itat napf. z nasledujicich vzorcu

ESy = EN - EX;, var(Sy) = EN - var(X;) + var(N) - (EX;)?| (3)

Poznamka. V kontextu vyse uvedené véty plati
P(Sy=k)=> " P(N=n)P(Sy =k|[N=n)=> " P(N=n)P(S,=Fk), kde 5, 2 Z;‘ZIXJ-.

Znaéeni. Necht P, Q, R jsou pravdépodobnostni miry soustfedéné na mnoziné Ny po fadé s vahami p, g,r €
RN . Piseme R = P*Q, pokud plati nasledujici rovnosti

Th =m0 @i, k€N, (4)

kde p’* oznacuje k-ty prvek posloupnosti p™* predstavujici n-tou konvoluéni mocninu posloupnosti p € RNe.

Galtonovym- Watsonovym procesem vétveni odpovidajici pravdépodobnostim vahdm (pi)5, gene-
rugici rozdéleni P rozumime posloupnost ¢itacich ndhodnych veli¢in (X,,)22, takovych, ze

P(Xn-i-l = ]IXn =1, Xp-1= In—1,--- ,Xo = 7'0) - p;* (5)

plati, kdykoliv 7, ...%,-1,1,7,n € Ny jsou takovd, ze ma jev v podmince kladnou pravdépodobnost.

Interpretace. Pocatecni ¢itaci velicina Xy mé volitelné rozdéleni Py ££ Py, a interpretujeme ji jako pocet
jedincii nulté generace (pra-matek). Podobné pro kazdé n € Nzde P, &£ Py, = P*Pr-1 piedstavuje rozdéleni
nahodné veliciny X, uddvajici pocet jedincu v n-té generaci, pricemz predpokladame, ze kazdy jedinec
v urcité generaci da vznik ndhodnému poctu potomkt a sice poc¢tu s pravdépodobnostnim rozdélenim P,
ktery nezavisi na po¢tu potomku ostatnich jedinct téze generace a také jedincu predchazejicich generaci.
Formélneé lze veliciny (X,,)22, reprezentovat pomoci schématu nezavislych stejné rozdélenych nahodnych
velicin (U, ;)5%=0 8 rozdélenfim P, udéavajici vzdy pocet potomku j-tého jedince v n-té generaci, a to
nasledujicim zpusobem

X X X
X1 = ijol UO,J'? X2 = ijll Ul,ja c. Xn = Zj:l ! Un—l,j7 n € N.
Poznamka. Ze vzorcu (2,5) dostavame néasledujici rovnost pro vytvotujici funkce

Px,(s) = Px,,(P(s)) pro [|s| <1, kde P(s) 2 3% ;pns”, pn 2 P({n}).

Véta. Bud (X,,)%, Galtonuv proces vétveni startujici z Xo = 1. Oznacme p 2= EX; a 02 2 var(X;). Pak

EX,=pu" var(X,)=ocu" 1 +pu+...+p" Y| neN,. (6)

Déle necht py € (0,1). Pokud u < 1, pak populace difve ¢i pozdéji vymie s pravdépodobnosti 1, tedy
£ P(U,[X, =0]) =1.

Pokud p > 1, pak pravdépodobnost vymfeni £ je jedinym kofenem rovnice s = P(s) na intervalu (0, 1).



Posloupnost ndhodnych velicin (X,,)2%, s hodnotami ve spoc¢etné mnoziné S nazveme markovskym
Tetézcem s diskrétni mnozinou stavi a diskrétnim casem, pokud spliuje tzv. markovskou podminku

P(Xo1=JjlXn=0Xn1=tn1,-..,X0=1p) = P(X,11 = j|X,, =1) (7)

kdykoli je leva strana dobie definovana, tj. pokud mé jev v podmince na levé strané kladnou pravdépo-
dobnost, a to ve pro viechna j,i,€ S a (ig,...,ix_1)" € Sk

Poznamka. Je-li (X)), markovsky Fetézec se spoCetnou mnozinou stavu S, pak pro kazdé n € Ny
(n,m)

existuje stochastickd matice prechodu P™™ = ( i )HGS z ¢asun do ¢asu m > n takovd,!' ze

. N o (am) .
P(Xm =74, Xn=1) =P(X, =d)p;;” ", 1,5 €S,
stochastickd matice je ttvercova matice P = (p;;)ijes € [0,1]°* takovd, ze Zjespij =1,i € S. Je-li
P stochastickd matice a f € Io(S), 7 € [1(S),? pak jsou dobfe definovény souciny

Pf= (Zjespijfj)i657 TP = (Ziesﬁipij);es-

Obé tato néasobeni lze vyuzit k tomu, abychom si uvédomili, ze mezi stochastickymi maticemi P =
(pij)ijes, Q = (¢ij)ijes je dobfe definovan jejich soucin

PQ = (Zjespij%k)i,kes-

Tvrzeni. Je-li (X,,)>2, markovsky Fetézec se spocetnou mnozinou stavii S a s maticemi prechodu P+,

n € Ny o jeden krok dopredu pak nasledujici predpis pro 0 < n < m < oo definuje matici prechodu z casu
n do casu m
(n,m) def (TL,TL+1) . . (m_lum) — m—1 (‘7 ‘+1)
P o P ...-P —Hj:nP“ ) (8)
piicemz pro vektor pravdépodobnosti p(™ 2 (P(X, = i));cs plati p(™" = pW*Pm),
Pokud existuje stochastickd matice P, ktera je matici pfechodu markovského fetézce (X,,)5°, z ¢asu n

do ¢asu n + 1 pro kazdé n € Ny, pak tekneme, ze (X,,)2, je homogenni Markoviv Tetézec s matici
prechodu P .3 Pak P™ je matice piechodu z ¢asu m do ¢asu m + n kdykoli m,n € N,.

Priklady.

1. Uvazujte ndhodnou velicinu N s geometrickym rozdélenim s parametrem p = ¢ = 1/2 nezdvislou
s posloupnosti (Xj);i1 nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim
se stfedni hodnotou 1. Spoc¢téte vytvorujici funkci, stfedni hodnotu a rozptyl ndhodného souctu

nahodnych velicin Sy = > 77| Xj.
2. Ukazte, ze plati rovnosti (6).

3. Uvazujme model vétveni s py = 1/5,p; = 1/5,ps = 3/5 a py, = 0 pro k > 3. Urcete stfedni hodnotu a
rozptyl poctu jedincu v n-té generaci. Spoctéte pravdépodobnost vymfteni populace. Uréete rozdéleni
poctu jedincu ve druhé generaci.

4. Oveérte, ze Galtonuv-Watsonuv proces vétveni je homogenni Markovuv tetézec. Jak vypadaji pravde-
podobnosti prechodu? Vyjadrete pravdépodobnosti prechodu ze stavi 0, 1 a 2 pro pripad z ptikladu 3.

1Pokud existuje i € S takové, ze P(X,, = i) = 0, pak matice P("™) peni uréena jednoznaéné. V tomto piipadé je vhodné
uvazovat takové verze (P(mm)oe_ . které splitujf rovnost (8).

2L (8) 2= {f € R% X eslfil <00} alo(S) % {f € RS sup;cq|fi] < oo}
3Matice piechodu homogenniho Markovova fetézce je uréena jednoznaéné prave tehdy, kdyz

S=2S,% {ieS;IneNy P(X,=1)>0}



