
cvičeńı z Náhodných proces̊u 1 (NMSA334)

2. náhodný součet náhodných veličin, proces větveńı

Věta. Necht’ (Xk)∞k=1 je posloupnost nezávislých stejně rozdělených č́ıtaćıch náhodných veličin, která
je nezávislá s č́ıtaćı veličinou N. Pak veličina SN

def
==
∑N

k=1Xk je č́ıtaćı a pro každé s ≥ 0 plat́ı

EsSN = E(EsX1)N . (1)

Rovnost (1) plat́ı i pro taková s ∈ C, pro která E|s|SN < ∞, a pro ně lze tuto rovnost zapsat v řeči
vytvořuj́ıćıch funkćı v následuj́ıćım tvaru

PSN
(s) = PN(PX1(s)) . (2)

Středńı hodnotu a rozptyl veličiny SN je pak možné spoč́ıtat např. z následuj́ıćıch vzorc̊u

ESN = EN · EX1, var(SN) = EN · var(X1) + var(N) · (EX1)
2 . (3)

Poznámka. V kontextu výše uvedené věty plat́ı

P(SN = k) =
∑∞

n=0 P(N = n)P(SN = k|N = n) =
∑∞

n=0 P(N = n)P(Sn = k), kde Sn
def
==
∑n

j=1Xj.

Značeńı. Necht’ P,Q,R jsou pravděpodobnostńı mı́ry soustředěné na množině N0 po řadě s vahami p, q, r ∈
RN0 . Ṕı̌seme R = P∗Q, pokud plat́ı následuj́ıćı rovnosti

rk =
∑∞

n=0 qn p
n∗
k , k ∈ N, (4)

kde pn∗k označuje k-tý prvek posloupnosti pn∗ představuj́ıćı n-tou konvolučńı mocninu posloupnosti p ∈ RN0 .

Galtonovým-Watsonovým procesem větveńı odpov́ıdaj́ıćı pravděpodobnost́ım vahám (pk)∞k=0 gene-
ruj́ıćı rozděleńı P rozumı́me posloupnost č́ıtaćıch náhodných veličin (Xn)∞n=0 takových, že

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = pi∗j (5)

plat́ı, kdykoliv i0, . . . in−1, i, j, n ∈ N0 jsou taková, že má jev v podmı́nce kladnou pravděpodobnost.

Interpretace. Počátečńı č́ıtaćı veličina X0 má volitelné rozděleńı P0
def
== PX0 a interpretujeme ji jako počet

jedinc̊u nulté generace (pra-matek). Podobně pro každé n ∈ N zde Pn
def
== PXn = P∗Pn−1 představuje rozděleńı

náhodné veličiny Xn udávaj́ıćı počet jedinc̊u v n-té generaci, přičemž předpokládáme, že každý jedinec
v určité generaci dá vznik náhodnému počtu potomk̊u a sice počtu s pravděpodobnostńım rozděleńım P,
který nezáviśı na počtu potomk̊u ostatńıch jedinc̊u téže generace a také jedinc̊u předcházej́ıćıch generaćı.
Formálně lze veličiny (Xn)∞n=1 reprezentovat pomoćı schématu nezávislých stejně rozdělených náhodných
veličin (Un,j)

∞
n,j=0 s rozděleńım P, udávaj́ıćı vždy počet potomk̊u j-tého jedince v n-té generaci, a to

následuj́ıćım zp̊usobem

X1 =
∑X0

j=1 U0,j, X2 =
∑X1

j=1 U1,j, . . . Xn =
∑Xn−1

j=1 Un−1,j, n ∈ N.

Poznámka. Ze vzorc̊u (2,5) dostáváme následuj́ıćı rovnost pro vytvořuj́ıćı funkce

PXn(s) = PXn−1(P (s)) pro |s| ≤ 1, kde P (s) def
==
∑∞

n=0pns
n, pn

def
== P({n}).

Věta. Bud’ (Xn)∞n=0 Galton̊uv proces větveńı startuj́ıćı z X0 = 1. Označme µ def
== EX1 a σ2 def

== var(X1). Pak

EXn = µn, var(Xn) = σ2µn−1(1 + µ+ . . .+ µn−1) , n ∈ N0. (6)

Dále necht’ p0 ∈ (0, 1). Pokud µ ≤ 1, pak populace dř́ıve či později vymře s pravděpodobnost́ı 1, tedy

ξ def
== P(∪n[Xn = 0]) = 1.

Pokud µ > 1, pak pravděpodobnost vymřeńı ξ je jediným kořenem rovnice s = P (s) na intervalu (0, 1).
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Posloupnost náhodných veličin (Xn)∞n=0 s hodnotami ve spočetné množině S nazveme markovským
řetězcem s diskrétńı množinou stav̊u a diskrétńım časem, pokud splňuje tzv. markovskou podmı́nku

P(Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P(Xn+1 = j|Xn = i) (7)

kdykoli je levá strana dobře definována, tj. pokud má jev v podmı́nce na levé straně kladnou pravděpo-
dobnost, a to vše pro všechna j, i,∈ S a (i0, . . . , ik−1)

T ∈ Sk.

Poznámka. Je-li (Xn)∞n=0 markovský řetězec se spočetnou množinou stav̊u S, pak pro každé n ∈ N0

existuje stochastická matice přechodu P(n,m) =
(
p
(n,m)
ij

)
i,j∈S z času n do času m > n taková,1 že

P(Xm = j,Xn = i) = P(Xn = i)p
(n,m)
ij , i, j ∈ S,

stochastická matice je čtvercová matice P = (pij)i,j∈S ∈ [0, 1]S×S taková, že
∑

j∈S pij = 1, i ∈ S. Je-li

P stochastická matice a f ∈ l∞(S), π ∈ l1(S),2 pak jsou dobře definovány součiny

Pf = (
∑

j∈Spijfj)i∈S, π
T
P = (

∑
i∈Sπipij)

T

j∈S.

Obě tato násobeńı lze využ́ıt k tomu, abychom si uvědomili, ze mezi stochastickými maticemi P =
(pij)i,j∈S,Q = (qij)i,j∈S je dobře definován jejich součin

PQ =
(∑

j∈Spijqjk)i,k∈S.

Tvrzeńı. Je-li (Xn)∞n=0 markovský řetězec se spočetnou množinou stav̊u S a s maticemi přechodu P(n,n+1),
n ∈ N0 o jeden krok dopředu pak následuj́ıćı předpis pro 0 ≤ n < m <∞ definuje matici přechodu z času
n do času m

P(n,m) def
== P(n,n+1) · . . . ·P(m−1,m) =

∏m−1
j=n P(j,j+1). (8)

přičemž pro vektor pravděpodobnost́ı p(n) def
== (P(Xn = i))i∈S plat́ı p(m)T = p(n)TP(n,m).

Pokud existuje stochastická matice P, která je matićı přechodu markovského řetězce (Xn)∞n=0 z času n
do času n + 1 pro každé n ∈ N0, pak řekneme, že (Xn)∞n=0 je homogenńı Markov̊uv řetězec s matićı
přechodu P.3 Pak Pn je matice přechodu z času m do času m+ n kdykoli m,n ∈ N0.

Př́ıklady.

1. Uvažujte náhodnou veličinu N s geometrickým rozděleńım s parametrem p = q = 1/2 nezávislou
s posloupnost́ı (Xj)

∞
j=1 nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin s Poissonovým rozděleńım

se středńı hodnotou 1. Spočtěte vytvořuj́ıćı funkci, středńı hodnotu a rozptyl náhodného součtu
náhodných veličin SN =

∑n
j=1Xj.

2. Ukažte, že plat́ı rovnosti (6).

3. Uvažujme model větveńı s p0 = 1/5, p1 = 1/5, p2 = 3/5 a pk = 0 pro k ≥ 3. Určete středńı hodnotu a
rozptyl počtu jedinc̊u v n-té generaci. Spočtěte pravděpodobnost vymřeńı populace. Určete rozděleńı
počtu jedinc̊u ve druhé generaci.

4. Ověřte, že Galton̊uv-Watson̊uv proces větveńı je homogenńı Markov̊uv řetězec. Jak vypadaj́ı pravdě-
podobnosti přechodu? Vyjádřete pravděpodobnosti přechodu ze stav̊u 0, 1 a 2 pro př́ıpad z př́ıkladu 3.

1Pokud existuje i ∈ S takové, že P (Xn = i) = 0, pak matice P(n,m) neńı určena jednoznačně. V tomto př́ıpadě je vhodné
uvažovat takové verze (P(n,m))∞m=n+1, které splňuj́ı rovnost (8).

2l1(S) def
== {f ∈ RS ;

∑
i∈S |fi| <∞} a l∞(S) def

== {f ∈ RS ; supi∈S |fi| <∞}.
3Matice přechodu homogenńıho Markovova řetězce je určena jednoznačně právě tehdy, když

S = S0
def
== {i ∈ S;∃ n ∈ N0 P (Xn = i) > 0}.
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