cviceni z Ndhodnych procestit 1 (NMSA334)

1. vytvorujici funkce celo¢iselnych nezapornych (éitacich) ndhodnych veli¢in

Vytvorujici funkces posloupnosti realnych ¢isel (a,)%, € RN rozumime funkci

A(8) “L WMy o0 Yon_ o @ns™ = oo g aps™ € C (1)

s definiénim oborem dom(A) tvofenym takovymi s € C, pro které vyse uvedend limita konverguje.

Tvrzeni. Pro vytvorujici funkci A z (1) existuje polomér konvergence R = R, € [0, 00| spliujici
(i) {s € C:|s| < R} Cdom(A) C{seC:|s| <R},
(ii) a lze jej ziskat z Cauchyova-Hadamardova vzorce

1
R = liminf |a,| /" = kde 1/0 % oo, (2)

n—00 lim sup,, {/]an|’

(iii) Pro |s| < R fada na pravé strané (1) konverguje absolutné, lokalné stejnomérné a plati

dk

() dk .
@A(S) = Z@ans s ke N, |S’ < R, (3)
n=0

pricemz formadlné zderivovand Trada ma tentyz polomér konvergence R. Specialné pro R > 0 lze
koeficienty fady jednoznac¢né urcit napt. ze vzorce

Ay, = %A(")(O), kde AM(s) o A2 A(s). (4)
(iv) Abelova véta: Jestlize 1 € dom(A), pak A(1_) = A(1). Jestlize (a,), € [0, 00)N, pak
A(LL) = X252 an € [0, 09, (5)

Vytvotugici funkci nezaporné celoc¢iselné (¢itaci) ndhodné veliciny X : Q — Ny rozumime mocninnou
fadu vytvofenou posloupnosti p, %2 P(X =n),n € Ny a znac¢ime ji symbolem

Px(s) £ 5™ pns™|, piicemz |Px(s)=FEs*| bplatipro [s| < Rx “ Rp,. (6)

Pro k € N definujeme k-tou faktoridlni mocninu predpisem
ol s (@ — 1) (r— k1) =[Sz — ). (7)
Je-li X é&ftaci n.v. pak stiednf hodnotu EX™ nazgvame k-tym faktoridlnim momentem n.v. X.
Poznamka. Je-li x € R a k € Ny, pak pro kombinaé¢ni ¢islo plati (i) = 2F/k! a ziejme klF = k!,
Véta. Pro éftaci n.v. X : Q — Ny a pro k € Ny plati EXF = P)((k)(l_). Specidlné pokud EX < oo, pak
var(X) = E[X(X — )] + EX(1 — EX) = P{(1.) + Py (1) — Py (1.)% (8)

Déle pro vytvotujici funkci zbytkovyjch pravdépodobnosti g, *2 P(X >n) =3 "_ p, plati

Qx(s) =L 2% gus" = =B sl < 1, (9)

piicemz EX = Qx(1_) a EX®? =2Q'(1_). Pro X € L; tak var(X) = 2Q% (1) + Qx(1_) — Qx(1_)2



Konvoluct posloupnosti a,b € RN rozumime posloupnost

axb (c,)2, R, kde |¢, 2 k—o@kbn—k |, 1 € No. (10)

Pro k € Ny definujeme k-tou konvoluéni mocninu a** piedpisem

a® 2 (1), @™ 2 a, a** 2 gxa™ D =a* D xq keN

Poznamka. Jsou-li X,V : Q — Ny nezavislé citaci veliciny s z, < P(X =n) a y, < P(Y = n), pak
rozdéleni souc¢tu Z 2L X + Y je popsano pravdépodobnostmi z, = P(Z = n),n € Ny takovymi, ze

Z2=TxYy,

piitemz pro vytvorujici funkce a pro |s| < Rx A Ry plati Py,y(s) = Es*™Y = Es* Es¥ = Px(s)Py(s).
Podobné jsou-li X : @ — No, j < n nezdvislé stejné rozdélené a S = 7| Xj, pak Ps(s) = Px,(s)".

Véta. Necht A, B, C jsou po fadé vytvorujici funkce posloupnosti a, b, ¢ 2 a * b. Pak
C(s) = A(s)B(s) pro |s| < min{Ra, Rp}. (11)
Specialng, A* je rovna vytvorujici funkci posloupnosti a* na mnoziné {s € C; |s| < R4} kdykoli k € Ny.

Piiklad. Volime-li a, b, c € R™ po fadé a, = Tin=0] = ljn=1),bn = 1,m € Ng a ¢ 2L axb. Pak odpovidajici
vytvorujici funkce A, B, C' maji poloméry konvergence R4, Rp, R, kde Rc = oo > min{ R4, Rp}.

Priklady

1. Najdéte postupné (a) vytvorujici funkei (b) sttedni hodnotu (c¢) rozptyl ndhodné veli¢iny
(i) s Poissonovym rozdélenim s parametrem A > 0,
(ii) s Geometrickym rozdélenim s pravdépodobnosti zdaru p =1 — ¢ € (0, 1).

2. Pron.v. X : Q — Ny vyjadrete pomoci funkce Px hodnoty (i) Pxy1(s) (ii) Pux1s(s), kde a,b € Ny.

3. Necht (X1i,...,X,)" je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni s parametrem A > 0. Spoctéte
vytvorujici funkci n.v. S = X; + ... + X,, a urcete jeji rozdéleni.

4. Necht X, : Q — {0,1},k = 1,...,n jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny. Spoctéte
vytvorujici funkci a urcete rozdéleni ndhodné veliciny S = X; + ... + X,,.

5. Necht X} : Q — Ng, k= 1,...,n jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s geometrickym
rozdélenim s parametrem p. Spoctéte vytvorujici funkci a urcete rozdéleni ndhodné veliciny S =
Xi+4+...+X,.

6. Méjme n bernoulliovskych pokustu. Najdéte pravdépodobnosti, ze pocet zdaru bude sudy.

7. Méjme n bernoulliovskych pokusu. Najdéte pravdépodobnosti, ze dvojice (zdar, nezdar) nastane
poprvé v pokusech (n,n + 1).

8. Najdéte ptiklad c¢itaci ndhodné veliciny, jejiz vytvorujici funkce ma polomér konvergence roven
jedné.



