Stochastické modely pro finance a pojistovnictvi NMFM505 — cvic¢eni 1

Predpokladédme, zZe je dédna stochastickd baze (Q2, F, (F;),P).

1. Adaptovanost a markovsky cas

e Realny (ndhodny) proces (X;):>0 je adaptovany vzhledem k filtraci (F;)>o, pokud X, € L(F;)
[tj. o(X;) C F] pro kazdé t € [0, 00). Soukromé zkracené piseme (X;) € A(F).

e Zobrazeni 7 : Q — [0, 00| je markovsky ¢as vzhledem k filtraci (F;)¢>0, pokud [T < t] € F;
plati pro kazdé t € [0, 00). Soukromé zkracené piseme 7 € MC(F,).

Priklad 1. Bud (X;)0 spojity (F;)-adaptovany proces. Ukazte, ze potom
(1) X £ max,<; X,,t > 0 je také spojity (JF;)-adaptovany proces,
(2) 7. = inf{t > 0; X; > ¢} je markovsky ¢as vzhledem k (F;);>0 kdykoli ¢ € R,

N
(3) pe = inf{t > 0; X; > ¢} je markovsky ¢as vzhledem k (F; );>0 kdykoli ¢ € R, kde

-/T;H- = ’I“E(t,OO)FT'
Ndvod: Spliiuge-li p : Q — [0, 00] podminku ¥V t € [0,00) [p < t] € F;, pak p € MC(Fy,).

(4) Ukazte, ze obecné p. nemusi byt markovsky ¢as vzhledem k (F):>0

2. Markovsky ¢as a martingal

e Integrovatelny (J;)-adaptovany proces (M;)i>o je podle definice (F;)-martingal prave tehdy, kdyz
E[M|Fs] = M kdykoli 0 < s <t < 0.

Priklad 2.

(1) Bud (M,);>0 (F;)-martingal a MC(F,) 3 7: Q — {s,r}. Ukazte, ze pak EM, = EX, = EX,.
(2) Bud (M,);>0 integrovatelny (F;)-adaptovany proces. Necht

VO<s<r<oo YMC(F)>7:Q— {s,r} EM,=EX, =EX,.
Ukazte, ze potom (M;);>0 je (F;)-martingal.
(3) Bud (M;);>0 € M§ a X € LS, kde T € (0,00). Ukaite, Ze pak plati*

Ellr(X)|F] 2 I,(X), te€]0,T]
a Ze totéz plati, pokud I,(X)o<;<r nahradime procesem Y; £ I,(M)? — [[X2d(M),,t € [0,T].

3. Wieneruv proces

e Proces (W})i>0 je n-rozmérnyg (F;)- Wieneriv proces nebo také (F;)- Wieneriuv proces s
hodnotam: v R™, pokud

(1) ma spojité trajektorie a startuje z 0 € R™ v ¢ase 0 [tj. Wy = 0 € R"],

(2) (Wm0 € A(F)™ a No(0, (t — $)I) ~ W, — W, AL F, kdykoli 0 < s < ¢ < oc.
Je-li Fy = o(Wy; s < t) pro kazdé t € [0, 00), pak odkaz na filtraci vypoustime stejné jako odkaz na
n, pokud n = 1.

Priklad 3. Bud (W,,V,)}s, dvourozmérny (F;)-Wieneruv proces. Ukazte, ze potom
(1) procesy (Wi)e>o a (V;)tzo jsou nezavislé,

2) = (Wt + Vi, Wi = Vi) je dvourozmérny (F;)-Wienertv proces,

(3) ( — )50 je (F)-martingal, a tedy (W), Z t,t € [0, 00),

(4) (WtVt)t>0 je (Fi)-martingal,

()

5) realnd a imagindrni ¢ast z (e/V171/2),5¢ jsou (F;)-martingaly.

lx, = zj;ol Eilit <<ty s kde & € Lo(Fe,) = L(X) = Z;’;Ol &(Mini, o, — Mipg,), t€10,7T].



4. Itoéova formule

e Bud (W;)>0 n-dimenziondln{ (F;)-Wieneruv proces a (X;)>0 € A(F;)™ spojity takovy, ze

X, Z Xo+ [ibsds+ [yo,dW,, €[0T,
kde A(F)™ 2 b Zle(O,T; R") a 0 € Sy (0, T;R™ ™). Necht f € C12([0,T] x R™), pak
Y, & f(t, X)) 2 f(0,Xo) + [V f(s, Xs) o AW,
+ f(f (2 f(s,Xs) + Vo f(s, Xs) by + 2 tr{V2[f(s, X,) 0500} ds, t €[0,T]
Jellige C?’(R)am=n=1, pak
Zi 2 g(Xy) L Zo+ [3[d(Xo)bs + L g" (X))o ds + [1¢'(X,)o, dW,, t€[0,T].

V diferencidlnim tvaru pak symbohcky na intervalu [0, 7] muzeme psét

dX, =bdt+o, dW,| = | dg(Xy) = [g/(Xe) be + 3 "(Xe) 07 ] dt + g'(Xe) 00 AW,

Piiklad 4. Bud (W}, Vi);5, dvourozmérny Wieneruv proces. Urcete stochasticky diferencial nasledujicich
procesu indexovanych t € [0, 00)

(1) X; =sinW,,Y; = cos Wy, Z, = W2,
(2) X; = e/?sinW,,Y; = e'/? cos W,
(3) Xy =exp{W, —t/2},Y; = X;/(1+ X;), Z; = In(1 + X,),
(4) X; = eV sinW,,Y; = e cos W;.
Piiklad 5. Bud (W;,V;);5, dvourozmérny Wieneruv proces vzhledem k filtraci (F)s>o.
(1) Uréete stochasticky diferencidl procesu X; = tW,. Vyjadiete hodnotu procesu Y; £ fot sdWg,t >0
bez pouziti stochastického integralu. Urcete EY;, var(Y;) pro t € [0, 00).
(2) Bud'te (Xy,Y;)s>0 spojité (F;)-adaptované procesy se stochastickym diferencidlem po fadé
dX, = =Y, dW,, dY; = X, dW,.
Necht (Xo,Y;)" = (x0,50)" € R2 Ukaite, ze R, & \/X2 + Y2 je deterministicky proces a spoctéte
jeho stiedni hodnotu.
(3) Bud'te (X;,Y;)i>0 spojité (F;)-adaptované procesy se stochastickym diferencidlem po fadé
dX, = X;(3 dt + dW,), dY, =Yi(3dt + dV)).
Spoctéte stochasticky integral procesu Z; = X2 + Y2t > 0.
(4) Uvazujete procesy (X, Y;)i>0 z predchoziho bodu a predpokladejte, ze jsou kladné. Spoctéte stocha-

sticky diferencidl procesu U; = X;/Y;,t > 0.2 Porovnejte navzajem rozdéleni nésledujicich procesi
(Xt7 Xt_17 3/157 Yt_l)tZU

Piiklad 6. Bacheliertiv model pro trzni cenu akcie (S;);>0 (pro jednoduchost s nulovym driftem a
jednotkovou ,volatilitou“ s nulovou ,,bezrizikovou“ tirokovou mirou). Zajima nas spravedlivd cena evropské
kupni opce Fy, = F(t,S;) v ¢ase t € [0,T] s dobou expirace T' € (0,00) a vyporadaci cenou K € R, tedy
F(T,S;) = (St — K)*.

Trzni cenu akcie (S¢)i>o zde modelujeme pomoci aritmetického Brownova pohybu S; = Sy + ut + oW,
kde Sy € L(Fp) a kde (W;)s>0 je (Fi)-Wieneruv proces. Zde pro jednoduchost volime p = 0,0 = 1. Ukazte,
ze pro funkci F(t,z) takovou, ze F(T,z) = (z — K)* a ze

F(t,z) 2 (2 — K)®(Z5) + VT —t9(25), t€[0,7),  kde @(z)2 A/
F(T,z) 2 (x — K)* akde @(z) = [7 o(y)dy,

r) =
plati ZF(t,z) = ®( ’K) a 2F(t,z) =

= —3a 2 F(x,t), a tedy dle Itoovy formule

F(t,S) £ F(0,Sp) + [y @ (35) dW,, te[0,7).

Rovnost pro t =T pak dostaneme limitnim pfechodem ¢ T T

Zpiedpokladejte, ze vite, ze Itdova formule plati, i kdyz misto predpokladu f € C2([0,7] x R™) méte spliilen pouze
piedpoklad, ze f € C*?(G), kde G je oteviend nadmnozina mnoziny {(t, X;(w));t € [0,T],w € Q}.
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Pripomenuti Girsanovovy véty: Uvazujme n-rozmérny Wieneruv proces (Wy)i>o na stochastické
). Bud T € [0,00) a necht (Y;)i>0 je n-rozmérny progresivné méritelnyj proces takovy, Ze

bazi (2, F, (F),P). ’ , >
Y 2L5(0,T;R™) a Ze Y; = 0 pro t € (T, 00). Necht EEr([Y'dW) = 1. Pak predpis
P:AeF s [Er([YdW)dP =E[Er([YdW); F)

V, & W, — fOY ds,t > 0 je n-rozmérny

definuje pravdépodobnostni miru P na (Q, F) takovou, Ze proces Wy =
)t},t > 0 znaéi stochastickou exponencidlu ze spojitého semi-

Wieneriv proces na (Q, F, (F,),P).
Poznamka Zde &(X) £ exp{X; — L(
martingalu (X;);>0. Tedy

E([Yaw) =

LLYIY,ds}, t>0.

exp{fJYsTdWs —
)ap#0.
VAW, — pmin{t, T}, t > 0 je

0 je Wieneruv proces na

Priklad 7. Bud (W;):;>o Wieneruv proces na (2, F, (F)
>

(1) Pro T' € [0, 00) najdéte pravdépodobnost Pr ~ P takovou, ze W,
i = Wt - pt,t

Wieneruv proces na (2, F, (F3), Pr)
(2) Dokaite, 7e neexistuje mira P ~ P takovd, ze W,

(Q,F, (F), P).
Piiklad 8. (Bachelieriv model) Uvazujte model trzni ceny akcie (S;)>o sledujici aretmeticky Brownuv
So + pt + oWy, kde (Wi)io je Wleneruv proces nezavisly s velicinou Sy. Predpokladejte
£ Siar,t > 0 takovd, ze

nulovou trokovou miru na penéznim trhu. Oznaéme F, = o(Sy, Wy; s < t).

pohyb, tedy S; =
(1) ProT € [O oo) ukazte, ze existuje Py ~ P martingalové mira procesu S
proces W LW, 4+ L Emin{t, T}, ¢t > 0 je Wieneruv pii Pr.
(2) Ukazte, ze pro K € ]R plati
Erl(Sr — K)A] 2 (S~ K)O(225) + ovT—fp(825) = €,y 1€ [0,T).
(3) Pomoci Itoovy formule ukazte, ze
sj T _
(Sr—K)" 2 G+ [, o(275)dS,, teloT).
(4) Ukazte, ze pro K € R plati
Pr(Sr > K|F) 2 o(22K) = ¢, te[0,7).
[0,7).

(5) Pomoci Itéovy formule ukazte, Ze
Lisp>k]) = Ct"‘j; o\/ﬁ (2= T S) dss,
Piiklad 9. Uvazujte model trzni ceny akcie (S;)¢>o sledujici geometricky Brownuv pohyb, tedy
Sy = Soexp{(pn — 1 o)t + oW,}, dS; = Sy(pdt + o dVy),
kde (W;)s>0 je Wieneruv proces nezdvisly s velicinou Sy > 0. Oznacme F; = o(Sg, Wy;s < t) a pred-
poklddejme, ze urokovd mira na penéznim trhu je rovna konstanté r € [0,00). Bud Sy = e Syt > 0

te0,7).

diskontovand trzni cena akcie pro ¢ € [0, 00).
(1) ProT € [0 oo) ukazte, ze ex1stuJe ]P’T ~ IFD martingalovd mira procesu (Siar)iso takova, ze W,

Wi + &
(2) Ukazte 7Ze pro K € (0, o0) plati
R s 4 In(Si/K)+rT+o2(T—t)/2 —r In($i/K)+rT—02(T—t)/2
IET[e T(ST_K)+|3E't] s Stq)( (St/ )1‘ T—tt( t)/ ) — Ke T(I)( (St/ )1‘ Tft( t)/ )7
(3) Pomoci Itéovy formule ukazte, Ze
e A —y 5‘] lnSK rT+o%(T—s)/2
e (S — K)T = (Sp — e KT £ Gy + [ o(ROLITI M) 45 ¢ e [0,T).
(4) Ukazte, ze pro K € (0, 00) plati
,TTHS)T(ST > K|ft) s fTT(I)(ln(St/K)j:'/,Z’;iU (T—- t/2) Ct, te [O,T)
(5) Pomoci Itéovy formule ukazte, ze
_r s~ T _p In(Ss/K)+rT—oc2(T—s)/2 A
Lisr>K :Ot‘i‘fte TSSO'\},ZTS ( (5a/ )U\/TTS( )/)dSS, te[0,7).



Piiklad 10. V Black-Scholesové modelu pro trzni cenu akcie (S;)>0 spoctéte spravedlivou (bezarbitrazni)
cenu nasledujiciho derivatu (evropského typu) s dobou vyporadani T' € (0, c0)

(1) FT = In ST
(2) Fr = Sk pro k € R.

Piiklad 11. V Black-Scholesové modelu pro trzni cenu akcie (S;);>0 spoctéte spravedlivou (bezarbitrazni)
cenu derivatu
FT é (%fOTlnStdt — Z:()+
(asijského typu) s dobou vyporadani T' € (0, co).
Piiklad 12. V Bachelierové modelu pro trzni cenu akcie (S;)>o s nulovou bezrizikovou tdrokovou mirou
spoc¢téte spravedlivou (bezarbitrdzni) cenu asijské kupni opce
Fr2 (L[VS,dt — K)*

s vyporadaci cenou K, dobou vypoiadani T € (0, 00) a dobou vypsani Ty = 0.

Piiklad 13. Uvazujte Black-Scholesuv model pro trzni cenu akcie (S;)>o. Uvazujte asijskou kupni opci
Fr2 (LIS, dt — K)*

s vyporadaci cenou K, dobou vyporadani 7' € (0,00) a dobou vypsani Ty = 0. Predpokladejte, ze jiz v
case t € (0,7T) vite, ze dojde k uplatnéni opce, tj. ze

L JiSsds > K.

Spoctéte pro tento pripad hodnotu spravedlivé ceny derivatu Fr.

Poznamka. V nésledujicim piikladu predpoklddejte, ze pro Wieneruv proces (W;)i>o vite, Ze

A= mthWs ~ Wy, t>0.

Piiklad 14. V Bachelierové modelu pro trzni cenu akcie (S;)¢>0 s nulovou bezrizikovou tirokovou mirou
spoctéte spravedlivou (bezarbitrazni) cenu nasledujictho derivétu

A A
Fr = S; = max S;.
t<T

Poznamka. V nésledujicim piikladu predpoklddejte, ze pro Wieneruv proces (W;)i>o vite, Ze
PWy <y —a[Wy 2y) =PW, >y + W >y), xy€l0,00).
Tato rovnost vychazi z principu zrcadleni pro Wieneruv proces.
Priklad 11. V Black-Scholesové modelu pro trzni cenu akcie (St )0 spoctéte spravedlivou (bezarbitrdzni)

cenu derivatu
A A
Fr = 57 = max S;.
t<T



