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Předpokládáme, že je dána stochastická báze (Ω,F , (Ft),P).

1. Adaptovanost a markovský čas

• Reálný (náhodný) proces (Xt)t≥0 je adaptovaný vzhledem k filtraci (Ft)t≥0, pokud Xt ∈ L(Ft)
[tj. σ(Xt) ⊆ Ft] pro každé t ∈ [0,∞). Soukromě zkráceně ṕı̌seme (Xt) ∈ A(Ft).
• Zobrazeńı τ : Ω → [0,∞] je markovský čas vzhledem k filtraci (Ft)t≥0, pokud [τ ≤ t] ∈ Ft

plat́ı pro každé t ∈ [0,∞). Soukromě zkráceně ṕı̌seme τ ∈ MČ(Ft).

Př́ıklad 1. Bud’ (Xt)t≥0 spojitý (Ft)-adaptovaný proces. Ukažte, že potom

(1) X∗t , maxs≤tXs, t ≥ 0 je také spojitý (Ft)-adaptovaný proces,

(2) τc , inf{t ≥ 0;Xt ≥ c} je markovský čas vzhledem k (Ft)t≥0 kdykoli c ∈ R,
(3) ρc , inf{t ≥ 0;Xt > c} je markovský čas vzhledem k (Ft+)t≥0 kdykoli c ∈ R, kde

Ft+ , ∩r∈(t,∞)Fr.
Návod: Splňuje-li ρ : Ω→ [0,∞] podmı́nku ∀ t ∈ [0,∞) [ρ < t] ∈ Ft, pak ρ ∈ MČ(Ft+).

(4) Ukažte, že obecně ρc nemuśı být markovský čas vzhledem k (Ft)t≥0.

2. Markovský čas a martingal

• Integrovatelný (Ft)-adaptovaný proces (Mt)t≥0 je podle definice (Ft)-martingal právě tehdy, když
E[Mt|Fs] =

sj
Ms kdykoli 0 ≤ s ≤ t <∞.

Př́ıklad 2.

(1) Bud’ (Mt)t≥0 (Ft)-martingal a MČ(Ft) 3 τ : Ω→ {s, r}. Ukažte, že pak EMτ = EXs = EXr.

(2) Bud’ (Mt)t≥0 integrovatelný (Ft)-adaptovaný proces. Necht’

∀ 0 ≤ s < r <∞ ∀ MČ(Ft) 3 τ : Ω→ {s, r} EMτ = EXs = EXr.

Ukažte, že potom (Mt)t≥0 je (Ft)-martingal.

(3) Bud’ (Mt)t≥0 ∈Mc
2 a X ∈ L0

T , kde T ∈ (0,∞). Ukažte, že pak plat́ı1

E[IT (X)|Ft] =
sj
It(X), t ∈ [0, T ]

a že totéž plat́ı, pokud It(X)0≤t≤T nahrad́ıme procesem Yt , It(M)2 −
∫ t

0
X2
s d〈M〉s, t ∈ [0, T ].

3. Wiener̊uv proces

• Proces (Wt)t≥0 je n-rozměrný (Ft)-Wiener̊uv proces nebo také (Ft)-Wiener̊uv proces s
hodnotami v Rn, pokud
(1) má spojité trajektorie a startuje z 0 ∈ Rn v čase 0 [tj. W0 = 0 ∈ Rn],

(2) (Wt)t≥0 ∈ A(Ft)n a Nn(0, (t− s)I) ∼ Wt −Ws ⊥⊥ Fs kdykoli 0 ≤ s < t <∞.
Je-li Ft = σ(Ws; s ≤ t) pro každé t ∈ [0,∞), pak odkaz na filtraci vypoušt́ıme stejně jako odkaz na
n, pokud n = 1.

Př́ıklad 3. Bud’ (Wt, Vt)
T

t≥0 dvourozměrný (Ft)-Wiener̊uv proces. Ukažte, že potom

(1) procesy (Wt)t≥0 a (Vt)t≥0 jsou nezávislé,

(2) 1√
2
(Wt + Vt,Wt − Vt)Tt≥0 je dvourozměrný (Ft)-Wiener̊uv proces,

(3) (W 2
t − t)t≥0 je (Ft)-martingal, a tedy 〈W 〉t =

sj
t, t ∈ [0,∞),

(4) (WtVt)t≥0 je (Ft)-martingal,

(5) reálná a imaginárńı část z (eiWt+t/2)t≥0 jsou (Ft)-martingaly.

1Xt =
∑n−1

j=0 ξj1[tj<t≤tj+1], kde ξj ∈ L∞(Ftj
) ⇒ It(X) =

∑n−1
j=0 ξj(Mt∧tj+1 −Mt∧tj

), t ∈ [0, T ].



4. Itôova formule

• Bud’ (Wt)t≥0 n-dimenzionálńı (Ft)-Wiener̊uv proces a (Xt)t≥0 ∈ A(Ft)m spojitý takový, že

Xt =
sj
X0 +

∫ t
0
bs ds+

∫ t
0
σs dWs, t ∈ [0, T ],

kde A(Ft)m 3 b ∈
sj L1(0, T ; Rn) a σ ∈ SW (0, T ; Rm×n). Necht’ f ∈ C1,2([0, T ]× Rm), pak

Yt , f(t,Xt) =
sj
f(0, X0) +

∫ t
0
∇xf(s,Xs)

Tσs dWs

+
∫ t

0

[
∂
∂s
f(s,Xs) +∇xf(s,Xs)

T bs + 1
2

tr{∇2
xf(s,Xs)σsσ

T

s}
]

ds, t ∈ [0, T ]

Je-li g ∈ C2(R) a m = n = 1, pak

Zt , g(Xt) =
sj
Z0 +

∫ t
0
[g′(Xs)bs + 1

2
g′′(Xs)σ

2
s ] ds+

∫ t
0
g′(Xs)σs dWs, t ∈ [0, T ].

V diferenciálńım tvaru pak symbolicky na intervalu [0, T ] můžeme psát

dXt = bt dt+ σt dWt ⇒ dg(Xt) =
[
g′(Xt) bt + 1

2
g′′(Xt)σ

2
t

]
dt+ g′(Xt)σt dWt

Př́ıklad 4. Bud’ (Wt, Vt)
T

t≥0 dvourozměrný Wiener̊uv proces. Určete stochastický diferenciál následuj́ıćıch
proces̊u indexovaných t ∈ [0,∞)

(1) Xt = sinWt, Yt = cosWt, Zt = W 3
t ,

(2) Xt = et/2 sinWt, Yt = et/2 cosWt,

(3) Xt = exp{Wt − t/2}, Yt = Xt/(1 +Xt), Zt = ln(1 +Xt),

(4) Xt = eVt sinWt, Yt = eVt cosWt.

Př́ıklad 5. Bud’ (Wt, Vt)
T

t≥0 dvourozměrný Wiener̊uv proces vzhledem k filtraci (Ft)t≥0.

(1) Určete stochastický diferenciál procesu Xt = tWt. Vyjádřete hodnotu procesu Yt ,
∫ t

0
s dWs, t ≥ 0

bez použit́ı stochastického integrálu. Určete EYt, var(Yt) pro t ∈ [0,∞).

(2) Bud’te (Xt, Yt)t≥0 spojité (Ft)-adaptované procesy se stochastickým diferenciálem po řadě

dXt = −Yt dWt, dYt = Xt dWt.

Necht’ (X0, Y0)
T = (x0, y0)

T ∈ R2. Ukažte, že Rt ,
√
X2
t + Y 2

t je deterministický proces a spočtěte
jeho středńı hodnotu.

(3) Bud’te (Xt, Yt)t≥0 spojité (Ft)-adaptované procesy se stochastickým diferenciálem po řadě

dXt = Xt(
1
2

dt+ dWt), dYt = Yt(
1
2

dt+ dVt).

Spočtěte stochastický integrál procesu Zt = X2
t + Y 2

t , t ≥ 0.

(4) Uvažujete procesy (Xt, Yt)t≥0 z předchoźıho bodu a předpokládejte, že jsou kladné. Spočtěte stocha-
stický diferenciál procesu Ut = Xt/Yt, t ≥ 0.2 Porovnejte navzájem rozděleńı následuj́ıćıch proces̊u
(Xt, X

−1
t , Yt, Y

−1
t )t≥0.

Př́ıklad 6. Bachelier̊uv model pro tržńı cenu akcie (St)t≥0 (pro jednoduchost s nulovým driftem a
jednotkovou

”
volatilitou“ s nulovou

”
bezrizikovou“ úrokovou mı́rou). Zaj́ımá nás spravedlivá cena evropské

kupńı opce Ft = F (t, St) v čase t ∈ [0, T ] s dobou expirace T ∈ (0,∞) a vypořádaćı cenou K ∈ R, tedy
F (T, St) = (ST −K)+.

Tržńı cenu akcie (St)t≥0 zde modelujeme pomoćı aritmetického Brownova pohybu St = S0 + µt + σWt,
kde S0 ∈ L(F0) a kde (Wt)t≥0 je (Ft)-Wiener̊uv proces. Zde pro jednoduchost voĺıme µ = 0, σ = 1. Ukažte,

že pro funkci F (t, x) takovou, že F (T, x) , (x−K)+ a že

F (t, x) , (x−K) Φ
(
x−K√
T−t

)
+
√
T − t ϕ

(
x−K√
T−t

)
, t ∈ [0, T ), kde ϕ(x) , 1√

2π
e−x

2/2

F (T, x) , (x−K)+ a kde Φ(x) ,
∫ x
−∞ϕ(y) dy,

plat́ı ∂
∂x
F (t, x) = Φ

(
x−K√
T−t

)
a ∂
∂t
F (t, x) = −1

2
∂2

∂x2F (x, t), a tedy dle Itôovy formule

F (t, St) =
sj
F (0, S0) +

∫ t
0
Φ
(
Su−K√
T−t

)
dWu, t ∈ [0, T ).

Rovnost pro t = T pak dostaneme limitńım přechodem t ↑ T.

2Předpokládejte, že v́ıte, že Itôova formule plat́ı, i když mı́sto předpokladu f ∈ C1,2([0, T ] × Rm) máte splňen pouze
předpoklad, že f ∈ C1,2(G), kde G je otevřená nadmnožina množiny {(t,Xt(ω)); t ∈ [0, T ], ω ∈ Ω}.
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Připomenut́ı Girsanovovy věty: Uvažujme n-rozměrný Wiener̊uv proces (Wt)t≥0 na stochastické
bázi (Ω,F , (Ft),P). Bud’ T ∈ [0,∞) a necht’ (Yt)t≥0 je n-rozměrný progresivně měřitelný proces takový, že
Y ∈

sj L2(0, T ; Rn) a že Yt = 0 pro t ∈ (T,∞). Necht’ EET (
∫
Y TdW ) = 1. Pak předpis

P̃ : A ∈ F 7→
∫
F
ET (
∫
Y

T
dW ) d P = E[ET (

∫
Y

T
dW );F ]

definuje pravděpodobnostńı mı́ru P̃ na (Ω,F) takovou, že proces W̃t , Wt −
∫ t

0
Ys ds, t ≥ 0 je n-rozměrný

Wiener̊uv proces na (Ω,F , (Ft), P̃).

Poznámka Zde Et(X) , exp{Xt − 1
2
〈X〉t}, t ≥ 0 znač́ı stochastickou exponenciálu ze spojitého semi-

martingalu (Xt)t≥0. Tedy

Et(
∫
Y

T
dW ) =

sj
exp{

∫ t
0
Y

T

sdWs − 1
2

∫ t
0
Y

T

s Ys ds}, t ≥ 0.

Př́ıklad 7. Bud’ (Wt)t≥0 Wiener̊uv proces na (Ω,F , (Ft),P) a ρ 6= 0.

(1) Pro T ∈ [0,∞) najděte pravděpodobnost P̃T ∼ P takovou, že W̃
(T )

t , Wt − ρmin{t, T}, t ≥ 0 je

Wiener̊uv proces na (Ω,F , (Ft), P̃T ).

(2) Dokažte, že neexistuje mı́ra P̃ ∼ P taková, že W̃t , Wt − ρt, t ≥ 0 je Wiener̊uv proces na

(Ω,F , (Ft), P̃).

Př́ıklad 8. (Bachelier̊uv model) Uvažujte model tržńı ceny akcie (St)t≥0 sleduj́ıćı aretmetický Brown̊uv
pohyb, tedy St = S0 + µt+ σWt, kde (Wt)t≥0 je Wiener̊uv proces nezávislý s veličinou S0. Předpokládejte

nulovou úrokovou mı́ru na peněžńım trhu. Označme Ft , σ(S0,Ws; s ≤ t).

(1) Pro T ∈ [0,∞) ukažte, že existuje P̃T ∼ P martingalová mı́ra procesu S
(T )

t , St∧T , t ≥ 0 taková, že

proces W̃
(T )

t , Wt + µ
σ

min{t, T}, t ≥ 0 je Wiener̊uv při P̃T .
(2) Ukažte, že pro K ∈ R plat́ı

ẼT [(ST −K)+|Ft] =
sj

(St −K) Φ
(
St−K
σ
√
T−t

)
+ σ
√
T − t ϕ

(
St−K
σ
√
T−t

)
=: Ct, t ∈ [0, T ).

(3) Pomoćı Itôovy formule ukažte, že

(ST −K)+ =
sj
Ct +

∫ T
t

Φ
(
Ss−K
σ
√
T−s

)
dSs, t ∈ [0, T ).

(4) Ukažte, že pro K ∈ R plat́ı

P̃T (ST > K|Ft) =
sj

Φ
(
St−K
σ
√
T−t

)
=: C̃t, t ∈ [0, T ).

(5) Pomoćı Itôovy formule ukažte, že

1[ST>K] =
sj
C̃t +

∫ T
t

1
σ
√
T−s ϕ

(
Ss−K
σ
√
T−s

)
dSs, t ∈ [0, T ).

Př́ıklad 9. Uvažujte model tržńı ceny akcie (St)t≥0 sleduj́ıćı geometrický Brown̊uv pohyb, tedy

St = S0 exp{(µ− 1
2
σ2)t+ σWt}, dSt = St(µ dt+ σ dWt),

kde (Wt)t≥0 je Wiener̊uv proces nezávislý s veličinou S0 > 0. Označme Ft , σ(S0,Ws; s ≤ t) a před-

pokládejme, že úroková mı́ra na peněžńım trhu je rovna konstantě r ∈ [0,∞). Bud’ Ŝt , e−rtSt, t ≥ 0
diskontovaná tržńı cena akcie pro t ∈ [0,∞).

(1) Pro T ∈ [0,∞) ukažte, že existuje P̃T ∼ P martingalová mı́ra procesu (Ŝt∧T )t≥0 taková, že W̃
(T )

t ,
Wt + µ−r

σ
min{t, T}, t ≥ 0 je Wiener̊uv při P̃T .

(2) Ukažte, že pro K ∈ (0,∞) plat́ı

ẼT [e−rT (ST −K)+|Ft] =
sj
Ŝt Φ

( ln(Ŝt/K)+rT+σ2(T−t)/2
σ
√
T−t

)
−Ke−rT Φ

(
ln(Ŝt/K)+rT−σ2(T−t)/2

σ
√
T−t

)
, t ∈ [0, T ).

(3) Pomoćı Itôovy formule ukažte, že

e−rT (ST −K)+ = (ŜT − e−rTK)+ =
sj
Ĉt +

∫ T
t

Φ
( ln(Ŝs/K)+rT+σ2(T−s)/2

σ
√
T−s

)
dŜs, t ∈ [0, T ).

(4) Ukažte, že pro K ∈ (0,∞) plat́ı

e−rT P̃T (ST > K|Ft) =
sj
e−rTΦ

( ln(Ŝt/K)+rT−σ2(T−t)/2
σ
√
T−t

)
=: C̄t, t ∈ [0, T ).

(5) Pomoćı Itôovy formule ukažte, že

e−rT1[ST>K] =
sj
C̄t +

∫ T
t
e−rT 1

Ŝsσ
√
T−sϕ

(
ln(Ŝs/K)+rT−σ2(T−s)/2

σ
√
T−s

)
dŜs, t ∈ [0, T ).
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Př́ıklad 10. V Black-Scholesově modelu pro tržńı cenu akcie (St)t≥0 spočtěte spravedlivou (bezarbitrážńı)
cenu následuj́ıćıho derivátu (evropského typu) s dobou vypořádáńı T ∈ (0,∞)

(1) FT , lnST
(2) FT , SkT pro k ∈ R.

Př́ıklad 11. V Black-Scholesově modelu pro tržńı cenu akcie (St)t≥0 spočtěte spravedlivou (bezarbitrážńı)
cenu derivátu

FT , ( 1
T

∫ T
0

lnSt dt−K)+

(asijského typu) s dobou vypořádáńı T ∈ (0,∞).

Př́ıklad 12. V Bachelierově modelu pro tržńı cenu akcie (St)t≥0 s nulovou bezrizikovou úrokovou mı́rou
spočtěte spravedlivou (bezarbitrážńı) cenu asijské kupńı opce

FT , ( 1
T

∫ T
0
St dt−K)+

s vypořádaćı cenou K, dobou vypořádáńı T ∈ (0,∞) a dobou vypsáńı T0 = 0.

Př́ıklad 13. Uvažujte Black-Scholes̊uv model pro tržńı cenu akcie (St)t≥0. Uvažujte asijskou kupńı opci

FT , ( 1
T

∫ T
0
St dt−K)+

s vypořádaćı cenou K, dobou vypořádáńı T ∈ (0,∞) a dobou vypsáńı T0 = 0. Předpokládejte, že již v
čase t ∈ (0, T ) v́ıte, že dojde k uplatněńı opce, tj. že

1
T

∫ t
0
Ss ds ≥ K.

Spočtěte pro tento př́ıpad hodnotu spravedlivé ceny derivátu FT .

Poznámka. V následuj́ıćım př́ıkladu předpokládejte, že pro Wiener̊uv proces (Wt)t≥0 v́ıte, že

W ∗
t , max

s≤t
Ws ∼ |Wt|, t ≥ 0.

Př́ıklad 14. V Bachelierově modelu pro tržńı cenu akcie (St)t≥0 s nulovou bezrizikovou úrokovou mı́rou
spočtěte spravedlivou (bezarbitrážńı) cenu následuj́ıćıho derivátu

FT , S∗T , max
t≤T

St.

Poznámka. V následuj́ıćım př́ıkladu předpokládejte, že pro Wiener̊uv proces (Wt)t≥0 v́ıte, že

P(Wt < y − x|W ∗
t ≥ y) = P(Wt > y + x|W ∗

t ≥ y), x, y ∈ [0,∞).

Tato rovnost vycháźı z principu zrcadleńı pro Wiener̊uv proces.

Př́ıklad 11. V Black-Scholesově modelu pro tržńı cenu akcie (St)t≥0 spočtěte spravedlivou (bezarbitrážńı)
cenu derivátu

FT , S∗T , max
t≤T

St.


