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(A) Complete proofs of some results of Section 3

Proposition 3.6 Let

2
dt = Z (Dzjélgj + Dijaié)j + Dijaiéj + D;;élaj) (1)
i,7=1
and let . .
d? = d% + d% = D101 + D20y + D101 + D20s (2)
+ 307 j-1(Dij0:0; + Dy;0:0; + Dy;0:0; + D§;9:9).
Then d?d' = 0 implies, fori,j = 1,2, i # j, the conditions

Y Y

(2) DiD};Di+ DiDj;Di =0, i,j=1,2, i#j,

(3) D;D:D; + D;Dy;D;

i

0, 4,j=12, 1i#j,
(4) (D1D%yDy + Dy Doy Dy) — (Do D% Dy + DyDy1 D) = 0,

1
(6) DyiD%;D; + DyiDj;D; — DiDyD; — D;jDiDy =0, i,j=1,2, i+# j,

= Dj;D;;D; = DDiiD; =0, i,j =1,2, i#j,

(8) Dl]DZkD€+DZ]b/€kDf:07 ’L7j7k,€: 1)2) k;?éfa



(9) DyiDiDj+ DyiDyDyj =0, i,j,=1,2, i# j,
(10) Dl]DZkDZ+EZ]-DkkDf:07 17j7k7€:1)2) k7é€7 27&]7
(11) D5D5D; + D3DaD; =0, i,j,= 1,2, i#j,
(12) D;iDiD; + D;iDyD; =0, i,j,=1,2, i#j.
Proof. Let us consider g € F|. By the previous computations we have that d'g is of the form
d'g = (Dj; D2 + D11D2)(A1g2 — 9201g1) + (D35 D1 + DasD1)(Asgy — 01092)
and
d*d'g = did'g + did'g
SO o ] o B
did'g = [D101 + D30 + D101 + D2ds][(D5y D2 + D11D2)(Args — 020191)
(D32D1 + D22 D1)(Azg1 — 010292)]
(D1D11D2 + D1 D11 D2)(01A1g2 — D1020191)
l?nggD1 + D1D22D1) I Aagr — 01010292)
Dy D1y Dy + D2D11D2 D2A1gy — 02020101

)
( (

(L i ) o
(D2 D22D1 + D3 D3y D1) (03091 — 52@3292)

(D1D}, Dy + D1D11D2)(91A1g2 — 01020191)

( )(

( )(

_|_

D1D22D1 + D1D22D1 01A2g1 — A10292)
Dy D}y Dy 4 DaDy1 Do) (022199 — Aadigr)
+(D2D3y D1 + D3D3y D1)(02A2g1 — 92010292) = 0.

4+ + 4+ ++

Grouping the various terms we obtain the conditions
D1 D% Dy + DDy Dy =0,
D1D3yDy + DiDagDy = 0,
(D1D3yD1 + D1D2sDy) — (D2Dfy D2 + D2Dy1Ds) = 0,
DyD% Dy + DyDy1 Dy = 0,
D1D; Dy + DyDy1 Dy =0,
D1D§2D1 + legzﬁl =0,
DyD3yDy + DyDogDy = 0,



that can be written in compact form as in (1) — —(4). By imposing d3d'g = 0 we obtain

d3d'g

By grouping the various derivatives together we obtain (5)—(12).

Proposition 3.9 Let

[(D11D},Da + D11 D11Ds) (97 Av g —731%323191)

(D11 D3, D1 + D1y Doy D) (97 Aggr — 07010295))]
[(D11D11D2 + D11D11D2)(31 A1gs — 020:0191)
(D11D3y Dy + D11D22D1)(31 A291 31_313292)]
[(D11D11D2 + D11D11D2)( 192 — A1020191)
(D11D22D1 + D11 Dyy D1 )(A A291 A1010292)]
[(Dy D11D2 + D11D11D2)( 192 — A1020191)

(D 11D22D1 + D11D22Dl)(A Aggr — A1010292)]
[(D12D11D2 + D12D11D2)(3132A192 — 01050191)
(D12D3,D1 + D12D22D1)( 1028291 — 0102010292))]
[(D12D11D2 + D12D11D2)(3132A192 — 01420101)
(D 2D22D1 +D12D22D1)( 1020091 — 0102010292))]
[(D12D3, Dy + D12D11D2)(8132A192 — 01050191)
(D12D22D1 + D12D22D1)(3132A291 0102010292))
[(D}yD}1 D2 + D12D11D2)(5132A192 — 0102020191)
(D}, D3,D1 + D12D22D1)(3182A291 0102010292
[(D21D11D2 + D21D11D2)(8281A192 — 020102011)
( (
[ )
( (
[ )
( (
[ )
(D (
[ )
(D (
[ )
(D (
[ )
( (A
[ )
( (A

D21D22D1 + D21D22D1) 02010291 — 02030292
(D21D11D2 + D1D11D2) (9201 A1 g2 — 8201020191)
D21D22D1 + D21D22D1) 0201 A2g1 — 02A10292)]
(D21D11D2 + Doy D11 Do) (0201 A1ga — Da010201g1)
D21 D3, D1 + D21 D22 D1) (9201 Aagr — 8207 0295)]
(D21D11D2 + D21D11D2 (0201 A192 — 02010201 91)

21D22D1 +D21D22Dl) D201 0291 — D2A10292))
( 22D11D2 + D22D11D2 (82A192 — 8281g1)

22D22D1 + D22D22D1) 822A291 82816292)]
(D22D11D2 + D33 D11 Dy) (03 A1g2 — 03050191)

). 2D22D1 + D22D22D1) 02N2g1 — 02010292)]
(P22D11D2 + D92 D11Ds (A2A192 — N202D1 )
Doy D3, Dy + D22D22D1) 291 — N2010299)]
(D22D11D2 + D5 2D11D2 (A2A192 — N9D201g1)
291 — N010292)] = 0.

++++++++w~w+++++++++++w~w++++++++

D33y D3, D1 + D3, Da3 D)

d®=d} +dj = D10y + Da0s + D101 + D20y

Then d3d? = 0 implies

+ 52 (Di;0:0; + Dyydd; + Digdid; + Dis0,0;). (5)

(1) DiDlD;2D1 + DiD1D22D1 =0, +=1,2,

(2) DiDlDSQ-Dl + DiDlDQQDl =0, :=1,2,

(8) (DyiD1 D5y Dy + DiiD1DaaDy) + (Df;D1 Dy Dy 4 DDy Do Dy) =0, i,j =1,2, i # 7,



(4) (DijD1 D%y Dy + DDy Doy Dy

(5) (Di; D1 D3y Dy + DijDy Doy Dy

(
(
(
(D;

(7)

) =
)
(6) (Di;D1D3yDy + Dy Dy Doy D)
) =

5.D1D3,D1 + Dj;D1Dyy Dy

iaj = 172’

i?j = 1727
hj=121#],

ij=1,2,i#].

Proof. Let h € Fy, h = (DTIDQ + Ellbg)hlg + (D§2D1 -+ D22D1>h21. Then, using (9) (see the
paper) and relations in Proposition 3.6, we can write d%h as

d2h = (D1 D3y Dy + D1 D2y D1)(91hay + ahya).

Let us compute separately didsh and d3d3h:

dil)’d%h [Dlél + DQéQ + D101 + DQ@Q][(D1D22D1 + D1D22D1)(31h21 + 82h12)]
= (D1D1 D3, Dy + D1D1D22D1)(A1h21 + 0102h12)
(D2D1D22D1 + D2D1D22D1)(3231h21 + Aghy2) (6)
(D1D1D221?1 + D1D112221?1)(31 ha1 + 0102h12)
+(D2D1D;2D1 + D2D1D22D1)(82(91h21 + 8§h12).

Condition d3d?h = 0 implies relations (1) and (2), so that d3d?h = 0. Now we compute:

d3d2h

The condition

= [D110101 + D110101 + D110101 + D§,0191 + D12010s
+D120192 + D12010 + D;50102 + Do1 9201

+QQ18281 + D218251 + D215281 + Dgzégéz + Dog020-
+Dg20202 + D22<§232][(D1D22D1 + D1 DygD1)(01ha1 + Dahia)]
[(D11D1D22D1 + D11D1D22D1)(A191hay + 302hi)]
D11D1D22D1 + D11D1D22D1)(53h21 + 292h12)]
D11D1D22D1 + D11D1D22D1)(A131h21 + A102h12)]
Dy D1D22D1 + D11D1D22D1)(A131h21 + A102h12)
D 2D1D22D1 + D12D1D22D1)(518231h21 + 01A3h12)]
D12D1D22D1 + D12D1D22D1)(518231h21 + 0103h12)]
D12D1D22D1 + D12D1D22D1)(315231h21 + 01A2h12)]
D12D1D22D1 + D12D1D22D1)(818281h21 + 8182 hlg)]
Dy D1 D3y Dy + D21D11222D1)(52A1h21 + 020109h12)]
1?21D1D§21?1 + 12211711?221?1)(523%21 + 020102h12)]
Do1 D1 D35 Dy + D21D1@2291)( A1hay + 020102h12))
D3, D1 D3, Dy + 1?§1D112221?1)(3231 ha1 + 920102h12)]
Doy D1 D3, D1 + Da2D1Dag D1)(020901 hay + 02 Aohi)]
1222D1D22D1 + D22D1D22D1)(5231h21 + 03h12)]

Do D1 D5y Dy + D22D1D22D1)(A281h21 + Agdsh12)]
D3y, D1 D33y D1 + Dy D1 D22 D1)(A2d1hat + Asdahis)].

AN AN AN AN AN AN AN N N N N N N N

d3dih =0

gives the relations (3) — (7) listed in the statement. O



(B) Vanishing of d3d?

In this Appendix we perform all the computations coming from the vanishing d3d? = 0 (see
Proposition 3.8 and Remark 3.10 in the paper).

Proposition B.1 Let, for { = 2,3,

d* = df + d5 = D101 + DaOy + D181 + D20y

2
—+ Z (Dwézgj + Dl'jaiaj + bl]azgj + Dz*gglaj)

i,j=1

Then d3d? = 0 implies

(1)
(2)
3)

DiDlD;QDl + DiD1D22D1 =0, 1:=1,2,
D;D1 D, Dy + D;D1 Doy Dy =0, i=1,2,

(DiDyiD};Di+ D; Dy Dj; Di) + (D; Dy DY, Di + Di Dys D Dy + Dy D3 D%, Dy + Dy DDy Dy) +
(DiiD1D39 D1 + DiiD1Daa D1) + (Dj;D1 D5y Dy + Df;D1 D22 D1) = 0, 4,5 =1,2,i# j

1

(DijjD;;-Dj + DijjbiiDj) + (Dij1D§2D1 + Dijl.DQQDl) =0, 7,7=1,2,

z‘Dz’z’D*-Di—i-Di[?iiDiji+DiniD;jDi+Din~Diji)+(DiiD1D§2D1+Dn‘D1D22D1) =

)

(DZDJJDZD] + DZDND“D]) + (D;ijlD;Qljl + D;’}-le)ggf)l) =0, 7,5=1,2,

(DiDj; Dj;Dj+D;Dj; Dii Dj+D; D}; Dj; Dj+DiD3; Diy Dj)+(Dij Dy D3y D1+ Dy Dy Dag D) =

J J

(DZD]JD;D]+DID]]B”D]—|—DZD;]D,ZD]+DZD;]D”DJ)—F(DZ]DlD;zDI—l-DUDlDQQDl) =
0,i,j=1,2,i # j

i+ DiibiiD;j[)i +DyiDyiDj; D + [)z'iDZD;jDi + Dy DD D+
i+ DD DD + Dy DED; D = 0,4, = 1,20 #

)

o
Qb< b‘

DiiDjiDiiDj = 0,i,5 =1,2,i #j

_|_
DyiD;j;D};D; + DiiDy; DiiDj + DiiD3; DDy + Dy D¥; Dy Dy = 0,4, § = 1,2, # j
+ +

D”D;D;}DZ + DzzD*Zb]]Dz =0,i,j=1,2,i # j

7

S o
ST
5

DuD]]D:;DJ + DuDj]D”DJ + DuD;]D;DJ + DuD;]D”D] =0,7,7=1,2,1% 7& J

DyiDiiD¥; Di+ DiiDiiDj; Di + Dy D}, D%, D+ Dy D Dj; Di + Di; D3y D% D + Dy Dy Dy Dy +

5



(17) D”D]]D:;D] + D”D]]ﬁnbj + D:;D]]DZD] + D:;D]]DMD] =0,72,5=1,2,2 ?é i

D;iDZ'D;jDi + D;iDZ'biji =04, =1,2,i#j

(18) Dii[)ij;;Dj+Dii[)jj1j)iif)j+DiiD;jD;;Dj+DiiD;j1:)iiDj+D;<ibij;Dj+D;g1?jj1~3n1?j+
DiiDj; Di+
(19) DijDyiD};D; + DijDiiDj;Ds = 0,i,j = 1,2,i # j
(20) D;jDag D}y Do + D;jDag D11 Do + D;jDsyDiy Do + D;j Dy D11 Dy = 0,4, 5 = 1,24 # j
(21) DijD11 D5y Dy + D;jD11DagDy + D;j D5y DDy + D;jDi DagDy = 0,4, 5 = 1,2, # j
(22) D12DiiD3;D; + D19DyiDj;Di = 0,4,5 = 1,2, i #j
(23) Dy;D;; D} Dj+DijDy;DiiDj+D;;D%; D3 D+ Dy DDy D+ D;; Dj; Dy, D+ Dy DjDig Dy =
0,i,j=1,2, i#j
(24) D;ijDyiD};D; + DijDyiDy;Ds + DiyD; D% Ds + Diy D5 DDy = 0,4,5 = 1,2, i # j
(25) DijDyiD%D; + Di;Di;DjjD; = 0,4, = 1,2,i # j
(26) Di;D;;D3D;j + DijDj;DiiDj + Di;D3; DD + DygD? DDy = 04,5 = 1,2, # j
(27) D};D11D3y Dy + D};D11DagDy = 0,i,j = 1,2,i # j
(28) Dj;DaDi Do+ Dj; D3y D11 Dyi,j = 1,2,i # j =0
(29) D};DyiD;D; + D};Dy;Dj; D; + DD}, D3, Di + Di;D5Dj; Dy = 0,i,§ = 1,2,i # j
(30) D21D;iD%;Ds + Doy DyiDj;D; = 0,4, 5 = 1,2,i # j
(31) D21D;;D}D; + Doy DjjDyiDj + Doy D3 DDy + Doy DY Dy Dy = 0
Proof. Let h € F5 be
h = (D{, Dy + D11D3)h1s + (D33D1 + Doy D1)hay.

Then
d*h = dih + d3h =
(D1 D3y Dy + Dy Doy Dy)(d1hay + Oohiz) + (D11 Do Dy 4 D11 Do Dy)(82ha1 + 0102h12)
+(D22 D} Do + Dy D11 D2) (95 h1a + 0201 h2y)
+(D22 D}y Dy + Dog D11 D3 + D3, Dy Dy + Dy D11D2)(Ashiz + 9201 ho1)
+(D11 D3y D1 + D11 Das Dy + Diy D3y Dy + Di Do Dy )(Avhay + 192h12)
Let us compute separately didsh, (d3d3 + dsd3)h and d3d3h

difd%h = [Dlél + D2(§2 + D101 + DQ@Q] X [(D1D52D1 + D1D22D1)(81h21 + 82h12)]

= (D1D1D3yDy + D1D1DasD1)(Arhay + 9102h12)
+(D2D1D;2D1 + Dngbggbl)(gzalhgl + Aghlg)



+(D1D1 D3y D1 + D1 D1 Day D) (03 ot + 0102h12)
+(D2D1 D3y D1 + D2 D1 Doz D1) (9201 har + 03ha2)
The condition di’d%h = 0 implies the vanishing of all the relations D;D; D§2D1 +DiD11522D1 =0,
D;D1D%,D1 + D;D1Day Dy = 0, i.e. relations (1) and (2), so d3d2h = 0.
Let us compute (d3d3 + d3d?)h. We have
didsh = [D101 + D202 + D10y + D20s)]
(D11 D35 D1 + D11D22D1)(0%ho1 + 8102h12) + (D22 Dy Do + Do D11 D2)(93hi2 + 0201 han)
+(D22 D}y Dy + Doy D11 D + D3, D3y Dy + Dy D11.D2)(Ashiz + 9201 ha1)
+(D11 D33 D1 + D11 Doy Dy + D3y D3y Dy + Diy D2 D1)(Avhor + 9192h12))]
= (D1D11D3,D1 + D1 D11 D22 D1 ) (A191hot + A102h1a)
+(D1 D2y D} Dy + D1D22D11D2)(51322h12 + 010201 ha1)
+(D1 DD}y Da + Dy Dag D11 Do + Dy Do Dy Do + Dy Do D11 D2) (91 Aghyg + 010201 hay )
+(D1D11D3yD1 + D1 D11 Doy Dy + DD} D3y D1 + DDy Doy D1) (01 A1hay + 8202h12)
+(D2D11 D3y Dy + DDy DagD1)(0207 hat + 020102112)
+(D2 D22 DY Dy + Dy Doy D11 D) (As0shaz + Agdiho)
+(D2DyyDiy Dy + Dy D2y D1y Dy + Do D3, DYy Do + DyDiy D1y Da) (92 Aok + 0301 hay )
+(DaD11 D3y D1 + DyDy1 Doy Dy + Do Dy D3y D1 + Do Dy DagD1)(92A1hay + 0201 02h12)
+(D1D11 D3y D1 + D1 D11 D2y Dy ) (93 hot + 0702ha2)
+(D1D22 D}y Dy + D1 D2 D11 Do) (0193 ha2 + 810201 hay )
+(D1 D92 D}y Dy + D1 D22 D11 Do + D1 D3y Dy Dy + D1 Dy D11 Do) (01 Azhis + 919201 har)
+(D1D11 D3, Dy + D1 Dy Dag Dy + D1 D3y D3y Dy + D1 D1 Doy Dy ) (91 A1hot + A1Oshao)
+(D2D11D3yDy + Dy D11 D2 Dy ) (9207 hot + 020102h12)
+(D2D23 D} Dy + Dy Doy D11 D2) (93 haa + 0301 han)
+(D2D22 D} Dy + Dy Doy D11 Dy + DaD3y Dy Dy + Dy D3y D11 Do) (92 A0h12 + Aodihoy)
+(D2D11 D5y Dy + Dy D11 Dag Dy + DaD3y D3y Dy + DaDi Doy Dy ) (92A1hoy + 020192h12)

and
dsd?h =

[D110181 + D110101 + D11810y + D},9101 + D120,02 + D120192 + D12819 + D010,
+D213251 + D910201 + D218251 + D§15281 + D225252 + Doy 020 + D228252 + D§25282]
[(D1D3yD1 + Dy DagD1)(d1hay + O2hy2)]

= [(D11D1 D3y D1 4 D11 D1 Doy D1)(A101hoy + 0202h12)]

+[(D11 D1 D3y Dy + D11 Dy Doy D1) (03 ha1 + 9202h12)]



+[(D11D1 D3y Dy + D11 D1D22D1)(A191hay + A102hi2)]
+[(D3, D1 D3y D1 + D3y D1DasD1)(A191hor + A19ohia)]
+[(D12D1 D3y Dy + D19Dy Dy D1) (010201 hay + 01 A3hi9)]
+[(D12D1 D3y Dy + D12D1 D9y Dy)(010201ha1 + 0103h12)]
+[(D12D1 D3y Dy + D12D1 D3 D1)(010201 hay + 01 Ash12)]
+[(D3,D1 D5, Dy + D3y D1 Doy D1)(010201 hat + 9103 1h12)]
+[(D91D1 D3y D1 + Da1 D1 Dog D1)(0aA1hat + 020102h12)]
+[(Dg1 D1 Dy Dy + Doy D1 D29 D1)(9203ha1 + D20102h12)]
+[(D91D1 D3y D1 + D1 D1 Do D1)(0aA1hat + 020102h12))]
+[(D3,D1 D3y D1 + Dy D1 D2y D1) (8203 hat + 820192h12)]
+[(Dag D1 D3y D1 + Dog D1 D22 D1) (020501 ha + O Aohiz)]
+[(D29 D1 Do Dy + Dag Dy Doy D1) (0301 hay + 3h12)]
+[(D2a Dy Do Dy + Dag Dy DagD1)(A201hay + Aadahia)]
+[(D3,D1 D3, D1 + D3, D1 Das D) (A2d1hoy + Aodohis)]

The condition
(d3d3 + d3d¥)h = 0

gives the relations (3)-(8) listed in the statement. Finally, the computation of d3d3h gives
d3d3h =
[Dngf + Dnaf + D11A1 + DTlAl + Dlgélgg + D190109 + Dlgalég + DT2(§182
+D21020) + D210201 4 Doy 320, + D3y 0201 + Dogd3 + Dagd3 + DagAg + DioAs]
(D11 D39 Dy 4 D11 D29 D1)(82ha1 4 0102h12) + (Dag D}y Do + Dag D11 Do) (03h1g + 0201 hay)
+(D29 D}y Dy + Do D11 Dy + Diso D Dy + DisoD11Ds)(Ashis + 9201 hoy)
+(D11D§2D1 + Danng + DT1D52D1 + DhDQQDl)(AthI + 5182h12)]



= (D11D11 D3y D1 + D11 D11D22D1)(A1Arhoy + A19192h12)
+(D11D22 D}y Dy + D11 D2y D11.D2) (0703 b1z + 070201 han )
+(D11 D22 D}y Dy + D11D22D11 Do + D11D3, D5y Dy + D11 D33y D11D2) (07 Ashiz + 970501 har )
+(D11 D11 D39 Dy + D11 D1y Doy Dy + Dy D}y Do Dy + D11D}y Das D) (92 A1 oy + 930102h12)

+(D11D11 D3y D1 + D11 D11 D23 D1) (01 hot + 03 02h12)
+(D11 D22 Dy D3 + D11 D23 D11 D2) (0703 haa + 070201 har)
+(D11 D22 D}y Dy + D11 Dag D11 Dy + D11 D3y D3y Do + D11 Dy D11 Do) (03 Ashia + 970201 ha)
+(D11 D11 Dy Dy + D11D11 Doy Dy + Dyy DYy Dy Dy + Dyy DY DasD1) (02 A1 hoy + 01921 hyo)

+(D11D11 D3y D1 + D11 D11 D2a D1)(A197 hay + A19102h12)

+(D11D22 D31 D3 + D11 Do D11 Do) (A195h12 + A19201 hay )
+(D11 D25 D}y Dy + D11 D22 D11 Do + D11 D3, DYy Dy + D11 Dy D11 Do) (A1 Ashys + A10201har )
+(D11D11 D3y Dy + D11 D11 D3 Dy + D1y DYy D3y Dy + D11 Di Dao Dy ) (A1 Avhay + A19102h12)

+(D%, D11 D49 D1 + D1 D11 Doy D1)(A103hoy + A10192h19)

+(D}y DD}y Dy + D} Doy D11 D) (A103h19 + A998 hoy )
+(D}1Dag D}y Dy + D} D2y D11 Dy + Dy Dy D5y Do + D}y Do D11 Do) (A1 Ashis + A192d1hat)
+(D¥, D11 D%y Dy + D}, D11 Doy D1 + Dy D} Do Dy + D} D}y DasD1) (A1 Arhyy + A18102h1)

+(D12D11D3y D1 + D12D11 D2y D1) (01020 hay + 01020102h12)
+(D12D32 D}y D3 + D12D23 D11 D2) (0102 A2h12 + Ay Aghay)
+(D12D93 D}y Dy + D12D22 D11 Dy 4 D19 D3y Dy Do + D12 D3y D11 Do) (0102 A0h19 + 9105091 har )
+(D12D11 D3y Dy + D12D11 Doy Dy + D12 Dy D3y Dy + D12D}1 D2 D1) (0102 A1haot + 01920102h12)

+(D12D11 D%, Dy + D12D11 Doy D1)(010207 hoy + 01020102h12)
+(D12D22 D31 Dy + D13 Dag D11 D3) (8195 hya 4 019501 ha1)
+(D19Dag D}y Dy + D13D9y D11 Dy + D19 Dy D3y Do + D19 D3y D11 Do) (0102 A0h1a + 92 Aghay)
+(D12D11 D3y Dy + D19D11 Doy D1 + D13 D3y Dy Dy + D12 D3y Dag D) (0102 A1 hay + 910201 92h12)

+(D12D11 D3y D1 + D12D11 D22 D1) (010207 hot + 919201 02h12)
+(D12D22 D} Dy + D12 D23 D11 D3) (0102 A2h12 + 07 Aghon)
+(D12D32 D}y Dy + D12D2y D11 Do + D13 D3y D}y Dy + D12D3y D11 D2) (0102 M2h12 + 919501 hay)
+(D12D11 D3y Dy + D19D11 Daa Dy + Dya D}y Dy Dy + D12 D3y Dag D) (9102A1 hay + 910201 92h12)



+(D39D11 D3y Dy + Dy D11 DagD1)(810207 hat + 010201 02h12)
+(D3yDyo D}y Dy 4 Dy Doy D11 Do(9103h13 + 010501 hay)
+(D%9 Doy DY Dy + D}y Dyo D11 Dy + Dy D3 Dy Do + DioDioD11D5) (8103 A2h12 + AgAihgy)
+(D3yD11 D3y Dy + D9 D11 Doy Dy + Dy D} Do Dy + Doy DY DooD1)(8102A1hay + 91020102h12)

+(D21D11 D3y D1 + Dg1 D11 D32 D1) (0201 Arhat + A1Ashis)
+(D21D23 D}, Dy + Dy1 Doy D11 D3) (020105 hag + 02019201 hat)
+(Dg1 Doy D}y Do + Day Dag D1y Dy Doy Dy D3y Do + Doy Do D11 D3) (9201 Aghia + 02019201 hot)
+(D21D11 D3y Dy + Dy1 D11 Doy Dy + Doy D}y D3y Dy + Doy D}y Daa D1) (9201 Arhar + 0207 02h12)

+(D21D11 D3y D1 + Dgy1 D11 D23 D) (0207 hay + 9207 02h12)
+(D21 D22 D}y Dy + Doy Doy D11 D2) (020103 b2 + 92010201 har )
+(D21 D25 D51 Dy + Doy D2y D11 Do + Doy D3y Dy Do + D1 D3y D11 D2) (0201 Ashaa + 02010201 han )
+(Da1D11D3yD1 + D2y D1y D22 Dy + Doy Diy D3y D1 + Doy Dfy Dao D1) (9201 Arhoy + 93 A1ha2)

+(Dg1 D11 D3y Dy + Day D1y Doy D1) (9201 Ahay + 0341 hy2)
+(D3g1D2s D}y Dy + Doy D22 D11 D2)(020105haa + 02010201 han )
+(Da1 D2a D}y Do + Day Doy D11 Dy + Doy Do D3y Do + Doy Diyo D11 D2) (0201 Aghya + 92010201 hay )
+(D21D11 D3, Dy + Da1 D11 D2a Dy + Doy Dy D3y Dy + Doy Dy D22 D) (9201 Arhay + 9207 90h12)

+(D%, D11 D3y Dy + D3 D11 Dog D1 ) (8203 hoy + 820202h12)
+(D3, Dy D}y Dy 4 Diyy Doy D11D2) (020,05 hy9 + Dad10201 oy )
+(D3, Do D}y Dy + D3 Day D11 Dy + D3y D3y D% Dy + D5, Do D11 D3) (8201 Aghig + 92010501 hay)
+(D3, D1y D3y Dy + Dy D11 Doy Dy + D D3y Do Dy + D3y D Do D) (9201 Arhot + A1 Ashys)

+(D22 D11 D3y Dy + D2y D11 Doy Dy) (0397 hay + 950102h12)
+(Dag Doz Dy Dy + D33 D22 D11 D) (A3h1a + 92A201 hay )
+(D22D25 D}y Dy + Doy D22 D11 Do + Doz D3, Dy Do + D2 D3y D11 D2 (93 Aok + 0301 har)
+(Doy D11 D3y Dy 4 DyoDy1 Doy Dy + Doy DYy Do Dy + Doy D Do D1) (02 A1 hoy + 920,02h12)

+(Da2D11 D3y Dy + D3p D11 D2y D1)(0303 hoy + 050102h12)
+(D22 D23 D}y Dy + D32 D22 D11 Ds) (93 haa + 9301 han )
+(D22 D32 D}y Dy + D32 Doy D11 Do + Doy Dy Dy Dy + D22 Dy D11D2)(05 Ashia + 0201 Ashar)
+(Doy D11 D3y Dy 4 DyaDy1 Doy Dy + Doy DY Diso Dy + Doy Dy Doy D1)(02A1hoy + 020,82h12)
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+(D22D11 D3y Dy + Doy D11 Das D) (2207 hot + A20102h12)
+(Da2D22 D1 Dy + D2y Doy D11 D2)(A205h12 + A29201hay )
+(D23D22 D}y Dy + D22 Doy D11 Do + Doy D3y Dy Dy + D2 D3y D11 Do) (A3h1a + As0201hay)
+(Da2D11 D3y D1 + D32 D11 D3y Dy + Dag DYy D3y Dy + Doo DYy Dao D1) (A Avhay + Ag102h12)

+(D3yD11 D3y Dy + D3y D11 D2y D) (8207 hot + A20102h12)
+(D3yD22D}1 D3 + D3y Doy D11 Do) (D203 h12 + Dodadihon)
+(D3yDag D}y Dy + D3y D22 D11 Dy + Dy Dy Diy Do + D3y D3y D11 Do) (A2 Ashis + Asdadihat)
+(D3yD11 D3y D1 + D3y D11 D2y Dy + Dy Dy Do Dy + D3y Dy Do D1)(AaAshay + Asdidahia).
Grouping the various terms we obtain the remaining relations listed in the statement. O
Proposition B.2 Let
k = (D1D3yD1 + D1Day Di)ko + (D11 D3y D1 + D11 D22 D)k
+(D22D}y D2 + Doy D11D2)ks + (D11D3y D1 + D11 Das Dy + D}y D3y Dy + DiyDaoD1)ks
+(Da2 D}, Dy + Dyy D11 Dy + Dy Dy Dy + Dy D11 Da)ky
be a generic element in Fj. Then d3k = 0 implies the following relations:
1. 9ikj — 0;0jko = 0, Dikjio — 0;0;ko = 0, Oik; — Niko = 0, Dikio — Oiky, 0,7 = 1,2;
2. Oikj — 0;0jko = 0, O;kjro — 0i0;ko = 0, 4,5 = 1,2, i # j;
3. Ajkiya — 07k; = 0, 0;0;kj12 — 0;05k; =0, 1,5 = 1,2, i # j;

4. 41_]{71 — 6%k3 = 0, A1k4 — 5251k1 = 0, A1k4 — 5281k3 = 0, Agkg — 5152]{2 = 0, 5182]{4 —
(9182]{22 =0.

Proof. The relations found in the previous proposition give the statement. We show just for one
coefficient since the other computations are similar. ]

Proposition B.3 The closure condition d*k = 0 imposes no compatibility conditions on the
system

O1ho1 + O2h12 = ko

01(01ha1 + O2hi2) = ky

02(01ha1 + Oah12) = k2

O1(01ho1 + Oah12) = k3

82(81h21 + 32h12) = ky.

Proof. Tt suffices to use the constraints d;kg = k;, O;jko = kir2, i = 1,2 in the relations 1,2,3,4 of
the above proposition. ]
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