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Teorie:

VETA 1 (Abel-Dirichletovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci)

Necht a,(x) a b,(x) jsou posloupnosti funkci definovanych na intervalu J] C R. Necht je
posloupnost &isel b,(x) pro kazdé x € ] monoténni. Necht navic plati (alespori) jedna
z dvojic podminek:

(A) ° i ap(x) = naj,

e b, je na J stejné omezena, tedy 3K > 0Vn € NVx € J: |by(x)| < K.

(ee]
(D) e Y a, ma stejné omezené ¢4steéné sou’ty, to jest
n=1

JK > 0Ym € NVx € J: |sp(x)| =

e b,=20nal].

Pak o
Zanbn = na]l.
n=1

VETA 2 (0 zdméné limity a derivace)
Necht maji funkce f, vlastni derivaci na intervalu (a, b) a necht

(i) existuje xy € (a,b) takové, Ze posloupnost &isel {f,(xo)},., konverguje a
loc.

ii) pro derivace f; plati f/ = na (a,b).

(i) pro derivace f; plati f; = na (a,b

loc.
Pak existuje funkce f definovand na (a, b), pro kterou plati, Ze f,(x) = f na (a, b), f méa

loc.
na (a, b) vlastni derivaci a f;, = f’ na (a, b).



VETA 3 (0 zédméné sumy a derivace)
Necht maji funkce u, vlastni derivaci na intervalu (a, b) a necht

(i) existuje xy € (a, b) takové, Ze rada ¢isel ) u,(xy) konverguje a
n=1

00 loc.
(ii) pro derivace u plati Y’ u, = na (a,b).
n=1

Pak existuje funkce f definovand na (a,b), pro kterou plati, Ze Y u,(x) = f(x), f je

n=1
lokélné stejnomérnou limitou ¢asteénych soudtl na (a, b), f mé na (a, b) vlastni derivaci

o
a Y. u, lokdlné stejnomérné konverguje k f’ na (a, b).
n=1

TVRZENI 4
Rady Y sin(nx) a Y cos(nx) maji stejnomérné omezené ¢asteéné soudty na [6, 271 — 6]
pro 6 > 0.

Priklady:

VySetrete stejnomérnou a lokdlné stejnomérnou konvergenci ndsledujicich rad funkeci:

1. Y (;i)xn na (—1, co)

3. i(—i)"(i —x)x" na [0,1]

(o.¢]
4 Y cslnx) hg R v zdvislosti na parametru s € R

nS

6. Y < gretan(nx) na [0, 27]

n

o . .
7. Z sm(x)ns_li—njinx) na (O, OO)




ResSeni:
1. Y % na (—1, c0). Zde na prvni pohled vidime ¢len (—1)", a vime, Ze Y (—1)" md
n=1 n=1

omezené Castecné soulty (a na x to nezdvisi, a tedy je ma stejné omezené). Nabizi

se proto Dirichletovo kritérium, kde zvolime a, := (—1)" a b,(x) = ﬁ

Zbyva ovérit véechny predpoklady. a,(x) i b,(x) jsou na (-1, co) pro kazdé n defino-
vény. Posloupnost b, je klesajici (nebot pro kazdé x plati x + n < x + (n + 1), a tedy

1 1 _ s s Yiv 2 v s . s
bp =5 > D)~ bn11), @ tedy monoténni. Jiz vime, Ze Y a, md stejné omezené

¢astetné soudty. Zbyv4, 7ze b, = 0 na (-1, co). Nicméné to uz je jednoduché, nebot

1
n+x

1
< .
_n—1—>0

Op:= sup |by(x)] = sup
xe(—1,00) xe(—1,00)

(Viz 7. cviceni.)

Tedy z Dirichletova kritéria plyne, Ze zadand rada konverguje stejnomérné na in-
tervalu (-1, oo).

3. Y (=1)"(1 — x)x™ na [0,1]. Opét vidime ¢len (—1)", a tak zase zkusime Dirichleta.
n=1
Volme a, := (—1)" a b,(x) := (1 — x)x™. Opét ovérime podminky:
Funkce a, a b, jsou na [0,1] definovdny. Potrebujeme, aby b, byla pro kazdé x
monoténni. Pro x rovno nule nebo jedné jde o konstantni posloupnost b,(0) =
b,(1) = 0, tedy to monoténni je. Pro x € (0,1) vime, Ze je posloupnost x™ klesa-
jici, tedy bude klesat i (1 — x)x™. (Ptipadné zderivujeme podle n a ukdZeme totéz.)
Omezenost ¢asteénych souctda a, jiz vime. Zbyva, ze b,, = 0 na [0, 1].

NuZe pocitejme (opét viz 7. cviéeni). VySetfujeme extrém, derivaci zjistime (pro

n>1)
ob,

ox

Tedy mdme nulovou derivaci v bodé 0 a 2. Navic [0, 1] je kompakt, a tedy se tam
maxima nabyvat musi (|b,| je spojitd). Dosazenim zjistime, Ze v krajnich bodech se
maxima nenabyvd, a nabyva se ho v bod¢ ;. Tedy

v s ot = b (20) = (1) () = o ()

xe[0,] n+1 n+1 n—+1 n+1\n+1

(x) = =(n(x —1) + x)x" L.

a z véty o aritmetice limit

. . 1 no\n_ o 1 _o. 1 _
Jim 0n = lim n+1<n+1> =0 lim (1+%)”‘0 e_o'

n—oo

Neboli b, = 0, a tedy diky Vété 1 zadand rada konverguje

o0

4) % na R v zavislosti na parametru s € R. Nejprve si vSimneme, Ze pro s > 1
n=1
rada konverguje stejnomérné na R diky Weierstrassova kritéria (a, = %).
Pro s < 0 neni splnéna nutnd podminka konvergence. No a pro 0 < s < 1 za-
dand rada nekonverguje v bodech 2k, k € Z, ale konverguje lokdlné stejnomérné
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na intervalech (2ks,2(k + 1)7), k € Z. Lokéalni konvergenci lehce odvodime z Di-
richletova Kkritéria, kde volime a,(x) := cos(nx) a b, := # Vime, Ze na libovolném
uzavieném intervalu uvnitt (2kst,2(k + 1)71), k € Z mé a, stejnomérné omezené
¢asteéné soulty (Tvrzeni 4). A tada b, jde zfejmeé monoténné k nule (pro s > 0, a
jelikoZ b, nezdvisi na x tak je to stejnomeérné).

Zbyva zdlvodnit, pro¢ je konvergence jen lokdlné stejnomérnd a ne stejnomeérnd.
Jde tfeba pouzit argument, Ze zadand rada nesplnuje Bolzano-Cauchyho podminku,
nebot (ozna¢me u,(x) := m) pro kazdé ng plati

2ng 1 2no CcoOSs <2n0>
Z Un <2_no> - Z ns =

cos(1)
> -
- r;) (2110)
cos(1)
(21’10)3
> 27%cos 1.

=27°n " cos(1) >

Y m arctan(nx) na [0, 27t]. Tato fada konverguje lokdlné stejnomérné. Z pred-
n=1

choziho prikladu 4 vime, Ze na [6,1 — §] konverguje rada stejnomérné. A
posloupnost funkei arctan(nx) je pro kazdé x monotdnni, a je stejnomérné ome-

zena (7).

COS nx
n

Tedy z Abelova kritéria (Vé&ta 1) plyne, Ze je zadand rada stejnomérné konvergentni
na [6,1 — 6], a tedy lokdlné stejnomérné konvergentni na (0, 271).

Zbyva argument, pro¢ neni stejnomérné konvergentni na celém intervalu. Podobné
jako minule najdeme spor s Bolzano-Cauchyho podminkou.

2ng
1 cos(1)
— ) > — >
E Uun <2n0> > Ny ong 2 stcos 1.

n=ngp

(o.¢]

Y w na (0, c0). Zde jen vysledek a ndpovéda — Tato Fada konverguje stej-
n=1

nomérné, lze pouzit Dirichletovo kritérium s a,(x) := sinx sin nx. Lze ukdzat, Ze
¢astecné soulty a, jsou stejné omezeny, a to i u 0.

(o.¢]

)
(x> ‘T n+x

jsou na mtervalu (—1, 00) dobre definované, a maji tam vlastni derivaci,

Dale pak

(i) Potrebujeme bod x, tak, aby rada ¢isel ) (=1 konvergovala Bud' zvolime

treba xp := 0, pak Z konvergu;e treba z Leibnizova kritéria, nebo si v§im-

neme Ze tato rada konvergme pro kazdé x € (—1, 00) — to plyne z prikladu 1.
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(ii) Potfebujeme lokdalné stejnomérnou konvergenci fady derivaci, to jest chceme

i 1) loc.
Z —(IE-_{_—L)z = na (—'1, OO).

n=1

To ale okamzité plyne z Weierstrassova kritéria — na [—1+6, co) mdme |u;, (x)| <

m, coZ je konvergentni tada.

Tedy Véta 3 rik4, Ze F md na intervalu (-1, co) derivaci.
5. G(x) := 21 % Zde mizeme bud opé&t ovérit predpoklady Véty 3, a nebo si mii-
n=

Zeme v$imnout, Ze G(x) = xF(x), tedy jde o soudin dvou diferencovatelnych funkci
a tedy o diferencovatelnou funkci.



