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Teorie:

VETA 1 (Kritérium stejnomérné konvergence)
Necht ] je interval a f,, a f jsou funkce z | do R. Ozna¢me

on = sup{|fnlx) — f(x)|: x €]}

Pak f, = f, prévé tehdy kdyz lim o, = 0.

VETA 2 (Moore-Osgood, spojitost)
Necht f, = f na | a necht f, jsou spojité na J. Pak je f spojitd na J.

VETA 3 (Diniho véta)

Necht K C R™ je kompaktni mnozina. Necht {f,}: K — R je monoténni posloupnost
spojitych funkei (tj. pro kazdé x € K je posloupnost {f,(x)} monoténni). Necht {f,}
bodové konverguje ke spojité funkei f: K — R. Pak f, = f na K.

Priklady:
Vysetrete stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci ndsledujicich posloup-
nosti funkeci:

1. falx):= e"™*~Y na (0,1) 5. f,(x) := lognx (0, 00)
n

2. fnlx) := sin (;rx™) na [0, 1]

3. fulx) := 75~ na (0, 00) % 6. fn(x):= (1 +%)" na[0,00)
4. folx):= nxe ™ na R % 7. fn(x) := x arctan(nx) na R



ReSeni:

1. falx) := e"™*~1 na (0, 1). Nejprve vysetiime bodovou konvergenci. Zcela standardné

pomoci véty o limité sloZzené funkce a Heineho véty dostaneme, Ze bodoveé se f,
blizi k nule (f(x) = 0).
Déle vysetrujeme stejnomérnou konvergenci, a sice dokdZzeme, Ze stejnomérné ne-
konverguje. Bud si spocitdme, Ze o, = 1, nebo pouzijeme Moore-Osgoodovu vétu
- plati, Ze lim,_4- fo(x) = 1, ale lim,_4- f(x) = 0, a tedy konvergence nemuiize byt
stejnomeérna.

Zbyva vysetrit lokdlné stejnomérnou konvergenci. Chtéli bychom dokazat, Ze pro
dany interval [a,b] C (0,1) plati, Ze na ném f, = f. Bud pouZijeme Diniho vétu
(ukdzat monotonii je jednoduché), nebo spoéitame, Ze 0, = e "'~ tedy lim o, = 0.

n—oo

loc.
TakzZe f, = f na [a, b], a tedy f, = f na (0,1).

2. fu(x) := sin (;tx™) na [0, 1]. Opét zaéneme bodovou konvergenci. Zjevné lim f,(1) =

sin(or) = 0. A pro x € [0,1] mdme lim mx" = 0, a tedy z Véty o limité sloZené

n—oo

funkce, spojitosti sinu a Heineho véty dostdvdme

lim f,(x) =0 =: f(x).

n—oo

Stejnomérnd vsak tato konvergence neni. Pomoci derivace zjistime, Ze
1 n
Op = sup {fn(x)} =sin (7 (/= =1.
xe01] 2

Poznamenejme, Ze nemusime vySetrovat zdali se v bodech x, := (/g opravdu na-

Tedy lim o, = 1.

n—oo

byvd maxima, stac¢i si uvédomit, Ze

sup {fn(x)} 2 fn(xn) = 1:
x€[0,1]

coZz ndm k zdvéru lim o, + O stadi.
n—oo

Rovnou mazeme prohlasit, Ze na intervale [0, 1] posloupnost f,, nekonverguje ani
lokdlné stejnomérné. Pak by totiZz musela konvergovat stejnomérné na kazdém
uzavieném podintervale, a stac¢i zvolit ptivodni interval [0, 1]. Dokonce plati, Ze na
kompaktni mnoziné pojmy stejnomérné a lokdlni stejnomérné konvergence sply-
vaji.

Nicméné na néjaké mensi mnoziné by porad jesté f, mohly lokdlné stejnomérné
konvergovat. Kde je problém ndam napovi body x,, které jsme pouZzili na vyvrdaceni
stejnomérné konvergence. Plati lim x, = 1, tedy se da tusit, Ze problém bude s

n—-oo

bodem 1. Vskutku libovolné okoli 1 obsahuje od néjakého ny body {x,}
by na ném nemohla byt konvergence stejnomérna.

00
n=ng

, a tedy

loc.
Nicméné kdyz 1 odstranime, pak uz f, = f na [0, 1). Vskutku, uvazujme libovolné
¢ € (0,1). Na intervale [0,c] posloupnost f, konverguje stejnomérné, nebot pro
x € [0,c] je sin(mrx™) < tx™ < sre™, a we™ — 0. Tedy f, = f na [0, c].
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Necht je dén interval [a, b] C [0,1). Pak existuje takové c, aby [a,b] C [0,c) (tPeba
c = 1b). A jelikoz f, = f na [0,c], tak tim spi3 f, = f na [a,b]. Coz dokazuje
lokdlné stejnomérnou konvergenci na intervale [0, 1).

3. falx) := 5+~ na (0,00). Bodova konvergence je trividlni, f, bodové konverguji k

funkei f(x) := x.
VySetfujme stejnomérnou konvergenci. Njprve si vSimneme, Ze
nx nx

flx)=x=—> —"— = folx).

x 1+n+x
Tedy Ifn(x) _f(x)l = f(x) _fn(x)' A

9 9
X+nx+x nx x2+x
x) — folx) = — = )
flc) = fulx) 1+n+x 1+n+4x 1+n+x

x2+x

Trividlné lim, ., 1 hax

= 00 = Op, a tedy to nekonverguje stejnomérné.

Nicméné konvergence je lokdlné stejnomérnd. Necht [a, b] C (0, co). Pak

x2+x b2+ b
o, = sup |falx) —f(x)| = su < - 0,
xe[a[?b]] (x) ()l JCE[CB)]1+H+J: 1+n

loc.
tedy f, = f na [a, b] a tedy f, = f na (0, o0).

—nr2 P . v s v Y v
4. fo(x) := nxe™ na R. Pro bodovou konvergenci si nejprve uvédomime, Ze trividlné
lim f,(0) =0, a ndsledné pro x + 0 pouZijeme I'Hospitalvo pravidlo (tedy limitu

chdpeme jako limitu funkce zévislé na n s parametrem x)

. nx ) x
lim 5> = lim —— =0,
n—oco enx nooco x2enx

a pak Heineho véta rik4, Ze bodovou limitou funkei f, je 0 =: f(x).

Zkoumejme stejnomérnou konvergenci. Hleddme o,. Derivujme:

a—nxe‘“IQ = ne™ —2n’x%e™ = ne ™ (1 — 2nx?). (1)
2

Jednoduchym vypocltem zjistime, Ze derivace je nulovd v bodech i\/ﬁ. Mohli
bychom ovérit, Ze se tam nabyvd maxima a minima, ale to je zbyte¢né, nebot

} >

nx2

On

I

sup { ‘nxe“
xeR

V4
S
|~
CDK
=]
—
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o
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Tedy lim o, = oo # 0, takZe konvergence neni stejnomérnd. Dokonce na R neni ani

n—oo

lokélné stejnomérnd, nebot stejného argumentu se dd pouzit i pro interval [—1,1],

nebot x, := /4 € [-1,1].



Body x, se blizi k nule, coz napovidé Ze problém bude u nuly. Zkusme tedy vyset-

rit lokdlné stejnomérnou konvergenci na (—oo,0) a (0, c0). Uvazujme tedy interval

[a,o0) pro a > 0. Ze vztahu (1) plyne, Ze pro dost velkd n je x, < a, tedy funkce

nxe je na [a, co) Klesajici, a tedy o, = nae ", a lim o, = 0. Tedy f, = f
n—oo

loc.
na [a, o), tedy f, = f na (0, 00). Zcela analogicky a symetricky bychom zjistili, Ze
loc.

fn = f na (-0, 0).

folx) := 109% na (0, 00). Bodovd konvergence je opét kombinace 'Hospitalova pra-

vidla a Heineho véty:

1 = 1

lim —9% _ jim 2 _ Z _ =: f(x).

n—oo n n-oco 1 n

Konvergence stejnomeérnd neni, sta¢i si uvédomit, Ze pro pevné n ¢im vési bude x,
tim vétsi bude |f,(x) — f(x)|. Neboli

1
Op > lim 9%

X —00 n

= OQ.

Vysettujme lokdlné stejnomérnou konvergenci. Mé&jme interval [a, b] C (0, co). Mu-
sime si d4t pozor na absolutni hodnotu. Pro nx < 1 je |lognx| klesajici, a pro
nx > 1 je rostouci. Tedy formdlné to miZeme zapsat jako

{ log nx }
Op = Sup =
x€la,b] n
1 1
~ sup {max{ ognx’_ ognx}} <
xefa,b] n n
| b 1
Smax{ ogn o ogna}’
n n

lognb __logna

nebot log je rostouci a — log klesajici. Jelikoz a

n n

jdou k nule, jde k nule

loc.
i to maximum, a tedy i 0,. Tedy f, = f na [a,b] a f, = f na (0, 00).

. falx):= (1 + £)" na [0, 00). Zde jen ndvod/nédznak postupu. Pomoci tteba I'Hospitala

a Heineho zjistime, Ze bodovou limitou je funkce f(x) = e*. Konvergence neni
stejnomérnd, nebot e* roste u nekonecna rychleji nez polynom, tedy

lim e* — <1+£>n=oo.

X —00 n

Konvergence vsak je lokdlné stejnomeérnd. Z odhadu zbytku Taylorova polynomu
plyne, Ze existuje takové C > 0 ze

log(1 + y)
y

— 1‘ < Cy
pro véechna 0 < y < 1. Na [0, K) tedy mtizeme pocitat

‘<1+£>n—ex e<%"i>x—1
n

—e geK<eC%K—1>—>O.




x 7. fo(x) := xarctan(nx) na R. Bodovd limita je jednoduchd, vyjde f(x) = Z|x|. A zde

-2
dokonce f, = f na R. Pro dikaz tohoto je treba odhad na celém intervalu rozdélit

na dva odhady, nejprve na [O, \/%] a pak [%m) (plus samoziejmé symetricky

[~4.0] a (~o0 ~&])

Pokud x € [0, \/LH], pak sta¢i odhad
1
|x arctan(nx) — Zx| = |x (arctan(nx) — Z)| < ﬁn - 0.

Na [%ﬁ oo) je tteba odhadnout, jak rychle jde arctan k 7. Pro to pomoci 'Hospitala

spoditdme limitu
. 3 —arctany
lim =——Fp—— =1
y—00 =
¥y

Pak uZ méizeme pro x € [\/iﬁ oo) odhadnout

C C
|x arctan(nx) — fx| <x— = = - 0.
nx n



