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Teorie:

VETA 1 (Kritérium stejnomérné konvergence)
Necht ] je interval a f,, a f jsou funkce z | do R. Ozna¢me

on = sup{|fnlx) — f(x)|: x €]}

Pak f, = f, prévé tehdy kdyz lim o, = 0.

VETA 2 (Moore-Osgood, spojitost)
Necht f, = f na | a necht f, jsou spojité na J. Pak je f spojitd na J.

Priklady:
Vysetrete bodovou a stejnomérnou konvergenci ndsledujicich posloupnosti funkci:
X o 1_
L fole) = o na [0,4] b falx): n< x+ 1 \/E> na (0, c0)
2. falx) := x™ — x*™ na [0,1] 5. falx):= V1 + x" na [0, 00)
3. falx) :=sin (%) na 6. folx):=n <x% — 1> na
a) [—100,100] a) [1,100]
b) R b) [1,00)



ResSeni:

1. =
fn(x) 1 + xn
kOaprox =1k % (véta o aritmetice limit), tedy

fla) = {0, x €[0,1),

L ox=1

n

na [0, 1]. Bodovd konvergence je snadng, pro x < 1 to konverguje

Tedy f, konverguji bodové k f. Nicméné tato konvergence neni stejnomérna. Bud
si uvédomime, ze je to ve sporu s Vétou 2, nebot f, jsou spojité a f spojitd neni,
nebo pouzijeme Vétu 1 a spolteme, Ze

0, = sup{|fulx) ~ flx)]: x € [04]} = ..

2. falx) := x™ — x?" na [0, 1]. Nejprve spo¢téme bodovou limitu. Zafixujme tedy x, a
upravujme: lim x™(1 —x") = lim x™-lim (1 —x"). Je-li x < 1, pak je to souc¢in 0-1,
n—o0 n—o0 n—o0
aprox =1jeto1-0. Tedy celkem posloupnost f, bodové konverguje k

f(x) = 0.

Pro vySetreni stejnomeérné konvergence potrebujeme spocitat o,, tedy zafixujme n
a pocitejme

On = sup{|x" — x*"|: x €[0,1]} = sup{falx): x €[0,1]}.

Interval [0, 1] je kompaktni a funkce f, spojitd, takZe se maxima nabyva. V 0 a 1 je
fn(x) rovna nule, jinde je kladng, tedy v krajich mit maximum nebude. Tedy (jelikoZ
jde o hladkou funkci) musi byt maximum v bodé¢, kde je derivace nulovd. Poditejme
(zajimd nds to pro velka n, klidné tedy mtZzeme predpokladat n > 1)

1 n—1(

falx) = nx™ !t —2nx?tt = x"1(n — 2nx™).

Tedy prvni podeztely bod je 0 (tam jiZ vime, Ze maximum neni), a druhy (a posledni)
podezrely bod je {/g JelikoZ se maxima nabyvat musi, a mdme pro né&j jen jednu

moznost, je maximum v tomto bodé. Po dosazeni pak o, = }; a tedy posloupnost f,
nekonverguje k f stejnomérné.

3. falx) := sin (ﬁ) Nejprve bodova limita — z véty o limité sloZzené funkce (a Heineho
véty) plyne, Ze f, bodové konverguji k f(x) = 0. VySettujme nyni stejnomérnou
konvergenci na intervale [—100, 100]. Zafixujme n a hledejme o,. Nejprve si uvédo-
mime, Ze je funkce f, — f = sin (%) lich4, tedy

On = sup{|fnlx)|: x € [-100,100]} = sup{|fa(x)|: x € [0,100]}.

Ddle si uvédomime, Ze pro dostate¢né velkd n (coZ ndm staci, protoze s n ptijdeme
do nekonec¢na) se interval [0,100] zobrazi pomoci zobrazeni > do intervalu [0, 7]
(volme tteba n > 100). Tedy pro tato n je funkce sin (%) na intervale [0, 100] rostouci

a nezdpornd. Tedy pro n > 100 méme
. (X . (100
O = sup{sin <H> x € [0,100]} = sin <T> .

2



A vime, Ze lim 0, = lim sin (1%

n—oo n—oo

spojity, véty o limité sloZzené funkce a Heineho véty). Tedy na [—100, 100] konverguji
fn stejnomérné.

) = sin(0) = 0 (vyuzili jsme toho, Ze je sinus v nule

Na vSech redlnych cCislech ale stejnomérné nekonverguji, coz je celkem zjevné. Pro
dané n staci zvolit x := =F, tedy 0, = sin § = 1.

. falx):=n < x+1i- \/f> na (0, co). Zde vidime rozdil odmocnin, a tedy nds hned

napadne vzoreéek /a — Vb = \/Z{?/g- Tedy

nx+1i-x) 1

1 N 1 '
VX A+ o+ VX X+ -+ /X

Tedy f, bodové konverguji k funkci f(x) = ﬁf Stejnomérna vsak tato konvergence
1
2V/x

fn(x) =

neni. Nejjednodussi je si asi uvédomit, ze funkce neni omezend, ale

0<flr) < —— = V.

V/O+1+/0
Tedy pro kazdé n je o, = oo.

Nebo prosté dosadime a pocitdme:

1 1 VAo yx+g
Jrrtevr 2% aur(Vrefxel)

: 2V (VE +/x + %)2'

a pro x — 0" jde tento vyraz k oo, takze 0, = co a mdme hotovo.

. falx) := V1 + x" na [0, o). Nejprve jako vidy bodovd limita. Rozumnéa se ukazuje
uvaha, Ze x™ bude pro x > 1 tak obrovské, Ze je ta 1 zanedbatelnd, a pro x < 1 zase
Ze x" je zanedbatelné oproti té jednicce. Tedy kandidatem na funkci f je

1, 0<x <1,
flx) = {x, 1 <x.

Zbyva to dokazat. Mimochodem, jinak se to da zapsat jako
f(x) := max{1,x}.

Pro x = 1 jde o limitu lim V2 = 1, takZe je to jednoduché. Ve zbylych pripadech

n—oo
pouzijeme vétu o dvou policajtech. Pro x < 1 plati, Ze x™ < 1", a tedy

1 <1+x" <2

Takze
1< V1 +xn < V2.
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Leva i prava strana jdou k jedné, a tedy jde k jedné i f,(x) := /1 + x™.
Pro x > 1 plati podobné odhad

x < V1 +xt < Voxn = Vox. (1)

Opét obé strany jsou k x, a tedy mdme vyhrdno. Zde jsme, jako tomu ¢asto u limit
s n-tymi odmocninami byva, vyuzili faktu, Ze tyto odmocniny Zerou konstanty.

Tato konvergence je navic stejnomérnd. Odhad pro o, provedeme zvldstprox < 1 a
x > 1. Jesté pred vypodtem si uvédomime, Ze f,(x) > f(x), ¢imz se zbavime absolutni
hodnoty. Je-li x < 1, pak falx) — f(x) = V1 +x" -1 < V2 -1 - 0.

Je-li x < 1, pak odhad (1) nesta¢i, nebot bychom dostali <\’7§ - 1> x, coZ porad na
x z&visi. Musime tedy pouZit vztahu (a® — b") = (a — b) (a" ' +a"?b--- + b"™),
dostaneme

(VT+xm)" -

Vit an-x = = = <
(Vi) o+ (VTexm) xeesant
S%—)O.

Tedy, kdybychom to chtéli dohromady, tak 0, < max <\’7§ -1, %) a tedy jde vskutku
o stejnomérnou konvergenci.

Poznamenejme jesté, Ze tento diikaz pro stejnomérnou konvergenci pomoci rozvoje
a™ — b" funguje i jako diikaz bodové konvergence.

. fnlx):=n <x% - 1). Nuze pocitejme bodovou limitu. Nemame-li napad, pak konver-
genci n — oo chdpeme nejprve jako limitu funkce zéavislé na n € [1, c0), abychom
mohli pouzit I'Hospitala:

Llog(x) _ 1
lim n(x% —1) = lim ef =
log(x)=tenloglx)
_ lim gl )n21 _ (2)
n—oo _m
= lim log(x)x% = log(x)1.
n—-oo

Tedy bodovou limitou je f = log x (z vypoctu plyne, Zze I'Hospitala mizeme pouZit, a
pouzijeme Heineho vétu abychom dostali zpatky konvergenci posloupnosti).

Na intervalu [1,100] funkce f, konverguji stejnomérné. Jedna z moznosti jak to
ukazat je spocitat 0,. VSimneme si, Ze ¢im mame x vic vpravo, tim vic se funkce log

vzdaluje od libovolné odmocniny. Tedy formaéalné n <x% - 1> — log x je rostouci na
(1,00) a v 1 nulova. To, Ze je to rostouci ovérime derivaci (tentokrate podle x):
! 1 1 1
<n <x% — 1> —logx) —n—xn o == <x% - 1> >0
n x X
Hodnota v 1 je jasnd. Tedy pro stejnomérnou konvergenci na [1,100] dostdvdme

0, = Sup n <x% — 1) —logx =n (100% — 1) —1log 100.

1<x<100
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Ze jde prava strana k nule plyne tieba z vgpoétu (2). (Absolutni hodnota tam neni,
nebot z vlastnosti funkce n <x% - 1> — log x které jsme vysSetrili plyne, zZe je nezd-
pornd.) Tedy vskutku jde o stejnomérnou konvergenci.

Na intervalu [1, co) funkce f, stejnomérné nekonverguji. To plyne z toho, Ze

lim n <x% - 1> —logx = oo,

X—=00

a tedy 0, = co. Nebo to jde nahlédnout také konkrétni volbou x = e". Pak

6n=supn<x%—1> ~logx > n (et —1) —n = nle - 2).
x>1

Tedy lim o, = oo (Véta o andéli), a tedy konvergence nemiiZe byt stejnosmérna.

n—oo



