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Viézené kolegyné, vaZzeni kolegové,

predkladame vam sbornik obsahujici texty tff vyzvanych prednéisek, texty delSich
a kratSich sdéleni, které programovy vybor obdrZel do 1. kvétna 2015. VSechny piispev-
ky byly graficky a typograficky sjednoceny.' Zafazen byl téZ program konference a se-
znam vSech ucastniki, ktef{ se prihlasili do 1. Cervna 2015.

V prvni ¢4sti sborniku jsou otiStény rozSifené texty hlavnich prednéSek, o né€z byli poZa-
dani prednasejici, ktefi se dlouhodob€ zabyvaji matematikou, jeji historii, vyuCovanim
a aplikacemi.

Ve druhé casti sborniku jsou publikovany piispévky jednotlivych udcastnikil, které
nejsou monotematicky zaméfeny, nebot’ konference se snazi poskytnout dostateCny prostor
k aktivnim vystoupenim, diskusim a neformalnim setkdnim vSem piihldSenym, tj. matemati-
kdm, historikim matematiky, ucitelim vysokych i stfednich $kol, doktorandiim oboru Obecné
otdzky matematiky a informatiky, studentim i vS§em dal$Sim zdjemciim o matematiku a jeji
historii.

Program letosni konference je pomérné€ pestry. Vefime, Ze kazdy najde témata, ktera ho
zaujmou a potési, Ze objevi nové kolegy, pratele a spolupracovniky, ziskd inspiraci, fadu pod-
nétd, motivaci i povzbuzeni ke své dalsi odborné praci a svému studiu.

Informace o letos$ni konferenci i o vS§ech pfedchozich konferencich a letnich $koléach 1ze
najit na adrese

http://www .fd.cvut.cz/personal/becvamar/konference/hlavnindex.html.

Martina Becvdrova a Jindrich Becvar

V Praze, v ¢ervnu 2015

! Jednotlivé piispévky byly f4dné recenzovany, neprosly viak jazykovou korekturou.



SEZNAM UCASTNIKU

Balint Vojtech
Balintova Anna
Balintova Dagmar
Bastinec Jaromir
Bedvar JindFich
Bec¢varova Martina
Bohac Pavel
Ciesielska Danuta
Cizmér Jan
Domoradzki Stanistaw
Durnova Helena
Halas Zdenék
Hyksova Magdalena
Kalousova Anna
Koudela Libor
Landsman Bohumil
Lengyelfalusy Tomas
Melcer Martin
Meészarosova Katarina

Netuka Ivan
Otavova Miroslava
Pajerova Nikola
Pelantova Edita
Pogoda Zdzistaw
Riecan Beloslav
Riecanova Eva
Slavik Antonin
Sykorova Irena
Stépanova Martina
Trkovska Dana
Ulrychova Eva
Vackova Petra
Vackova Véra
Vizek Lukas
Vosicky Zdenék
Zamboj Michal
Zeman Jan
Zuzikova Jana



SEZNAM PREDNASEK

I. Vyzvané piednasky

Cizmar J.: Vichova uditel’ov matematiky na Slovensku v obdobi 1945-2010

Domoradzki S.: Kamienie milowe w nauczaniu matematyki dzieci w Polsce od ostatnich
dekad XIX stulecia do ostatnich dekad XX w.

Slavik A.: O nékterych klasickych nerovnostech

I1. Konferenéni vystoupeni

Balint V.: Bola raz jedna konferencia ...

Balintova A.: Pribeh arabskych mozaik

Becvar J.: Gramovy matice a determinanty

Becvarova M.: ,, Akreditace* matematiky pied 77 lety

Bohac P.: Kruhovd inverze v Newtonové Optice

Ciesielska D., Pogoda Z.: Metoda wspotrzednych w geometrii rzutowej
Durnova H.: Teorie pravdépodobnosti a mravni zdleZitosti dle Jakuba Bernoulliho
Kalousova A.: Fermatova metoda maxim a minim

Koudela L.: Mikula$ Kusdnsky a kvadratura kruhu

Mészarosova K.: Benoit Mandelbrot a jeho fraktdlna geometria
Netuka I.: Zobecnéné limity

Otavova M.: Podivnd tvdi geometrie u Jana Caramuela 7z Lobkovic
Riecan B.: Tibor Neubrunn a slovenska Skola teérie miery

étépénové M.: Hans Schneider (1927-2014)

Zeman J.: Bolzanova matematickd vylepseni



ODBORNY PROGRAM KONFERENCE

Patek 21. 8. 2015

Dopoledni program 10:30-12:00

Zahajeni konference

Plenarni prednaska:

Cizmar J.: Vyichova ucitel’ov matematiky na Slovensku v obdobi 1945-2010

Odpoledni program 14:00-16:00

Konferencni vystoupent:

Becvarova M.: ,, Akreditace matematiky pred 77 lety
Becvar J.: Gramovy matice a determinanty

Odpoledni program 16:30-18:00
Konferencni vystoupent:
Netuka L.: Zobecnené limity

Sobota 22. 8. 2015

Dopoledni program 9:15-10:30

Konferen¢ni vystoupen:

Meészarosova K.: Benoit Mandelbrot a jeho fraktdlna geometria
Bélintova A.: Pribeh arabskych mozaik

Dopoledni program 11:00-12:00

Plenérni pfednaska:

Domoradzki S.: Kamienie milowe w nauczaniu matematyki dzieci w Polsce od ostatnich
dekad XIX stulecia do ostatnich dekad XX w.

Odpoledni program 14:00-16:00

Konferen¢ni vystoupeni:

Bélint V.: Bola raz jedna konferencia ...

Diskuse o soucasném stavu a smétovani nasi historie matematiky

Odpoledni program 16:30-18:00
Osm desetileti Jana CiZzmara



Nedéle 23. 8. 2015

Dopoledni program 9:15-10:30

Konferen¢ni vystoupen:

Durnova H.: Teorie pravdépodobnosti a mravni zdleZitosti dle Jakuba Bernoulliho
Koudela L.: Mikulas Kusdnsky a kvadratura kruhu

Dopoledni program 11:00-12:00
Plenérni prednaska:
Slavik J.: O nékterych klasickych nerovnostech

Pondéli 24. 8. 2015

Dopoledni program 10:00-12:00

Konferen¢ni vystoupent:

Otavova M.: Podivnd tvar geometrie u Jana Caramuela z Lobkovic
Bohac P. Kruhova inverze v Newtonové Optice

Odpoledni program 14:00-16:00

Konferenc¢ni vystoupeni:

Riecan B.: Tibor Neubrunn a slovenska Skola teorie miery
Stepanova M.: Hans Schneider (1927-2014)

Odpoledni program 16:30-17:30
Konferenéni vystoupen:
Ciesielska D., Pogoda Z.: Metoda wspétrzednych w geometrii rzutowej

Utery 25. 8. 2015

Dopoledni program 9:00-11:00

Konferenéni vystoupent:

Kalousova A.: Fermatova metoda maxim a minim
Zeman J.: Bolzanova matematickd vylepSeni
Zakonceni






VYZVANE PREDNASKY






VYCHOVA UCITELOV MATEMATIKY
NA SLOVENSKU V OBDOBI 1945-2010

JAN CIZMAR

Abstract: This paper describes the system of secondary school teachers’s training at the
territory of Slovakia in the period 1945-2010. It presents the origin and development of
the university institutions providing this training in the framework of substantial social
and legislative changes from the World War Second to nowadays.

1 Uvod

Do r. 1940 neexistovali na tizemi Slovenska intiticie, ktoré by poskytovali moZnost’
vzdeldvania a vychovy v slovenskom jazyku budicich profesorov matematiky pre potre-
by gymnazii, redlnych gymnazii, redlok, ucitel'skych ustavov a strednych odbornych $kol.
Zaujemcovia zo Slovenska o pripravu na tito profesiu mali jedind moZnost’ absolvovat
$tidium za Géelom ziskania potrebnej kvalifikdcie v rdmci medzivojnovej Ceskosloven-
skej republiky (1918-1939) na prirodovedeckych fakultich Univerzity Karlovej v Prahe
alebo Masarykovej univerzity v Brne. Prvi absolventi tohto Stidia pochddzajici zo Slo-
venska vychddzali z tychto univerzit v druhej polovici 20. rokov a v 30. rokoch 20. storo-
¢ia. Ich pocet bol vzhl'adom na potreby strednych $kdl na Slovensku zanedbatel'ny, a tak
hlavna tarcha vyucby matematiky na tychto Skoldch nad’alej spoc¢ivala na profesoroch
¢eskej narodnosti, ktori pri§li na Slovensko v prvych rokoch existencie nového Statu.
Znacna Cast slovenskych absolventov ucitel'ského $tidia matematiky vracajica sa na Slo-
vensko reprezentovala vysSiu kvalitu, ktord sa v prvej etape po 2. svetovej vojne vel'mi
pozitivne prejavila pri zakladani vysokoSkolskych a vedeckych inStiticif na Slovensku.

Zdihavy zipas o zriadenie prirodovedeckej fakulty na Univerzite Komenského v Bra-
tislave, deklarované uz v zakladajicom zdkone univerzity z r. 1919, nebol z mnohych
pri¢in uspes$ny. Ani rozpad a zanik republiky nebol v prvej fize dostatocnym popudom
k urychlenému zaloZeniu fakulty. AZ tragické novembrové udalosti r. 1939 v Prahe a na-
slednd barbarska likvidicia ¢eského vysokého Skolstva nemeckou okupa¢nou mocou spo-
lu s vynidtenym nédvratom slovenskych vysokoSkolskych Studentov z €eskych krajin do
vlasti postavili kompetentné slovenské organy pred naliehavi tdlohu neodkladne riesit
problém pokracovania navratilcov v Stddiu. Vlddnym nariadenim ¢. 180/1939 Zbierky za-
konov a nariadeni bol tymto Studentom povoleny zédpis na prirodovedné odbory na Fi-
lozofickej fakulte Slovenskej univerzity (pomenovanie Univerzity Komenského v rokoch
1939-1954) uz do zimného semestra Skolského roku 1939/1940. Vyucbu matematickych
predmetov zabezpecovali ucitelia Slovenskej vysokej §koly technickej (SVST) v Bratisla-
ve: riadny profesor RNDr. Jur Hronec a mimoriadny profesor PhDr. Josef Kaucky (po-
zri [7]). Na situdcii sa redlne ni¢ nezmenilo ani po otvoreni Prirodovedeckej fakulty Slo-
venskej univerzity 1. oktébra 1940, zriadenej na zdklade zdkona €. 168/1940 Zb. z. an.
Formélnou zmenou bolo vymenovanie oboch profesorov matematiky za bezplatnych pro-
fesorov Prirodovedeckej fakulty SU popri ich plnom platenom zamestnani na SVST (po-
zri [2]).

Vyucba matematickych predmetov v odbore ucitel'stvo matematiky pre stredné $koly
prebiehala v akomsi nidzovom reZime, ktorého jadro tvorili predmety Matematika I-111
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v prvych troch semestroch Stidia s dotaciou 6 — 6 — 5 tyZdennych hodin prednasok dopl-
nenych 2 hodinami cviceni a 2 hodinami proseminara. Od Stvrtého semestra pribuadali
namiesto predmetov Matematika I-I11, ktoré adepti ulitel'stva matematiky absolvovali
spolu s poslucha¢mi technickych odborov, Specializované odborné predmety v rozsahu
2—4 tyzdennych hodin v jednom semestri: Tedria cCisel, Analytickd geometria, Diferen-
cidlna geometria, Tedria funkcii komplexnej premennej a Nekonecné rady. Vyucba bola
dopliiana semindrmi a prosemindrmi v rozsahu dvoch tyZzdennych hodin za semester (po-
zri [11]).

Takéto Stidium ucitel'stva matematiky pre stredné Skoly v kombinacii s d’alSim pred-
metom (fyzika, deskriptivna geometria, kratky cas aj chémia) na Prirodovedeckej fakulte
SU bolo az do skolského roku 1946/1947 vratane jedinou inStitucionalizovanou formou
kvalifikovanej profesijnej pripravy budicich stredoskolskych profesorov matematiky na
Slovensku. Stidium ugitel'stva matematiky pre stredné §koly absolvovalo v priemere 5 po-
sluchdcov roc¢ne. Ucitel'sky zbor sa vyznacoval relativnou stabilitou: kI'iCovymi osobnos-
tami matematického vzdelavania boli po cely sledovany cas prof. J. Hronec a prof.
J. Kaucky ako kmefiovi zamestnanci SVST a od 1. 10. 1944 aj ako bezplatni profesori
novovytvoreného Ustavu matematiky Prirodovedeckej fakulty SU. Na tstav pribudli ako
zamestnanci Prirodovedeckej fakulty SU dvaja asistenti z radov absolventov a niektoré
vyberové predmety predn4sal RNDr. Stefan Schwarz, kym nebol na jeseit 1944 interno-
vany a deportovany. Zriadenie matematického tstavu na PF SU okrem pridelenia urci-
tych priestorov na umiestnenie 0sOb a zariadenia neprinieslo Ziadne podstatné zmeny
v materidlnom i persondlnom zabezpeceni vyucby matematiky na prirodovedeckej fakul-
te. Osobitne persondlna jednota a ,,dvojdomost™ ucitel'ského zboru tstavov matematiky
na SVST ana PF SU pretrvdvala prakticky aZ do r. 1950, ked’ koniec tohto stavu vyntitil
novy vysokoskolsky zdkon.

2 Legislativny ramec rozvoja vysokych skol 1945-2010

Charakteristiku jednotlivych etdp vyvoja vysokého Skolstva na Slovensku a v celom
Ceskoslovensku v sledovanom vyse Sestdesiatroénom obdobi v hlavnych rysoch naérta-
vajui zdkladné zdkony o vysokych Skoldch od r. 1945 do r. 2002 a v detailoch dotvéaraju
nespocetné novelizdcie, vyhlaSky, vynosy a nariadenia ministerstiev — do kompetencie
ktorych spadalo Skolstvo, Specidlne vysoké — tykajice sa organizicie Skolstva, naplne
vzdeldvania a materidlneho zabezpecenia. VSetky tieto dokumenty odrdZali prirodzenym
spdsobom — prizna¢nym pre tlohu a fungovanie §titnej moci prinajmenSom od cias
osvietenstva — ideologické, politické a spolo¢enské zdmery panujicich reZimov v oblasti
vysokoskolského vzdeldvania a vychovy.

NajzavaZnejSiu tlohu v tomto smere zohrali nasledovné legislativne dokumenty (po-
zri [10]):
— Dekrét prezidenta republiky zo dia 27. oktébra 1945 (Ciastka 32/1945 Zb. z. a n.)
o vzdelani ulitel’stva,
— Zakon o pedagogickych fakultich zo dila 9. aprila 1946 (Ciastka 100/1946 Zb. z. an.),
— Zékon o vysokych Skol4ch zo diia 18. médja 1950 (Ciastka 58/1950 Zb. z.),
— Zakon o skolskej stistave a vzdeldvani ucitelov z r. 1953 (Ciastka 31/1953 Zb. z.),
— Zékon o vysokych Skoldch z r. 1966 (Ciastka 19/1966 Zb. z.),
— Ustavny zdkon o &eskoslovenskej vzdeldvacej stistave (Eiastka 62/1978 Zb. z.),
— Zakon o vysokych Skoldch z r. 1980 (¢iastka 39/1980 Zb. z.),
— Zakon o vysokych Skol4ch z r. 1990 (¢iastka 172/1990 Zb. z.),
— Zakon o vysokych Skolach z 21. februdra 2002 (¢iastka 131/2002 Zb. z.).

12



Kazdy z uvedenych zakonov vyrazne ovplyvnil zdkladné smerovanie vysokych §kol
v duchu aktudlnej Stitnej ideoldgie, podla dobovych zamerov — nie vZdy objektivnych
a vecne podloZenych — reglementoval stroho ¢i vol'nejSie vnutornu Struktiru zakladnych
organizac¢nych jednotiek vysokych §kol, predpisoval rimcovo alebo znacne detailne ob-
sah vyucby, Struktiru organizicie vzdeldvania, samospravne organy vysokych $kol a ich
zloziek, prava i povinnosti Studujicich i ucitel'ov atd’., predovsetkym vSak jasne formulo-
val zakladné a hlavné ciele vysokoskolského vzdeldvania, v Com sa najzretel'nejSie a naj-
pregnantnejsie odrazala ideologickd povaha Statu a pravne pretenzie Statneho dirigizmu.
Uvedené zakonné dokumenty na jednej strane zakotvuju tie stranky dosiahnutého stavu,
ktoré si z pohladu Statu hodnotené ako pozitivne a Ziaduce, na druhej strane formuluja
ciele, ulohy a opatrenia, ktorych dspesna realizicia ma zabezpecit’ vSestranny progresiny
rozvoj v smere prospeSnych celospolo¢enskych zdujmov. Prave tato stranka Skolskych
a Specialne vysokoskolskych zdkonov obcas prekrocila hranice triezveho posudzovania
a realizacnych moznosti najmid v ekonomickom zabezpeceni a proklamovala ako bez-
prostredné ciele vysledky, ktorych dosiahnutie mohlo byt len métou Casovo vzdialenej
perspektivy. Napr. takym opatrenim malo byt povinné vysokoskolské vzdelanie ucitel'ov
vSetkych typov a stupnov $kol Skolskej stistavy — od materskych §kol az po vysSie stredné
Skoly — proklamované uz v prezidentskom Skolskom dekréte z r. 1945. Trvalo vyse pit-
nast’ rokov, kym sa tento princip naplnil pre pripravu ucitel'ov primarnych $kol, a v pripade
uciteliek materskych Skl trvala cesta k jeho realizacii eSte aspon o jednu generaciu dlh-
Sie. Vo vitaznej euférii po skonceni 2. svetovej vojny — aj pod tlakom vplyvnych spolo-
¢ensko-politickych sil — videla cast’ verejnosti, osobitne pocetna vrstva pokrokovych uci-
tel'ov, tento akt ako uspesné zaviSenie zdpasu, do ktorého najprogresivnejsi predstavitelia
ucitel'skej komunity vstupovali svojimi projektmi a realizaCnymi experimentmi
v Ceskoslovenskej republike uz okolo r. 1930.

Z hladiska akceptacie zdsady potreby vysokoSkolského vzdelania vSetkych ucitel'ov
—iked opit viac na trovni deklardcie neZ na moZnosti doslednej realizacie — moZno za
prelomovy akt povaZovat prijatie zdkona o zriadeni pedagogickych fakult r. 1946. Zakon
a nan nadvizujice d’alSie pravne normy boli v svojej podstate konkretizdciou vSeobecne
deklarativneho znenia prezidentského dekrétu. Zakladnou ideou motivujicou zriadenie
pedagogickych fakult bola snaha ststredit’ roztrieStend pripravu uclitel’'stva pre vsetky
typy a stupne $kol na jedno vysokoskolské pracovisko, ktoré by v plnom rozsahu zabez-
pecovalo jednotni psychologicki, pedagogicku a didakticku teoreticku aj praktickd pri-
pravu, v odbornej zloZke pripravy zabezpecit’ §tidium odborov predtym rozptylenych na
mimouniverzitnych pracoviskach a podla kvalifikdcie ucitel'skych kadrov poskytnit’ aj
moznost §tddia s niz$ou kvalifikdciou v tych odboroch, v ktorych sa ucitelskd kvalifika-
cia pre vySSi stupen strednych vSeobecnovzdeldvacich §kol, pre ucitelské Ustavy a stredné
odborné $koly ziskavala na filozofickych a prirodovedeckych fakultich. Ako d’alSie dole-
Zité poslanie sa pedagogickym fakultdim ukladala tloha organizovat’ vyucbu a praktickid
pripravu aktivnych ucitel'ov s nedostatocnou alebo netiplnou kvalifikaciou, resp. ucitelov
bez kvalifikacie.

Rozhodujicim krokom k zmene tradiciou ustdleného charakteru vysokého Skolstva
a k jeho organiza¢nému i obsahovému pribliZeniu k sovietskemu vzoru bolo prijatie z4-
kona o vysokych Skolach r. 1950. Tento pravny akt bol dosledkom radikdlnych mocen-
sko-politickych zmien po februdrovom zvrate r. 1948 a néslednych udalostiach, ktoré sa
na vysokych $kolach najvyraznejSie prejavili politickymi ¢istkami v ucitel'skych zboroch
i v radoch §tudentov. Ustrednou ideou zdkona je tuhy Stitny dirigizmus, krajna centra-
lizacia riadenia v organizacii aj v obsahu vzdeldvania. Novymi prvkami systému je na-
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hradenie ustavov katedrami a zavedenie Studijnych planov a u¢ebnych osnov. Zakon zru-
§il rigorézne konanie ako podklad udelovania akademického titulu doktor, raimcovo vy-
medzil zavedenie aSpirantiry ako nadstavbovej formy vychovy vedeckych kadrov a ude-
lovanie dvoch stuptiov vedeckych hodnosti podla sovietskeho vzoru. Definitivna reali-
z4cia tychto opatreni vstipila do platnosti r. 1953.

Zakon bol novelizovany r. 1956 ako prejav mocenskej reakcie na Studentské nepo-
koje, ktoré boli sicastou oneskoreného mierneho politického uvolnenia po Stalinovej
smrti r. 1953.

V histérii vysokoskolskej legislativy sa nedocenuje vyznam zdkona o $kolskej sus-
tave a vzdeldvani ucitelov z r. 1953, ktorym sa zaviedla osemroc¢na strednd Skola a jede-
nastrocnd strednd $kola ako iplnd strednd vSeobecnovzdeldvacia Skola. Panuje vcelku
neuplnd a nejasnd informovanost, Ze Stvorrocné vysoké skoly pedagogické, resp. dvoj-
rocné vyssie pedagogické skoly vznikli ako Specifické vysokoskolské institicie zamerané
na pripravu odbornych ucitel'ov plne kvalifikovanych pre 3., resp. 2. stupen jedenastroc-
nej strednej Skoly, ked’ jej prvy stupen predstavovala narodna Skola s ucite’'mi pripravo-
vanymi v strednych pedagogickych skolach.

Zakon o vysokych skolach z r. 1966 mal priniest’ zmeny, ktoré boli vyrazom spolo-
¢ensko-politického uvolnenia v prvej polovici 60. rokov 20. storocia temer vo vSetkych
satelitnych krajinach sovietskeho bloku. Zikon obnovil niektoré — viac-menej formalne —
vysokoskolské tradicie predsocialistickej éry, akou bolo napr. udel'ovanie akademického
titulu doktor na baze vypracovania a obhdjenia rigor6znej prace a uspesného zloZenia ri-
goréznych skusok. Nepriniesol vSak navrat k skutoénym demokratickym tradicidm obno-
venim institdcie akademického sendtu s jeho pravomocami pri vybere akademickych funk-
ciondrov a s vplyvom na vSetky stranky ¢innosti vysokych §kdl a fakilt vratane dosahu na
hospodérenie rektoratnych a fakultnych zloziek. Mierne sa uvolnil nadmerny centraliz-
mus v oblasti vnutornej Struktiry a personalnej politiky fakudlt, kde sa napr. ustdpilo od
zriad’ovania katedier a obsadzovania miest vedicich katedier rozhodovanim aZ na drovni
ministerstva, resp. poverenictva, ako tomu bolo podla zakona z r. 1950. Naznaky demo-
kracie boli po r. 1970 zlikvidované legislativnymi opatreniami niZ8ej drovne, ako aj po-
cetnymi legislativne nepodloZenymi internymi praktikami, ktorymi ovzdusSie vysokych
§kol zatazoval tzv. proces normalizacie. Mal analogické, v zaciatkoch dokonca podobne
vyostrené prejavy a dosledky ako v rokoch 1948-1949 kampan politickych Cistiek na vy-
sokych skolach. V persondlnej politike vysunul do popredia faktor politickej angaZzova-
nosti na ukor odbornej kvalifikacie.

V prvej polovici 70. rokov sa viedla dlhodobd kampan vrcholiaca r. 1976 prijatim
programového politického dokumentu Dals7 rozvoj ceskoslovenskej vichovnovzdeldvacej
sustavy a nail nadvézujiceho ustavného zdkona o Ceskoslovenskej vychovnovzdeldvacej
sustave (Ciastka 62/1978 Zb. z.), ako aj d’alsich zdkonov tykajicich sa jednotlivych zlo-
ziek vychovnovzdeldvacej ststavy. Do tejto série zapada aj novy zdkon o vysokych Sko-
lach €. 39 z r. 1980. Vyraznou ¢rtou nan nadvézujicich opatreni je celoStitna unifikédcia
Studijnych odborov a vypracovanie jednotnych Studijnych pldnov a ucebnych osnov
predmetov v zhodnych a blizkych Studijnych odboroch. V oblasti organizacie vysokého
Skolstva je najmarkantnejSou inovéciou zjednotenie aprobécie absolventov pedagogic-
kych fakilt a absolventov ucitel'ského Stiidia rovnomennych odborov na filozofickych,
prirodovedeckych a matematicko-fyzikdlnych fakultich univerzit pre 2. stupen zdklad-
nych $kol a pre stredné Skoly, ¢o pre absolventov pedagogickych fakilt znamena rozSire-
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nie ich aprobacie o opravnenie pdsobit’ aj na strednych Skolach; toto opravnenie predcha-
dzajice vysokoskolské zdkony nepriznavali. Podl'a ustanoveni tohto zdkona a suvisiacich
dokumentov sa v prvej polovici 80. rokov rozvinula ¢innost mnohych odborovych komi-
sif a predmetovych rad s cielom pripravit podrobny text unifikacie ucebnych planov
a ucebnych osnov jednotnej nomenklatiry odborov a Specializacii vysokoskolského $ta-
dia.

Unikédtnym ustanovenim zdkona bolo zavedenie rigor6znych skisok bez povinnosti
vypracovat’ a obhdjit’ rigor6znu pracu a priznavanie akademického titulu dokror absoven-
tom univerzitnych odborov bez akéhokol'vek rigor6zneho konania pri dosiahnuti prie-
merného prospechu za celé Stidium do hodnoty 1,5.

Zakony o vysokych Skolach z r. 1990 a 2002, prijaté po globdlnych mocensko-
politickych zmenach v rokoch 1989-1990 a po zvrate vnitornej i zahrani¢nej politickej
orientdcie Statu, resp. od roku 1993 po vzniku dvoch novych samostatnych Statov, odra-
Zaju v oblasti vnutornej organizacie a samospravy vysokych §kol respektovanie osvedce-
nych historickych tradicii eurépskeho, Specidlne stredoeurépskeho vysokého skolstva,
a vcelkovej organizdcii vzdeldavania prijimaji celoeurdpske, resp. celosvetové Standardy
odvodené z dokumentov zakladajicich istd globdlnu unifikaciu svetového vysokého
Skolstva. Pri kritickom pohlade na tito tendenciu, ako aj na dianie v Eurdpskej unii
v oblasti $kolstva, nemozno sa zbavit istych vyhrad voc¢i miere byrokracie v celej masiné-
rii kontaktov a spoluprdce. Nespornym prinosom posledného Stvrt’storocia je uvol'nenie
podmienok v oblasti medzinarodnych stykov a vytvéaranie priaznivejsich predpokladov
medzindrodnej koordindcie. Trvalo limitujicim faktorom je ekonomicka situacia znacne
stazena dosledkami rozsiahlej krizy v poslednych rokoch.

3 InStiticie vysokoSkolského vzdelavania 1945-2010

Podra struénych informacii v dvode jedinou formou vysokoskolskej pripravy stre-
doskolskych profesorov matematiky na Slovensku od r. 1940 do r. 1947 a redlne az do
r. 1953 bolo interné, resp. externé Stidium uclitel'stva matematiky pre stredné Skoly
v ramci Prirodovedeckej fakulty Slovenskej univerzity v Bratislave. O obsahu a organizacii
tohto vzdelavania bola v tivode zmienka. Systém a organizacia $tidia, spdsob kontroly
a hodnotenia, Statne skisky, absolvovanie, rigor6zny poriadok a i. siahali svojimi koren-
mi do ¢ias Rakuska-Uhorska a ich podstatu zasadne nezasiahli pocetné novelizicie
a vladne nariadenia medzivojnovej Ceskoslovenskej republiky ani vojnovej Slovenskej
republiky.

Velké ocakavania sa spdjali so zriadenim Pedagogickej fakulty Slovenskej univer-
zity zakonom z r. 1946, ktora vSak svoju Cinnost’ v internom S$tadiu v Bratislave redlne
zacala az v skolskom roku 1947/1948 (pozri [1], [3]) Sidlo fakulty bolo so zna¢nymi t'az-
kostami zriadené v Bratislave, za sidla pobociek boli stanovené Banska Bystrica
a Kogice. Dalgie konzultaéné strediskd boli otvorené v Nitre, Ziline, Spisskej Novej Vsi
a Lucenci. Fakulta mala podl'a deklardcie zdkladného legislativneho dokumentu — prezi-
dentského dekrétu — pravo otvorit’ §tidium pre vSetky kategérie ucitel'ov — od uciteliek
materskych $kol aZ po stredoskolskych profesorov gymnazii a strednych odbornych $kél,
pri¢om diZka 3tddia pre kandidatky ugitel'stva na materskych $koldch bola predpisana na
Styri semestre, pre kandidatov ucitel’stva na vtedajsSich 'udovych a mestianskych $kolach
na Sest’ semestrov a pre kandidatov ucitel’stva na strednych (vSeobecnovzdeldvacich) Sko-
lach a na strednych odbornych Skolach na osem aZ desat’ semestrov. Hlavnd, no explicitne
nedeklarovani tlohu mala fakulta zohrat' v likvidacii alebo aspon v podstatnom zmierneni
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enormnej nekvalifikovanosti ucitel’stva v zdkladnom Skolstve — na vtedajsich 'udovych
a meStianskych Skolach — zapri¢inenej najmid prudkym kvantitativnym rastom $kol tohto
druhu a v mensej miere odchodom jednotlivcov netinosnou mierou skompromitovanych
spolupréicou s rezimom vojnovej Slovenskej republiky (1939—1945). Uginnym opatrenim
zameranym na dosiahnutie toho ciel'a malo byt masové zapojenie nekvalifikovaného uci-
tel'stva tychto §k&l do Stadia popri zamestnani formou dopliiovacieho a dial’kového Studia
realizovaného rozsiahlou vyucbou v konzultaénych strediskach. Vrcholne iluzérne pred-
stavy o moznostiach tejto formy Stddia sa prejavili v Studijnych a skiskovych predpisoch,
ktoré sa ukdzali navrhnutou ¢asovou organiziciou a materidlnymi moznostami Skolstva
i ucitelstva totdlne nerealizovatelné. Toto hodnotenie je vyrazne potvrdené faktom, Ze
z vysSe 12 000 posluchdCov zapisanych na toto Stidium ho uspesne absolvovalo necelych
5 % u&astnikov. Uspesnych absolventov z radov ugitelov matematiky bolo z toho po&tu
nanajvys par desiatok.

V internom trojro¢nom Studiu s dvoj-, resp. trojpredmetovymi kombindciami pre
2. stupen povinnej Skolskej dochadzky, ¢o boli v Case redlneho rozbehu Pedagogickej
fakulty SU mestianske Skoly a 1.—4. trieda gymnéazia, od prijatia zdkona o jednotnej $kole
r. 1948 Stvorrocné stredné skoly (vek Ziakov 11-15 rokov), tvorilo ucitel'stvo matematiky
kombinéacie s ucitel'stvom fyziky, zemepisu alebo deskriptivnej geometrie. V rokoch
1951-1953 tuspesne absolvovalo Stidium v tychto kombinicidch okolo troch desiatok
ucitel'ov, ktori nasli uplatnenie vics§inou na gymndazidch — v tom ¢ase uZ len Svorrocnych,
zodpovedajicich niekdaj$im triedam 5.—8. osemro¢nych gymnazii. Mnohi z tychto absol-
ventov si doplnili Stidiom popri zamestnani kvalifikdciu na dplni aprobaciu stredoskol-
ského profesora; rovnako postupovala aj zna¢na Cast’ absolventov z ro¢nikov dobiehaju-
ceho Stidia pedagogickej fakulty v rokoch 1953-1955.

Stidium ugitel’stva matematiky na Pedagogickej fakulte SU bolo zabezpe&ené v ro-
koch 1947-1950 kvalitnymi uciteI'mi matematicko-geometrického ustavu a po reorgani-
zacii vr. 1950 tymi istymi ucCiteI'mi katedry matematiky a fyziky (prof. RNDr. Viktor
Svitek, prof. RNDr. Frantisek Jurga, odborny asistent Karol Hlu¢il; niekol’ko d’alSich asi-
stentov), ktori boli pred ndstupom na fakultu honorovanymi docentmi Prirodovedeckej
fakulty SU, resp. SVST, alebo cviénymi profesormi na gymnaziach, pripadne in§pektor-
mi. Obsah vzdeldavania zahfnal tradi¢né okruhy predmetov — matematickd analyzu, algeb-
ru, analytickd geometriu, elementdrnu geometriu, teoreticku aritmetiku, tedriu cisel, me-
todiku vyucCovania matematiky, Specidlne semindre z matematiky. Prakticka priprava sa
konala na cvi¢nych Skolach v Bratislave. Z koncepénych, ¢asovych aj persondlnych pri-
¢in v ucebnych pldnoch neboli zastiipené vySSie partie matematickej analyzy, vySSej
geometrie a modernej algebry, ktoré sa v tom ¢ase nenachddzali ani v u¢ebnom programe
matematického vzdeldvania na Prirodovedeckej fakulte SU.

Pedagogickd fakulta SU v Bratislave a jej pobocky boli zruSené r. 1953. Ich tdlohu
v priprave ucitelov pre Skoly 2. stupna prevzali vyssie pedagogické Skoly v Bratislave
(neskdr uz v statuse pedagogického instititu premiestnend do Trnavy) a v PreSove, kam
sa prestahovala byvalad pobocka bratislavskej pedagogickej fakulty sidliaca v KoSiciach.

Rok 1953 bol rokom podstatnych zmien v organizacii vysokoSkolskej pripravy uci-
telov kol druhého a treticho stupna. Zakonom ¢. 31/1953 Zb. z. o Skolskej ststave
a vzdelavani ucitel'ov zakladna a strednd vSeobecnovzdelavacia Skola prechadzali totdlne
na sovietsky model, podla ktorého 1. a 2. stupeii povinnej Skolskej dochadzky reprezen-
tovala osemrocna strednd Skola (oficidlny ndzov) a Gplnou strednou vSeobecnovzdeldva-
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cou Skolou sa stala jedendstrocnd strednd Skola (oficidlny nazov). Vzdelavanie ucitel'ov
pre 1.-5. ro¢nik zdkladnej Skoly (oficidlny ndzov — ndrodnd Skola) preberali Stvorrocné
pedagogické skoly pre pripravu ucitel'ov narodnych $kol (predtym pedagogické gymna-
zid), vychova ucitel'ov pre 6.—8. ro¢nik osemrocnej strednej $koly prebiehala na dvojroc-
nych vyssich pedagogickych Skolach v Bratislave, Banskej Bystrici a PreSove a pre vzde-
lavanie ucitelov 9.—11. ro¢nika jedendstroCnej strednej Skoly a vSeobecnovzdeldvacich
predmetov strednych odbornych §kdl (predtym stredoskolskych profesorov) bol zriadeny
novy typ ucilista — vysoka Skola pedagogickd v Bratislave s fakultou spolocenskych vied,
fakultou prirodnych vied a filologickou fakultou alokovanou do PreSova (pozri ([5], [6]).
Tieto Skoly boli deklarované ako jediné vzdeldvacie inStiticie zabezpecujice vychovu
kvalifikovanych ucitel'ov vSeobecnovzdeldvacich predmetov na 2. a 3. stupni vzdelavacej
sdstavy. Paralelné fakulty — filozoficka fakulta a prirodovedecka fakulta v tom Case este
stale jedinej univerzity na Slovensku — Slovenskej univerzity (od r. 1954 opit’ Univerzity
Komenského) — sa mali v patro¢nom Stidiu venovat’ vychove odbornikov zameranych na
vedecku Cinnost’, aplikacie a odborni pracu najvyssej kvalifikidcie v rdznych oblastiach
narodného hospodarstva, zdkladného a aplika¢ného vyskumu, verejného Zivota, kultiry
ap. Bola to iluzérna predstava, ktora aj po 10-15 rokoch mala d’aleko do realizovatel'nos-
ti. V r. 1953 redlne vyhliadky buddcich dspesnych absolventov, nastupujicich v tom Case
na univerzitné Stidium, boli limitované aj faktom, Ze v tom roku vychadzali z gymnazii
dva ro¢niky maturantov, z ktorych zna¢na cast’ mala zamer pokracovat’ v budovani karié-
ry vysokoskolskym Stidiom.

Revizia unahlenych a nerealistickych rozhodnuti nenechala na seba dlho Cakat.
V skolskom roku 1955/1956 sa na univerzitnych fakultach obnovilo prijimanie na $td-
dium ucitel'stva pre 3. stupenn vSeobecnovzdelavacich §k&l a stredné odborné Skoly
s maturitou a taktiez vicSina Studentov prijatych v rokoch 1953 a 1954 na ,,vedecké* §tu-
dium si doplnenim psychologicko-pedagogicko-metodickej zlozky ucitel'skej pripravy
a absolvovanim tradi¢nych odbornych predmetov ucitel'ského Stddia rozsirila svoju od-
bornu kvalifikiciu o ucitel'sku aprobaciu pre predmet matematika.

Na vyssich pedagogickych skolach boli v dvoj- a trojpredmetovych kombinaciach
Studijny program a ucebné osnovy profilovych predmetov oproti niplni na zruSenych
pedagogickych fakultich v rozumnej miere zredukované tak, Ze absolvovanie Skoly este
stale poskytovalo dostatocny odborny nadhlad nad ucivom a pedagogicko-metodicka
zlozka pripravy mala postacujici rozsah a kvalitu. NajcastejSim predmetom, s ktorym
matematika vstupovala do dvojkombinacie, bola fyzika, ¢o sa z pohl'adu obsahovej rela-
cie predmetov i zo skiisenosti dlhodobej tradicie osvedCovalo ako optimélne rieSenie.

Vysokd Skola pedagogicka svojou koncepénou poZiadavkou vyvédZenosti predme-
tovo-odbornej a pedagogicko-metodickej zloZky pripravy ucitel'a vstupovala na podu
v podmienkach n4sho Skolstva neprebddand v néleZitom rozsahu, ¢o sa prejavilo v urci-
tych korekcidch eite pred dokonéenim prvého cyklu §tidia. Studijny program, uebné
plany, uc¢ebné osnovy jednotlivych predmetov, ako aj Studijny a skiSobny poriadok vra-
tane Statnych zaverecnych skdsok boli starostlivo a detailne pripravené, ucitel'sky zbor,
z velkej Casti prevedeny zo zruSenych pedagogickych fakilt a doplneny tdspeSnymi
a osvedéenymi stredoSkolskymi profesormi z elitnych gymnazii, bol zdrukou odbornej
i metodickej spolahlivosti. Chybali vSak zhodnotenie a vyber pozitivnych skiisenosti
z dlhodobej UspeSnej praxe, ktoru vykazovali §pickové pedagogické inStitity vtedajSieho

s

Sovietskeho zvizu, a to nielen tie najvynikajticejSie z najviacSich miest.
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Matematika sa na bratislavskej vysokej skole pedagogickej — jedinej na Slovensku —
zaCala Studovat’ ako jednopredmetovy odbor alebo v kombindcii s fyzikou, v nasle-
dujicom Skolskom roku 1954/1955 pribudla kombinacia matematika — zemepis a posled-
nou zavedenou kombindciou bola matematika — chémia. V Skolskom roku 1955/1956 sa
povodné jednopredmetové Stidium matematiky (na fakulte prirodnych vied), slovenciny
arustiny (oboch predmetov na fakulte spolocenskych vied) transformovalo na klasické
dvojkombinacie, ktorymi boli matematika — deskriptivna geometria a slovencina — deje-
pis; kombindcia s ruStinou nebola striktne stanovena.

Vysoka §kola pedagogickd v Bratislave zanikla faziou s Univerzitou Komenského
k 1. septembru 1959. Stvorroénym vzdeldvacim cyklom v internom 3tidiu preslo na nej
Sest’ roc¢nikov s prijimacim konanim v rokoch 1953-1958 a absolvovanim v rokoch
1957-1962. Na skole bolo organizované aj rozsiahle Stidium popri zamestnani, ktorého
posledni absolventi opustali Skolu (v tom Case uz fyzicky neexistujicu) r. 1965. Za uve-
dené roky fakulta prirodnych vied len v dennom $tidiu vychovala vyse 400 uspesnych
absolventov ucitel'ského Stidia matematiky; v dial’kovom Stddiu bol pocet absolventov
tohto Stddia minimélne 67 desiatok. Na porovnanie: Prirodovedecka fakulta UK za 25
rokov svojej existencie v obdobi 1940-1965 vyskolila sihrnne 330 ucitel'ov matematiky
pre stredné skoly. Prinos Vysokej Skoly pedagogickej v Bratislave k radikalnemu zvyse-
niu kvalifikacie uCitel'stva strednych $kdl na Slovensku v obdobi 1955-1965 nebol histo-

.....

zriadenie Vysokej Skoly pedagogickej alebo jej zrusenie?

Stafetu zrusenych vyssich pedagogickych $kél prevzali r. 1958 pedagogické institi-
ty, zriadené vladnym nariadenim ¢. 576/1959 Zb. z. v Trnave, Nitre, Martine, Banskej
Bystrici, KoSiciach a PreSove ako samostatné Stvorro¢né vysoké skoly s poslanim vycho-
vavat’ v oddelenych forméach Stidia ucitelov 1. a 2. stupna zdkladnej osemrocnej (od
r. 1960 devitrocnej) Skoly a poskytovat’ v roznych forméach Stidia a v kurzoch pedago-
gické vzdelanie pre nadobudnutie kvalifikacie vychovavatel’a, ucitel'a odbornych predme-
tov v odbornych ucilistiach a u¢novskych Skoldch a taktieZ majstra odborného vycviku
v odbornych ucilistiach a u¢novskych strediskach (pozri [6]). Pocas existencie pedago-
gickych institatov bol inStitit z Martina zacleneny do institdatu v Banskej Bystrici
a institit z KoSic do inStititu v Presove, ktory vSak fungoval ako organizacnd zloZka
Univerzity Pavla Jozefa Safarika v Kogiciach, zaloZenej r. 1959. Organizaénd, adminis-
trativna a ekonomicka agenda pedagogickych instititov bola v kompetencii prislusSnych
krajskych narodnych vyborov, obsahova a persondlna stranka ich ¢innosti podliehala po-
verenictvu. Ziakonnym opatrenim Predsednictva Ndrodného zhromaZdenia €. 166/1964
Zb. z. boli pedagogické institity zruSené a ich nastupnickymi inStitdciami sa stali peda-
gogické fakulty. Pedagogicka fakulta v Trnave bola elokovanou fakultou Univerzity Ko-
menského v Bratislave. Po vzniku Trnavskej univerzity v Trnave, na ktorej bola r. 1992
zriadend vlastnd pedagogickd fakulta, sa povodnd Pedagogicka fakulta UK presidlila do
Bratislavy.

Priprava ucitel'ov matematiky pre 2. stupen zakladnej Skoly bola na pedagogickych
institdtoch, resp. na pedagogickych fakultich organizovana v kombinécii s fyzikou alebo
d’al§imi prirodovednymi predmetmi (zemepis, chémia, biolégia), prip. s predmetmi prak-
tického zamerania (prace v dieliiach, prace na pozemku) — predmetmi tzv. polytechnickej
pripravy — sprvu v §tvorro¢nom Stidiu, ktoré sa neskor zmenilo na patro¢né. Na pedago-
gickych fakultich sa postupne vytvorili poc¢etné odborne zdatné, vedecky i pedagogicky
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vysoko kvalifikované ucitel’ské kolektivy, ktoré podstatnou mierou prispeli k rapidnemu
zlepSeniu kvalifikovanosti ucitel’skych kadrov na 2. stupni zdkladnych Skol.

Vyznamnym strediskom vychovy stredoskolskych ucitelov matematiky sa stala Pri-
rodovedecka fakulta Univerzity Pavla Jozefa Safarika v Kogiciach (pozri [4]). Univerzita
vznikla r. 1959 ako druha univerzita klasického typu v novodobych dejinach na Sloven-
sku; jej prirodovedecka fakulta bola zriadend r. 1963. Po zaciatoénych taZkostiach
s kvalifikovanym persondlnym obsadenim, typickym pre vSetky (nielen) Skolské institd-
cie, sa prichodom niekol’kych zrelych vedecko-pedagogickych osobnosti, ale hlavne vy-
chovou vlastnych talentovanych absolventov fakulta rozvinula na silné centrum niekol-
kych vednych disciplin, ako aj na stabilizovant inStiticiu zadsobujiicu rozsiahly region vy-
chodného Slovenska kvalitnymi ucitel'skymi kadrami. V prvom desatroci 21. storocia
opustalo brany fakulty kazdoro¢ne 80-100 absolventov uclitel'ského Stidia prirodoved-
nych predmetov, z toho poctu 50—80 ucitel'ov matematiky pre sekundarn vSeobecnovzde-
lavacie skoly a stredné odborné $koly.

Zavaznu zmenu vo vysokoskolskej priprave ucitelov matematiky pre skoly 2. a 3.
stupna (2. stupen zakladnych §kol a vSetky stredné Skoly — v dneSnej Skolskej ststave
oznacované nazvom sekundarna Skola — niZsi a vysSi stupen) priniesol zdkon o vysokych
Skolach €. 39/1980 Zb. z., ktorym sa opravnenie vychovy ucitelov vSeobecnovzdelava-
cich predmetov, teda aj matematiky, pre stredné vSeobecnovzdeldvacie a stredné odborné
Skoly rozsiruje z filozofickych a prirodovedeckych, resp. matematicko-fyzikalnych fakult
univerzit aj na existujice pedagogické fakulty. Prvymi realizacnymi krokmi k naplneniu
tohto zakonného opatrenia bola tvorba jednotnych ucebnych planov a u¢ebnych osnov
predmetov v celostatnych odborovych komisidch a predmetovych radach. Druhou fazou
zjednocovania obsahu vyucby bola tvorba zdvidznych ucebnic najprv pre hlavné predmety
prvych roc¢nikov Stddia, neskdr mali nasledovat’ ucebnice SpeciilnejSiecho zamerania.
Z ddvodov nie celkom znidmych a verejne deklarovanych sa presadila tvorba samostat-
nych ucebnic v jednotlivych narodnych republikdch federacie. Prva etapa tvorby ucebnic
bola uzavretd publikdciou ucebnic v polovici 80. rokov 20. storocia. U¢ebnice sa miesta-
mi podla okolnosti pouzivaji dodnes.

Tato zmena neviedla k rozsirovaniu siete ,,ucitel'skych® fakult. Jej hlavnym do6-
sledkom bola nutnost’ prispdsobit’ dovtedajsi systém prirodzenym spdsobom odlisnych
koncepcii pre Skoly 2. stupiia a Skoly 3. stupia jednotnej koncepcii zahrnujicej oba stup-
ne. Pre niektoré pracoviska fakilt pripravujicich povodne ucitel'ov len pre 3. stupeni to
prindSalo potrebu pragmatickejSieho pristupu k teoretickej drovni vyuc¢ovanych predme-
tov, pre pedagogické fakulty predchadzajiceho razenia to znamenalo zvySeny doraz na
exaktnost’ hlavnych teoretickych predmetov. Nevyskytli sa vaZnejSie problémy s transfor-
maciou prvého ¢i druhého druhu. Potreba pripravit’ vysokoskolskych ucitelov na vyuco-
vanie niektorych novych predmetov $tudijného programu ucitel'stva matematiky viedla
k myslienke organizovat’ celoStatne tematické seminare, ktoré by za nejaky ¢as pokryli
hlavné tematické okruhy vyucby. V predmete Dejiny matematiky sa ujala prax pravidel-
nych ro¢nych letnych §kol s tematikou filozofie matematiky, dejin matematiky a jej vyu-
Covania, ktord sa od prvého stretnutia r. 1980 rozvinula na hodnotni tradiciu dne$nych
medzindrodnych konferencii Historie matematiky, pokracujicu tspeSne t. r. 36. ro¢ni-
kom.

Podstatné zmeny v organizicii, obsahu, ako aj v ststave inStiticii vychovavajicich
ucitelov matematiky sa za poslednych dvadsatpit’ rokov odohrali na baze prevratnych
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udalosti a vyvoja, ktorym presli temer vSetky eurdpske Staty aj vicSina celosvetového
spolocenstva v oblasti politiky, medzindrodnych vztahov aj ekonomickych premien. Pr-
vym S§tartovacim impulzom na tzemi Slovenska (a vacsSiny krajin byvalého sovietskeho
bloku) bol pad rezimu, ktory z ideologickych (ale aj mnohych inych) pozicii staval mno-
hé zabrany do cesty nevyhnutnému pokroku vnitornej situdcie na vysokych Skolach aj
rozvoju medzinarodnych kontaktov a spoluprace.

Postupne v priebehu 90. rokov 20. storocia a v prvom desatToc¢i 21. storocia vzni-
kali nové skoly a nové fakulty, medzi nimi aj pedagogické, s programom vychovy ucite-
l'ov aj v matematike, niektoré existujiice instittcie sa prestahovali aj menili svoju Struktu-
ru tak, Ze z nej vypadla vychova ucitelov matematiky. Na baze pedagogickych fakult
a niektorych d’alsich fakult, resp. $§kol vznikla Trnavska univerzita a na nej pedagogicka
fakulta, Pedagogicka fakulta UK sa z Trnavy prestahovala do Bratislavy a ucitel’ské §tu-
dium matematiky (aj d’alSich exaktnych a prirodovednych odborov) na nej v druhej polo-
vici prvého desatrocCia 21. storocia zaniklo. Pedagogické fakulty v Nitre a v Banskej Bys-
trici sa stali jadrom novych univerzit — Univerzity KonStantina Filozofa v Nitre
a Univerzity Mateja Bela v Banskej Bystrici; ucitel'stvo matematiky pre sekundarne skoly
sa na nich Studuje na novozriadenych fakultach prirodnych vied, zatial’ ¢o ich dnes$né pe-
dagogické fakulty pripravuji ucitelov primarnych $kol. V Presove vznikla PreSovska
univerzita; ucitelov matematiky pre sekundarne $koly vychovava jej pedagogicka fakul-
ta. Buddci ucitelia matematiky Studujd aj na pedagogickej fakulte Katolickej univerzity
v RuZomberku. Kritky Cas sa ucitelia matematiky pripravovali aj na dnes uZ neexistuju-
cej Fakulte prirodnych vied Zilinskej univerzity v Ziline.

Pohyb a zmeny v sustave fakilt poskytujicich vzdelavanie ucitel'ov matematiky se-
kundarnych §koél su vic¢sinou oddévodnené novymi pravidlami zriad’ovania a fungovania
odborov $tddia na vysokych Skoldch: zakladnou (nevyhnutnou) podmienkou otvorenia
Stddia v odbore je sthlas a odportcanie akreditacnej komisie, na zaklade ktorého suhlas-
né alebo zamietavé rozhodnutie vydava Ministerstvo Skolstva, vedy, mladeze a Sportu
Slovenskej republiky. Podl'a deklarovanych zasad hlavnym faktorom ovplyviiujicim roz-
hodnutie je miera garantovania kvality pripravy dostatocne vedecky a pedagogicky re-
nomovanymi osobnost’ami ucitel'ského zboru fakulty.

Priprava ucitel'ov matematiky pre sekundarne Skoly na tizemi Slovenska je organizo-
vana na nasledovnych fakultach vysokych §kol (pozri [8]):
— Fakulta matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v spoluprici
s Prirodovedeckou fakultou Univerzity Komenského v Bratislave,
— Prirodovedecka fakulta Univerzity Pavla Jozefa Saférika v Kogiciach,
— Pedagogicka fakulta Trnavskej univerzity v Trnave,
— Fakulta prirodnych vied Univerzity KonStantina Filozofa v Nitre,
— Fakulta prirodnych vied Univerzity Mateja Bela v Banskej Bystrici,
— Pedagogicka fakulta PreSovskej univerzity v Presove,
— Pedagogicka fakulta Katolickej univerzity v RuZomberku.

Tento stav sa mdZe mierne zmenit’ v najbliz§ich rokoch na zaklade vysledkov prave
prebiehajiiceho procesu novej akrediticie vysokych §kol v Slovenskej republike.
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4 Etapy vyvoja vzdelavania u¢itePov matematiky

Prvu etapu organizovanej vysokoskolskej pripravy ucitelov matematiky pre stredné
§koly na Slovensku mozZno priblizne ohrani¢it’ rokmi 1940-1960 a v tejto etape odliSit
obdobia 1940-1953 a 1953-1960.

Obdobie do r. 1953 je dobou faktickej dominancie Prirodovedeckej fakulty SU vo
vychove stredoskolskych ucitelov matematiky napriek zdanlivej konkurencii zo strany
Pedagogickej fakulty SU od r. 1947. Vyhoda PrirF SU v porovnani s PedF SU spocivala
v tradicii — sice kratkodobej, ale v kruhoch potencidlnych zaujemcov o §tidium predsa
len existujiicej, a v urcitej vdcSej miere informovanosti o obsahu a organizicii Stddia. Ur-
¢itd dlohu vo vicsej popularite prirodovedeckej fakulty zaiste zohravali aj na prvy po-
hl'ad nepodstatné faktory: 1. Absolvovanie prirodovedeckej fakulty znamenalo v blizkej
budicnosti status stredo$kolského profesora na vySSom stupni spolofenského rebricka
neZ kvalifikacia ucitel’a pre nizsiu stredni Skoly z pedagogickej fakulty; 2. KratSie Stu-
dium na pedagogickej fakulte bolo pre Studentov zo slabsie situovaného socidlneho pro-
stredia zjavne prijateI'nejSie po materidlnej stranke.

Rozdiely v obsahu a Style vzdelavania na oboch fakultach boli determinované hlav-
ne odbornym profilom vedicich ucitel'skych osobnosti. Prof. Hronec a prof. Kaucky mali
v prvom rade blizko k matematickej analyze, hoci roky pdsobenia v technickom vysokom
Skolstve mierne obrusili vyhranenost’ tohto zdujmu. Aj d’alSie osobnosti — prof. Karel
Dusl a prof. Otakar Bortivka — ktoré sa zasluhou kontaktov prof. Hronca podarilo interne
¢i externe angaZovat’ na prirodovedecku fakultu, spadali do tejto kategorie, hoci vedecky
rozhl’ad a tvoriva potencia prof. Bortivku zreteI'ne prevysSovali prostredie pracoviska.

A tak vzdeldvanie posluchicov sa vcelku dialo v duchu osvedcenych tradicii bez
v zdujmoch a v prvej vedeckej tvorbe prvej generédcie absolventov, ktori zostali ako asis-
tenti na Skole, a prvych posil, ktoré prisli z iného prostredia. Ku koncu 50. rokov vyucba
zakladnych predmetov — matematickej analyzy, algebry a geometrie — vcelku prebiehala
edte stile v tradiénom duchu, ale mladi absolventi, z radov ktorych sa dopinal kadrovy
stav katedry matematiky, naznacovali v semindroch a prilezitostne aj v predndskach na-
stup modernizécie obsahu.

Vyuéba zakladnych predmetov v ucitel'skom Stidiu matematiky na fakulte prirod-
nych vied Vysokej Skoly pedagogickej v Bratislave v rokoch 1953-1962 sa opierala
o najnovsie vysokoSkolské ucebnice a prirucky odporicané ucebnymi planmi a osno-
vami. Tak napr. zdkladnou literatirou pre matematickd analyzu boli prvé diely Jarniko-
vych ucebnic, algebra sa prednasala podl'a Kotinkovych Zdkladov algebry a analyticka
geometria sa vykladala vektorovou metédou podla priru¢iek Masného a Kraemera, Sti-
dium teoretickej aritmetiky pokryvala HruSova publikicia Elementdrni aritmetika. Kon-
takty a spoluprica medzi katedrami matematiky na PrirF UK a FPV VSP v &ase trvania
katedry na VSP (1953-1959) boli minimélne.

Modernizacia obsahu vzdelavania sa stala aktudlnou v prvej polovici 60. rokov, ked’
prednasky zdkladnych predmetov v najnizSich ro¢nikoch Stidia zacali preberat’ mladi
pracovnici po kratkej niekol'’koro¢nej pripravnej praxi. V analytickej geometrii sa Ustred-
nou témou stala vystavba redlneho afinného priestoru na baze n-rozmerného vektorového
priestoru nad pol'om realnych ¢&isel a linedrne geometrické transformaécie, jadro vyucby
algebry po absolvovani zdkladov linedrnej algebry tvorila tedria algebrickych Struktur.
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V polovici obdobia 1960-1980, ktoré mozno oznacit’ za prvi etapu modernizicie obsahu
vyucby matematiky v ucitel'skom i odbornom S$tidiu matematiky na prirodovedeckej fa-
kulte UK v Bratislave a s ur¢itym ¢asovym posuvom aj na prirodovedeckej fakulte koSic-
kej Univerzity P. J. Safarika, sa k dispozicii $tudentom a aSpirantom dostali preklady
oboch verzii algebrickych ucebnic autorov Birkhoffa a Mac Lana. Koncepcia tychto pub-
likécii sa odrazila aj v niekol’kych ucebnych textoch (skriptich) vydanych na Slovensku,
ako aj v neskorSej vysokoskolskej ucebnici Katrindk a kol: Algebra a teoretickd aritmeti-
ka. Zmodernizované ucebné texty z geometrie od V. Zatka, neskdr prepracované a do-
plnené na ucebnicu, vysli uz v 60. rokoch. Modernizacné tendencie a koncepcie boli
zjavné aj v rozli¢nych vydaniach u¢ebnych textov z matematickej analyzy a ucebnic toh-
to predmetu vydanych autormi slovenskych vysokych $kol. VSetky tieto modernizacné
kroky suviseli tesne ¢i vol'nejsie s modernizacnym procesom zasahujicim ovel’a intenziv-
nejsie, nie vSak celkom podloZene a raciondlne celé zdkladné a stredné vSeobecnovzdela-
vacie Skolstvo v uvedenom case. Revizia koncepcie na tomto stupni vzdeldvania vSak
nemala mat’ — a, nast’astie, nemala — priamy negativny dosah na potrebné a realizované
zmeny vo vysokoskolskej vyucbe. Vykonana prestavba zdkladov hlavnych matematic-
kych predmetov uclitel'ského vzdelavania mala nevratny charakter a vyucba tychto pred-
metov sa uz nikdy nevrétila do stavu pred rokom 1960. Podobny obraz sa naskytoval aj
v dopliiujicich a rozsirujicich predmetoch matematického vzdeldvania budicich ucite-
lov, akymi boli napr. Pravdepodobnost a matematickd Statistika, Numerické metédy ap.,
kde sa zakomponovanie pokroku do pedagogického procesu nestretavalo s takymi vyhro-
tenymi kontroverznymi stretmi ako v hlavnych formujicich predmetoch.

Tempo hl'adania novych moderniza¢nych ciest sa z pochopitelnych pri¢in pribrzdi-
lo v 80. rokoch, ked’ sa naliehavou aktudlnou ulohou stala tvorba ucebnic, do ktorych
nebolo mozné zaradit’ neoverené vysledky didaktického vyskumu, domnienok a volunta-
ristickych predstav a pozZiadaviek.

O to vypuklejsie sa tieto momenty vynorili v burlivom kvase 90. rokov po kardi-
ndlnom spolocensko-politickom zvrate rokov 1989—1990 a osobitne v d’alSom desat’roci,
ked’ sa naliehavou tlohou dna stala fundamentalna Strukturdlna prestavba vysokého skol-
stva v duchu prijatych medzinarodnych zavizkov, tykajica sa, prirodzene, aj zdkladnych
obsahovych principov. Rozsah koncepénych a formalno-administrativnych tikonov nacas
zatlacil do uzadia seri6zne nedorieSené otazky aktudlneho i perspektivneho obsahu mate-
matického vzdeldvania, ktory inak — z pohl'adu formalnej skladby hlavnych predmetov
Studijného programu uditel’stva matematiky pre sekundarnu $kolu — vykazuje nadmernd
stabilitu, ktord za sedemdesiat rokov sledovanych v tomto prispevku nebola podstatne
naruSend. Treba si vSak uvedomit, Ze z historického pohladu je kazda Struktira vzdela-
vania a jej obsahova ndpli jav len relativne stabilny a zdanlivo definitivny, lebo nepretr-
zite fungujica dennd prax vyZzaduje stile korekcie a zmeny a adekvétne reakcie na vyskyt
novych situdcii a problémov. Burlivy rozvoj technickych prostriedkov, ktory niektorym
subjektom vzdeldvacieho procesu zastiera podstatu, povahu a funkciu tohto procesu, nie
je javom, ktory by zdsadne zmenil ciele a dlohy Skolského vzdeldvania a vychovy a de-
gradoval podstatu komunikac¢nej reldcie ucitel’a a Ziaka/Studenta. Toto vSetko treba mat’
na pamiti pri pravidelne opakujicej sa revizii programovych dokumentov Stidia i vo
vlastnej realizac¢nej ¢innosti vo vyucbe.
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5 Zhodnotenie a zavery

5.1 Zhrnutie vysledkov

Instituciondlna vychova uéitelov matematiky pre $koly zodpovedajice dneSnym se-
kundarnym Skoldm niZ§ieho i vyS$Sieho stupiia sa na tzemi Slovenska v obdobi 1940—
2010 rozvinula z nulového bodu na jeseni r. 1939 na pestrd, bohato rozvinutu siet’ vyso-
koskolskych ustanovizni pokryvajicich celé tzemie Slovenska v miere moZno aZ prevy-
Sujiicej rozumné potreby. Azda je tento stav pozostatkom nedavneho obdobia, ked’ bliz-
kost’ sidla vysokej Skoly bola zdkladnym socidlno-ekonomickym predpokladom roz-
hodnutia absolventa strednej §koly zo socidlne slabSej rodiny o pokuse vobec $tudovat’ na
vysokej $kole. Historicky pohlad na vznik prvej institicie, organizaciu $tddia, obsah vzde-
lavania, pocetnost’ a kvalitu ucitel'ského zboru, poctu prvych Studentov, ich socidlnej
skladby atd’., pribiidanie d’alsich $koél, kvantitativny aj kvalitativny rast poctu Studentov,
legislativne zazemie v jednotlivych etapach vyvoja aZ po dnesny stav atd’. by sa mohol
zdat’ ohromujtci, ak by sa nebrala do tGvahy skuto¢nost,, Ze medzi zaciatkom a dneskom
je rozpitie troch Stvrtin storocia, v ktorych sa vyvoj vSetkych stranok spolo¢nosti viditel’-
ne urychlil. Z toho pohl'adu je taktieZ zrejmé, Ze zakladné limitujice podmienky realizicie
akychkol'vek zdmerov a planov tkveji v ekonomickych moZnostiach Statu, ktory legisla-
tivnymi opatreniami si vyhradzuje pravo rozhodujicim spésobom ovplyviiovat temer
vSetky zlozky existencie a ¢innosti vysokych §kol, ¢o vSak zaroven definuje aj povinnosti
Statu podiel'at’ sa na zabezpeCovani materidlnej bazy Zivota §kol vratane urcitej miery
starostlivosti o ucitel'ov a Studentov. Je vZdy otdzne, ¢i splnenie takych alebo onakych
kvantitativnych ukazovatel'ov, podla ktorych sa stanovuji hlavné ekonomické kritéria
podpory 8kol, je tym najpresnejSim adekvatnym vystihnutim cesty k vSestrannej prosperi-
te §kol a k prospechu spolo¢nosti. Uspech $koly, fakulty, uéitefov a $tudentov, ako aj
spokojnost’ dvoch poslednych skupin zavisi do istej miery od ich moralnych postojov,
ktoré ovplyviiuju ich konanie neraz napriek vonkajSim okolnostiam, znac¢ne vzdialenym
od ¢initel'ov pozitivnej motivacie. Pokles vaznosti a spolo¢enského uznania ucitel’ského
povolania a jeho predstavitelov je nespochybnitelnym fenoménom nasej spolo¢nosti.
Ziadna politickd garnitira zatial’ neprejavila seriéznu snahu nielen riesit’ tento problém,
nity pocituje akisi moralnu zaviazanost’ pracovat’ Cestne a statocne s odkazom na vlastné
svedomie a zodpovednost’ za generaciu budidcich plnohodnotnych ob¢anov vyrastajticich
z dnes$nych Ziakov a Studentov.

5.2 Dalsie perspektivy

Prechod na trojstupiiové vysokoskolské Stidium berd dne$né genericie vysokoskol-
skych ucitelov ako nezmenitel'ni skuto¢nost’, s ktorou treba uvadzat do stladu vsetky
aktivity v rdmci pdsobenia na vysokej Skole. Hoci vysokoskolsky zakon z r. 2002 umoz-
fuje organiziciu Stidia v jednom patroénom cykle hodnotenom ako magisterské $tu-
dium, ¢o by v pripade ucitel'ského $tidia (nielen) matematiky zodpovedalo naSmu (a stre-
doeurépskemu) predchadzajicemu a osvedéenému modelu, neobjavili sa doteraz seriézne
snahy vyuZzit' tieto ustanovenia zdkona aspoil na komparativny pokus s dne$Snym dvoj-
stupiiovym pristupom k ucitel'skej kvalifikacii. Sledovanie problému, s akou ,,d6slednos-
tou* pristupuji v niektorych krajinach k dodrZiavaniu uplatiovania tohto — pévodom stre-
dovekého, v dnesnej dobe vnimaného prevazne ako anglosaského — modelu vysokoskol-
ského Studia, ukazuje, Ze sui miesta, kde prisnu zaviznost' tohto modelu nere$pektujd.
Cast’ vysokych §kdl v USA ma organizéciu §tidia odlidni od dvojstupiiovej postupnosti
bakaldrske — magisterské stidium (pozri [9]). V naSich podmienkach je najvic$im prob-
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Iémom uplatnenie kvalifikdcie bakaldr v systéme organizacie Skolstva. Pozoruhodné je
rieSenie na niektorych pedagogickych univerzitich v Ruskej federacii: Stvorrocnym baka-
larskym $tadium ucitel'skej kombinacie ziskava absolvent ucitel’skd kvalifikdciu pre niZsi
stupen Skolskej sustavy, d’alsim dvojroénym magisterskym Stdadiom ziskava kvalifikaciu
ucitel’a pre vyssi stupen Skolskej sustavy.

Pre obvykly systém prace v naSej spolo¢nosti bude tdspechom, ak sa podari bez preru-
Senia absolvovat’ aspon jeden vzdelavaci cyklus v dneSnom systéme organizacie. Potom
by sme mohli zhodnotit’ tento systém a s rozumom a obozretnost’ou pristipit’ k jeho pri-
padnym korekciam.
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KAMIENIE MILOWE W NAUCZANIU MATEMATYKI
DZIECI W POLSCE OD OSTATNICH DEKAD
XIX STULECIA DO OSTATNICH DEKAD XX W.

STANISELAW DOMORADZKI

Kroétkie streszczenie: W referacie przestawione zostang usilne starania o nowoczesne
ksztatcenie matematyczne dzieci w wieku 7-10 lat w okresie zaboréw i dwudziestolecia
migdzywojennego. Szczegdlna uwaga zostanie zwrdcona na prace zapomnianych dzisiaj
A. Jeskego (1836-1875), L. Jelenskiej (1885-1961). M. Rusieckiego (1892-1956). Pokres-
lone zostanie tez zaangazowanie profesorow uniwersyteckich matematyki w ksztalcenie
matematyczne dzieci mtodszych, w tym S. Banacha (1892-1945). Nie zabraknie odwotan do
wspotczesnych koncepcji nauczania matematyki dzieci mtodszych, m.in. koncepcji dziecigcej
matematyki opracowanej przez E. Gruszczyk-Kolczynskg. Dostrzezona zostanie metamor-
foza roli dziesigtkowego systemu liczenia w edukacji matematycznej dzieci w Polsce
W omawianym okresie.

Milestones in the teaching of mathematics to children in Polish territories from the last
decades of the nineteenth century until the end of the twentieth century.

Short summary: In the talk, we will present persistent efforts to provide modern
mathematical education to children aged 7-10 years in the period of the partitions and the
two-decade interwar period. Particular attention will be paid to the works of now-forgotten
A. Jeske (1836-1875), L. Jelenska (1885-1961), M. Rusiecki (1892-1956). We will also
underline the commitment of university professors of mathematics to mathematical education
of younger children, including S. Banach (1892-1945). We will refer to the modern
conception of teaching mathematics to younger children, among others, to the concept of
children's mathematics developed by E. Gruszczyk-Kolczynska. We will observe the meta-
morphosis of the role of the decimal system of counting in the mathematical education of
children in Poland in the period under discussion.

Wstep

W II potowie XIX w. Polski nie byto na politycznej mapie Europy. Ziemie polskie podzieli
pomiedzy sobg zaborcy: Austro-Wegry, Prusy i Rosja. W Galicji — wchodzacej w sktad
Monarchii Austro-Wegierskiej byly najwieksze mozliwosci rozwoju szkolnictwa i nauki,
funkcjonowaty gimnazja z polskim jezykiem wykladowym, dziatalty dwa uniwersytety we
Lwowie i Krakowie. Takich mozliwo$ci nie byto w pozostatych zaborach. Mimo to zakres
i metody matematycznej stosowane w szkoltach powszechnych zadziwiajaco skutecznie przy-
gotowywaly dzieci radzenia sobie w codzienych sytuacjach. Dlatego warto przypomnie¢
dokonania A. Jeskego w zakresie nauczania dzieci w domu i w dwczesnych szkotach.

Agust Jeske (1836-1875)" — informacje biograficzne:

Urodzit si¢ 6 wrzesnia 1836 r. w Trzemesznie kolo Poznania. Po ukonczeniu szkoty
$redniej i uzyskaniu stypendium ufundowanego przez K. Marcinkowskiego wyjechat do

LA Wachutka, A. Jeske, [w]: Stownik Biograficzny Matematykéw Polskich, red. S. Domoradzki, Z. Pawli-
kowska-Brozek, D. Weglowska, PWSZ Tarnobrzeg, 2003.
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Berlina i rozpoczat tam studia na Wydziale Historyczno-Filologicznym Uniwersytetu
Berlinskiego. W 1865 przyjechat do Warszawy, gdzie rozpoczal prace literacko-peda-
gogiczng. W 1873 w wydawnictwie S. Arcta w Lublinie opublikowal Augusta Jeskego
Systematyczny kurs nauk przeznaczony do pomocy w wychowaniu domowym dzieci od lat 3 do
15; zawierat on m.in. Arytmetyke cz. I , Arytmetyke cz. Il. W Katalogu Biblioteki Rosyjskiej
Akademii Nauk (najwigcej z dostepnych w sieci bibliotek) znajdujemy az 82 pozycje Jeskego.
Dotyczyly one nauczania matematyki, geografii, gramatyki jezyka polskiego, obejmowaty
wypisy z literatury polskiej, opowiadania dla dzieci. Zmart 27 pazdziernika 1875 w Warsza-
wie.

Byl autorem niezwykle popularnym i chetnie czytanym, gdyz wiele jego dziet byto
wydanych i wznawianych wiele lat po jego $mierci.
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Strony: tytutowa pierwszego wydania niezwykle popularnej Arytmetyczki Jeskego (1873)
i zamieszczona w tym podreczniku reklama jego Systematycznego Kursu Nauk.

Oddajmy gtos Autorowi ,,Arytmetyczki”: Nauka rachunku poczgtkowego sprawia niemate
ktopoty. Ma ona te niedobrg strong, zZe jg rozpoczynac¢ mozna z punktow najrozmaitszych.
Wszystkie one sq niby dobre, ale wszedzie potem Zjawiajq sie trudnosci nie do zwalczenia.
Zwykle zaczq¢ tatwo, ale przeprowadzi¢ nauke systematycznie do konca, to juz sprawa nieco
trudniejsza. Zeby pokazaé¢ mistrzowstwo pedagogiczne Jeskego przytaczam jego sposéb
opracowania liczby 20.

Jeske zaleca uzywanie ,,okazéw” (konkretéw — liczmanéw, narysowanych kresek, kropek
(te ostatnie nie oznaczja innego przedmiotu) w nastepujacy sposéb.

Przedstawié na okazach liczbe 20!
20 krések jestto 2-razy 10 krések. 20 sktada sie zatém z ilu dziesigtkow?
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Licz od 1 do 20! od 20 do 1!
20}(1-? 20 eklads ¢ig z 1 ile razy?

Ln:z dwdgkami od 2 do 20! obniez od 20 do 2!
%0)(2 k?;())catw ile razy E?’d
IUII
444+ 44 =f 20—4—1—A4—4—4 =]
3)(;[-? 20 eklada sig z 4 ile razy?
V=7
54+545+5=? 20—5—-5—58—5==?
4x5=% 20 jestto ile razy 5¥
5:20=?
10+10=? 20—10—10=%
2x10=? 20 skinda sig z 10 ile razy ?
10 : 20="?
Rozlozyé 20na2, 4, 5, 10, 20 réwa. cagici! Pytania!
oy 20 jest 20-krotng, 10-krotng, 5-, 4-, i-kmtnq jakiédj
iczby ?
,194'1——? 1842=7 17+3 =7 itdd. Takic wyrywkami!
12t44+4=F 144+2+4=% 11+6+3=F B+T+5=F
20—-1=¥ 20—3=F 20—06=}F 20—9= 20_-12="

=P 20=15="?
204 —-4=? 20-2—4=? 20—6—3=F W—T—
—5F

6x34+2=7 2XT+6=F 2X(8+4=" 2X9+2=7
20 0 ile mckaém jest od 19, 18, 17, 16... itd.

Przypomnijmy, ze 10:20 oznacza tu pytanie ile razy 10 miesci si¢ w 20?7 Zauwazmy, ze
,10” nie zajmuje jeszcze centralnego miejsca w rachunkach. W czasach Jeskego postugiwano
si¢ w obliczeniach kopami, tuzinami, arszynami i innymi miarami, dlatego naturalnym jest
zalecanie zadan, ktére dotyczg réwniez innych systeméw liczbowych. Na przyktad:

20 jednosci ile dziesigtkow?

20 sztuk ile tuzinow i sztuk? 20 gr. ile pieciogroszowek? — Kiedy za 10 sztuk owiec ptaci
gospodarz 20 rub., po ile ptacit 1 sztuke? Ile zaplacit za 3 sztuki, za 8 sztuk? — Ile otéowkow
dosta¢ mozna za 20 gr., jezeli jedne otowek kosztuje 4 gr.?

Dukat w ztocie ma 20 zt.; ile wynosi ¥z dukata ? — Y dukata? 2, dukata?

Przy monograficznym opracowaniu nastgpnych liczb naturalnych podobnych zadan jest
wigcej. Nie trudno zauwazy¢, ze dziesigtka w tych czasach nie pelni centralnego miejsca
w metodyce ksztaltowania poje¢ liczbowych. Zapewne jest to konsekwencjg tego, ze zada-
niem edukacji szkolnej bylo wdéwczas przygotowanie do radzenia sobie w sytuacjach
zyciowych. A tam przy obliczeniach postugiwano si¢ m.in. stopami, tokciami, librq i wieloma
innymi miarami. Potwierdzeniem tego sa zalecenia Jeskego odno$nie monograficznego
opracowania nast¢pnych liczb, np. liczby 52.

Liezba 52.
504-2:=52. 52 ile dziesigtkdw lJL‘anﬂ — Licz
od 1 do 52! od 52 do 1! — Licz dwdkami od 2 do 521
B. od 52 do 2! l’ollrz te dwijki! A za
2627 (Rozw. 262—20%2 i GXQ!) 2:: 5%
24 micsigee = ile Int ? ' % 52—7 52 jest 26. I:mtn.';#nqu liczby?
24 grosze ile dwu gmoéwek , kopiejek? Liez cawojrkami od 4 do 52! od 52 do 4! Policz te
24 sztuki ile tuzinow? czworki !
24 cale ile stép ? Lokie¢ ma 2 stopy; zatém 1 lo- 13)(4;! 4:52=7 ", 252 ==7 52 jest 13.krotng
kie¢ = ile cali? czego
24 arkusze zwyczajne nazywamy librg. 13 + 13 4 13 4 13=? 52 —13—13 —13—13=?
Yy libry=ile ark.? Y/, lib.? 3/, hh? s lib.? 3/, Lib.? 4137 (Rozw. 4X13=4%10i 4,<3) 13: .,2." Ye
3, libry? (%) = 52 =? 52 jest 4-krotng
Jezeli 1 libra papieru kosztuje 24 grosze, co ko- 264267 52—26—267? 2)(2( ? 26 1 52u? !
&ztuje 10 ark. z 5227 (Rozw. 52:=40+412; ‘/,liﬂ—?ﬂ.u '/,zl!-ﬁ].
Arytmatycaka dia duiect 3 52 jest 2-krotng czego?

27



Doda¢ tu trzeba, ze Jeske w swojej koncepcji matematycznego ksztalcenia dzieci
nawigzuje do umiejetnosci ksztattowanych w edukacji domowej. Twierdzi w ,,Arytmetyce”:
Dzieci przystgpujgce do nauki Arytmetyki, powinny by¢ obeznane z liczeniem irozwig-
Zywaniem tatwych zadan w granicach do jednej setki; to im utatwi zrozumienie i przyswojenie
sobie objasnien teoretycznych i okreslen ...

O tym, jak nowatorsko Jeske omawia ksztatcenie dzieci i mtodziezy mozna si¢ przekonaé
studiujac jego Pedagogike,obejmujgcq zasady i metody moralnego, fizycznego i naukowego
wychowania dziatek (naktadem Ksiggarni Stanistawa Arcta w Lublinie, Warszawa, 1875).
W tym podreczniku dla nauczycieli przestawil. m.in. koncepcj¢ naucznia arytmetyki.

Srstearvezsy Kuas Naux

PEDAGOGIKA.

zasady i metod

X Piolr Stjakewsk

620 | naukowego

Nr, 1007,
24 mctigtiay APFROBATUR
Varsavise die 1 (1) Mai 1875 anne
Administrator  Archidioccesis  Varsaviensis
Praelatos  Metropolitasas
St Ewolinski
Secretarius Jg. Dudrewies

August Jeske,

TR T AuEL
WARSZAWA. @

Nakladem Stanistawa Areta Ksiggars Aoaposeno Ilenayy

o CRACOVI
w Lublinte. Bapmaa, 25 Hupapa g

(9 Penpata)1875 r.

1875,

Strona tytutowa Pedagogiki Jeskego, aprobaty: Archidiecezji Warszawskiej
i cenzury carskiej.

We Wstepie Jeske twierdzi, ze metody nauczania — takze te stosowane w edukacji
matematycznej — moga by¢ Srodkami, przysposabiajqgcemi do nauki i pracy pozZytecznéj.
Odwotuje si¢ do zalecen ksiedza Piramowicza’: abysmy mieli zawsze przed oczyma jako cel
Jjedyny pozytecznos¢ w zZyciu i spoleczenstwie ludzkiém. Cel wyksztalcenia elementarnego
wylozyt w stowach: Nauka elementarna ma ksztatcic i sposobi¢ na religijno-moralnych ludzi
i uzytecznych obywateli dla kraju i spoteczenstwa swego.

Kazdy, komu bliski jest swiat dziecka — zauwaza Jeske — powinien zauwazyé, Ze dziecko
ma_sktonnosé do czynnosci, przewaza u niego cheé zajmowania sie swiatem najblizszym
i branie z niego wyobrazen, a takze chel przeksztatcania wszystkiego (podkreslenie S. D.3).

2 G. Piramowicz nalezat do zakonu jezuitéw, pedagog, w latach 1770—1773 wyktadat filozofie w kolegium
jezuickim we Lwowie. Dziatat aktywnie w Komisji Edukacji Narodowej, byt sekretarzem, powotanego przez
KEN Towarzystwa dla Ksiag Elementarnych.

* Doda¢ tu trzeba, Ze tezg t¢ Jeske sformutowat p6t wieku wczesniej nim J. Piaget oglosit §wiatu swoja
koncepcj¢ operacyjnego rozumowania, w ktdrej istotne miejsce zajmuje charakterystyka dziecigcego rozumo-
wania wilasnie w zakresie wnioskowania o skutkach przeksztatcen (por. Piaget J.: Rownowazenie struktur
poznawczych. Centralny problem rozwoju, PWN, Warszawa, 1981, na podstawie L'équilibration des structures
cognitives: probleme central du développement, Presses universitaires de France, 1975).
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Zauwazmy i podkreslmy to, ze Jeske w tej i innych swoich publikacjach odwotuje si¢ do
stynnej ksigzki wspomnianego juz G. Piramowicza (1735-1801) Powinnosci nauczyciela
(z 1787 r.), w ktorej jej autor zauwazyt odno$nie matematycznego ksztatcenia dzieci: Dajgc
przyktady i ¢wiczenia w arytmetyce, zawsze ma przestawacé na tych rzeczach, na tych
okolicznosciach, ktore sie w zyciu wiejskim i po miasteczkach trafiajg. Niech piszq rejestra
urodzajow, zbioru, ptacy czeladzi, podziatu na pewngq ich liczbe pewnej miary, Zywnosci i tym
podobne. [...] Niech bierze od dobrych rachmistrzow dworskich wzory rachunkow zbozowych
i pienigznych, podtug kiérych by uczniowie uktadali owe rejestra.*

Trzeba tu doda¢, ze w czasach dziatalnosci pedagogicznej Jeskego dydaktyka niemiecka
wyznaczata ksztatt edukacji w Europie, a w matematycznych ksztatceniu wzorowano si¢ na
koncepcji K. Grube’go. Tymczasem Jeske podkresla, ze chociaz w dydaktyce niemieckiej
problemy dydaktyczne dotyczace nauczania elementarnego zostaty doskonale opracowane, to
... cata dydaktyka i metodyka niemiecka, jest gimnastykq rozumu, jest cigzka i jedno-stronna;
nie miesci w sobie piérwiastku sercowego i religijnego, nie jest zastosowana do Zycia ani
wplyng¢ nie jest zdolna na catkowity rozwdj cztowieka.

Jesli chodzi o ksztaltowanie sprawnosci rachunkowych, to Jeske zastanawia sig, czy jest
przedmiot, ktéry jest gorzej nauczany niz rachunki: Biedne dziecko, prowadzone przez
niedoswiadczong matke lub guwernantke, odrabia dziatania rachunkowe bez najmniejszego
zasilania umystu, bez wszelkiéj korzysci ulgi dla siebie. Nastgpnie Jeske:

e podkresla rol¢ samodzielno$ci w nauczaniu i przestrzega przed mechanicznym
ksztaltowaniem umiejetnosci rachunkowych;

e zaleca, aby po opanowaniu przez dziecko liczenia, np. do 1000 przystgpowaé, przede
wszystkim do ksztalcenia umiejetnosci dodawania, odejmowania, mnozenia i dzie-
lenia.

Stusznos¢ tych zalecen ilustruje przyktadem: przy dodawaniu zazwyczaj méwi si¢
dziecku: Dodaje si¢ od prawej reki do lewej, najpierw dodajq si¢ liczby w pierwszym rzedzie,
potem w drugim, trzécim ; jezeli w piérwszym rzedzie wypadnie suma 25, to 5 podpisuje sie
pod tym samy rzedem a 2 dodajq sie do drugiego rzedu, etc. etc. [...] nota bene: coto jest
liczba 1, to 100, ten tysigc, to ,, dodawanie”, ta ,,suma”, ta ,lewa”, ta ,prawa’strona i tym
podobne ,,drobnostki”, o tém dziecko najmniejszego nie ma pojecia, zresztq przy takiém
zatozeniu mie¢ go nawet nie moze. Cala tedy sztuka tego rachowania zasadza si¢ na
bezmyslnym mechanizmie.

Dalej Jeske wylicza niedostatki mechanicznej (pamigciowej) koncepcji nauczania racho-
wania. Nauczyciel, ktory nie umié inaczéj uczyé rachunkoéw i dla ktérego mechanizm jest
Jjedyng metodq wyktadu, nie jest godzien by¢ nauczycielem: bo albo nie pojmuje wcale celu téj
nauki, albo téz jest za leniwy ...

Jeske przedstawia tez szczegblowe zasady ksztaltowania umiejetno$ci rachunkowych,
czgsto powotujac si¢ na zalecenia G. Piramowicza. Sprébujmy, cytujac Jeskego, doktadnie je
zaprezentowac:

* Cytat za wydaniem: WSiP, Warszawa 1988.
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... Zaczyna¢ trzeba od rzeczy unaoczniajgcych dziecku pojecie ilosci, tj. od okazow
i przedmiotow, ktére znajduja si¢ w najblizszym otoczeniu. Autor podkresla role postrze-
gania, ogladania, poréwnywania, wymyS$lania, przez co jego umyst staje si¢ twérczym
i samodzielnym. Zaleca przygotowanie drewnianych klockéw (10 albo 100), 100 patyczkéw
krétkich, monet (kopiejki, dziesiatki, liczbony).

Waznym tez jest uzywanie kresek, kropek, krzyzykéw, kétek, jak réwniez odwotywanie
si¢ do elementéw ciata ludzkiego (palce u rak, ndg,) Swiata zwierzat (skrzydla, rogi), §wiata
ro$lin (liScie, kwiaty, korony, kielich, owoce), miejsca zamieszkania (koscidt, wieza, dworek,
dom, patac, zamek, ogréd, staw, rzeka, gora, las), narzedzi i sprzgtéw domowych (zegar,
noze, talerze, skrzypce, fortepian), monet, miar.

Patyczki uwaza Jeske za prosty, dogodny i praktyczny srodek okazowy. Maja by¢ wigksze
od zapatek, dziecko ... wybornie nimi operuje i sprawia mu to przyjemnos¢. Kazde zadanie
ma rozwigzywac samodzielnie wedlug swoich przemyslen, ma poprawi¢ pomyiki i sprawdzaé
za ich pomocg poprawno$¢ rozwigzania. Dla nauczyciela operowanie patyczkami przez
dziecko jest wyrazem jego zaangazowania i rozumienia omawianych tresci. Pomoce
dydaktyczne nie polecane przez Jeskego to takze owoce i ciastka (nie sg w stanie oprzec sie¢
meznie widokowi tych rzeczy smacznych).

Druga zasada w nauczaniu rachunkéw brzmi: korzysta¢ z tego co sie juz zdobyto. Od
przyktadéw konkretnych autor zaleca przechodzenie do poj¢¢, od poje¢ do wysnuwania
wnioskéw 1 podkresla potrzebg powtarzania. Dla wigkszej czytelno$ci tej zasady przedsta-
wimy przyklad prezentacji liczby 3, uzywajac wspétczesnego jezyka: zajecia zaczynamy od
konkretéw, 3 patyczki, 3 klocki, 3 kreski, nastgpnie konkrety odsuwamy i dzieci rachuja
w pamigci: ile to 2 patyczki i 1 patyczek, 2 klocki i jeden klocek, 2 kreski ijedna kreska.
Potem pytamy ile to jest 1 grosz i 2 grosze, 1 dzien i 2 dni, by potem zostawi¢ liczby
mianowane izapyta¢ ile to jest 1 1 2, 2 i 1. Po tych pytaniach uczen pod kierunkiem
nauczyciela zapisuje dodawanie pisemnym 2 i 1, 1 i 1 i 1, sposobem uzywanym dzisiaj
w pisemnym dodawaniu.

Postgpowanie takie autor nazywa genetycznym ... prawidet, wnioskow, formutek nie
nalezy dawac z gory, ale dziecko powinno je raczéj wykrywaé samo, drogqg wtasnego do-
Swiadczenia. Podkre§lona zostata rola samodzielnego dochodzenia do umiejetnosci racho-
wania. Zacytujmy i pamigtajmy, ze myS$li te zostalty wydrukowane w 1873 r.: Dlatego
niewolno tu nigdy kwapic¢ sig¢ nierozwaznie i nieopatrznie 7 podsuwaniem gotowych rzeczy:
niewolno mysle¢, méwic, wnioskowac za dziecko; nie wolno utrzymywac go ciggle w stanie
biernym i zamieniaé w papuge, powtarzajgcg bezmyslnie to co widzi lub styszy. Juz wtedy
Jeske zauwazyl negatywne dla uczenia matematyki jej formalne nauczanie.

Nauka rachunkow stuzyé powinno praktycznym celom zZycia, wszelkie zatém cwiczenia
i zagadnienia muszq dotyczy¢ sfery istotnych potrzeb naszych. Dalej autor szczegétowiej
wyjasnia to haslo, m.in. wskazuje szkodliwo$¢ dlugich przyktadéw, podczas rozwigzywania
ktérych dziecko uczy si¢ pobieznie i mechanicznie. Zaleca przyktady (¢wiczenia) z matymi
liczbami. Wprawdzie, jak zauwaza autor podczas uzywania liczb duzych wprawdzie dziecko
uczy sie mnozy¢ i dzieli¢, dodawac i odejmowad, ale przenigdy — rachowac. [...] Niech si¢
nauczyciel rozpatrzy sie troskliwie w okolicy swojej: niech bada przemyst miejscowy, handel
ceny produktoéw, ludzi stosunki, wydarzenia pouczajqce, niech to wszystko zbiera skrzetnie
i dzieciom natychmiast przedktada, aby wiedziaty jak sobie radzi¢ pozniej, i aby, co wazniej-
sza, uczyty sie zwolna rozglgdaé praktycznie w okolicy i ziemi swojéj.
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Poniewaz ilos¢ wszelka jestto cos umystowego, jest produktem ducha, rachowanie jest
wiec takze prostq czynnoscig, prostym aktem ducha; odbywac sie przeto tylko moze w umysle
— sitg myslenia, czyli jak to mowimy, sposobem pamigciowym. Jeske podkresla role wlasnych
spostrzezen i do§wiadczen dziecka do przyswojenia rachunku pamigciowego.

Zacytujemy fragment, z ktérym mamy do czynienia nagminnie i dzisiaj: Nie nalezy tu
atoli zapomninac o jednej niezmiernie waznéj maksymie nauki: aby dzieci liczgc pamieciowo,
liczyty istotnie p am i ¢ c i o w o, tj. ilosciami czyli liczbami, a nie — cyframi! jakto sig¢
niestety zbyt czesto przytrafia. Przez zte i opatrzne rachowanie cyframi przywykajq dzieci
(i starzy nawet!) do tego, ze i w pamieciowym rachunku widzq tylko cyfry przed sobq: licza
wie zupetnie tak samo jak na papierze ... Jesli dasz im do obliczenia ile wynosi ,,4 razy 3337
to miasto liczy¢ praktycznie pamieciowo tak: 2 x 222 = 666, do tego +666 = 1332, to one
bedg liczyc tak: 4 x 3=12, pisze 2, pozostaje si¢ 1; 4 x 3 = 12 a 1 7 przeniesienia = 13, pisze
3, pozostaje sie 1; 4 x 312 a 1 z przeniesienia = 13, razem 1332. Liczqg wiec kubek w kubek
jak na papierze!.. Tamte rozwazajq zadanie, rozktadajg i utatwiaja je sobie w mysli, te zas
mnozq mechanicznie, bez mysli bez pewnosci, stowem podtug danéj formutki. Tamte dzieci sq
istotnie rachmistrzami, te zaledwie automatami i niewolnikami kilku stereotypowych
prawidet.

Jeske uwazat takze, ze do rachunku pisemnego (piSmiennego) przechodzimy nie szybciej
niz dziecko bedzie w stanie pokonaé. Wyjasniajac kwesti¢ — kiedy dziecko podota?
Odpowiada: Wredy gdy bedziemy je wspiera¢ w rachunku na konkretach, przezwycigzac
niepewnosc ... Pewnos¢ i doktadnosé sq niemniéj waznym warunkiem dobrego rachunku.

Jeske proponuje takze wydzielenie czasu na rachowanie. [...] przyuczamy dziecko do
spokoju i uwagi, aby wiedziato swiadomie, co liczy i jak liczy. [...] jesli dziecko nie jest
w stanie zrozumiec i rozwiqzac pytania naszego, trzeba mu je podaé w formie odmiennéj,
praktyczniejszéj, blizszéj wyobrazni jego, i jesli sie okaze potrzeba rozwiqza¢ samemu po
kilka razy, poki dziecko nie wpadnie na mysl naszg.

Ponadto radzi: jesli pragniemy sukcesow dziecka w rachowaniu to ... pozostawmy mu
w nauce rachunkow wszelkg swobode ducha, mysli i kombinacyi: niech si¢ rusza samo (ah!
Ono tak tego pragnie 7 duszy!) [...] Niech nie bedzie naszym niewolnikiem: niech do jednego
zagadnienia dobiera kilku sposoboéw rozwigzania. Wielokrotnie podkresla zasade Powolnie
a gruntownie. [...] Kto téj zasady szanowac nie umié, niech nauke rachunkow zostawi komu
innemu. A takze to, ze [...] pytania i zagadnienia powinny byé zawsze proste, jasne i, co
najwazniejsze — wtasciwe wiekowi dziecinnemu.’

Jeske zaleca tez w edukacji matematycznej systematyczno$¢, regularno$¢ i powtarzal-
nosci, a takze wigzanie nauki szkolnej z sytuacjami zyciowymi &éwczesnych ucznidw.
Przyktadem jest sposob monograficznego opracowania liczby 1.

a) Nauczyciel pokazuje dziecku jeden patyczek i pyta si¢ ile to jest patyczkow, potem
rysuje jedng kreske na tablicy i pyta o to samo. Dalej pokazujemy kilka patyczkéow, kulek

5 P6t wieku p6zniej teze te rozwinat wielki polski psycholog S. Szuman w swojej Pedagogice pytan. Podstaws jej
opracowania byta doglebna analiza dziecigcych pytan i odpowiedzi dorostych akceptowanych przez dzieci.
Szczegbétowe informacje w rozprawie S. Szuman Rozwdj pytan u dziecka. Badania nad rozwojem umystowosci
dziecka na tle jego pytan, w: Dzieta wybrane, tom 1, WSiP, Warszawa, 1985 (wydana po raz pierwszy w 1939 r.).

31



liczmandw i pytamy czy to takze jest jeden patyczek, jedna kulka, jeden liczman. Autor zaleca,
aby zwraca¢ uwage na stowa: kilka, wiele, duzo.

b) Nauczyciel bierze ksiazke i ktadzie ja na stole. Ile razy potozyt tam ksiazke. Jeden raz.
Rysuje kreske na tablicy. Ile razy narysowatem kreske na tablicy.

¢) Masz na tablicy jedna kreske. lle kresek zostanie, jesli zmazesz jedng kreske. 1 kreska
odjqé jedna kreska, ile to bedzie kresek. 1 mniéj 1 ile jestto?

d) Pewna kupcowa ma 1 tokiec¢ ptotna; ilez razy moze sprzedac z tego ptotna 1 tokiec; ilez
razy moze sprzedaé z tego ptéma 1 tokie¢? — Ilez wiec razy miesci sie® 1 tokie¢ w tokciu? —
llez razy miesci 1 kreska w jednej kresce? — a 1 liczbon w jednym liczbonie? — Ilez razy miesci
sielwl?

e) Autor wprowadza zero. lleto czyni 1 kreska mniéj nic? — A ile czyni: nic a 1 kreska? —
lle czyni 1kreska mniéj nic? — Zamiast nic mowi sie takze: zero. A zatém: ile czyni 1 a zero? —
zero a 1? — 1 mniej zero?

Dodatkowo zachgca do napisania na tablicy jeden. Potem nastepuj¢ czytanie tego wyrazy
i objasnianie, ze zapisujemy go przy pomocy cyfry 1. Na koniec nastepuje propozycja zapi-
sania dziatan arytmetycznych zwigzanych z liczba 1.

I1. Pismiennije

Ten schemat metodyczny jest konsekwetnie powtarzany w kolejnych monograficznych
opracowaniach liczb wraz z tworzniem w umystach dzieci umiejetnosci rachunkowych.

Podnies jedng reke do gory! — Ile rgk podnidst? — Podniost jeszcze jedng reke- 1 reka
i 1 reka, ileto rqk? — Ille masz nég! — lle masz nog! [...]

Konsekwentno$¢ zalecen metodycznych Jeskego zaczyna si¢ od badania relacji (nazywa je
stosunkami) 1 do 2, nast¢pnie 2 do 2, zas w kolejnych monografiach do relacji 1do 3, 2 do 3,
3do3idalej: 1do4,2do4,3do4,4do4itd.

» ... stosunek 1 do 2. — (Piszgc 1 kreske na tablicy): ileto krese? — (Dopisujgc drugq
kreske): ileto kresek? — llezto jestjest wigc 1 keska, wiecéj 1 kreska? — Czyli krocéj: 1 a 1?

® Tkwi, siedzi, znajduje sie. Ktasé nacisk na te wyrazy objasniajgc je okazami.
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» ... stosunek 2 do 2 [...] (Mazgc 2 kreski z tabl.): ile razy zmazatem 2 kreski? — A wigc
dwie kreski znadujq si¢ czyli mieszczq siew 2 kr. Ille razy — 2 miescie si¢ w dwdch ile
razy?

Rzoatoz te dwa orzechy na 2 kupki! — Ilez czyni potowa 2 orzechow — lle czyni potowa 2
ztotych? — potowa 2 rubli? — potowa 2 lat? Matka rozdzielita 2 jabtka miedzy dwoje dzieci:
po ile dostanie kazde? |...] lle razy mozna odmierzy¢ 2 tokcie z 2 tokcieptotna? — Ile wynosi
potowa dwdoch tokci? Ile bucikow trzeba do jednej p a r y? Czy jeden wot jest jest juz jedng
parg wotow? [...] lle trzeba zaptacic za 1 jabtko, kiedy para jabtek kosztuje 2 grosze?

II. Pidmiennie.

0
. . 2 ezyli wladciwie

1) Pokazag dziecku, e Znak 2 powstal poprostu z dwéch kresek,
ustawionych w ten sposdh, jak oto powyid)!

D 1+1= 2) 24H0=
2x<1= ID<3—
1:2= r - —

» Stosunek 1 do 4. — 1 ksigzka i 1 ksigzka ileto ks.? — 2 ksigzki i 1 ks. ileto ks.? — 2
ksigzki i 1 ks. ileto ks.? — 3 Ksigzki i 1 ks. ile to ks.? — A zatém 1 a 1, a 1, a 1 ksigzka, ileto
ks.? —Czyli 1+1+1+1=?

» (biorgc 4 ksigzki zwolna jeng po drugiéj): ile razy wzigtem tu jednqg ksigzke? (4 razy).
— A zatém 4 razy 1 ksigzka ile to ksigzek?

» 4 ksigzki, mniej 1 ks., ileto ksigzek? 3 ks., mniéj 1 ks., ileto ks.? 2 ks., mniéj 1 ks., ileto
ks.? 1 ks., ileto ksigzek. A zatém: 4 ks. mniéj 1 ks., mniej 1 k., mniej 1 k., mniej 1 k., ileto
ksigzek? —Cyli4—1—-1-1-1=?

» lle razy mozna wzigé 1 ksigzke z 4 ks.? — A zatém: lksigzka miesci sie w 4 ks. ile razy?
— Cli 1:4=7? (,,1 w4 miesci sig¢ ile razy).

Potem nastepuja pytania dotyczace miar powierzchni, pojemno$ci, operacji na
pieniadzach.

1 kwarta, i 1 kw,, i 1 kw,, i1 kw,, il to k\\‘.'lrt'.’-—‘-l'kwlarl_\'
czynia 1 garniec,—Funt ma 4 twier c-i.TI‘.nk'u-c ma 4 ¢éwiercl,——
Rok ma 4 pory. — Jdzio kupil za 1 grosz wmut; ile Tn‘u ::::0‘;:‘:\(:'::):
te, jesli dal'ma to CZM-I‘OgI‘f)SZI;Wkl:.' - e ru-z'\ mus::;(‘, g
aby mieé¢ -1 garniec wody, —Ile razy wigkszj

warcie wody P
pos LK o —1le razy mniejszg wartodé ma 1

wartos¢ maja 4 ruble od 1 1.7
rubel od 4 r.7
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Juz przy monograficznym opracowywaniu liczby 4 otrzymujemy pokazng porcje dziatan
arytmetycznych,’ dzieki koncepcji jednoczesnego ich ksztattowania.

Il. Pismiennie.

L l
CY ) 4 ezyli wlasciwie =

1) 14-8— 2) 219

J Fa= 8) 8-l.1—
<l = I e
i—l= 4—-2= 4—-38=
| e  JHE T — 8 4=

4) 0= 5) 4=3+42? 6) 4—8=
oy 4—4>? 242=
A-4— 4=23-}7 A—4—
&= E=1>¢p 4=1><84?

7y 1 8) 1 9) 2 10) 1 11) 2
+2 0 0 2 0
+1 2 1 AL P |

-0 1 1
12Y 2 13) 2 149) 3 15) 4

0 2 —1 oy |
2 0
vt o
16) 4 17) & £8y =1 19) Q=
- —2 —3 =<4

20) 3 : 4=l 91) 7% B=1
3 2
1 1

Z podanych przyktadéw wynika jasno, ze Jeske proponuje jednoczes$nie pisemne doda-
wanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, dzielenie z reszt.

Uzasadnia to tak: niestusznym jest patrzenie na nauczanie rachunkéw tylko na jako
nauczenie czterech dziatan, reguty trzech (proporcji), utamkéw. Takie spojrzenie uwaza za

7 O trafnosci tego zalozenia $wiadczy to, ze zaleca si¢ ja juz we wspélezesnie opracowanej koncepcji wspoma-
gania rozwoju umystowego wraz z edukacja matematyczna uzdolnionych matematycznie dzieci. Zob. O dzie-
ciach matematycznie uzdolnionych. Ksigzka dla rodzicow i nauczycieli, red. E. Gruszczyk-Kolczynska, Wydaw-
nictwo Nowa Era, Warszawa, 2012, rozdziaty cz¢sci czwartej.
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falszywe. Dostownie na kazdej stronie Arytmetyczek opracowanych przez Jeskego dostrzega
si¢ starania o to, aby rozszerza¢ wiedze¢ o otoczeniu i przygotowaé uczniéw do radzenia sobie
w $wiecie liczb i zmian, jakie mialy miejsce wraz ze zmianami w sposobach pomiaru
wielkosci.

Dotyczy to szczegdlnie podrgcznika do nauki arytmetyki (trzecie wydanie, jak udato mi
si¢ ustali¢, Arytmetyki miatlo miejsce w Warszawie 1873 r, dla potrzeb artykulu korzystamy
z wydania VI (1904), opracowanego i uzupetnionego przez Zbigniewa Kaminskiego (1847—
1915). W podreczniku tym podkresla, ze we Francji na poczatku wieku wprowadzono miary

odznaczajace si¢ wielka prostota i tatwoscia w uzyciu. System ten przyjeto wiele krajow,
m.in. Austria i Niemcy.

Doceniajac to Jeske dokonat uzupetnien do wczesniej opracowanej koncepcji nauczania
matematyki klarownie wyjasnia: Uczeni zmierzyli czes¢ odlegtosci od rownika ziemskiego do
biegunag; stqd wywnioskowali o catej tej odlegtosci; podzielili ja potem na 10 milinéw czesci
rownych i jedna taka czes¢é przyjeli za miare diugosci; miare te nazwali metrem. Wymieniono
stowa greckie dla miar 10, 100, 1000, 10 000 razy wiekszych: deko, hekto, kilo, myrya, ktére
zostaty dodane do wyrazu metr i slowa lacinskie: deci, centi, mili, dla oznaczenia miar 10,
100, 1000 razy mniejszym. Cato$¢ dopetnia informacja o tym, ktére miary gdzie sa uzywane
i jak sie one nazywaja (cze$é nazw dzisiaj jest nieuzywana).’

Dzialania z miarami ukfadn metryeznego. *)

§ 60. Tak zamimna gatunkéw wyiszych na nizsze i niz-

szych na wyisze, jak r6wniez dodawanie, odejmowanie, Skrocenia, nzywane W pismie: 3 druku
mno#enie i dzielenie, jakie wypadnie wykonaé stosownie L Centiar ca.
do natury zadania, odbywa si¢ podtug prawidet podanych wel Myryametr Mm. | Sis Dk
: s iaias B 3 : +  km. | Dekaster U
przy dzialaniach z liezbami wielorakiemi Kilometr st
. o Gy o & ; h Hektometr hm. | _Ster :
(Ulatwienie, wynikajgee # wiycia dogodnej liczby zamiany, uczeri i 3 Decyster  des.
sha = : Dekametr L. ¥
zauway). > Yotr o | Tonna 3
Zagadnienia. e Decymetr  dm. | lé‘]‘{mt:aim {flg
875, Zamienié na gatunek najnizszy: a) 3 m. 5 dm. 9 om. | Centymetr om. [ Hlelo;%ogl'am har.
Smm. b) 3m Lem e)8m d) TL8dlL 4 ¢)2L9dl Milimetr  min.: || Dekagram 1.
) 2Dy T ddg6egdmgg)t Dy 2emg. k) 8 Dat. Hektolitr * Al |\ Dekagralfes
4ot 4 dot. Dekalitr DL Gram L
376. a) 62 Ha. 54 a. 73 m. kw. zamienié na metry kw. Litr b |, Decygram dg-
b) 5 m. kw. 68 dm. kw. 27 em. kw. 84 mm. kw. zamienié Decylitl' dl. Centygram cg-
na milimetry kwadratowe; ¢) 49 m. kw. 3 dm, kw. 7 em. tvlitr el | | Miligram  mg.
kw. 40 mm. kw, zamieni¢ na milimetry kwadr, d) 16 m. Centy ha Frank I
kw. 84 cm. kw. zamieni¢ na milimetry kw. ¢) 14 m. kw, H Hektar 7 | | Centym ¢
zamienié na milimetry kwadratowe; f) 8 ks. zamienié na Ar L | ¥
dekagramy.
377. Zamienié na cemtymetry szeSciemme: a) 683 m. sz.
418 dmn, sz. 622 cm. sz b) 76 m. sz. 84 dm. sz. 96 em. sz.; : :
¢) 18 m. sz. 5 dm. sz. 7 C?R. sz; d) 28 m. sz, 184 om. sz, Fragment dOtyCchy nazw miar w syStemle
2) 612 m. sz. 8 em, sz.; f) 9 m. sz. .
)378. a) 23 fr. 18 ¢, zaﬁliuuié na centymy: b) 36 fr, za- metrycznym pOdanym w Arytmelyce JeSkegO

mienié na centymy; ¢) 56 [zl 4 et. w. a. *') zamienié na

*) Do powtdrzenia: dzialania z liczbami wielorakiemi §§ 48-57.
**) 56 zl 4 ct. w. a. czytaj: 56 zlotych, 4 centy waluty austryac-
kiej, ezyli pienigdzy austryackich.

Powyzej podajemy jeszcze fragment z Arytmetyki Jeskego zwiazany z dziataniami na
miarach uktadu metrycznego.

8 Autor proponuje wykorzysta¢ globus i wyjasni¢ wymienione pojgcia, pokaza¢ réwnik i bieguny ziemi.

® Przeszto sto lat p6zniej ustalenia A. Jeskego docenita E. Gruszczyk-Kolczynska (Edukacja matematyczna
w klasie I. Ksigzka dla nauczycieli i rodzicow. Cele i tresci ksztatcenia, podstawy psychologiczne i pedagogiczne
oraz opisy zajec¢ z dziec¢mi, red. E. Gruszczyk-Kolczynska, Wydawnictwo CEBP, Krakéw, 2014, s. 164 i 189),
gdy poszukiwata metodyki zapoznawania dzieci z liczbami mianowanymi.
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Nie ulega watpliwosci, ze dzigki ustaleniom A. Jeskego wprowadzono do nauczania
arytmetyki uklad metryczny (tym samym nastapito dotaczenie miar dziesigtnych). Nie
oznacza to, ze zapomniano o innych miarach, ale informacje o nich pelnig juz role

drugorzedna.

— 117 —

Uwaga.  Azeby dokladniej
. \ ejsze wytworzyé pojecie o réin ia-
rach, ktéreémy poznali, dodamy jeszeze z‘e:P * i

Sazei russka=3 Iokciom i 3 éwierci i iej
Stad arszyn=1 lokeiowi i 1 éfv‘;?:x}‘lc(i}mm LY polside}
INe;*szek jesfi{nieco mniej niz 2 cale’,

stopa russka jest i rieks iz
Desiatyna:polojwie ﬁgg;(z:;e o cal wieksza niz polska.
Czptwert:?! hektolitrom.
Wladr-_o:12 kwartom i 1 kwaterce:
Sz:tof Jest to wiec prawie 5 kwaterzzk.
Mila geogr.—=7 kilometrom 420 metrom.

Co do miar systemu metryeznego:

MgtrzZQ{;’z werszkom=1 lokeiowi { 3 éwierei
Kilometr =prawie 1 wiorscie. e
Hektar=prawie 2 morgom.

Litr=geisle 1 kwarcie,

1000 kilograméw jest nieco wiecej niz 61 ?
i E > riecej ni; B
spolicie rachujy 1 kg.=21/, funtom. } iz 61 pudéw; po-

Z poréwnania wartodei pienieds r :
frank =371/, kopiejkom, R
zloty w. a. (gulden) =178 kop.
korona=39 kop.
marka pruska=47 kop.

WI.P:'z_y wymianie rubli na pieniadze zagraniczne lub od-
ski(:z nie, wartosé obiegowa (ezyli kurs, od wyrazu Yacif-
= ©g0 cursus, znaczy: bieg) pieniedzy oblicza sie wedlug
ursow, ktére codziennie 88 oglaszane drukiem. i

Fragment Arytmetyki Jeskego z uwagami zwigzanymi z miarami rosyjskimi.

Analizujac p6zniejsze koncepcje matematycznego ksztalcenia dzieci mozna stwierdzic, ze
przytoczone ustalenia pedagogiczne Jeskego staly si¢ podstawa bodaj wszystkich nastgpnych
koncepcji matematycznego ksztatcenia dzieci. Skorelowano ze sobg: ksztatcenie pojgc liczbo-
wych uporzadkowanych poprzez system dziesigtkowy i system dziesigtkowy jako baza dla
ksztattowania sensu mierzenia i dziesigtkowej logiki jednostek pomiarowych.

To, w jaki sposob Jeske osadzit dziesigtkowy w edukacji matematycznej dzieci jest tak
znaczace, ze mozna to uzna¢ za kamien milowy matematycznego ksztalcenia na poziomie
edukacji wczesnoszkolnej. Ustalenia Jeskego spowodowaty edukacyjna metamorfoze sys-
temu dziesigtkowego — zaczeto traktowa¢é go jako podstawe zaréwno ksztaltowania pojec
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liczbowych i umiejetnosci rachunkowych, jak wdrazania dzieci do rozumienia sensu po-
miaru wielkosci cigglych i ksztaltowania umiejetnosci mierzenia.

Postaramy si¢ to wykaza¢ omawiajac nastgpne kamienie milowe historii edukacji mate-
matycznej dzieci.

Opracowana ponad 30 lat p6zniej metodyka nauczania dzieci arytmetyki i geometrii przez
L. Jelenska (przy wspéipracy z M. Rusieckim) potaczyta oba w/w skorelowane ze soba
zakresy ksztalcenia oparte na systemie dziesiatkowym.

Informacje biograficzne: Ludwika W. Jelenska (1885-1961)"

Urodzita si¢ 17 kwietnia 1885 w Warszawie w rodzinie Jana i Ludwiki z Czajewskich.
Byta siostrg Szczepana — autora bestseleru Sladami Pitagorasa. W 1915 na Uniwersytecie we
Fryburgu uzyskata stopien doktora na podstawie pracy La construction du systemes
philosophique d'apres saint Thomas d'Aquin (Theése présente par Louise Jelenska a la Faculté
des Lettres de I’Université de Fribourg. Fribourg, Suisse: Imprimerie de 1’Oeuvre de Saint-
Paul, 1915). W okresie migdzywojennym pracowata w Panstwowym Seminarium Nauczy-
cielskim Zenskim im. E. Orzeszkowej w Grodnie, gdzie wykladala metodyke nauczania
poczatkowego i propedeutyke filozofii. Wspélnie z M. Rusieckim opublikowata wielokrotnie
wznawiang Metodyke arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania (1939). Po za-
konczeniu wojny osiadta w Poznaniu, gdzie w dalszym ciagu zajmowata si¢ metodyka nau-
czania matematyki w szkole powszechnej. Opublikowata ksiazke Szkota ksztatcgca (1945).
Interesowata si¢ takze zagadnieniami dogmatycznymi katolicyzmu; religii poswigcita kilka
wilasnych ksigzek i ttumaczen wydanych w Poznaniu przed 1939. W czasach komunizmu nie
korzystano z jej rad.

Zmarta 27 kwietnia 1961 w Poznaniu.

Marian A. Rusiecki (1892-1956)"'

Urodzit si¢ 23 marca 1892 w Bodzechowie koto Kielc. W 1916 ukonczyt Wydziat
Matematyczno-Fizyczny Uniwersytetu Kijowskiego. Przez trzy lata pracowat jako nauczyciel
w gimnazjum polskim w Kijowie, a od 1919 uczyl w seminarium nauczycielskim w Bia-
tymstoku. W 1922 przeni6st si¢ do Warszawy, gdzie przez 16 lat petnit obowiazki instruktora
matematyki w Ministerstwie Wyznafh Religijnych i O$wiecenia Publicznego, jednocze$nie
uczyl w wielu warszawskich szkotach. W czasie okupacji bral udzial w tajnym nauczaniu
1 prowadzil antykwariat. Zostal wywieziony po Powstaniu Warszawskim, w 1945 pracowat
jako nauczyciel w wiejskiej szkole podstawowej. Po powrocie do Warszawy zostat redak-
torem dzialu matematyki w Panstwowych Zaktadach Wydawnictw Szkolnych. W latach
1953-1956 pracowat w Panstwowym Wydawnictwie Naukowym jako redaktor, a potem jako
doradca naukowy. Wyktadal réwniez metodyke nauczania matematyki na Uniwersytecie
Warszawskim, byl wspoétzatozycielem czasopisma dla nauczycieli Matematyka, brat udziat
w pracach komisji programowej Ministerstwa OSwiaty. W 1930 zalozyl i redagowat wazne
czasopismo dla nauczania matematyki Parametr. Byl autorem lub wspdtautorem orygi-

10w, Piotrowski, L. Jelenska, [w]: Stownik Biograficzny Matematykéw Polskich, red. S. Domoradzki, Z. Pawli-
kowska-Brozek, D. Weglowska, PWSZ Tarnobrzeg, 2003.

Tw. Piotrowski, M. Rusiecki, [w]: Stownik Biograficzny Matematykéw Polskich, red. S. Domoradzki, Z. Paw-
likowska-Brozek, D. Weglowska, PWSZ Tarnobrzeg, 2003.
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nalnych podrecznikéw szkolnych, opracowan metodycznych, byt cztonkiem Komisji Giéwnej
Olimpiady Matematycznej.

Zmart 17 listopada 1956 w Warszawie.

L. E L
PRZY WSPO
A.Mi RUSI

METODYKA
ARYTMETYKI
| GEOMETRII

W PIERWSZYCH LATACH
NAUCZANIA

L. Jelenska, A. Rusiecki: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania,
Pierwsze wydanie: Ksiggarnia $w. Wojciecha, 1939 (204 s.), powojenne wydania maja mniej
stron, nie ma tez informacji o wydaniu, naktadzie i pierwowzorze przedwojennym.

Autorka wyraznie zaznaczyta: Waznym [...] pojeciem podstawowym, ktdre dzieci musza
zdoby¢ juz w I klasie (chociaz nie w catej rozcigglosci), jest pojecie systemu dziesigt-
kowego.Zaleca wyodrebnienie dziesigtki jako grupy podstawowej. Godnym zauwazenia jest
jej rozumienie tego wyodregbnienia: jako specjalne troskliwe ¢wiczenie 1 uwypuklenie naszego
systemu rachunkowego. Kiedy dziecko przejdzie do drugiej i trzeciej, nastgpnych dziesiatek
to wedlug autoréw samodzielnie zdobedzie pojecie powracajgcej dziesigtki jako porzgd-
kujgcej liczenie. Pojecie takie to nie jest uwazane za réwnoznaczne z pojeciem systemu
dziesiatkowego, jest jego podiozem (podkreslenie S.D.). Momentami przetomowymi o szcze-
gélnym znaczeniu metodycznym u Jelenskiej sa: Przekraczanie progu dziesigtkowego
w dodawaniu, w odejmowaniu i dodawanie ,,kilkunastu”. Dziecko powinno w trakcie nauki
krystalizowaé pojecie systemu pozycyjnego, w tym waznej informacji, ze kazda jednostka
wyzszego rzedu zawiera 10 jednostek nizszego rzegdu.

Opracowana przez L. Jelenska metodyka na kolejne dlugie lata wyznaczyla przebieg
sposobu ksztaltowania poje¢ i umiejetnosci matematycznych dzieci.

Réwnolegle waznos$¢ uktadu dziesigtnego w nauczaniu podkreslili Polskiej Szkoty
Matematycznej: S. Banach, W. Sierpinski, W. Stozek. W podr@czniku12 napisanym przez nich

2 Po odzyskaniu niepodlegtosci przez Polske w listopadzie 1918 roku, szkolnictwo polskie znalazto si¢ w du-
zych ktopotach. Wynikaty one z istnienia nie tylko réznych typéw szkét, lecz réwniez z réznych systeméw
szkolnictwa w trzech zaborach. Pierwsza reforma zostata przeprowadzona w latach 1919—1922. Podrgczniki
pisane przez S. Banacha z wspétautorami byty dostosowane do przeprowadzonej Polsce reformy szkolnej braci
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Arytmetyka i geometria dla V klasy szkoty powszechnej (Lwow — Warszawa, 1933)13 tak
prowadzili uktad dziesigtny:

ROZDZIAL I
Uklad dziesietny

i § 1. Pisanie liczb w ukladzie dziesigtnym

i Liezenie Jezell mamy policzyd (.ig.m jakichs pl/(-d’
\miot()w np. kulek, to mozemy to srobié w  nastepujacy
2 .
L?IJULU:: aymy kulki w o dziesiatky, t&, dziesiatkl zbieramy po
dziesieé w setkd, otrzymane setki taczymy po dziesie¢ w t\:E
sigce itd. Tak postepuje l{abJ(’l majge do liczenia duzo mone
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pierwszego v zedu lub krotko JedIIU stka, dzie
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do rzedu trzynastego.
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Fragment z podrecznika Arytmetyka i geometria dla 'V klasy szkoty powszechnej.

Jedrzejewiczéw z lat 1932—1933. Wedlug tej reformy obowiazywal nastgpujacy model ksztatcenia: Szkota

powszechna — 6 lat, szkoty $rednie: jednolite gimnazjum — 4 lata, zr6znicowane liceum — 2 lata. Byta tez klasa
VII (konczaca) w szkole powszechnej, zamiast I gimnazjum.

13'S. Banach, W. Sierpifiski, W. Stozek: Arymmetyka i geometria dla V klasy szkoty powszechnej, Lwéw — War-
szawa, 1933.
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Banach, Sierpinski i Stozek uklad dziesigtny wprowadzaja semantycznie. Semantyka
podana przez wybitnych matematykéw jest na dwdch poziomach, zaréwno dla ucznia zdol-
nego i mniej zdolnego. Dla zdolnego stowo jakich$ bedzie modelem generowany, za$ dla
mniej zdolnego mamy model izolowany, ktéry dotyczy kulek Zauwazmy, Ze to samo pojecie
jest dla uczniéw o réznych poziomach mentalnych. Zaprezentowang sytuacja dydaktyczna
(Lgczymy kulki w dziesigtki, te zbieramy po dziesie¢ w setki ...) mozemy manipulowac, jak by
tu bylo z pienigdzmi.

Zwré¢my uwage na tabelke, ktorej analiza dostarczy uczniowi nazw liczb, procesu ich
tworzenia, jak réwniez w §wiadomosci niektérych z nich moze zrodzi¢ si¢ pytanie co dalej,
jak dalej mozemy tworzy¢ nastgpne jednostki. Przy tej analizie wazny jest zwiazek migdzy
filogeneza a ontogenezg. W dobie Arystotelesa nie byto mozliwos$ci poznania tak duzych
liczb, przy pomocy rzymskich znakéw nie zapiszemy miliona.

Nastepnie autorzy podrecznika w formie pisanego wyjasnienia informuja, ze 10 jednostek
tworzy dziesigtke, a wiec dziesig¢ jednostek rzedu pierwszego rzedu réwna sie jednostce
drugiego rzedu. 10 jednostek tworzy setke, a wiec dziesiec jednostek drugiego rzedu réwna sig
Jednostce trzeciego rzedu ...

Konsekwentnie profesorowie matematyki, autorzy podrgcznika semantyke prowadza na
dwéch poziomach.

Pisanie liczb. Do zapisywania liczb uzywamy dziesieciu znakow, zwanych cyframi:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,.

dla ucznia zdolnego dla ucznia mniej zdolnego

Przy pomocy tych znakéw mozemy zapisac
kazda liczbe.

Np. liczbe trzy tysigce  czterysta
dwadziescia pi¢¢ zapisujemy: 3425

Kazda z cyfr wskazuje ilo$¢ jednostek tego
rzgdu, na ktérym stoi

(liczac od reki prawej ku lewej). A zatem
liczba zawiera 5 jednostek, 2 dziesiatki, 4
setki i 3 tysiace.

Brak jednostek jakiego$ rzedu oznaczamy
cyfra zero, umieszczajac ja na odpowied-
nim miejscu.

Np. w liczbie 5036 cyfra zero oznacza brak
setek.

Czytanie liczb. Liczbe odczytujemy w nastepujgcy sposob: dzielimy najpierw liczbe
na klasy po trzy cyfry(od prawej reki ku lewej).

dla ucznia zdolnego

dla ucznia mniej zdolnego

Np.a)15 345

tys.
b) 25 276 476
milionéw tysigcy

Nastepnie  odczytujemy kazda klasg,
wymieniajac jednostk¢ najnizszego rzegdu
danej klasy.

A wigc czytamy: a) 15 tysigcy 345, b) 25
milionéw 276 tysigcy 456.

Mozemy réwniez dzieli¢ liczbg na klasy po
szes$¢ cyfr. Np.

53 456714
bilionéw  milionéw

712342

Czytamy: 53 biliondw 456714 milionéw
712342
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Zatem, ci wybitni matematycy Polskiej Szkoly Matematycznej pisali w ten sposéb
podrecznik, aby nauczyciele mogli uczniom otworzy¢ $wiat matematyki najbardziej adek-
watnym sposobem. Nie przedktadali matematycznej precyzji nad zrozumienie, dbali o wy-
ktadowa, ilustracyjna, i zadaniowa funkcje podrecznika. Ich podreczniki miaty szerokie
spektrum, daje si¢ wyraznie zauwazy¢ czesci przeznaczone dla uczniéw stabszych i zdolniej-
szych. Uczen z takiego podrecznika moze korzysta¢ samodzielnie, ale podrgcznik pomaga
istotnie nauczycielowi w jego pracy. Podane w podreczniku sytuacje dotyczace codziennych
doswiadczen uczniéw sa z réznych dziedzin, co w umystach uczniowskich moze budzi¢ po-
trzebg ujecia tych sytuacji w sposéb ogdlniejszy, co w konsekwencji prowadzi¢ moze do
abstrahowania.

Podkresli¢ tu trzeba, ze ustalenia metodyczne L. Jelenskiej oraz S. Banacha, W. Sier-
pinskiego i W. Stozka to nastepny kamien milowy w matematycznym ksztalceniu dzieci na
drodze wyznaczonej wczesniej przez A Jeskego. Ustalenia te wyznaczyly w czasach powo-
jennych miejsce i sposoby zapoznawania dzieci z dziesigtkowym systemem liczenia oraz
korzystania z niego w dziatalno$ci matematycznej.

Kolejna zmiana o randze kamienia milowego w ustalaniu miejsca dziesigtkowego sys-
temu liczenia w edukacji dzieci odbyla si¢ na przetomie wiekéw XX i XXI. Jest ona kon-
sekwencja badan nad prawidlowo$ciami ksztattowania si¢ umiejgtnosci liczenia.

Wymieni¢ tu trzeba badania R. Gelmam'® oraz polskie badania zrealizowane przez
E. Gruszczyk-Kolczynska."> W badaniach tych ustalono, Ze umiejetno$é liczenia ksztattuje sig
w umystach dzieci tak, jak gramatyka jezyka ojczystego. Opisano, jak dzieci odkrywaja
i przyswajaja sobie reguty, ktére sg stosowane w trakcie liczenia i stosujac je doskonalg
umiejetnos¢ liczenia. R. Gelman ustalila, Ze sa to: regula jeden do jednego, regula nieza-
lezno$ci porzadkowej, reguta kardynalno$ci i regula abstrakcji. Na podstawie badan
E. Gruszczyk-Kolczynska potwierdzita sposoby ustalania tych regul przez dzieci i dodata
jeszcze jedng — dostrzeganie regularno$ci dziesigtkowego systemu liczenia i korzystanie
z nich. Odkrycie tej reguty pozwala dzieciom liczy¢ w coraz szerszym zakresie, jest podstawa
prawidlowego zapisywania liczb i doskonalenia umiejetno$ci rachunkowych we wszystkich
etapach edukacji szkolne;j.

E. Gruszczyk-Kolczynska opracowata na tej podstawie edukacyjny model wspomagania
dzieci w ksztattowaniu si¢ liczenia w edukacji przedszkolnej i szkolnej. W ksiazce'® Eduakcja
matematyczna w klasie I postuluje tez wydzielenie edukacji matematycznej z ksztalcenia
zintegrowanego, bowiem kilkuletnia praktyka szkolna dowodzi, ze realizacja edukacji mate-
matycznej w konwencji zintegrowanego ksztalcenia przynosi duzo szkéd. Ukazuje réwniez
oco zadba¢ i czego unika¢, aby dzieci lubily uczy¢ si¢ matematyki i odnosily sukcesy
edukacyjne, potem zyciowe. Z jej badan'’ nad uzdolnieniami matematycznymi wynika, ze
dzieci w szkole tracg rado$¢ uczenia si¢ matematyki i staja si¢ mniej tworcze. Ponizej
zamieszczamy fragmenty ze wspomnianej ksiazki Eduakcja matematyczna w klasie I, w kto-

4 R. Gelman: What young children know about numbers, Educational Psychologist 15(1980), 54—68, oraz
R. Gelman i C. R. Gallistel: The child’s understanding of number, Harvard University Press, 1978.

5 Dzieci ze specyficznymi trudnosciami w uczeniu sie matematyki, Przyczyny, diagnoza, zajecia korekcyjno-
wyréwnawcze, WSiP, Warszawa, 1992, i 13 nastgpnych wydan, rozdziat 2.

' Edukacja matematyczna w klasie I. Ksigzka dla rodzicéw i nauczycieli, red. E. Gruszczyk-Kolczynska,
Wydawca CEBP, Krakéw, 2014.

70 dzieciach matematycznie uzdolnionych. Ksigzka dla rodzicéw i nauczycieli, red. E. Gruszczyk-Kolczynska,
Wyd. Nowa Era, Warszawa, 2012, rozdziat 5.
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rych autorka traktuje o wadach tradycyjnego sposobu przekraczania progu dziesigtkowego
i 0 rozwigzywaniu zadan okienkowych.

O wadach tradycyjnego sposobu przekraczania progu
dziesigtkowego i proponowane zmiany

Ze wzgledu na szczegdlng role liczby 10 w dziesiatkowym systemie liczenia w tradycyjnej
metodyce zaleca sie taki sposb postgpowania w dodawaniu i odejmowaniu:
* przy obliczaniu sumy typu 8 + 6 = ... dziecko ma wykonac¢ kolejno takie czynnosci:
a) przeczytat dzialanie i roztozy¢ liczbe 6 na sktadniki 21 4 (bo tylko w taki sposob mozna
w tym dzialaniu® dopetni¢ do dziesigtki),

b) zapisac 8 + (2 + 4) = ..., ale nie wpisywac sumy,
¢) przeksztalci¢ to dziatanie w taki sposob (8 + 2) + 4 = ... nie wpisywac sumy,
d) jeszcze raz przeksztalcié dzialanie w taki sposéb 10 + 4 = ... i wpisac sumg 14;

* gdy dziecko oblicza roznice np. 14 - 7 = ... ma kolejno wykona¢ takie czynnosci:

a) po przeczytaniu dziatania'® liczbe 7 rozktada na sktadniki 413 i zapisuje 14 - (4 +3) = ...,

nie wpisuje réznicy,

b) przeksztalci¢ dzialanie w taki sposéb (14 - 4) - 3 = ... ale nadal nie wpisuje wyniku,

¢) jeszcze raz przeksztalcié dziatanie tak 10 - 3 = ... i moze juz zapisac roZnicg 7.

Mamy tu do czynienia z paradoksem: obliczenie sum typu 8 + 6 i roZnic typu 14 - 7 jest
dla dzieci fatwe, bo moga korzysta¢ np. z liczydla. Natomiast wykonanie kolejnych przeksztatcen
7 zastosowaniem symboli przekracza znacznie mozliwosci intelektualne dzieci. Wszak dopiero
zaczynajq rozumowacé operacyjnie na poziomie konkretnym i z wielkim trudem uczg si¢ kodo-
waé i dekowaé czynnoéci matematyczne z zastosowaniem cyfr - symboli liczb i znakéw dziatar.
Dlatego opisany spos6b przekraczania progu dziesigtkowego jest dla dzieci niezrozumialy, nie wi-
dza tez sensu we wstrzynywaniu si¢ przed podaniem sumy lub réznicy do momentu ukoriczenia
przeksztalceni.

Przytoczony fragment publikacji pokazuje tez, jak zmienil si¢ sposéb przedstawiania
probleméw edukacyjnych. Nacisk potozony jest na jest teraz umiejgtne kierowanie procesem
uczenia si¢ dzieci, aby zbudowaty w swoim umysle okreslone pojgcia i umiejetnosci matema-
tyczne. Od nauczyciela wymaga si¢ wiec solidnej wiedzy psychologicznej i dobrej znajo-
mosci modeli ksztaltowania poje¢ i umiejetnosci matematycznych. Dowodem jest nastepny
fragment ksiagzki dla rodzicéw i nauczycieli o edukacji matematycznej dzieci.
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W monografii liczb drugiej dziesigtki trzeba nadal dba¢ o rozwijanie umiejetnoéci rachun-
kowych, ze zwréceniem uwagi na operacyjne rozumowania. Chodzi o rozwigzywanie zadan
okienkowych®, ale juz z przekroczeniem progu dziesigtkowego. Nie bedzie to dla dzieci zbyt
trudne, jezeli nauczyciel skorzysta z moich doswiadczen.

Zaczy¢ trzeba od przemiennego ukladania i rozwigzywania zadan przez dzieci w parach.
Maja woreczek oraz 16 ziaren fasoli (kamykow, patyczkéw) i liczydlo (10 + 10 + 10). Jedno dzie-
cko zamyka oczy, drugie chowa do woreczka tyle ziaren fasoli, ile chce. Mowi: otwdrz oczy. Fasol-
ki sg na stole i w woreczku, razem jest ich szesnascie. Ile fasolek schowatem do woreczka. Zapytane
dziecko moze skorzystal z liczydta, moie na palcach dolicza¢, moze rachowa¢ w pamieci. Gdy
poda liczbe, sprawdza, czy ona zgadza si¢ z liczbq fasolek wysypanych z woreczka. Potem nastepuje
zmiana rol.

Z moich do$wiadczen wynika, ze dzieci chetnie korzystaja z liczydta i tak ma by¢. Po kilku
takich naprzemiennie ukladanych i rozwiazywanych zadaniach nauczyciel stwierdza Mozna takie
zadania zapisywaé tak:

5+0=16 7+0=16 4+[J=16

Poleca rozwigzac te zadania i radzi Mozna pomagac sobie rachowaniem na liczydle, na kasz-
tanach. Kto juz begdzie wiedzial, podniesie reke, podejde i jezeli wynik bedzie dobry, mozna bedzie
rozwigzane zadanie zapisac w swoim zeszycie.

W podobny sposéb dzieci doskonala odejmowanie w zadaniach okienkowych. Takze majg
woreczek, 16 ziaren fasoli (kamykéw, patyczkéw) i liczydlo (10 + 10 + 10). Jedno dziecko za-
myka oczy, drugie chowa do woreczka, tyle ziaren fasoli, ile chce. Mowi: otwérz oczy. Na stole
byto 16 fasolek, zabratem kilka i wlozytem do woreczka. Zastalo tyle fasolek — policz je. Ile fasolek
zabralem? Zapytane dziecko moze skorzysta¢ z liczydla, moze na palcach doliczaé, moze ra-
chowaé w pamigci. Gdy poda liczbe zabranych fasolek, sprawdza czy zgadza sie z liczba fasolek
wysypanych z woreczka. Potem zmiana rél. Takze w tej serii zadan dzieci chetnie korzystaja
z liczydta.

19) Podobnie, jak w monografii pierwszej dziesiatki nalezy respektowa¢ zasade stopniowania trudnosci. W trakcie monograficznego
opracowania liczb drugiej dziesiatki nadal uczymy dzieci rozwiazywac najtatwiejszy typ zadai okienkowych. W nastepnych roz-
dziatach przedstawig, jak wdraza¢ dzieci do rozwiazywania trudniejszego typu zadar okienkowych.

Fragmenty podrecznika metodycznego E. Gruszczyk-Kolczynskiej: Edukacja matematyczna
w klasie I.

Zakonczenie

Zadziwiajace jest to, ze w koncepcjach edukacyjnych A. Jeskego, L. Jelenskiej oraz S. Ba-
nacha, W. Sierpinskiego i W. Stozka odnalez¢ mozna wiele rozwigzan metodycznych, ktdre
sg na miar¢ wspotczesnej wiedzy psychologicznej i pedagogicznej. Dotyczy to nie tylko roli
dziesigtkowego systemu liczenia w edukacji matematycznej dzieci. Warto wigc siggnaé do
tych opracowan i odczyta¢ je na nowo, z korzyscig dla podniesienie poziomu edukacji mate-
matyczne;j.

Warto siega¢ do zrédet historycznych, korzysta¢ z propozycji dydaktycznych tam zawar-
tych, modyfikowaé je odczytujac je na nowo, dostosowywaé do obecnych propozycji. Ko-
niecznym wydaje si¢ zapoznawanie z nimi czynnych i przysztych nauczycieli.
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O NEKTERYCH KLASICKYCH NEROVNOSTECH

ANTONIN SpLAVIK

Abstract: The text focuses on the early history of several classical inequalities,
in particular the AM-GM inequality, Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz inequality, and
Jensen’s inequality. We revisit their original proofs, and also examine the context
in which these inequalities appeared for the first time.

Uvod

Nerovnosti patii mezi nepostradatelné nastroje ve vsech odvétvich moderni ma-
tematiky. K tomu, Ze se staly samostatnym pfedmétem systematického studia, doslo
az v 19. stoleti. V soucasnosti je kazdoro¢né publikovana fada monografii a ¢lankt
vénovanych nerovnostem, existuji i matematické casopisy zameéiené vyhradné na
nerovnosti a jejich aplikace (napf. Journal of Inequalities and Applications).

Tento prispévek se zabyva historii nékterych klasickych nerovnosti, zejména ne-
rovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem, Cauchyovy-Bunjakovského-
Schwarzovy nerovnosti a Jensenovy nerovnosti. Popiseme, v jakém kontextu se tyto
nerovnosti poprvé objevily, jak byly dokazovany a pfipadné zobecriovany. Informace
jsou Cerpany predevsim z piivodnich prament a z piehledovych praci [Fin, Roy],
které se téz vénuji historii nékterych dal$ich nerovnosti. Radu historickych pozna-
mek 1ze najit i v klasické monografii [HLP] nebo v mimoradné ¢tivé a srozumitelné
psané knize [Stl].

1. Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem

K nejstarsim zndmym nerovnostem patii vztah mezi aritmetickym a geometric-
kym primérem (tzv. AG nerovnost): Pro kazdou n-tici nezdpornych reilnych cisel

1, ..., Ty plati

nmuqmgﬂi;;ﬂﬁy (1)
n

pri¢emz rovnost nastava pouze pro ri = --- = Ip.

V nejjednodussim piipadé n = 2 ma nerovnost (1) tvar

%@sx;y

2

pri¢emz rovnost nastava pouze pro r = y.

nebo ekvivalentné
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Obé tvrzeni l1ze interpretovat geometricky:

1) Necht AC je prtmér pulkruznice, ktery je bodem B rozdélen na dvé ¢ésti
o délkach z, y. Uvazujme pravouhly trojuhelnik ACD, kde bod D lezi na dané
pllkruznici a tsecka BD je kolmd na AC (obr. 1). Podle Eukleidovy véty
o vyice je |BD| = /zy. Protoze délka BD nikdy nebude vétsi nez polomér
ptlkruznice, plati

| BD| < M — :L‘_—l—y’
2 2
pfi¢emz rovnost nastava, jen kdyz B je stfedem AC, tj. kdyz = = y.

2) Ze vSech obdélniki, které maji obvod predepsané délky ¢, mé nejvétsi obsah
Ctverec o strané délky ¢/4. Skute¢né, jsou-li z, y délky stran obdélniku, pak
podle AG nerovnosti plati

e (550) = (5)

a rovnost nastava, pouze kdyz x =y = ¢/4.

D

Voy

A T B Yy C
Obr. 1: Geometricka interpretace AG nerovnosti pro n = 2

Tyto vysledky (a tedy vlastné i AG nerovnost pro n = 2) byly znamy jiz ve
starovékém Recku.! Dalsi historie AG nerovnosti je spjata az s rozvojem algebry
v 17. stoleti, zejména s prohlubovanim znalosti o feseni algebraickych rovnic.? P¥ipo-
menme znamy vztah mezi kofeny a koeficienty libovolného normovaného polynomu:
Jestlize x4, ..., z, jsou kofeny polynomu

P(z) = 2" — Ayz" ' 4 Apz™ % — o 4 (1) Ay, (2)
tj. pokud plati P(x) = (x — x1) -+ (x — x4, pak

A = S anew, ke{l....nk (3)

1<i1<i< < <n

LPrvni tvrzeni uvadi Pappos z Alexandrie ve 3. knize dila Synagdgé. Druhé tvrzeni plati v mno-
hem obecnéjsi podobé: Ze vsech n-uhelniki s predepsanym obvodem ma nejvétsi obsah pravidelny
n-thelnik. Theén z Alexandrie v komentafi k Almagestu ptipisuje tento vysledek Zénodérovi; jedna
se o feseni tzv. izoperimetrické tlohy pro mnohouthelniky. Pravdépodobny Zénodéruv dukaz lze
najit v [Tik].

20 vyvoji algebry v 17. stoleti podrobné pojednavaji [Be¢, Std1].
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Koeficienty jsou tedy vcelku jednoduchymi funkcemi kofent (jedna se o tzv. ele-
mentarni symetrické polynomy). Obtiznéjsi a z praktického hlediska dilezit&jsi je
obraceny problém: Co miuzZeme Fici o kofenech daného polynomu na zakladé zna-
losti jeho koeficienti? V dalsim textu budeme uvazovat pouze normované polynomy
s realnymi koeficienty.

Je dobfe znamo, ze kvadraticky polynom x? — A,z + Ay mé realné kofeny x1, zo
pravé tehdy, kdy# jeho diskriminant A% — 44, je nezédporny, tj. kdyz (A;/ 2)2 > As.
Zéaroven vime, ze Ay = x1 + 22 a Ay = x129. Odtud po upravé plyne, ze pro kazda

dvé realna cisla xq, xo plati
2
xr1 + X2
—9 > T1T2,

coz je specialni pfipad AG nerovnosti (1) pro n = 2.

Francois Viete se v praci De Numerosa Potestatum Resolutione® z roku 1600
zabyva otazkou, za jak§ch okolnosti mé kubicks rovnice 22 — Aj22 + Asx — A3 =0
tFi rizné redlné koteny, a bez dikazu uvddi podminku 3 (4;/ 3)2 > A,. Jako priklad
zmifuje rovnici 22 — 622 4+ 11z — 6 = 0, kterd mé kofeny 1, 2, 3 a danou pod-
minku splituje, nebot 3 (6/3)> > 11. Thomas Harriot v knize Artis analyticae prazis
z roku 1631 upozortiuje, ze Vietova podminka neni dostacujici, nebot napf. rovnice
2% — 622 4+ 112 — 12 = 0, kterd podmince vyhovuje, mé pouze jeden redlny koien 4.
K tomu, aby kubicka rovnice méla t¥i navzajem rtézné kladné koreny, musi podle
Harriota déle platit (A;/ 3)3 > As, coz ve vyse uvedeném piikladu neni splnéno.

Pokud z1, x2, x3 jsou tii rtizné kofeny normované kubické rovnice, pak Vietovu
a Harriotovu podminku miZzeme s vyuzitim vztahu (3) pfepsat do tvaru

2
1+ 29+ T1T2 + X123 + T2k
<1 2 3>> 172 173 23, (4)

3 3

(Il + To + 3

3
3 > > X1T273. (5)

Harriot dokdzal, Ze nerovnosti (4) a (5) plati pro kazda t¥i éisla z, z2, 23, kterd
nejsou vSechna shodna. Jeho dikkazy jsou elementarni, avSak ponékud zdlouhavé;
1ze je najit v [Std2] na str. 234-6, resp. v [SG] na str. 101-103. Ze vztahu (5), ktery
je ekvivalentni s AG nerovnosti pro n = 3, pak Harriot odvodil vySe zminénou
podminku (A;/3)*> > As. Poznamenejme, Ze obé& nerovnosti (4), (5) predstavuji
specialni pripady tzv. Maclaurinovych nerovnosti, o kterych se zminime pozdéji.

3Viz téz anglicky preklad [Vie], str. 360.

4Harriot zemiel roku 1621. Kniha Artis analyticae prazis byla sestavena z dochovanych rukopist
a publikovana az deset let po jeho smrti, pricemz bohuzel doslo k vynechani, resp. nevhodnému
preusporadani nékterych casti. O peclivejsi rekonstrukei se zaslouzila historicka Jacqueline Stedall
v knize [Std2] z roku 2003, kde jsou Harriotovy rukopisy zéroveii pielozeny do angli¢tiny. Pasaz
o Vietové podmince tykajici se kubickych rovnic za¢ina na str. 229, Harriotova nova podminka je

uvedena na str. 232. Dalsi anglicky komentovany preklad Harriotovy prace Artis analyticae praxis
byl publikovan roku 2007 v [SG].
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Isaac Newton v knize Arithematica universalis [New] z roku 1707 publikoval
bez dikazu nasledujici pravidlo umoznujici odhadnout pocet komplexnich kotent
libovolného polynomu stupné n: Zacne se s posloupnosti zlomku

n n—1 n—2
1’ 2 b 3 ? A}

1
n

a kazdy zlomek kromé prvniho se vydéli predchozim zlomkem. Tim vznikne po-
sloupnost n — 1 ¢isel

n—1 2(n-2) 3(n-3) n—1
2n ° 3(n—-1)" 4(n-2)" 7 2n '
ktera se nasledné zapisi nad ¢leny daného polynomu s mocninami "% 2”2 ... , 2L

V dalsim kroku se pod kazdy z uvazovanych ¢lenti pripise znaménko plus nebo minus
podle toho, zda je druha mocnina ¢lenu nasobena ¢islem nad nim vétsi nebo mensi
nez soucin nejblizsich dvou sousednich ¢lenti. Pod krajni dva ¢leny polynomu, tj. ¢len
s nejvyssi mocninou a absolutni ¢len, se vZdy napisi znaménka plus. V takto ziskané
posloupnosti vSech znamének se nakonec spocitaji ptipady, kdy se znaménka méni,
¢imz se ziska dolni odhad poétu komplexnich kofent.’ Protoze u krajnich &lenti
jsou znaménka plus, pocet znaménkovych zmén je vzdy sudy; to je v souladu se
skutecnosti, Zze polynom s redlnymi koeficienty méa sudy pocet komplexnich korent.

Newton cely postup demonstruje na prikladu polynomu
23 4+ pa? + 3p’z — ¢,

3 2 1 <
15 5, 5 v dalsim kroku

které se zapisi nad prostfedni dva ¢leny polynomu:

kde p, q jsou libovolna kladna ¢isla. Z vychozi trojice zlomk
vznikne dvojice zlomkd %, %,

1 1

3 3
3+ px? 4+ 3pPx — ¢

4 4,.2

Protoze plati ip?z* < 3p?z* a 19p*z? > —gpa?, doplnime pod prostiedni dva
¢leny znaménka plus a minus. Po pfidani znamének plus pod krajni ¢leny vznikne
nasledujici schéma:

1 1
3 3

3+ px? + 3pPzr — g

+ - + +

Znaménka se dvakrat méni, proto bude mit uvazovany polynom aspon dva kom-
plexni kofeny.

5Na poéitani zmén znamének je zalozeno i pravidlo Reného Descarta z roku 1637, které umoz-
nuje odhadnout poéet kladnych kofenti libovolného polynomu; viz napf. [Beé, Stdl].

48



V Newtonové postupu je potifeba uvazovat i ¢leny s nulovymi koeficienty. Napii-
klad u polynomu
xt —62% — 32 —2

chybi kubicky ¢len, coz Newton vyznacuje hvézdickou. Stejnym postupem jako diive
pak dospéje ke schématu

3 4 3

8 9 8
2t x —622 -3z —2
+ 4+ + - +

a usoudi, ze polynom mé aspon dva komplexni kofeny. Nakonec jesté podava upres-
fiujici navod pro piipad, kdy jsou nulové dva nebo vice po sobé jdoucich koeficient;
viz napf. [Roy], str. 83.

Aplikujeme-li Newtonuv postup na obecny polynom zapsany ve tvaru (2), objevi
se nad ¢lenem (—1)*Ay, kde k € {1,... ,n — 1}, c1slo k_+1n k+1 Znaménka plus
nebo minus pak dopliujeme podle toho zda plati b A2 > Aj_qAgy1 nebo

opacnd nerovnost, pricemz klademe Ag = 1.

k+l n— k+1

Z Newtonova pravidla plyne, Ze pokud polynom (2) mé pouze redlné kofeny, pak

plati
R TR g2 A A, ke{l...on—1) (6)
k+1ln—Fk+1 R 1D T '
Jelikoz je
k n—k _ (kﬁl) (kj—l)
k+1n—k+1 (2)2

)

daji se nerovnosti (6) pfepsat do tvaru

2
(ﬂ) > Ar1 Arpr ke{l,....n—1},

(%) (") ()

neboli
E}% ZEkflEkﬁ’l? ke {1?'“7”_1}7 (7)

kde E,..., E, definujeme pfedpisem
A 1
Ek:Tk:T Z Liy o Ty ke{l""’n} (8)
(k) (k) 1<i1<ig< - <ip<n
a E() =1.

Vztahy (7) byvaji oznacovany jako Newtonovy nerovnosti.> Dnes vime, Ze z nich
snadno plyne i AG nerovnost”: Logaritmovanim vztahu (7) dostaneme

log By, 1 +log Ey 11

log Ej, > ) )

6Je uziteéné nahlizet na E1, ..., E, jako na funkce proménnych z1, ..., zn, prestoze tuto
zavislost explicitné nevyznacujeme.
7Zdtvodnéni je prevzato z dvanacté kapitoly [Stl].
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coz znamend, ze lomend C¢ara prochazejici body [k,log Ex], 0 < k < n, je grafem
konkavni funkce (obr. 2). Necht Ly, = (log Ey)/k, tj. Lj je smérnice pfimky spojujici
body [0,0] = [0,log Ey] a [k,log Ex]. Z konkévnosti plyne

Li>Ly>---> Ly
a pomoci exponencialy ihned obdrzime nésledujici tzv. Maclaurinovy nerovnosti:
1 1 1
By > (E2)? 2 > (Ep)™ T = (Bp)™ 9)

Navic lze dokézat, Ze vSechny nerovnosti v (9) pfechazeji v rovnost pravé tehdy,
kdyz 1 = - -+ = x,,. Ponechame-li v (9) pouze krajni ¢leny, ziskdme AG nerovnost,
nebot By = (x1+-+-+x,)/na E, =1 x,. Pro n = 3 ze vztahu (9) plyne jak
Vietova podminka (4), tak i Harriotova podminka (5).

log F5 |
log Ey |
log E3 i

log Fo 1

log E |

1 L L 1 1

1 2 3 4 )

Obr. 2: Klesajici smérnice ptimek spojujicich body [0, 0] a [k, log Fk]

O zdavodnéni Newtonova pravidla tykajictho se poc¢tu komplexnich kofent se
pokusil Colin Maclaurin; roku 1726 zaslal viceprezidentovi Royal Society Martinu
Folkesovi dopis, ve kterém jej informoval o svych dosavadnich vysledcich. Dopis
obsahuje zduvodnéni Newtonova pravidla pro polynomy druhého az ¢tvrtého stupné
a je strucné zakoncen vétou ,, To be continued.“ Folkesovym pri¢inénim byl dopis
jeste tentyz rok otistén ve Philosophical Transactions of the Royal Society [Macl].
Dalsi pokusy o ditkaz Newtonova pravidla pro obecné polynomy byly uvefejnény ve
stejném Casopise, a to nejprve v praci George Campbella [Cam] z roku 1728, a poté
ve druhém otisténém Maclaurinové dopise Folkesovi [Mac2] z roku 1729.%

8Obsahy viech tii praci a okolnosti jejich vzniku jsou detailné popséany ve &tvrté kapitole [Std1].
Campbell a Maclaurin vedli spor ohledné prvenstvi, zda se vSak, Ze ke svym objevim dospéli ne-
zévisle na sobé. Edward Waring v knize [Warl] (viz téz anglicky pieklad [War2]) z roku 1782
poznamenal, Ze jejich dikazy Newtonova pravidla nejsou uplné. Campbell i Maclaurin dokézali, ze
kazda zména znaménka odpovida dvojici komplexnich kofent, avsak nezduavodnili, Zze tyto dvojice
jsou navzajem ruzné. Korektni odvozeni Newtonova pravidla pochazi od Jamese Josepha Sylves-
tera, ktery v ¢lanku [Syl] z roku 1865 dokonce dospél k obecnégjsimu tvrzeni. Moderni dukazy
Newtonovych nerovnosti lze najit napf. v [HLP, Stl, Wag]; Sylvesterovo zobecnéni Newtonova
pravidla je popséno v ¢lanku [Aco].
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Druhy dopis [Mac2] je zajimavy i tim, Ze obsahuje diikazy nékterych Maclau-
rinovych nerovnosti (9) véetné AG nerovnosti. Obsahem lemmatu V je nésledujici
tvrzeni, o kterém Maclaurin piSe, Ze je pfevzato z Eukleidovych Zakladu: Je-li tisecka
AB rozdélena bodem P na dvé ¢asti, pak obsah obdélniku o stranidch AP a PB je
maximalni, pravé kdyz jsou obé casti stejné dlouhé.

V dalsimu lemmatu VI pak Maclaurin tvrdi: Je-li tisecka AB rozdélena na libo-
volny pocet ¢asti AC, CD, DE, EB, pak soucin jejich délek je maximalni, pravé
kdy# jsou vSechny ¢ésti stejné dlouhé. Diikaz vypada nasledovné®: Je-li bod D umis-
tén jakkoliv, F je stfed DB a e je libovolny jiny bod lezici na tisec¢ce DB, pak soucin
AC x CD x DE x EB je vétsi nez AC x CD x De x eB, protoze podle lemmatu V
je DE x EB vétsi nez De x eB. Ze stejného duvodu je uvazovany soucin maximalni
jen tehdy, kdyz body C, D jsou stiedy tsecek AD, C'E, neboli kdyz ¢asti AC, CD,
DE, EB jsou stejné dlouhé.

Prestoze Maclaurin ve svych tivahdch hovori o déleni tisecky AB tfemi délicimi
body C, D, E, je jasné, Ze jeho postup je zcela obecny a funguje pro libovolny
pocet délicich boda. Dikaz vSak neni zcela tplny: Maclaurin pouze ukazal, ze sou-
¢in délek mtze byt maximalni, jen kdyz jsou vSechny tsecky stejné dlouhé. Pritom
automaticky predpokladal, Zze se maxima skutecné nabyva, coz je ovsem potieba
zdivodnit. Vybaveni znalostmi moderni matematické analyzy bychom mohli argu-
mentovat nasledovné: Je-1i ¢ délka tsecky AB a jsou-li x1, xa, ... , Tp_1, 672?;11 T
délky dil¢ich tsecek, pak funkce x1 - -, _1- ({E - Z;:ll xl) je spojita na kompaktni
mnoziné

{z e R" Y oy,m9,...,2p1 >0, &1+ + 21 < L},
a tedy nabyva extrémi.

Lemma VI v Maclaurinové dopise je nasledovano dalsimi pribuznymi tvrzenimi.
Lemma VII fika, ze pokud je tsecka AB rozdélena na libovolny pocet ¢asti, pak
soucet soucinti délek vSech moznych dvojic je maximalni, pravé kdyz jsou vSechny
¢asti stejné dlouhé. Jsou-li totiz ¢asti jako vyse oznaceny AC, CD, DE, EB, pak
uvazovany soucin je

ACx (CD+DE+EB)+CD x (DE+ EB)+ DE x EB =
=AC xCB+CD x DB+ DE x EB.

Aby byl sou¢in DE x EB maximalni, musi byt podle lemmatu V bod F stfedem
DE. Analogicky se zduvodni, ze D musi byt stfedem C'E a C stfedem AD.

V lemmatu VIII Maclaurin podobnym zptisobem ukazuje, ze soucet soucinti délek
vSech moznych trojic je maximalni, pravé kdyz jsou vSechny c¢asti stejné dlouhé.
Nakonec v lemmatu IX pisSe, ze pfechozi tvahy lze zobecnit na soucet soucinti vsech
moznych k-tic. Poté odvozuje nasledujici vétu: Jestlize vSechny kofeny rovnice

" — A" Agr T — (-D)"4, =0

9Drzime se Maclaurinova zépisu a pouzivame stejné oznaceni pro usecky i jejich délky.
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jsou kladné a nejsou si rovny, pak plati

()

ﬁA{ > A, re{2,...,n} (10)
K dokézani véty sta¢i pouzit lemma IX na tsecku AB o délce £ = x1 + -+ + o,
kde z1, ..., x, jsou kofeny dané rovnice:

v e B O

1<i1<ig< <4, <n 1<i1<i2<-<ir<n

Vztah (10) lze piepsat do tvaru (Ai/n)" > A./(}), resp. (E1)" > E,, kde
E,,..., E, jsou definoviny pomoci (8). Vidime, Ze nerovnosti (10) odpovidaji Mac-
laurinovym nerovnostem (9); specidlné pro r = n tedy ze vztahu (10) plyne AG
nerovnost ° n
14+ + $n>

$1$2"'$n<( i

Z dnesniho pohledu prvni korektni dikaz AG nerovnosti podal Augustin Louis
Cauchy v ucebnici Cours d’analyse [Caul]'!, ktera vychézi z jeho piednasek kona-
nych na pafizské Ecole Polytechnique. Prvni vydani knihy z roku 1821 je tvofeno
dvanacti kapitolami, po kterych nasleduje devét dodatkt na 174 stranach. Druhy
dodatek Sur les formules qui résultent de l’emploi du signe > ou <, et sur les
moyennes entre plusieurs quantités je vénovan nerovnostem a primértum. Cauchy
v tvodu pripominéd vyznam symboli <, > a podrobné rozebird, které operace lze
s nerovnostmi provadét (séitdni a ndsobeni nerovnosti, nasobeni ¢islem, umoctio-
vani, logaritmovani). V dalsi ¢4sti dodatku se dostava k pramértim a piSe, Ze pri-
mérem Cisel a, o/, a”, ... je jistd hodnota M(a,a’,a”,...), kterd se nachdzi mezi
nejmensim a nejvétsim ze zadanych ¢isel. Cauchy nejprve dokaze nékolik vlastnosti
takto abstraktné definovaného primeéru a teprve poté se dostéva k aritmetickému
a geometrickému priuméru; AG nerovnost se objevuje az v uplném zavéru kapitoly.

V prvni ¢asti dikazu pouziva Cauchy matematickou indukci k ovéfeni tvrzeni
v pripadé, ze n je mocnina dvojky; ve druhé c¢asti pak elegantnim trikem vysledek
zobecni pro libovolné n € N. Ukazme si jeho postup podrobnéji. Misto (1) budeme
dokazovat ekvivalentni nerovnost

x + [ + x n
21 a, < <¥) (11)
n
(Cauchy misto x1, 9, x3, ... piSe A, B, C, ... ) Pro n = 2 tvrzeni plati, nebot
2 2 2
PR (2 W W (1 Bk WO (L Sk (12)
1 2 2 = 2 )
10Nerovnost je ostra, nebof jsme predpokladali, Ze viechna &isla x1, ... , £ nejsou shodna.

11Vig té% komentovany anglicky preklad [BS].
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Pro n = 4 pouZijeme pravé dokdzanou nerovnost (12) dvakrat za sebou a dostaneme

2 2 4
1oty < (m1+x2> <x3+x4> < (m +x2+x3+x4)' (13)

2 2 4

Pro n = 8 nejprve aplikujeme vztah (13) a nésledné opét (12):

$1+$2+$3+1}4>4<JJ5+.’176+.’177+£L‘8>4<

4 4

(an+x2+x3+x4+x5+x6+x7+xs>8
8

T1XT2X3T4T5LeL7TE < (

<

Piedchozi vypocty ukazuji, jak lze indukci dokdzat platnost nerovnosti (11) pro
vSechna n ve tvaru 2, kde m € Ny:

(14)

om
I + -+ Tom
277L

Xy Tgm S (

Neni-li » mocninou dvojky, najdeme nejmensi prirozené m takové, ze 2™ > n. Dale
polozime
1+ -+ Ty

n

K =

a pouzijeme jiz dokdzanou nerovnost (14), ¢imz obdrzime

xl...anzmn§<x1+~~+x;;(2 n>K> :<_22f> _ o

K dokonceni diikazu sta¢i vydélit ¢islem K2"—":

oy < KT = (u)
n

Praveé popsany Cauchytv dikaz je dnes povazovan za klasicky a najdeme jej v fadé
ucebnic; viz napt. [Stl, Vesl].

AG nerovnost mé i svou méné znamou integralni variantu, kde misto koneéné po-
sloupnosti ¢isel 1, . . . , £, vystupuji funkéni hodnoty spojité funkce g : [a,b] — RT.
Prislusné tvrzeni se poprvé objevuje v praci Viktora Jakovlevice Bunjakovského
[Bou] z roku 1859; ta je vénovana nerovnostem, ve kterych vystupuji integraly.
Prirozenou analogii aritmetického priméru je vyraz

1 b
b—a/ g(x) da.
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Bunjakovskij se zamysli nad otazkou, jak by méla byt definovana analogie geo-
metrického primeéru. VSima si toho, Ze logaritmem geometrického priméru n-tice
¢isel je aritmeticky prameér jejich logaritmii:

logzy +logze + -+ - + logxy,
n

log Vx129 -+ T =

V souladu s timto pozorovanim by logaritmem geometrického praméru spojité
funkce g méla byt hodnota ﬁ f: log g(z) dz, coz vede k definici geometrického

prumeéru jakozto vyrazu
1 b
e — logg(x)dz | .
p | /a gg(x)

Bez podrobnéjsiho vysvétleni pak Bunjakovskij pie, Ze z AG nerovnosti plyne vztah

5 i . /a g(x)dx > exp (ﬁ/a log g(x) da:). (16)

Ziejmé ma na mysli nésledujici postup: Interval [a,b] rozdélime pomoci bodi
a=1x9<x1 <---<x,=>bnan stejné velkych intervali. PouZitim AG nerovnosti
a vztahu (15) na hodnoty g(z1), ..., g(z,) dostaneme

(15)

n

1 b—a 1 «—
- ;:1 g(x:) - - ;Zlg(xz) 2>

>, log g(w;) 1 & b—a
> ==l 27 2 ) = — .
> exp ( - exp | o — ;:1 logg(zs)—— |,

odkud pfechodem k limité pro n — oo obdrzime nerovnost (16).

Z integralni verze (16) lze zpétné odvodit ptivodni nerovnost (1): Jsou-li ddna
kladnd éisla z1,...,x,, staci opét rozdélit interval [a,b] na n stejné velkych pod-
intervalt a definovat funkci ¢ : [a,b] — R tak, Ze jeji hodnota uvniti i-tého pod-
intervalu bude z; (hodnoty v krajnich bodech lze volit libovolné); nerovnost (16) se
pak redukuje na vztah (1).

2. Cauchyova-Bunjakovského-Schwarzova nerovnost

V Cauchyové ucebnici [Caul] se kromé ditkazu AG nerovnosti poprvé v historii
objevuje i nasledujici nerovnost: Pro vSechna realna ¢isla aq, . ..,a, aby,..., b, plati

(17)

pFidemzZ rovnost nastavé pravé tehdy, kdyz jeden z vektori (ay, ..., an), (b1,...,by)
je nasobkem druhého.
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Chceme-li dospét k pozadované nerovnosti, staci dokazat, ze

(5] <(54) (52)

Tato nerovnost plati, protoze

n n n 2 n n

i=1 i=1 i=1 ij=1 ij=1
Zn: (a?b? + a?bf) - zn: a;b;ajb; = % i (aib; —a;b;)?* > 0.
ij=1

ij=1 ij=1

N | =

Z predchoziho vypoctu zaroveii plyne, Ze rovnost ve vztahu (17) nastane pravé
tehdy, kdyz szzl(aibj — ajb;)? = 0, neboli a;b; = a;b; pro kazdou dvojici i, j.
Je-li aspoil jedno ¢islo b; nenulové, bude platit a; = Z—jbi pro kazdé i € {1,...,n},
a tedy (b1,...,bn) =A-(a1,...,a,) pro A = Z—j; tim je dtikaz dokonden.

Vzorec

2 2 2
(St) (S50 - (Soom) =5 S ot an
i=1 i=1 i=1 1,j=1
ke kterému jsme dospéli v pribéhu diikazu, se nazyva Lagrangeova identita.!? Né-
kdy se zapisuje v ekvivalentni podobé

n n n 2 n—1 n
(Z af) (Z b?) — (Z aibi> = Z Z (aibj — ajbi)Q. (18)
i=1 i=1 i=1 i=1 j=i+1
Cauchy misto a1, as,as,... a by, ba,bs,... pise a,a’,ad”,... aa,a’,a”,...; Lagran-
geovu identitu (18) pak v jeho ditkkazu najdeme ve tvaru

(anra’a/—i—a”o/’—l—'~~)2—|—(ao/—a/a)2—|—(ao/’—a”a)2—|—~-~—|—(a'a”—a”a')2—|—~'-:

—_ (a2+a’2+a"2—l—---)(a2—|—o/2+a”2—|—---).
Pokud odhlédneme od tohoto ponékud tézkopadného zptisobu zapisu, nelisi se Cau-
chytv postup od vyse uvedeného dikazu.

Je pozoruhodné, Zze v uéebnici [Caul] je nerovnost (17) uvedena bez jakékoliv
motivace a ve zbytku knihy neni nikde zapotfebi. Cauchy ji vyuzil az v knize [Cau2]
z roku 1829, konkrétné v dodatku Note sur la détermination approximative des
racine d’une équation algébrique ou transcendante vénovaném pribliznému TeSeni
algebraickych a transcendentnich rovnic.

Podobné jako u AG nerovnosti se integralni verze Cauchyovy nerovnosti poprvé
objevuje v Bunjakovského préci [Bou]. Autor nejprve uvadi nerovnost (17) a pise,
7e je dobfe znaméa; Cauchyovo jméno nezmiiuje.'® Poté nasleduje integralni tvar

12Pro n = 3 lze identitu nalézt v Lagrangeové praci [Lag] z roku 1773; Cauchy pise, ze tento
specialni pfipad identity je uzitecny pfi zkoumaéani kiivosti kiivek na plochach a v mechanice,
neuvadi vSak zadné podrobnosti.

13Bunjakovskij byl Cauchyovym studentem, v Pafizi ziskal roku 1825 doktorat.
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nerovnosti

/j o(x)* dz - /: Y(r)*de > (/: o(z)v(x) dx>2

kde ¢, ¥ jsou spojité funkce definované na [z, X]. Bunjakovskij bez dalsich podrob-
nosti tvrdi, Ze tento vztah ihned plyne z nerovnosti (17), pokud za &isla aq, ..., a,
a by,...,b, dosazujeme hodnoty funkci ¢, 1.

Integralni tvar Cauchyovy nerovnosti je spjat i se jménem Hermanna Amanda
Schwarze. Ten v ¢lanku [Sch] z roku 1888 vénovaném zkoumani minimalnich ploch
pomoci varia¢niho poc¢tu uvazuje t¥i dvojné integraly

A://<p2dxdy, B://goxdxdy, C’://XQd:vdy,

pficemz se vzdy integruje pies jistou oblast T C R2. O funkcich ¢,x : T — R se
predpoklada, Ze jejich podil neni roven konstantni funkci. Potom

//(agp + Bx)*dedy = Aa? + 2Bap + CB?

je kvadratickd forma v proménnych «, 3, kterd je pozitivné definitni, nebot integral
na levé strané je s vyjimkou pfipadu o = 8 = 0 kladny. Odtud plyne, Ze diskriminant
kvadratické formy musi byt zaporny, tj. 4B2 — 4AC < 0.}* Z této nerovnosti pak
ziskame |B| < v/AV/C, neboli

st [ [ o

Pokud by néktera z funkci ¢, x byla nasobkem druhé, pak pfedchozi nerovnost
zfejmé prejde v rovnost.

Cauchyova, Bunjakovského i Schwarzova nerovnost predstavuji specidlni pripad
obecného tvrzeni: Necht X je libovolny redlny vektorovy prostor se skaldrnim sou-
¢inem, ve kterém je norma vektoru x € X je definovana predpisem

el = V/z - (20)

Pak pro kazdou dvojici vektorii z, y € X plati

|z -yl < [lz[lllyll, (21)

pricemz rovnost nastava pouze tehdy, kdyz jeden z vektori x, y je nasobkem dru-
hého.'®

M Diskriminantem kvadratické formy F(z,y) = az? + bxy + cy? rozumime vyraz D = b% — dac.
Snadno se ovéfi, ze 4aF(x,y) = (2ax + by)2 — Dy?; z tvaru pravé strany je pak vidét, ze F je
pozitivné nebo negativné definitni (v zavislosti na znaménku a) jen tehdy, kdyz D < 0.

I5Nerovnost (21) je nepostradatelnym nastrojem p¥i studiu vektorovych prostori se skalarnim
souéinem; jejim dusledkem je napfiklad trojuhelnikovd nerovnost pro normu definovanou predpi-
sem (20); viz [Net, Ves2].
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Schwarziv ditkaz nerovnosti (19) je pozoruhodny tim, Ze se d4 téméf beze zmény
pouzit k odvozeni obecné nerovnosti (21): Pfedpoklddejme, Ze ani jeden z vektort
x, y neni ndsobkem druhého (jinak je tvrzeni zfejmé). Pak pro kazdou netrividlni
linedrni kombinaci ax + By plati

0 < [laz + By|* = (az + By) - (az + By) = o®|lz|* + 20z -y + B*|lyl*.  (22)

Vyraz na pravé strané tedy predstavuje pozitivné definitni kvadratickou formu
v proménnych a, 3. Jeji diskriminant 4(z - y)? —4||z||?||y||* musi byt zaporny, odkud
po upravé snadno plyne (21).

Abstraktni Cauchyovu-Bunjakovského-Schwarzovu nerovnost (21) zformuloval
John von Neumann v préci o spektrélni teorii hermitovskych operatort [Neu] z roku
1929. Pracuje zde (zfejmé s ohledem na aplikace v kvantové mechanice) s komplex-
nimi vektorovymi prostory se skalarnim sou¢inem!¢ a jeho diikaz nerovnosti (21) je
proto komplikovanéjsi.

Mirnou modifikaci Schwarzovy metody dospéjeme k diikazu, ktery je dnes chapan
jako standardni a vyskytuje se v mnoha ucebnicich: Linearni kombinaci ax 4+ Sy ve
vztahu (22) nahradime vyrazem x + Sy, ¢imz obdrzime

0 < [lz+ Byll* = (z + By) - (= + By) = ll=[|* + 2Bz -y + 52[|y||*.

Na pravé strané je nyni kladna kvadratickd funkce v proménné 3, a proto jeji dis-
kriminant 4(x - y)? — 4||z||?||y||* musi byt zadporny.

3. Jensenova nerovnost

Johan Ludwig William Valdemar Jensen si pfi pozorném ¢teni Cauchyova du-
kazu AG nerovnosti uvédomil, Ze stejny postup lze pouzit k odvozeni obecnéjsiho
tvrzeni.!” Jeho ¢lanek [Jen2] z roku 1906 je vyznamny i tim, e jde o prvni dobfe
dostupnou praci obsahujici definice konvexni a konkavni funkce'®, a to v nasledujici
podobé: Funkce f definovana na realném intervalu I je konvexni, resp. konkavni,
pokud plati

T+y
2

10+ 1w 226 (50). en @)+ <2 (“5)

pro kazdou dvojici z, y € I. Jensen uvadi fadu pfikladi. P¥imo z definice napt. uka-
zuje, ze funkce = — |z| je konvexni na R a = — P je pro p > 1 konvexni na [0, o),
zatimco pro p € (0, 1) jde o konkdvni funkci na [0, 00). Z Rolleovy véty pak odvozuje

16V tomto ¢lanku se poprvé objevuje definice abstraktniho Hilbertova prostoru, tj. tplného
vektorového prostoru se skaldrnim soucinem.

17 Jensen nebyl profesionalni matematik. V letech 18811924 pracoval jako inZenyr v kodafské
telefonni spole¢nosti Kjobenhavns Telefonselskab a matematice se vénoval pouze ve volném case.

18Poprvé se tyto definice spolu s ditkazem Jensenovy nerovnosti objevily roku 1905 v Jensenové
dansky psaném élanku [Jenl].
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znamé kritérium davajici do souvislosti konvexitu nebo konkavnost se znaménkem
druhé derivace.

Moderni definice konvexni a konkavni funkce jsou ponékud odliné'”: Funkce
f + I — R je konvexni, pokud pro kazdou dvojici z, y € I a kazdé ¢t € [0,1]
plati f(tx + (1 — t)y) < tf(z) + (1 — t)f(y); definice konkdvni funkce se dostane
obracenim predchozi nerovnosti. Jensenova podminka odpovida volbé ¢t = %, je tedy
slabsi a tfidy jensenovsky konvexnich, resp. konkavnich funkci jsou bohatsi. Pokud
se oviem omezime na spojité funkce, jsou obé definice ekvivalentniz®

V dalsim textu budeme pfedpokladat, ze f : I — R je konvexni podle Jensenovy
definice. Jensen si v8ima, Ze pro kazdou Ctvefici hodnot x1,xs9,x3,24 € I plyne
z definice nerovnost

P + Flw2) + Flas) + Flaa) = 2f (i) Yy (L) >

2 2
Z4f (:L'l +$2+$3+IE4) .
4
Obecnéji, pro 2™ hodnot 1, ..., zom € I obdrzime
2’771 2’7”
S ) = 2m s (%) - (23)
i=1
Méjme nyni n-tici hodnot 1, ..., x, € I, kde n neni mocninou dvojky. Najdeme

nejmensi pfirozené m takové, ze 2™ > n, polozime
X1 + e + Tn

Tntl = Tp42 = " = Togm =

a pouzijeme jiz dokdzanou nerovnost (23):

if<xi>+(2 ( Z%) >2mf (ZZ e S x) -

Odtud po tpravé dostaneme

1 n 1 n

19Viz napt. [Vesl]. Funkce konvexni podle Jensenovy definice se v angli¢tiné oznac¢uji terminem
midpoint convexr nebo zkracené midconvex.
20Dtikaz lze najit napt. v [Sim], str. 3.

3\'—‘
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Jsou-li nq, ..., n,, prirozena ¢isla a n = ni +-- -+ n,y,, plyne z predchoziho vztahu
nerovnost

F <n1:c1 +ngxs + - + nmxm> < nif(a1) +nef(@2) + -+ nm fam) (24)
n n

Pokud f je navic spojitd (a tedy konvexni podle moderni definice), 1ze dokazat
silnéjsi tvrzeni: Pro kazdou m-tici kladnych realnych ¢isel a1, ... , an, a jejich soucet
a=aj+- -+ an, plati

F (alwl +agmy 4 -+ ammm> < arf(z1) + a2 f(x2) + -+ am f(@m) (25)
a a
Jensen pise, ze staci volit posloupnost m-tic nq, ..., n, € N tak, aby
. ni ai . Nm am
Iim ——=—, ..., lim—em—=—

D i M a D ey M a

Pro kazdou takovou m-tici plati vztah (24) a limitnim pfechodem pak obdrzime
pozadovanou nerovnost (25); v tomto kroku vyuzivdme téz spojitost funkce f.

Vztah (25) je dnes oznacovén jako Jensenova nerovnost.?! Dospél k ni Otto
Holder jiz v roce 1889 v ¢lanku [Hol], a to za silnéjsiho predpokladu, Ze f ma neza-
pornou druhou derivaci. Héldertv dikaz byl komplikovanéjsi nez Jensentv a klico-
vou roli v ném hrala Lagrangeova véta o stfedni hodnoté.

Neékdy se nerovnost (25) zapisuje ve tvaru
floaazy +aore + -+ amrp) < a1 f(z1) +azf(v2) + - + am f(Tm),

kde ai,...,a,, jsou kladnd realna ¢isla spliujici > ;" a; = 1. Je-li f konkavni
funkce, pak plati obracena nerovnost

a1z + aoza + -+ + am@m) > an f(21) + o f(x2) + - + o f(zm)  (26)

(pro dikaz sta¢i pouZit Jensenovu nerovnost na funkci — f, kterd je konvexni).

Radu znamych nerovnosti lze odvodit jako diisledek Jensenovy nerovnosti, kde za
f volime vhodnou funkci. Jensen napi. ukazuje, ze pro konkavni funkci f(z) = log ,
x € (0,00), dostaneme pouzitim (26) nerovnost
log (11 + aoxa + -+ - + ) > arlogzy + aglogzs + -+ - + ayy log T,
ze které déle plyne

011 + Qo + 4 ATy > (1) (@2)% - (@)

218pojitost funkce f ve skuteénosti neni nezbytna, stadi konvexita podle moderni definice (viz
napi. [Jar], Véta 99, nebo [Sim], Proposition 1.2).
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Tento vysledek zobectiuje klasickou verzi AG nerovnosti, kterd odpovida volbé

— — — _ 1 22
Oé1—O[2—-~-—Ozm—E.

Jensen déle ukazuje, Ze volbou funkce f(z) = 22 (kterd je konvexni) prejde
nerovnost (25) do tvaru

)

2
(Z?—l aixi) < Z?:l aim?

a a

neboli po upravé
n 2 n
2
E a;T; <a- E a;xy.
i=1 i=1

Polozime-li a; = y2, x; = Z—, obdrzime Cauchyovu nerovnost
k2

(&) <(89) (29)

Aplikujeme-li Jensenovu nerovnost (25) na konvexni funkei f(z) = 1, 2 € (0, 00),
pricemz poloZzime a1 = as = -+ = @y, = %, dostaneme
1,1 1
m cmtamt e,
T t+x2+ -+ Xy m

nebo ekvivalentné
m <x1+x2+-~+xm
1 1 1 = )
E+E+"'+ m

Tm

coz je nerovnost mezi tzv. harmonickym primérem a aritmetickym primérem.

Dodejme, ze v Jensenové ¢lanku [Jen] je odvozena také integralni verze Jensenovy
nerovnosti (25), a to ve tvaru

fol fo )d:c
f( Jo al ) f <>dx ’ 0

kde f je spojitd konvexni funkce, a je kladnd integrovatelna funkce a g je integro-
vatelnd. Dtikaz je snadny, staci aplikovat Jensenovu nerovnost (25) na integralni
soucty, které v limité prejdou v integraly. V zavéru ¢lanku pak Jensen vyjmenovava
nékteré integralni nerovnosti, které 1ze ziskat jako disledky vztahu (27). Polozime-li
napf. f(x) = logx, obdrzime po tpravé

f&a()() (fo z)log g(x >d>
f ()dx B fo 7

coz je zobecnénd verze integralni AG nerovnosti (16).

22Uvedenym zpiisobem je AG nerovnost dokazovana i ve zndmé ucebnici Vojtécha Jarnika
Diferencidini pocet II [Jar].

60



4. Zavér

V tomto piispévku jsme se zaméfili pouze na nejstarsi historii tii klasickych ne-
rovnosti. Ty byly v pribéhu let dale zobecniovany a objevily se i nové dikazy, které
jsou Casto elegantnéjsi nez ptvodni postupy. V soucasnosti je napf. znamo vice nez
padesat rtiznych diikazti AG nerovnosti; viz [BMV, Bul]. Zjistilo se také, Ze nékteré
nerovnosti jsou mezi sebou ekvivalentni v tom smyslu, Ze jedno tvrzeni lze doka-
zat pomoci druhého a naopak. Napf. AG nerovnost je ekvivalentni s Cauchyovou
nerovnosti nebo s tzv. Bernoulliho nerovnosti; podrobnosti lze najit v [Lin, Mal].

Podé&kovani

Dékuji Jifimu Veselému za fadu podnétnych pfipominek k pfedchozi verzi textu
a Zdenku Halasovi za konzultace tykajici se starofecké matematiky.
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241 ALGEBRCUE

4 2p4 =0, quz habere deberet duas afirmativas
ac duas negativasradices, habet tamcn, fi mutatio-
nem. fignorum fpectes, afhrmativas quatuor. Sunt
ergo duz impoflibiles, que pro’ ambiguitate fua
priori cafu ncgative pofteriori affimativa efle vi-
dentur,

Verum quot radices impoffibiles funt cognofci
fere potelt per hanc regulam. Conftitue ferien
fraGtionum quorum denominatores funt numeri in
hac progreftione 1, 2, a,t}, §>¢¢. pergendo ad nu-
merum ufque qui eft dimenfionum =®quationis ;
numeratores vero eadem feries numerorém in ore
dine contrario.. Divide unamquamque fra&ionem
pofteriorem per priorem. Fractiones prodeuntes
colloca fuper terminis mediis zquationis. Et fub
quolibet mediorum terminorum, {i quadratum ejus

uGum in fraCtionem capiti imminentem fit ma«
jos quam re@angulum terminorum utrinque cona
fiftentium, colloca fignum 4; fin minus, fig-
num —. Sub primo vero & ultimo termino col-
loca fignum 4. Et tot erunt radices impofiibi-
fes quot funt in fobfcriptorum fignorum ferie mu-
tationes de 4 in —& — in4. Ut {i habeatur 2-
quatio x? 4 pax -} 3ppx —q—=o : divido ‘feriei
hujus § « § « § fraGtionum fecundam £ per primam £,
& tertiam § per fecundam 3, & fraCtiones prodeun-
tes § & £ colloco fuper mediis terminis zquationis

2, L ut fequitur. dBein

y L . —~ quoniam quadratum
¥ +P:'\ TIP* 9= fecundi teqrmini pxx

du¢tum in imminen-

&
. 0.5 =
tem fraCtionem 3§, nimiram % inus eft quan

primi termini x3, & tertii 3ppx reGangulum 3ppx*,
fub termino pxx colloco fighum —, At quia
teptis

Newtonovo pravidlo pro odhad poétu komplexnich kofent [New]
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ELEMENTA 243

tertii termini 3ppx quadratum gp*xx duGum in
imminentem fractionem 3, majus eft quam nibil,
atque adeo multo majus quam fecundi termini
pxx, & quarti — g reCtangulum negativum, collo-
co {ub tertio illo termino fignum 4. Dein fub
primo termino x? & ultimo — g colloco figna .
Et fignornm fubfcriptorum quz in hac funt ferie
+ — 4 +4 mutationes duz, una de 4 in —, alia
de — in 4 indicant duas efle radices impoffibiles.
Sic & =quatio «? i, =

e x—6—0, % e
du:;x hjl;gt radices :_— 4_":_’: +4f i_.o
impoflibiles. Aqua- g

3

tioité x*—6xx—3x , 8 9 Wil v .
~3 —o0, duas habgt. ¥tk —6xx —3x—2=0
Namhec fra@ionum ++ + . — +

{eries §. 3. 4.# dividendo fecundam per primam;
tertiam per fecundam, & quartam per tertiam, dat
hanc feriem 4. £.% fuper mediis quationis tecmi-
nis collocandam. Dein fecundi termini qui hic
nihil eft quadratum du&um in fractionem immi+
nentem § producit nihil, quod tamen majus cft
quam reGangulum negativam —&x° fub terminis
utrinque pofitis x* & —6xx contentum. Quare
fub termino illo deficiente fcribo 4. In cxteris
pergo ut in exemplo fuperiori ; & {ignorum fub=
criptorum prodit hec feries 4 + 4 — 4- ubi duz
mutationes .indicant duas radices impoflibiles. Et
ad eundem £ 1 : z

’ 5 2°. ‘ 2 5 _
modum i %% — 4t 447 —2xx —sx=4 =0
zquatione o 4 — A+ - _
i) —gqxt +4x} —2x% — §x —4=0, ( eteguntuf

impofhibiles duz. :
Ubi tefmini dpo vel plures.fimul defunt, (ub pri-
o tefminorum deficientium collocandam eft fig-
num —, fub fecundo fignum ; fub tertio fig-
Q.3 hum

Newtonovo pravidlo pro odhad poétu komplexnich kofent (pokrac¢ovani)
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(78)

ed by —;—be equal to the Produc of the firft and third

Terms, yet in that Cafe, in applying Sir J/zac New-
ton’s Rule, the Sign — ought to be placed under the
fecond Term, and the fame is to be faid of the Square
of the fourth Term. The Rule deduced from the vii®
Propofition fhews four Roots imaginary, when & is
greater than 4, and alfo when 4* is greater than 15 42}
but a Rule founded on the xith Propofition, thews the
four Roots to be imaginary always when a exceeds 2,
or when b2 exceeds 9 #*; from which the Excellency
of this Rule above thefe two is manifeft. I have {aid
{o much of Biquadratick Equations, that I muft leave
it to thofe that are willing to take the Trouble, to
make like Remarks on the higher Sorts of Kquations.

In inveftigating the preceeding Propofitions, when [
found my felf obliged to go through fo intricate Cal-
culations, I often attempted to find fome more eafy
Way of treating this Subject. The following was of
confiderable Ufe to me,and inay perhaps be entertaining
to you. By it, I inveftigate fome maxima in a very ea-
{v Manner, that could not be demonftrated in the com-
mon Way with {o little Trouble.

LemvmA V. Let the given Line AB be divided
any where in P and the Re&angle of the Parts AP and
P B will be a maximum
when thele Parts are e- A P B
qual.

This is manifeft from the Elementsof Enclid.
Lemma VI If the Line AB is divided into any
Number of Parts AB, CD, DE, EB, the Produtt of

all thofe Parts multiplied into one another will be a
#ax-

Lemma V a VI v Maclaurinové dopisu Folkesovi [Mac2]
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(79)

maximum when the Parts are equal amongf(t them(elves.
For let the Point D be where you will, it is manifeft
that if DB be biffe&ed in E, the Produ®@ AC x CD
% DE xEB will be
reater than AC x - -
CDxDexeB AT C D E < B
becaufe by the laft Lemma DE x E B is greater than
De xeBy and for the fame rcalon AD and CE muft
be bifleted in C and D; and confequently all the
Parts AC,C D, DE, EB muft be equal amongft

themfelves, that their Produ& may be a mwaximum.
Lemma VIL The Sum of the Produés that can
be made by multiplying any two Partsof A B by one
another is a maximum when the Parts are equal. The
Sum of thefe Produétsis ACx CB4-CDx DB4DE
x EB: Now that DE x E B may be a waximum,D B
muft be biffected in E by the vth Lemma, and for the
fame reafon AD and CE muft be biffe&ed in C and D,
that isall the Parts, A C,CD, DE, EB muft be equal,
that the Sum of all thefe Produéts may be a maximum.
Lemma VIIL The Sum of the Produds of any
three Parts of the Line AB is a maximum, when all
the Parts are equal. For that'Sum is ACxCD x DE
4+ EBXACXCD4+ACXDE4+CDxDEj;and
{uppofing the Point E given, it is manifeft that A E muft
be equally trifected in Cand D that ACx CDxDE
may bea maximum by Lemma vi,and that ACxC D
+ ACXDE 4+ CD x DE may be a maximum by
Lemma viith, From which it is manifeft that all the
Parts AC, CD, DE, E B muft be equal, that theSum of
the Produ@s of any three of them may be a maximuin.
Lemma IX, It is manifeft that this way of rea-
foning is general, and that the Sum of any Quantities
being given, the Sum of all the Produés that can be
M made

Lemma VII a VIII v Maclaurinové dopisu Folkesovi [Mac2]
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458 NOTE IT.

(35)  }/4BED.. < A+XB+CD...
n

ou, ce qui revient au méme,

(36) ABCD.. < (£E2EZE2Y

n

Or, en premier lieu, on aura évidemment, pour n=—=2,

An—(SER) (422 <(£22)

2

et 'on en conclura, en prenant successivemént n =4,
n=28, &c.... enfin n—2",

4ncp<(£52) (62 < (s
ABCDEFGH < ( A"'B:‘C"‘D )* ( E+F-;-G+H )1-

2 ( A-—|—B+C+D+E—|—-F+G+H)3
b ]

8

&c-nno--.---.‘-.o---.ooo-u.oc.c------c---

(37) ABCD...< (A*F'H-i-_(!ﬁ-e-p_{_“_)m.

2
En second lieu, si z n'est pas un terme de la progression
géométrique
2, &, B, 16, &y

on désignera par 2™ un terme de cette progression supé-
rieur a 2, et l'on fera

A+B+C4+D—+....
n

K ==

’

puis, en revenant a la formule (37), et supposant dans
le premier membre de cette formule les 2™—27 derniers
facteurs égaux a K, on trouvera

Cauchytv dikaz AG nerovnosti [Caul]
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NOTE IL 459

ABCD Kz"—fl < [ A+B»—§—C+D—l:_...+{z"-n} K ] S ,

2

ou, en d'autres termes,

ABCD..K* " <K*".

On aura donc par suite

ABCD..<K"= ( Lo s a4 )

n b ]
ce quil fallait démontrer.

COROLLAIRE. On conclut généralement de la for
mule (36)

(38) A+B+C+D...>ay/ABCD.,

quel que soit le nombre des lettres 4, B, C, D, ....
Ainsi, par exemple,

44+ B >2/4B,
(39) A4B4C > 3y/ascC,
&Cie 50

Cauchytv dikaz AG nerovnosti (pokracovani)
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NOTE II 455
(a + a')* + (a—a') =2 (&’ +a'*),
(29) | (@tara")Ha—a') Huma") Ha'—a")' = 3(a"+a"+a"),
&e......
16.* THEOREME. Soient a, &, a' ..., &, &, a" ...
deux suites de quantites , et supposons que chacune:

de ces suites renferme un nombre » de termes. Si les
rapports

’

a”

a a
2! &ec.. . . »

E’ 4/7

ne sont pas tous e'gau.'z: enire eux , la somme
aa +ad +a'a" ...
sera inferieure au produit
V(@ +a*+a" )/ (e a e L)

en sorte qu'on aura

val. num. (ad +4a'a’ 4a’a” ,..)

(30) 2 ’3 "a 2 12 “a
<y @4a*4a...). /(@ +aar ).

DEMONSTRATION. En effet, si au carré de la somme
mnon

aa + a'a -+ a'a" ... '

on ajoute les numérateurs des fractions qui représentent
les carrés des différences entre les rapports

a a’ a’

d’ al ? d.”’

combinés entre eux de toutes les manieres possibles,
savoir ,

(aa.’-—a’ab)’, (ad‘u_aua’)z, . (ald‘u__anﬁr)z’ &c... R

on trouvera

Puvodni diikaz Cauchyovy nerovnosti [Caul]
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456 NOTE IL
( ) 5 faata'c'+a"a’, )4 (an’'—a' a)’ 4 (aa”’—a"a)+. . .
} )
3 l (@' a’—aa’ Y. = (a*4a’a"d L) (aPa HaiL) §
et 'on en conclura

(aa—+c'ai+e"a”...)* < (a*+a'*+a"?...) (a>a'*+a”>...).

En extmyant les racines carrées des deux membres de
cette derniére formule , on obtiendra précisément la for-
mule (30).

CaROLLAIRE. Silon divise par z les deux membres.
de 1a formule (30), on trouvera

aa+aa +a'a.,..
n

val, num.

(32)

\/(ax+a/z+al,l...) ‘/(u‘+¢"+¢”‘ ”\}

Vn ) Vn .

Ainsi la moyenne arithmétique entre les produits

ae, aa', a'a', (.,.

a une valeur numérique inférieure au produit de deux
rapports qui représentent des moyennes entre les valeurs
numeériques des deux especes de quantités comprises dans
les deux suites

a, a, a“ ....
¢0, di", “ﬂ” LECEL S Y
ScHOLIE 1.” Lorsque les rapports

a a’ e’
re Ay

Q’ ¢I’

&ec....

b

deviennent égaux , on tire de la formule (3 1)
{{aa~ta'a'+-a"a”., . )t = (a*+a*+a"?,. .} (a*+a'*+a".,.),

et par suite

Pavodni dikaz Cauchyovy nerovnosti (pokracovani)
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4 Y. Bountakowsky,
Prenons encore la relation bien connue
2 2 2 2 2 2 2 2
(@ 0 +a .o a ) (0 0 b B ) >
2
(@b +ah +ab 4. ... ab).

Si'on suppose que les nombres 6, a,, a,. .. .4, soient les valeurs suceessives de la

fonction continue ¢(z) depuis =gz, jusqu'a « =X, et que b, b,, b,....b, représentent

la suite des valeurs d’une autre fonction continue ¢ (z) entre les mémes limites, V'inégalité
précédente se trouvera remplacée par la snivante:

2

b ]

[C7) TR '/;Xq)(m)z.dw. jj Y de >(.f;§'9(m)4:(m) dw)

De cette formule, qui se rédnit & Yégalité pour ¢ (x) = ha (2), 1 étant une constante,
on pourra déduire d’autres inégalités particulidres. Ainsi, en supposant

9 (@) = 575 = VI (@),
on obtient

ou, ce qui revient au méme,
x X
J}If(x).Mf(—xj > 1.
N &,

En faisant dans (C) U{2)=1, on & cette autre formule
X 2 P 5 :
[0 T (qu)(m)dm) <(X—m0)j;lap(m)?_d.tc.

I est d’ailleurs visible que toutes les inégalités que nous venons d’établir se trans-
forment en égalités pour X ==z, et quen général les deux membres différent d’2utant

moins entr'eux, que la différence X-—a, des limites est plus petite par rapport & chacune
d’elles.

Les formules que nous venons de donner, ct beancoup d’autres qu'on obtiendrait par

les mémes principes, penvent donner liew & quelques applications intéressantes. Nous al-
lons en donner quelques exemples.

2. Et d'abord des formules {A) et (B) on déduit trés facilement Ia relation qui lie la
fonction variée avec sa premiere dérivée. Fn effet, si Uon pose

logfz) = F'[z),

Bunjakovského nerovnost [Bou]
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betreffendes Problem der Variationsrechnung. 251

15.
Einfithrung der Constante c.

Der bekannte Satz, dass die Discriminante einer definiten
bindren quadratischen Form stets einen positiven von Null ver-
schiedenen Werth besitzt, kaun dazu angewendet werden, um eine
Beziehung zwischen den absoluten Betrdgen der iiber densclben Be-
veich T auszudehnenden drei Doppelintegrale

A=ffq32dxdy, B =ff(pxd:cdy, O=fj%2dgcdy

herzuleiten, eine Bezichung, deren Kenntniss fiir die folgende Unter-
suchung von Wichtigkeit ist,

Die Grossen ¢, y bedeuten zwei reelle, fiir alle Stellen (z,y) des
Bereiches T eindeutig erklirte Functionen der beiden Argumente w, y,
welche die Figenschaft haben, erstens, dass die iiber den Beveich T
ausgedehnten Doppelintegrale 4, B, ¢ unbedingt convergent sind,
zweitens, dass der Quotient der beiden Functionen ¢ und g nicht einer
Constanten gleich ist.

Unter den angegebenen Voraussetzungen ist die bindre ¢uadra-
tische Form

ff(ocga+ﬁx)*dﬂ;dy = A-+2B 4+ C-

eine definite, weil das Doppelintegral, dessen Werth mit dem Werthe
der quadratischen Form itbereinstimmt, fiir kein von dem Werthe-

paare @ = 0, B = 0 verschiedenes Paar recller Werthe der Grossen
¢, B gleich Null wird. Hierans ergibt sich also die Beziehung
(21.) AC=B*=0 oder |B|<\4 \C.

Wenn ¢ = \p-w,, 3 = \p-w,,, gesetzt wird, so erhalten
A, B, C beziehlich die Werthe W,,, W,..,, W,... Iis besteht dem-

nach zwischen diesen drel Grissen die Beziehung

n !

, W,
22 21 < 22 !
(32) W W

Durch eine ganz analoge Schlussweise ergibt sich aus der Gleichung

R I

= WZn—x ) DC(Z+ 2 Mn : Olﬁ + W‘ZWH ' |B2

Schwarzova nerovnost s ditkazem [Sch]
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176 J. L. W. V. Jensen.

J'introduirai la définition suivante. Lorsqu'une fonction ¢(z), réelle,
finie et uniforme, de la variable réelle z, satisfait dans un certain inter-
valle & 1'inégalité

. o)+ ()2 26("1 "),

I

on dit que ¢(z) est une fonction convexe dans cet intervalle.
Si au contraire ¢(z) satisfait & 1'inégalité
=+
(2) p(x) + ¢(y) < 20(* 1Y),
on dit que ¢(x) est une fonction concave.

On suppose en outre que ces inégalités ne se réduisent pas comstam-
ment, dans l'intervalle donné, a 1'égalité

(3) p(2) + p(9) = 26" +1):

dans ce cas la fonction ¢(x) est dite slinéaires dans l'intervalle donné.

Cotte expression a été adoptée parceque 1'égalité (3) est satisfaite par
e(e) =a+ bx.

11 ressort de ces définitions que les fonctions »linéaires» forment une
transition de la classe des fonctions convexes a celle des fonctions concaves,
et qu'elles doivent étre considérées comme des cas limites communs aux
deux classes.

Des définitions données il résulte immédiatement que — ¢(x) est con-
cave, lorsque ¢(x) est convexe, et inversement. Il serait par suite suffisant
dans ce qui suit de considérer seulement les fonctions convexes, puisque
l'on passe si aisément d’une classe & l'autre. Comme toutefois il peut y
avoir avantage a considérer les deux classes de fonetions, les fonctions con-
caves seront aussi mentionnées de temps en temps; mais on devra se
souvenir, méme lorsque ce me sera pas toujours rappelé, qu’a toute pro-
position relative aux fonctions convexes correspond une proposition analogue
pour les fonctions concaves.

Comme l'objet principal de cette recherche est de présenter une série
d'inégalités d'un caractére général, comprenant comme cas particuliers
presque toutes les inégalités’ jusqu'ici comnues, nous allons développer
d’abord les théorémes nécessaires propres & ce but, avant d'entreprendre
I'étude plus approfondie des fonctions convexes elles-mémes.

Jensenova definice konvexni a konkdvni funkce [Jen2]
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Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs moyennes. 179

Llemarque. Les trois inégalités suivantes
(-”’)S[’(y)?_lrsb(m—?)] ,  ¢(=) positif;

O(z) + ¢(y) > 2¢(Jzy), « et y positifs;
d(2)P(y) > [¢(yey)]®, = ety positifs, H(x) positif;

peuvent étre ramenées a (1) par des substitutions simples, savoir, respective-
ment:

log ¢(x) = ¢(z),
¢(e) = o(=),
log ¢(e*) = g ().

2. Généralisation de Uindgalité (1).

Supposons que ¢(z) soit une fonction convexe quelconque dans un
intervalle donné, et que x , x,, x,, ... soient tous situés dans cet inter-
valle ou & ses limites. De (1) il suit que

pla) + ¢ (m) + () + 0o > 20 (2E2) 4 2g(2E5)

> 49

(9’. +z +2 + ﬂ)
4
et généralement, m étant un entier positif

N

on s 9m

Z ¢(x,) > 2"g( 27" le),
comme on le voit facilement par I'induction compléte. Si alors n est un
entier positif, et si 'on choisit m tel que 2™ >, on peut poser

. e, +ea,+... 4+,
Lopy = Ly == . . 5= Ly = ————F—

Et on trouve alors

Se(e)+ (@ —np( Za) > 2 o),
ou
(@ e(GEn) <! Tel,

Pavodni dikaz Jensenovy nerovnosti [Jen2]
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180 J. L. W. V. Jensen.

laguelle est une généralisation de l'inégalité (1), qui sert & définir les
fonctions convexes.

Il est clair qu'une inégalité semblable s'applique aux fonctions con-
caves: il suffit de renverser le signe d'inégalité. Pour les fonctions >li-
néaires»> l'inégalité devient simplement une égalité.

Supposons maintenant que ¢(z) est une fonction confinue et convexe
dans un certain intervalle. Nous savons qu'il existe de telles fonctions
par les exemples précédents. Soit encore » =n, +n, + ... + n,, ol tous
les 7, sont des entiers positifs. Il résulte de (4), en choisissant les # d’'une
maniére convenable,

90(;5 mz, +nzx, + ...+ n,_ao,,,)) ;i(n,go(:r-,) + 1,0(2,) + ...+ g (2a)).

Soit @, a,, ..., a, des nombres positifs quelconques dont la somme
est a, et faisons croitre les » indéfiniment, mais de telle sorte que

. on a .on a . A A1
Hm~ =2 im—* =~ .. ., Im™ =",
n aQ n a ” a
d’ou1 1l résultera
lim™ — 1=t %ttt Am
n a a

et par suite, ¢(z) étant continue par hypothése,

,El aﬂxﬂ) < [E:‘ a, ¢ (@)

@ a
ce qui démontre le théoréme suivant:

Lorsque ¢(x) est une fonction continue et convere dans un infervalle
domné, on aura Uinégalité

Zavzy zavsa(zv)

vl y=1
5} p n - é T 7'(‘ o J
N vgl @y vl &
ot x, ,m,, ... représentent des mombres tous situés dans Uintervalle, et ou
a,,a,, ... sont des nombres positifs, mais d ailleurs quelcongues.

Pavodni dikaz Jensenovy nerovnosti (pokrac¢ovani)
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KONFERENCNI VYSTOUPENI






BOLA RAZ JEDNA KONFERENCIA ...

VOITECH BALINT

Abstract: In the years 1962 — 2008 there were held 30 conferences on the teaching of
mathematics on the technical universities. The aim of this paper is to identify the reasons,
which have lead to the disruption of that tradition.

1 Uvod

V roku 1962 vznikla Komise JCSMF pro matematiku na vysokych Skoldch technic-
kych, ekonomickych a zemédélskych, v skratke VSTEZ. Hlavnym cielom price Komisie
bolo skvalitnit’ vyuéovanie matematiky na vSetkych technikich, teda na vysSie spomi-
nanych typoch §kdl v celej Ceskoslovenskej republike. Za tym t&elom sa Komisia roz-
hodla usporiadat’ pravidelné konferencie pre ucitelov matematiky na technikach. Za 46
rokov sa konalo 30 takych konferencii, (zatial’) posledna v roku 2008 v Laznich Bohda-
ne¢. Cielom tohto prispevku nie je podat’ podrobny prehlad o tych konferenciach, pre-
toZe k tomu sta¢i nahliadnut' do konferenénych Zbornikov, ale identifikovat’ priciny,
kvoli ktorym sa uzitocna tradicia prerusila. Je vSak moZné, Ze sa aj ukoncila, pretoZe je
otazne, ¢i bude niekedy pokracovat’.

2 Pokus o kratku analyzu

Ide o histériu posledného polstorocia a najmé poslednych 17 rokov, pocas ktorych sa
odohrali naprosto zdsadné zmeny.

Ako uZ bolo spominané, Komisia za najucinnejSiu formu skvalitnenia vyucovania
matematiky na technikdch povaZovala usporiadanie pravidelnych konferencii. Bolo to
logické, pretoZe potreba matematiky na technikdch sa neustdle zvySovala, a spolu s tym
sa na technikdch zvySoval aj pocet ucitel'ov matematiky, ktory v roku 1984 bol priblizne
800. Pocet ucitelov matematiky na zdkladnych a strednych Skoldch bol samozrejme
vyrazne vys$i. LenzZe tych 800 malo ucit’ vysokoskolskd matematiku a pritom ju eSte aj
pestovat’, teda robit’ vedu, takZe to bola velka vyzva aj pre tie vysoké Skoly, ktorych
ulohou bolo vychovédvat’ budidcich ucitel'ov matematiky na technikéch, teda pre fakulty
prirodovedecké a matematicko-fyzikdlne. Na konferencidch o vyu€ovani matematiky na
VSTEZ prezentovali svoje ndzory a najmi metédy vyuovania mnohé osobnosti zo
Spickovych matematickych pracovisk, takZe mladi, za¢inajici ucitelia mali moZnost’ sa
s nimi zoznamit’ a zlepsit’ tak svoje pedagogické majstrovstvo. V roku 1980 sa konala uz
16. konferencia, teda za 18 rokov od vzniku Komisie sa konferencia VSTEZ konala
takmer kaZdy rok, potom sa preslo na pravidelny dvojro¢ny cyklus.

Hlavnou témou konferencii VSTEZ boli koncepéné otizky, teda &o by bolo treba
udit’ a ako by to bolo asi najlepSie ucit’. Obvykle odzneli sice aj prednasky o vlastnych
vedeckych vysledkoch, ale nosnou oblastou bola metodika, pretoZe osnovy boli na
vSetkych technikdch takmer rovnaké. Samozrejme, vo vys§ich ro¢nikoch Stidia doslo na
jednotlivych technikach k prirodzenej diferencidcii aj v osnovach matematiky, lebo elek-
trotechnicky, strojarsky a stavebny inZinier sa museli aj Specializovat, a podobne aj
inZinier hutnicky, banicky, dopravny, ekonomicky, chemicko-technologicky, textilny,
lesnicky, drevarsky, pol'nohospodarsky, ... Spoloény matematicky zaklad bol ale vel'mi
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Siroky, takZe naozaj bolo o ¢om hovorit. Sta¢i nahliadnut do SEFI Document 92.1:
A core Curriculum in Mathematics for the European Engineer ([22]).

V roku 1993 sa spoloény Stat rozpadol. Zotrva¢nostou vsak pokracovali spolo¢né
problémy, a tym aj spolo¢né konferencie o vyu¢ovani matematiky na VSTEZ. Zasadna
zmena nastala az po roku 1998, ked’ ,,Student sa stal nositelom balika pernazi*“ v oboch
samostatnych tatoch, v CR aj v SR. Struéne: zaviedlo sa platenie za kus, teda $kola
dostala tol’ko bali¢kov penazi, kol'ko mala Studentov. Samozrejme, po formalnej stranke
sa to nazvalo prechod na trojstupiové stiidium, aby sa zahmlila podstata. Mnohym vSak
bolo ihned’ jasné, kam takato napodobenina trhového mechanizmu povedie a dali to aj
najavo. Na problémy vyucovania matematiky na technikdch som slovenskd matematicku
komunitu upozornil ([1]) na zjazde JSMF v Nitre v roku 2002 a znovu — a ovel'a doraz-
nejSie — na d’alSom zjazde v roku 2005. Varovné a vel'mi kritické hlasy sa vSak ozvali
z mnohych zdrojov, okrem iného na konferenciach v Hejnicich 2002 (napr. [2], [13],
[14], [16], [17]), v Jasnej 2002 ([3]), v Brne 2003 (napr. [4], [9], [21]), v Roznave 2004
(napr. [5], [18]), v Prahe 2010 (napr. [7], [10], [15], [20], [21]), ... Ked'Ze zjazdové ani
konferencné zborniky obvykle nie si masovo dostupné, uvediem tu (bez naroku na
uplnost’) niekol'’ko malo z tych hlasov.

Z pedagogického hladiska je vel'mi neprijemna skuto¢nost’, Ze na fakultu su prijati (zo
zndmych dovodov) vsetci zaujemcovia. Zakladny problém vidime v tom, Ze pregraduilna
etapa ma dva rovnocenné, ale v podstate protichodné ciele: pripravu na nastup do praxe
a pripravu na graduované Stidium. Vzhl'adom k ohrani¢enému poctu hodin sa podla nas
obom ciel'om sic¢asne neda bezo zvySku vyhoviet’ (J. Dolezalova a P. Kreml [12], [13]).

Kardindlna otdzka je, ¢i sa podari uZz v prvych semestroch bakalarskeho S$tidia
komplexnym pdsobenim vSetkych zainteresovanych subjektov, t. j. predovsetkym odbo-
rovych katedier, nastolit pri vyu¢be matematiky takd pracovni atmosféru, ktord by
Studentov motivovala k cielavedomej priprave na budice aplikacie matematickych zna-
losti. Je treba presvedCit’ Studentov, ktori ¢asto z mnohych zdrojov pocuivaji o zbytoc-
nosti matematiky, Ze tento nazor v Ziadnom pripade nemoZe obstat’ na akejkol'vek
vysokej Skole technického alebo ekonomického zamerania (L. Prouza [21]).

Ddlezity je uz samotny zédklad, s ktorym prichadzaji Studenti zo strednej Skoly. Tu je
mozné pozorovat’ dlhodobo sa zhorSujiicu troven stredoskolskej matematickej pripravy.
Pritom za dobu od publikécie ¢lanku [8] sa situdcia nielen nezlepsila, ale prave naopak
(J. Bastinec [9]).

Pted sto lety probihal boj ... o zfizeni druhé ¢eské univerzity, a tim také o druhé misto
vychovivajici ugitele. Dnes uéitele matematiky v CR vychovava 18 fakult ... Opravdu si
nékdo v této republice mize myslet, Ze vSechna tato pracovisté jsou schopna poskytovat
kvalitni vzdélani, a kdyby tomu tak i ndhodou bylo, Ze se ro¢né& ,,urodi* dostate¢ny pocet
jejich studentti? (E. Fuchs [15])

Mimoriadne kvalitny a podrobny je rozbor stavu ucitel'stva v ¢lanku [10] J. Becvéra.

.....

percento populdcie s tzv. univerzitnym vzdelanim, lebo takto vraj predbehneme Ameri-
¢anov, Japoncov a vSetkych tych, ktori ndm strpcuji Zivot tym, Ze su chytrej$i. Nedava to
Ziaden zmysel, lebo uchadza¢ o univerzitny diplom by mal disponovat’ prinajmenSom
nadpriemernym talentom a k tomu nemalou usilovnostou. Graf, ktory vyjadruje siavis 1Q
a poctu I'udi ma pribliZzne normalne rozdelenie. Ale graf tejto funkcie mal v podstate tento
tvar pred tisic rokmi a takyto bude mat aj o tisic rokov. Aj v USA, aj v Japonsku, aj
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v Laponsku ... ba dokonca aj na Slovensku. Je samozrejme len na spolocnosti, od akého
percentilu nahor sa rozhodne udel'ovat’ papier o univerzitnom vzdelani (VB [6]).

Samostatnud kapitolu predstavuje zcela vynimoc¢ny ¢lanok [19] P. Pithu, ktory by mal
byt citovany cely, pretoZe mimoriadne vystiZzne charakterizuje problémy Skolstva v CR aj
v SR. Tento by mali vSetci uéitelia na vSetkych stupnoch §kol ovladat’ naspamit’.

Prejavuje sa snaha ponechat’ takmer cely terajSi magistersky program z matematiky
a vtesnat’ ho do nepomerne mensieho poctu hodin v bakalarskom programe. Ako to ale
zvladnut' po stranke odbornosti predmetu samotného atieZ z hladiska didaktického?
(R. Grepl [16])

Tieto trefné riadky su presytené zifalstvom a zasluhuji si podrobnejsi rozbor. Ide
o odstraSujuce osnovy (pozri [14], [17], [5])L ked” na Brnianskej technike sa pokusili
vtesnat’ obsah Styroch semestrov do jedného. Student techniky pri 4 hodinach prednasok
a 2 hodinach cvicenia tyZdenne mal za 13 tyzdhov zvladnut nasledovny obsah:
1. Zékladné matematické pojmy, elementy matematickej logiky, mnoziny, operacie
s mnoZinami, funkcie, inverznd funkcia, funkcia dvoch a viac premennych, funkcia
komplexnej premenne;.
2. Vektorové priestory, zakladné pojmy, baza dimenzia. Vektory a opericie s vektormi,
linedrna kombindcia vektorov, ich zdvislost’ a nezdvislost.
3. Matice a determinanty, sustavy linearnych rovnic a ich rieSenie. Skaldrny, vektorovy
a zmieSany sucin vektorov a ich geometrické aplikicie.
4. Analytickd geometria linedrnych a kvadratickych dtvarov.
5. Diferencidlny pocet funkcii jednej premennej, limita, spojitost, derivacia. Priebeh
funkcie.
6. Diferencidlny pocet funkcii viac premennych, limita, spojitost. Smerové a parcidlne
derivacie, gradient funkcie.
7. Derivacie vysSich radov, totdlny diferencial, Taylorova veta. Extrémy funkcif viac
premennych.
8. Integrilny pocet funkcii jednej premennej, neurcity integral. Priame integracné
metddy.
9. Metdda per partes, substitu¢nd metdda, integrovanie racionalnych funkcii.
10. Urcity integral a jeho aplikacie.
11. Dvojrozmerny a viacrozmerny integral.
12. Transformécie viacrozmernych integralov.
13. Krivkovy a plosny integral.
Ked’Ze na pedagogickych principoch sa ni¢ zdsadného nezmenilo, bolo jasné, Ze tieto
,,0snovy* sa nemdzu udrzat’. Je ale pozoruhodné, Ze vobec vznikli, pricom pomenovanie
ddvodov, ktoré k ich vzniku viedli, by asi viedlo k pravnym sporom ...

Pre drzitelov maturitného vysvedcenia zaviedol Igor Kluvinek v roku 1964 nazov
produkty povinnej 8kolskej dochadzky (PPSD). Problém PPSD bol ten, Ze v povojnovych
rokoch nebol dostatok kvalifikovanych ucitel'ov, takZze zd’aleka nie na kazdej zakladnej
alebo strednej $kole ucili skuto¢ni odbornici. Snom Igora Kluvanka bolo vychovat’ gene-
raciu dobrych ucitelov matematiky. Tento svoj sen postupne uskutoctioval az do svojho
odchodu do Austrdlie nekompromisnym pristupom k vedomostiam Studentov.

Tesne pred koncom 2. tisicroCia sa Eurépa rozhodla, Ze predbehne USA. Ked'Ze jej
vodcovia objavili ddvno zndmy fakt, Ze k tomu bude treba dobré mozgy, v nemalej Casti
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Eurdpy sa zacali tivahy o prechode na trojstupniové vysokoSkolské Stidium. Vodcovia sa
teda zi$li v Bologni, jednom z najvicsich centier stredovekej mudrosti, a bohuzial’ prili§
rychlo sa preslo od slov k ¢inom, pretoZze navnada bola neodolatel'nd. Idea bola urcite
zaujimava: poskytniit’ ovel'a vicSej Casti populacie vysokoSkolské vzdelanie. Zabudlo sa
pri tom na jednu doleZitd vec — vzdelanie sa v skuto¢nosti nikomu neda poskytnit’, da
sa len umoznit’. To je zasadny rozdiel! V stredoveku bolo vzdelanie umozZnené len malej
vybranej hfstke I'udf a je dobre, Ze sa to uZ ddvno zmenilo aj bez Bolonskych dohdd.

V dbsledku Boloniskych dohdd vznikla dplne nova situdcia: aréma eurodotdcii sa pre
stredoeurdpskych politikov stala neodolatelnou. Zo Skolstva sa stal biznis, takZe pocet
(nielen) vysokych $kol sa zmnohonasobil — v SR je ich 38, v CR takmer 80 a vietky sa
chctl nazyvat’ univerzitami. UZ v roku 2002 som v jednom ¢lanku napisal: ,,Nositel'om
balika penazi sa vraj ma stat’ Student. MoZno som to pochopil nespravne, ale v praxi to
bude znamenat, Ze nastane nelitostny — a mozno aj bezohladny — boj o Studenta,
univerzity sa budd predhanat’ vo vytvoreni ¢o najvyhodnejsej ponuky pre Studenta, ¢o
bude znamenat’ enormny pokles poZiadaviek na kvalitu Studenta. Jednoducho povedané —
ak eSte nemdate vysokoskolsky diplom, prosime Vais, prihlaste sa!“ Bohuzial, moje
najhorsSie obavy sa naplnili vrchovatou mierou.

Namiesto PPSD je teda asi nalase zaviest novy nizov, ato nielen pre drZitelov
maturitného vysvedéenia, ale aj pre drZitelov vyS$sich, moZno aZ najvyssich certifikatov.
Podla mojho nazoru najvystiZznejsi nazov je PET-fl'aSa. Dévod je ten, Ze uZ stredné
Skoly by mali byt do uritej miery vyberové, ale v dosledku ,financovania za kus*
takymi nie su, takZe prijmu na $tddium aj prazdnu PET-fl'asu. Aby som predi$iel sidnym
sporom kvdli nazvu priazdna PET-flaSa, musim dodat, Ze nejde o dehonestovanie
Studentov. Chyba nie je v Studentoch, chyba je v systéme financovania, ktory nitil a stile
nuti $koly zniZovat’ poziadavky na vedomosti. Politikom (a najmi oligarchom, ktor{ ich
riadia) je naviac jasné, Ze stddu sa vladne ovela jednoduchsie, ako vzdelanym l'ud’om,
takZe nemajui zaujem o skutoénu vzdelanost’ SirSej vrstvy. O to viac vSak budi o potrebe
vzdelanosti hovorit’ ...

Syndrém PET-fTase samozrejme pOsobi nielen na strednych $kolach, ktoré by uz mali
byt vyberové, ale aj na bakalarskom stupni vysokych $kol a paradoxne — ale zakonite! —
v eSte vicSej miere na magisterskom stupni, lebo pridel'ovany balicek penazi je na tomto

..........

su balicky dokonca dva. A kedZe vstupuje do toho aj tzv. akreditaénd hra, aby sa dalo

vdbec zucéastnit’ boja o baliCky, tak je neraz otdzna aj kvalita vyssich certifikatov.

Obzvlast neprijemné je, Ze do boja o PET-fTaSe sa z existenénych dovodov zapojili aj
Spi¢kové univerzity. Napr. pocet posluchdcov na Karlovej Univerzite v Prahe stipol
priam raketovo: z necelych 27 tisic v roku 1999 az na 45 tisic v roku 2003, na Masa-
rykovej univerzite v Brne zo 17 tisic v roku 1999 na vySe 36 tisic v roku 2008. Nepo-
darilo sa mi zistit' tieto ¢isla pre Univerzitu Komenského v Bratislave, ale urcity obraz
poskytne aj pocet absolventov vysokych $kol na Slovensku; tento bol 15 tisic v roku 1998
a takmer 35 tisic v roku 2006. Vysoka $kola dopravna v Ziline ako predchodkyfa terajsej
Zilinskej univerzity mala 6 tisic posluchacov v roku 1992, t.j. pre 15-miliénové Cesko-
slovensko, ale teraz pre 5-miliénové Slovensko ma posluchacov az 12 tisic.

V ramci boja o PET-fl'aSe musel pocet hodin matematiky na $kolach vyrazne pokles-
nut’, ked’Ze nie Skola si vybera Ziaka, ale Ziak si vybera Skolu. Hlavné kritérium PET-fTa-
Se totiZ je, Ze Skola ni¢ po mne nemdzZe chciet’, a uZ vdbec nie matematiku. Skola ma
potrebuje, ked’Ze na mna dostava peniaze, tak ¢o by este chcela.
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Prechod na trojstupniové Stadium spdsobil, Ze konecny produkt technickej univerzity,
kontaktnej vyucby matematickych predmetov, ako v rokoch 1970-1985 ([1], [3], [4]). To
zakonite znamena aj mens$i pocet ucitelov matematiky na technikach — to je uz ale
upozornenie pre fakulty matematicko-fyzikalne a prirodovedné na moznud (ne)potrebnost’
ich produktov.

Poget tiastnikov 16. konferencie VSTEZ v roku 1980 v Banskej Bystrici bol 143, na
18. konferencii v roku 1984 v Bratislave sa zucastnilo dokonca 162 uditelov. Pocet
ucastnikov na 26. konferencii v roku 2000 v Laznich Bohdane¢ klesol na necelych 70
a pribliZne tento pocet sa udrzal azZ po 30. konferenciu v roku 2008. Samozrejme, dnes je
mozné aj viackrat rocne chodit’ na odborne (aj geograficky) vel'mi atraktivne konferencie
hlavny motiv konferencie typu VSTEZ. Ked7e kaZdi technika (a nielen technika)
prijme na Stidium aj prazdnu PET-fl'asu, lebo najmi pocet Studentov rozhoduje o pridele
financii, tak poZiadavky na kvalitu i8li zdkonite dole. Dokonca na mnohych technikdch sa
uZ nerobia ani prijimacie skusky, pretoze PET-fl'asa by sa na $kolu s prijimackami mozZno
ani neprihléasila. Za takéhoto stavu je zbyto¢né hovorit’ o metodike vyucovania a jej
zlepSovani, lebo stutaz o PET-fl'ase sa zacala v roku 1999 a dosiahla obrovské tspechy:
napr. v SR konéi roéne 600 politolégov (400 zjednej fakulty) a neuveritelne vela
inZinierov socidlnej prace. Asi aby sa mohli starat’ jeden o druhého ...

3 Zaver

Platenie za kus povazujem za hlavny dovod, preo sa tradicia konferencii VSTEZ
prerusila a (zatial’) poslednd, s poradovym ¢islom 30, bola v roku 2008 v Laznich Boh-
danec.

Problém. Bude niekedy 31. konferencia o vyu¢ovani matematiky na VSTEZ?

Lebo katedra kvantitativnych metéd a hospodarskej informatiky ju pripravila podla
planovaného dvojroéného cyklu na rok 2010 do Ziliny presne tak, ako to bolo aj napisané
v Zborniku 30. konferencie. Ale zaujemcov sa naslo len 14. Ni¢ to nemeni na mojom
presvedceni, Ze takéto konferencie by mimoriadne pomohli najmi zacinajicim ucitel'om
matematiky na technikach. Ti star$i ucitelia im totiZ maji odborne ¢o povedat’ a nie je
dovod mysliet’ si, Ze v buddcnosti to bude ina¢. Aj ked’ — kto vie? Lebo v spolo¢nosti,
kde hlavnym a takmer jedinym kritériom kvality je schopnost vyrobit' zisk, mdze byt’
vSetko in4c.
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PRIBEH ARABSKYCH MOZAIK

ANNA BALINTOVA, ROD. TROJACKOVA

Abstract: This article is dedicated to Arabic mosaics which are considered to be the top of art
in Arabic geometry. Following its history with emphasis on the period from the 16th century
to the year 2011, when it attracted worldwide attention on the occasion of granting the Nobel
price for chemistry — the discovery of quasicrystals. In certain Arabic mosaics, as well as in
quasicrystals, there are methodical motives which are following particular mathematics rules,
but are never recurring.

1 Uvod

Arabské mozaiky si vedcami povazované za umelecky vrchol arabskej geometrie.
Neperiodické mozaiky arabsko-islamského umenia moZno obdivovat’ v palaci Spanielskej
Alhambry ako aj v irdnskej meSite Darb-il Imam. Tieto fascinujice mozaiky pomohli
vedcom pochopit’ atémova Struktdru kvazikryStidlov. A prave za objav kvazikryStalu
ziskal v roku 2011 izraelsky vedec Daniel Shechtman' Nobelovu cenu za chémiu.’
Nobelov vybor pri udelovani prestizneho ocenenia oznacil kvazikryStaly nasledovne:
Fascinujiice mozaiky, ktoré sa nikdy neopakuji, podobné tym z arabského sveta, ale na
tirovni atémov. Vybor naviac zdoraznil, Ze tento objav bol extrémne kontraverzny. Vedci
totiZ povazovali za nemozné, aby existoval kryStédl s neperiodickym usporiadanym moti-
vom atémov. Ak sa pozrieme na Shechtmanov objav kvazikry$tadlu z matematického
hl'adiska, tak jeho revolu¢nost’ spocivala v piat'’¢lennej ose symetrie. Podl'a dovtedajSich
poznatkov nemal krystal s takouto symetriou existovat’. Tedria totiZ pripustala kryStily 2,
3, 4 alebo 6 nasobne symetrické. To znamend, Ze pri otoc¢eni o patricny zlomok kruhu
vznikne rovnaky obrazec. Shechtman navzdory tedrii, mal pred sebou difrakény obrazec,
ktory stacilo otocit’ o desatinu kruhu, aby sa dokonale prekryl. A to bolo v rozpore s defi-
niciou krystalu platnou niekol'ko storoci, ¢o vyvolalo neddveru ba az zaryty odpor zo
strany niektorych vedcov k tomuto prevratnému objavu. Bol to zrejme aj hlavny dévod,
preco od objavu kvazikrystalu v roku 1982 musel D. Shechtman dlho a vytrvale bojovat’
za jeho uznanie, korunované v roku 2011 Nobelovou cenou.

2 Arabské mozaiky a kvazikryStaly

P6vod mozaik je historikmi umiestneny do oblasti v okoli Stredozemného mora.
NajstarsSie zndme mozaiky sa objavuju uz v VIIL. st. p. n. 1., boli vytvorené z okriahliakov
roznych farieb vloZenych do cementu. NeskorSie (III. — I. st. p. n. 1.) sa k nim pridavaja
ulomky kamienkov, kisky palenej hliny, mramora a podobne. V podstate kaZzdy narod im
vpecatil vlastni identitu prostrednictvom materialov, tvarov, zoskupeni, farieb. Napriklad
v Rime davali prednost’ mramoru a sklovine, Mauri zasa najradSej pouZivali ilomky zo
smaltovanych tehlic¢iek. VSeobecne arabski tvorcovia mozaik propagovali geometrické
tvary, ktoré povazovali za posvitné. V strede mozaik vel'mi ¢asto umiestiiovali 8 alebo 16
cipu hviezdu.

! Daniel Shechtman, (nar. 24. Janudra 1941 v Tel Avive), emeritny profesor Izraelského technologického intitiitu
Technion v Haife.

% Nobelova cena za chémiu za rok 2011sa tegila vicsej pozornosti ako obvykle. Organizécia spojenych narodov
vyhlasila rok 2011 za rok chémie na pocest’ st€ho vyrocia udelenia Nobelovej ceny Marii Sklodowskej Curie.
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Vrcholné diela arabskych majstrov m6Zno obdivovat v Spanielskej Alhambre. Jej
paléc sa zacal stavat’ uz v XII. storoci, ale rozsireny, zveladeny a dokonceny do stcasnej
podoby bol az v XVI. storo¢i. Je dekorovany mnozZstvom mozaik, ktoré si vo vicSine
pripadov vytvorené na zaklade pravidelnych mnohouholnikov a ndsledne aplikovanim
zékladnych geometrickych transformdcii, akymi si posunutie, otianie a symetria. Pri
podrobnom skimani mozaik v Alhambre bolo uréenych 17 réoznych geometrickych trans-
formacii, pomocou ktorych je mozné realizovat’ pokrytie roviny ré6znymi motivmi. V pr-
vom rade je to pit’ zakladnych typov ur€enych posunutim daného motivu alebo otocenim
0 60°, 90°, 120° a 180° — bez prevrdtenia zékladného prvku pokrytia. Ak pripustime toto
prevratenie ziskame d’alSich dvanast’ typov pokrytia, ktoré si charakterizované roznym
poctom osi symetrii: O, 1, 2, 3, 4, 6. Takto dostivame spolu hore uvedenych 17 r&éznych
rovinnych pokryti, nazyvanych periodické pokrytia roviny. MéZeme ich rozliSovat’ aj
podl’a toho, ¢i sa zhoduji so svojim zrkadlovym obrazom alebo nie (prvych pit’ zdklad-
nych transformacif). Ako si moZno l'ahko vSimnit, v pocte osi symetrii chyba ¢&islo 5,
a prave pit'clenna osa symetrie nds obohati nielen o neperiodické pokrytie roviny, ale za-
rovenl aj o kvazikrystal. Existenciu uvedenych 17 transformécii dokdzal v roku 1891 aj
matematik a kryStalograf Evgraf Stepanovich Fedorov (1853-1919).

Obr.1 Neperiodickd arabska mozaika®

Konstrukcia motivov arabskych mozaik zacinala jednoduchymi geometrickymi
tvarmi ako st trojuholnik, Stvorec, kruh a nasledne boli postupne aplikované rdézne d’alSie
konstrukcie véetne uz spominanych geometrickych transformadcii. Findlna kompozicia
arabskych mozaik €asto pripomina istym spdsobom labyrint bez konca, ¢o umociiuje ich
povestné magické caro. Podl'ahol mu aj holandsky vSestranny umelec a vedec Maurits
Cornelis Escher.* Naviteva paldca v Alhambre zdsadne ovplyvnila jeho d’alsiu &innost’,

3 Obr. 1 je prevzaty z [6].
* Maurits Cornelis Escher (1898-1972), holandsky umelec a vedec znamy svojimi kresbami a grafikami.
% Obr. 2a je prevzaty z [8], obr. 2b je prevzaty z [7].
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po zbytok svojho Zivota sa venoval hlavne konStrukcii rdznych feseldcii, nazyvanych
dodnes escherovské. PodrobnejSie sa mozno s touto problematikou zozndmit’ v ¢lankoch
Lucie Ilucovej Csachovej (pozri [1], [2] a [3]). Pripomefnime si teraz pre tplnost’ aspoi
definiciu teseldcie: Rovinnou teseldciou sa nazyva pokrytie roviny dvojrozmernymi ohra-
nicenymi vitvarmi bez prekrytia (pozri [3]). NajzndmejSou Escherovou pricou spojenou
s mozaikami je grafika predstavujica pribeh jaStericky, ktord sa odpiitala od roviny a vy-
dala sa na cestu do priestoru.

M. C. Escher sam o sebe povedal: Hoci nemdm Ziadne vzdelanie v exaktnej vede, cas-
to sa mi zdd, Ze mdm viac spolocného s matematikmi ako s mojimi kolegami umelcami.
Napriek jeho pocitu matematika, reakcia na tvorbu M. C. Eschera bola zo strany mate-
matikov rozporuplnd. Podrobnej$ie sa mdZeme o tom docitat’ v ¢lanku Escher ako ucitel

(pozri [3]).

Venujme teraz svoju pozornost” kvazikryStdlom, nakolko ich spojitost’ s arabskymi
mozaikami je aZ zardZajuca (pozri [5]). KvazikryStdl, obr. 2a a 2b, je definovany ako
pevna latka, ktorej Struktirne jednotky (atémy a molekuly) nie st usporiadané periodic-
ky, ako je tomu u tradi¢nych kryStalov, ale ani nie st rozmiestnené ndhodne ako u amorf-
nych materialov. Objav novej Struktiry spdsobil, Ze bolo potrebné predefinovat’ aj krys-
tal. Sicasnd definicia znie: Krystdl je akdkolvek pevnd ldtka, ktorej difrakcny diagram je
bodovy.

Obr. 2a Motiv elektronickej Obr. 2b Atomicky model
difrakcie kvazikrystalu’ kvazikry3talu Ag-Al’

Vratme sa opit’ k naSej krdlovne — matematike s konstatovanim, Ze uz v roku 1202
taliansky matematik Leonardo Pisano Fibonacci predstavil prvy kvaziperiodicky rad. Je-
ho konstrukciou, uz niekol’ko storo¢i pred objavom kvazikrystalu, dal odpoved’ na otaz-
ku: Je priroda pri stavbe pevnych ldtok obmedzend vylucne len na materidly amorfné
a krystalické? Alebo existuje moznost’ usporiadat’ atomy na dlhii vzdialenost pravidelne
ale neperiodicky? Tuito skutocnost’ pripomenuli Jan Fikar a Tomas§ Kruml vo svojom pri-
spevku Fibonacciho krdlikdrna aneb dvacet let od objevu kvazikrystalu (pozri [4]). Pri-
klady neperiodického rovinného pokrytia predstavili v druhej polovine dvadsiateho sto-
rocia aj d’als$i matematici. Uved’'me niektorych z nich v chronologickom poradi: 1961 —
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Wang Hao, 1966 — Robert Berger, 1971 — Raphael M. Robinson, 1974 — Roger Penrose
(tzv. Penrosovo pokrytie), 1977 — Robert Ammann, 1996 — Karel Culik a Jaroslav Opa-
trny.

3 Zaver

Arabské mozaiky predstavuji vel'mi zaujimavy, poucny priklad spojenia matematiky
aumenia. A v ¢om je poucenie? Vedci by si mali CastejSie uvedomit’, Ze niektoré zakladné
pravdy mo6Zu byt len domnienky a je vel'mi potrebné mat’ stile otvorend mysel’ novym
informaciam, tak ako to zdéraznila Nobelova komisia pri udel'ovani cien v roku 2011.
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GRAMOVY MATICE A DETERMINANTY

JINDRICH BECVAR

Abstract: In the first part of this article, some basic properties of Gram matrices
and determinants are described in connections to the Gram-Schmidt ortogonaliza-
tion process, QR-decomposition, solving overdetermined systems, theory of least
squares etc. In the second part, the brief history of these questions, as well as basic
information on lives and achievements of J. P. Gram and E. Schmidt are presented.

1 Uvod

Clanek je vénovan Gramovym maticim a determinant@im a jejich souvislostem
s ortogonalni projekci, znamym Gramovym-Schmidtovym ortogonaliza¢nim proce-
sem, QR-rozkladem, aproximaci, pribliznym feSenim soustav linearnich rovnic, které
nemaji exaktni feSeni, a metodou nejmensich ¢tverci. PFinasi nejdilezitéjsi infor-
mace o J. P. Gramovi a E. Schmidtovi, ktefi svymi pojednanimi k rozvoji téchto
témat prispéli, a nékolik ukazek z jejich praci. Pojednava téz o vykladu této latky
v monografii G. Kowalewského a v ¢ldanku Y. K. Wonga. Volné navazuje na stat [B1]
tykajici se pseudoinverznich matic a feSeni ,nefesitelnych“ soustav linearnich rovnic.

2 Gramova matice, Gramuv determinant

Necht V' je redlny nebo komplexni prostor se skalarnim souéinem, tj. vektorovy
prostor nad polem F' realnych, resp. komplexnich ¢isel, na kterém je definovan

skalarni souéin. Gramovou matici vektort wi,...,w,, € V nazveme matici
(wilwy)  (wilwa) ... (wilwy)
G(w1 o wm) _ (w2|w1) (w2|w2) .o (w2|wm)
(Wlwy)  (wWplwz) .. (Wn|wy)
Gramovym determinantem vektori wu, ..., w,, nazveme determinant této matice.
Na misté ij tedy stoji v matici G(ws,...,w,) skaldrni sou¢in i-tého a j-tého
vektoru mnoziny {ws, ..., wpm,}.
Je-li V redlny vektorovy prostor, je matice G(wi,...,w,,) symetrickd, je-li V
komplexni vektorovy prostor, je matice G (w1, ..., w,,) hermitovskd.

7 elementarnich vlastnosti skalarniho soucinu vyplyva, ze pro kazdé ¢islo a € F
akazdé j=1,...,m je

det G(wi,...,aw;,. .., wy) = la|? - det G(wy, ..., wy)
a pro kazdou permutaci P m-prvkové mnoziny {1,2,...,m} je
det G(wp(1), -, Wp(m)) = det G(w1, ..., wp).

Gramova matice i Gramtuv determinant pfirozenym zptsobem souvisi s pojmem
ortogonalni projekce.

89



3 Ortogonalni projekce

Necht W = [ws,...,wy] je podprostor prostoru V a necht v € V je vektor,
ktery v podprostoru W nelezi. Hledejme ortogonélni projekci vP vektoru v na
podprostor W. Situaci naznacuje nasledujici obrazek.

P

W:[wlv"'awm]

Vektor vP je pravé jediny vektor podprostoru W, pro ktery je vektor v —vP kolmy
na podprostor W. Jestlize je vP = ajwy + -+ - 4+ apWym, potom je tato podminka
ekvivalentni se souborem rovnosti

Plop.) — -
(v —vP|w;) =0, ji=1...,m
Po dosazeni za vP a jednoduché upravé dostavame rovnosti

(wiwr)ar + (walwr)az + - - - + (W |w1)am = (v|wy) ,
(w1 |we)ay + (wolws)as + -+ - + (W |w2)anm = (v|ws)

Hledané m-tice (ay,...,an) je tedy FeSenim soustavy linedrnich rovnic, jejiz matici
je matice transponovana ke Gramové matici' vektort wy,...,w,, a vektor pravych
stran je tvoren skaldrnimi souciny vektoru v s vektory wi, ..., wy,.

Uvédomme si, ze vektor vP € W je mozno vyjadrit praveé jedinym zptusobem jako
linearni kombinaci vektort wi, ..., w,, pravé tehdy, jsou-li tyto vektory linedrné
nezavislé, resp. pravé tehdy, kdyz ma vyse uvedend soustava rovnic pravé jediné
FeSeni, tj. pravé tehdy, kdyz je jeji matice regularni. Dosli jsme k nésledujicimu
poznatku:

Gramova matice G(wi,...,wy) vektord wy, ..., w, je requldrni prdvé tehdy,
kdyz jsou tyto vektory linedrné nezdvislé.?

V tomto pfipadé je podle Cramerova pravidla pro kazdé j =1,...,m

0 = deth
T det G(wy, ... w)

1 Je-li prostor V reélny, je to ptimo Gramova matice G(w1,...,wm) vektorit wi,...,wmn.
2 Tento fakt se snadno dokéze i p¥imo.

90



kde G; je matice, kterd z matice G(wy, ..., w,,)T vznikne nahrazenim jejiho j-tého
sloupce sloupcem pravych stran uvazované soustavy rovnic.

Predpokladejme, Ze w1, .. ., Wy, jsou linearné nezavislé vektory prostoru V. Pod-
prostor W = [wy, ..., wy] je rovnéZ prostorem se skaldrnim souéinem (ten je dan
zizenim skaldrniho souéinu prostoru V na podprostor W). Skaldrni soudin je
v komplexnim pripadé pozitivné definitni hermitovska seskvilinearni forma, v redl-
ném pripadé pozitivné definitni symetrickd bilinedrni forma. Jeji matici vzhledem
k bazi {w1,...,wy,} je prdvé Gramova matice G(wy,...,w,,). Pfejdeme-li od baze
{wy,...,wy} k néjaké ortonormélni bazi N podprostoru W (vzhledem k té ma
skaldrni souéin jednotkovou matici E), je?

EZBT'G(wl,-~-7wm)'Ea

kde B je matice pfechodu od béze N k bazi {wi,...,w,,}. Podle véty o nisobeni
determinantt je

1 =det BT - det G(w, ..., w,,) -det B = | det B ‘2 ~det G(w1, . .., wp).
Odtud ihned vyplyva nasledujici vysledek.

Gramuv determinant linedrné nezdvislych vektori je kladny.

Poznamenejme, Ze kdyz je mnozina {ws,...,w,} ortogonalni bazi podpros-
toru W, je situace jednodussi. Gramova matice vektort wy, ..., w,, je diagonalni,
na diagonale stoji ¢tverce norem téchto vektorti. Pro kazdé j =1,...,m je

()

T w2
Koeficientim aq,...,a,, se v tomto pripadé nékdy tika Fourierovy koeficienty.
Zduraznéme, 7e j-ty koeficient zavisi jen na vektoru v a j-tém vektoru ortogonélni
baze {w1,...,wy}. Zvétsime-li podprostor W pfiddanim nenulového vektoru wy, 1,
ktery je kolmy na vektory wjs,...,w,,, potom ortogonalni projekce vektoru v na

podporostor [W, wy,+1] bude souétem ortogonalni projekce vektoru v na podpros-
tor W a vektoru
(vmi)

T 5 W .
[fwmel?P

Am+1Wm+1 =

Na této skutecnosti se zaklada myslenka nekoneéného rozvoje. Pokud ma pros-
tor V' nekonecnou dimenzi a existuje v ném spocetna ortogonalni podmnozina

{w1, w3, ...} nenulovych vektor, miZeme uvazovat o projekci v? vektoru v na
podprostor W = [wy,wa,...], tj. o nekoneéné radé
O (i ) kazdé j=1,2,3
P = a;wj, e aj_||w‘||2 pro kazdé j=1,23,...
j=1 J

Zavaznou otazkou je, jaky je vztah vektoru v a jeho ortogondlni projekce vP na
podprostor W pro dany prostor V', dany skalarni soucin a podprostor W.

3 Symbolem B znadime matici, ktera je komplexné sdruzend s matici B, tj. na stejnych mistech
téchto matic jsou navzajem komplexné sdruzena cisla. V redlném pripadé je B = B.
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4 Gramuv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces

Ortogonélni projekci (a zejména jeji geometrickou predstavu — viz predchozi
obrazek) lze velmi snadno vyuzit ke zdtvodnéni tzv. Gramova-Schmidtova ortogo-

nalizaéniho procesu. Méme-li mnozinu {v1,...,v,,} vektor prostoru V, mizeme
nésledujicim postupem sestrojit ortogondlni mnozinu {ws,...,w,} podprostoru
W =[v1,...,0m]

1. Nejprve polozime
w1 = V1.

2. Vektor vy kolmo promitneme na podprostor [wi] a jako druhy vektor vezmeme
vektor

_ o (v2lwr)
W2 =027 gy " W

3. Vektor v kolmo promitneme na podprostor [wy, ws] a jako tfeti vektor vezmeme
vektor

_ o (valwi) _ (vslwa)

W3 = V3 = o WL eyl W2 atd.

m. Nakonec vektor v, kolmo promitneme na podprostor [wi,...,w,—1] a jako
m-ty vektor vezmeme vektor
_ _ (vm|w1) . . (vm|wm—1) .

Wm = Um = Tz " 11 Twm—al? = Wm—1-

Z uvedené konstrukce? ihned vyplyva ortogonalita vektori {w, ..., w,, }. Rovnéz
je dobfe vidét, ze se vektory vq,...,v,, snadno vyjadii jako linearni kombinace
vektort wy, ..., w,, a naopak, vektory wi, ..., w,, jako linedrni kombinace vektort
V1y...,Up. Jestlize je tedy {v1,...,vn} bazi podprostoru W, je {wi,...,wm}

ortogonalni bazi tohoto podprostoru; pokud tyto vektory normujeme, dostaneme
ortonormalni bazi podprostoru W.

5 QR-rozklad

Gramtv-Schmidt@iv proces je jednou z cest, jak dospét k tzv. QR-rozkladu® ma-
tice na soucin ortogonalni a horni trojuhelnikové matice.

Necht je ddna (obecné obdélnikovd) matice A typu n x m s linedrné nezavis-
lymi sloupci vy,vs,...,v, € F™. Modifikujme vyse uvedeny Gramuav-Schmidtav
ortogonalizacéni proces takto: v kazdém kroku budeme vektor w; normovat, ziskdme
vektor e;, vektor v; ;1 budeme promitat na podprostor generovany ortonormalni bazi

{e1,e2,...,¢;} a vyjddiime jej linedrni kombinaci téchto vektort.
w
1. w1 = V1, €1 = HwiH

4 Poznamenejme, Ze vyjde-li vektor w; nulovy pro néjaky index j, vynechdvame v dalsim
(vg|wy)
w112
5 Té7 QR-faktorizace, resp. QR-dekompozice.

vypoctu ¢éleny -wj pro k> j.
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Je tedy (vile1) = (w1ler) = ||wa]l.

Potom je vy = (v1le1)es.

2. wo =1vg — (’02‘61)61, €2 =
Je tedy (vzle2) = (walez) = ||wall.

Potom je vo = (vaer)er + ||wz||ea = (va2|e1)er + (ve|ea)es. Atd.

m. Wy, =y — (Unler)er — - — (Vmlem—1)em—1, €m = Hz—zl\

Je tedy (vimlem) = (Wilem) = ||wm]|-
Potom je U = ('Um‘el)el + -4 (’l}m‘em_l)em_l + H'lUmHBHL =

= (vmler)er + -+ + (vmlem)em.

Utvorime-li matici @ z vektort e, es, ..., e, jako sloupct, je
(viler) (vzler) (vsler) ... (vmlex)

0 (valea) (vsle2) ...  (vmle2)

A=Q | 0 0 (usles) . (umles)

0 0 0 0 (vmlem)

Priklad. Uvedme jednoduchy piiklad QR-rozkladu, ktery byl ziskdn vyse uve-
denym postupem:

1 1 1 1 3

111 oo (VP v

_ 2 1 V3 1

01 0]-= 0 NG 73 0 5 "7

10 2 11 1 0o o0 L

V2 V6 V3 V3

6 Aproximace
Ortogondlni projekce vP € W vektoru v € V na podprostor W = [wy, ..., wp]

je vektor, ktery je vektoru v ze vSech vektor podprostoru W ,nejblizsi“ v tomto
smyslu:

Yw e W, w # vP [lv —vP|] < |Jv —wl]|.
K dikazu této skutecnosti staci nahlédnout nasledujici obrazek a uzit Pythagorovu
vétu pro vysrafovany trojuhelnik.
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Jsou-li vektory wi,...,w,, linedrné nezavislé, mizeme pomoci Gramova deter-
minantu zjistit, ,,0 kolik* se vektory v a vP lisi, tj. vypocitat normu (délku) vektoru
v —vP. Ziejme je

[o = 0|2 = (v =P |v = o?) = (v = v[0) = (v]0) = (WP|0) =

i det G
— 2 — J . .
= [l ;detG(wl,...,wm) (w;lv),

m

[|[v —oP||? - det G(wy, ..., wy) = |[v]|* - det G(wy, ..., W) — Zdeth (wjlv) .
j=1

takze

Rozvineme-li determinant matice G(v,ws,...,w.)T

staneme rovnost

podle prvniho fadku, do-

m

det G(v, w1, ..., wy) = (v|v)-det G(ws, ..., wn,) +Z(—1)j-(wj|v)~(—1)j_1-det G;.
j=1
Pravé strany predchozich rovnosti se rovnaji, takze
[[v — P[> - det G(wy, ..., wy) = det G(v, w1, ..., wy),

neboli

det G(v, w1, ..., W)

v—oP||? =
] I det G(wy, ..., wy)

7 Prtiblizné reseni soustavy linearnich rovnic

Uvazujme nésledujici soustavu linearnich rovnic nad polem F'

wW11x1 + W12%2 + - + WimTm = V1,

W21x1 + W2k + + + + + Wom Ty = V2,

Wp1X1 + Wp2X2 + *+ + + WpmTm = Un.

Sloupce rozsifené matice této soustavy zapiseme jako vektory

wy = (W11, Wat, .., Wn1),
wy = (W12, Wa2, . . ., Wn2),
Wm = (w1m7 W2my + -« wnm)a
v =(v1,02,...,0p),
budeme je povazovat za vektory prostoru F™ se standardnim skalarnim soudinem.b
Definujme podprostor W prostoru F™ rovnosti W = [wy, ws, ..., W]
6 Piipomenime, Ze standardni skalarni souéin vektorti & = (21,...,%n), ¥ = (Y1,-..,yn) € F"

je definovan rovnosti (z|ly) =>.7" ; z;y; pro F =R, resp. (z|y) = 3.1~ 237 pro F =C.
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Vime, Ze soustava (1) je FeSitelnd praveé tehdy, kdyz je sloupec pravych stran
linedrni kombinaci sloupctt matice soustavy (tj. v € W); vektory utvorené z koefi-
cientlt vSech takovych linedrnich kombinaci jsou préavé véechna feseni soustavy (1).

Pokud soustava (1) neni Fesitelnd, neni sloupec pravych stran linedrni kombinaci
sloupcti matice soustavy (tj. v ¢ W). Vektor v nahradime ,nejbliz§im“ vektorem
lezicim v podprostoru W. Timto vektorem, jak jiz vime, je ortogonalni projekce v?
vektoru v na podprostor W. Zajimaji nas vsak koeficienty a1, ..., a,, linedrni kom-
binace, kterou je vektor v? z vektord wy, . . ., wy,, vyjddfen. Vektor (a1, ..., a,,) dava
tzv. priblizné Teseni nefesitelné soustavy (1). Tento vektor, jak jsme jiz vidéli, je
feSenim soustavy linearnich rovnic, jejiz matici je matice G(wy, ..., wy,)T. Jsou-li
vektory wy,ws, ..., w,, linedrné nezavislé, je priblizné reseni jediné.

Priklad. Uvazujme soustavu linedrnich rovnic nad polem reélngch éisel:

T + y + 2z = 2,
x —y + z =1, (2)
2x + 3z = 2.

Soustava (2) je zjevné nefesitelnd. Vyfesime tedy soustavu linedrnich rovnic s Gra-
movou matici:
6&1 + 9(13 = 7,
2a0 + az = 1,
9a1 + as + 1ldaz = 11.

Jejim feSenim je linedrni mnozZina (—%,0, 1) + [(371,—2)], vSechny jeji vektory
jsou pribliznymi feSenimi soustavy (2). Chceme-li najit pfiblizné feSeni s nejmensi
normou, musime zjistit, pro jaké k nabyva funkce

1 1
(—§+3k)2+k2+(1—2k)2:14k2—6k+1+§

3

minimalni hodnoty. Snadno zjistime, Ze to nastane pro k = 1;. Pfiblizné feseni

soustavy (2) s nejmensi normou je tedy
1
5 (13,9,24).
Pro vypocet priblizného teseni s nejmensi normou mizeme vyuzit Mooreovu-

Penroseovu pseudoinverzni matici (viz [B1]). K matici A soustavy rovnic (2) je
Mooreovou-Penroseovou pseudoinverzni matici matice

1 -2 7 5
AT = Yol 18 -21 -3
6 0 6

Vynésobime-li touto matici sloupec pravych stran soustavy (2), ziskdme vyse uve-
dené ptiblizné feseni soustavy (2), které ma nejmensi normu.
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8 Metoda nejmensich ¢tvercu

S vyse uvedenou problematikou velmi tzce souvisi zakladni myslenka tzv. metody
nejmensich ctverci. Mame-li napriklad najit koeficienty a1, aq, . .., a,, které figuruji
v linearni kombinaci

Y =a1%1 + a2 + - + anTp,
pfi¢emz hodnoty proménnych veli¢in y, 1, T2, .. ., x, jsou postupné zjisfovany po-
zorovanimi (nebo méfenimi), dochézime po k pozorovanich, kde k je vyrazné vétsi
nez n, k soustavé rovnic

1211 + 2212 + -+ + AnT1n = Y1,
1221 + a2%22 + -+ + AnTan = Y2,

.............................................. (3)

a1Tk1 + 2Tk + -+ + AnTkn = Yk,

které je pravdépodobné nefesitelna. Sloupec (y1,¥2, ..., yx) pak neni linedrni kom-
binaci sloupcii matice soustavy (3). Nahradime jej proto jeho ortogonalni projekci
y? = (21,22, ..,2,) na podprostor W prostoru F*, ktery je generovan n sloupci
matice soustavy (3). Pfitom je

Vwe W, w#y" |y =Pl <lly —wll.
Piseme-li w = (w1, ws, ..., w), je tato podminka ekvivalentni s nerovnosti
k k
Z(yi - 2z)’ < Z(yi — w;)?.
i=1 i=1

Proto se hovoii o metodé nejmensich ¢tverct.

Sirsi kontext piedchozich odstavcii lze najit v uéebnici [B2], ale i v fadé dalsich
knih, viz napf. [P].

9 Jgrgen Pedersen Gram

Jorgen Pedersen Gram, ddnsky matematik a pojistovaci matematik (aktuar), se
narodil 27. ervna 1850 v Nustrupu (nedaleko Haderslev, vévodstvi Slesvické) v rodi-
né farméare Pedera Jgrgensena Grama. V letech 1862 az 1868 navstévoval stiedni
skolu (Ribr Katedralskole), pak studoval na univerzité v Kodani, kde roku 1873
absolvoval naroéné magisterské studium matematiky (na tGrovni dnesniho Ph.D.).
Jesté pred koncem studia zvefejnil prvni praci v ¢asopisu Tidsskrift for Mathematik
a roku 1874 publikoval jeji rozsifenou verzi pod nazvem Sur quelques théorémes
fondamentauzx de l’algébre moderne v ¢asopisu Mathematische Annalen.

Roku 1875 se stal asistentem-vypocétafem v pojistovaci spole¢nosti Hafnia, v niz
se postupné dostaval na vyznamnéjsi pozice, v letech 1895 az 1910 byl jejim ve-
doucim ufednikem. V sedmdesatych a osmdesatych letech rovnéz pracoval na ma-
tematickém modelu pro lesni hospodaistvi, ktery stale zdokonaloval, a své vysledky
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¢as od Casu publikoval (1876, 1879, 1883, 1889). Jeho model lesniho hospodafstvi
byl v praxi vyuzivan. Roku 1884 Gram zalozil vlastni pojistovaci spole¢nost Skjold,
jejimz feditelem byl az do roku 1911. Nadale vSak pracoval ve spolecnosti Hafnia.

Aktivity pro pojistovaci spole¢nost i vytvafeni matematického modelu lesniho
hospodafstvi ho vedly zpét k teoretické matematice, zejména k pravdépodobnosti,
statistice a numerické analyze. Teoretické poznatky téchto disciplin totiz casto p¥i
svych ¢innostech vyuzival. Byl nejen vynikajicim vypoctafem, ale i tviiréim mate-
matikem. Jeho odborné zaméfeni je mozno vymezit nasledujicimi hesly: pravdépo-
dobnost, matematickd statistika, numerickd analyza, teorie ¢isel, Gama funkce,
Dzeta funkce, posloupnosti ortogonalnich funkci, rozvoje funkci v ortogonalni fady,
aproximace, metoda nejmensich ¢tverct.

Za rozsahlou praci Undersggelser angaaende Maengden af Primtal under en given
Graeense” ziskal Gram roku 1884 zlatou medaili Danské akademie véd. O étyii roky
pozdéji byl zvolen jejim Cestnym Clenem.

V letech 1910 az 1916 byl pfedsedou Dénské pojistovaci rady. Pravidelné pied-
nasel v Danské matematické spolecnosti, v letech 1883 az 1889 byl editorem ca-
sopisu Tidsskrift for Mathematik, spolupracoval s ¢asopisem Jahrbuch iiber die
Fortschritte der Mathematik (referoval o pracich publikovanych v Dansku). Pfesto-
ze nikdy nepusobil na univerzité, ovlivnil celou generaci danskych matematikii.

Roku 1879 se Gram ozenil, jeho Zenou se stala Dorthe Marie Sgrensen, dcera
kovafe. Roku 1895 ovdovél, o rok pozd€ji se podruhé ozenil, jeho druhou zenou
byla Emma Birgitte Hansen. Zemfel 29. dubna 1916 v Kodani, po urazu, ktery mu
zpusobil neopatrny cyklista. O jeho zivoté a dile viz [Z], [HM], [H1], [H2] a [Wa].

Jorgen Pedersen Gram ziskal roku 1879 titul doktora filozofie za praci Om Rdk-
keudviklinger, bestemte ved Hjalp af de mindste Kvadraters Methode [G1], jejiz
némeckou verzi publikoval roku 1883 v casopisu Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik pod nazvem Ueber die Entwickelung reeller Functionen in Rei-
hen mittelst der Methode der kleinsten Quadrate [G2]. Tato prace sehrala dilezitou
roli v teorii integralnich rovnic. Préavé v ni jsou naértnuty (jeSté v neptilis zjevné
formeé) pojmy Gramova matice, Gramiv determinant a ortogonalizacni proces.

Gegeben sei eine Reithe von Argumenten x und zwei derselben entsprechende Rei-
hen von Gréssen o, und v,. Diese Grossen werden sammitlich als reell angenom-
men, die v, ferner positiv. In einer nach bekannten Functionen von x fortschrei-
tenden Reihe mit n Gliedern

(1.) Yz =a1 X1 +axXo+ - +a, X,

sollen dann die Coefficienten so bestimmt werden, dass die Summe > vy (05 — s )?
ein Minimum werde.

7 Det kongelige danske Videnskabernes Selskab 2 (1884), str. 183-308. Prace byva citovana
pod nazvem Investigations of the number of primes less than a given number.
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Mit anderen Worten, man soll die Function y so bestimmen, dass, wenn o, als
Beobachtungen, v, als zugehorige Gewichte aufgefasst werden, die Quadratsumme
der Abweichungen die kleinstmdgliche werde.

Die Aufgabe fihrt auf n Gleichungen von der Form
(2.) Z Vp X0, = Z Ve Xl (i=1,2,...n),

aus welchen man durch Finsetzen des Ausdruckes (1.) fir y n Normalgleichungen
erhdlt. Diese konnen nach dem bekannten Gaussischen Verfahren aufgeldost werden;
wir schlagen aber einen anderen Weg ein.

Bezeichnet man im Allgemeinen durch
(3.) yﬁf") = 0m1 X1 + am2Xo + - + ammXm

die Function y, welche erhalten wird, wenn man nur die m ersten Glieder der Reihe
(1.) bei der Ausgleichung benutzt, und setzt man ferner der Kirze wegen

(4. Z Ve X040 = Si, und Z Ve Xi Xk = Pik = Phi

so werden die Normalgleichungen fiir die Coefficienten von y™

81 = @m1P11 + Am2P12 + - + GmmPim,
82 = Am1P21 + Amap22 + - - + GmmP2m,

(5.)

Sm = Gm1Pm1 + Am2Pm2 + -+ - + CmmPmm -

Statt die Function y direct zu bestimmen, suchen wir allgemein die Differenz
Y™ — g = b X1+ baXo + 4 by X, W0 bpi = Qi — 1. Fiir die b
erhalt man dann m — 1 Gleichungen

bmlpll + bm2p12 + ...+ bmmflplmfl + GmmPim =0,
bmpol + bm2p22 + ...+ bmm71p2m71 + GmmPom :Oa

bmlpm—l 1+ bm2pm—1 2+ -+ bm m—1Pm—-1m-1 + GmmPm—-1m = 0.

Aus diesen ergeben sich die b, wenn zuerst amy.,, aus den Normalgleichungen (5.)
bestimmt worden ist.

Bezeichnet man mit P(™) die symmetrische Determinante Y £p11p22 ... Pmm

und durch Pz-(gn) die dem Elemente p; entsprechende Unterdeterminante derselben,

so wird erstens ()

Umm = P(m)
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und demmndchst

bml o bm2 o bmm—l Amm, Zz P( )
m) m == m = m = m m—1) °
CO R R
Wenn man die m ersten Verhdltnisse resp. mit X1, Xa,..., X, tm Zdhler und

Nenner multiplicirt und addirt, kommt

ym) —ym=1 5 pim,
S POy, | PIPoeD

m

oder ganz allgemein

(m
(m) _ ,m—1 _ Z P
(6) " -yt = Sl Z

Da ferner yM) = a1 X, = pays S0 wird endlich durch einfache Addition fir y™
die folgende Formel erhalten:

s X | B P D P X > Psi 3 PRV XG
(7)) = 4+t
: Y p<1> PO PR P—1) p(n)

Die Summationen sollen tberall auf alle diejenigen Werthe von i erstreckt werden,
fiir welche die Determinanten ithre Bedeutung behalten.

Aus dieser Formel lassen sich die Coefficienten a ohne Schwierigkeit bestimmen.
([G2], str. 42—-44)

O Gramové disertaci [G1] referoval v asopisu Jahrbuch tiber die Fortschritte
der Mathematik Wilhelm Lazarus (1825-1890), o Gramové praci [G2] Otto Stolz
(1842-1905). Oba referdty pfispély k obecnému povédomi o Gramovych vysledcich.

10 Erhard Schmidt

Némecky matematik Erhard Schmidt se narodil 13. ledna roku 1876 v Dorpatu
(Tartu, Jurjev, nyni Estonsko) v rodiné fyziologa Alexandera Schmidta. Studoval na
némeckych univerzitach v Dorpatu, Berliné a Gottingen. V Berliné byl jeho ucitelem
Hermann Amadeus Schwarz (1843-1921), v Géttingen David Hilbert (1862-1943).
Roku 1905 ziskal v Gottingen doktorat. Vysledky jeho diserta¢ni prace Entwick-
lung willkirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener byly roku 1907 pub-
likovany v ¢asopisu Mathematische Annalen (viz [S1]). Roku 1906 se Schmidt habili-
toval v Bonnu. O dva roky pozdéji ziskal profesorské misto na univerzité v Curychu,
od roku 1910 ptsobil kratce v Erlangen, od roku 1911 ve Vratislavi (Wroctaw, Bres-
lau) a pak v letech 1917 az 1950 na univerzité v Berliné (v obdobi 1929 az 1930
byl rektorem). Od roku 1946 do roku 1958 byl prvnim Feditelem Matematického
institutu Akademie véd Némecké demokratické republiky.
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Erhard Schmidt byl ¢lenem (1918) Pruské akademie véd v Berling, ¢lenem (1927)
a predsedou (1927/28 a 1935/36) Deutsche Mathematiker-Vereinigung, ¢lenem
(1942) Bavorské akademie véd. Roku 1936 byl vedoucim némecké delegace na Mezi-
narodnim kongresu matematikii v Oslo. Podilel se na zalozeni ¢asopisu Mathema-
tische Zeitschrift (1918), roku 1948 zalozil ¢asopis Mathematische Nachrichten a po
dvé desetileti byl jeho hlavnim redaktorem.

Roku 1909 se ozenil, jeho Zena Berta von Bergmann vSak roku 1916 pfi narozeni
tfetiho syna zemfela. Schmidt zemfel 6. prosince 1959 v Berliné. O jeho zivoté
a dile viz [R], [Di], [N] a [Pi].

Erhard Schmidt stavél na vysledcich svych ucitela. Pracoval hlavné v teorii funk-
ci, navazoval na Hilbertovy vysledky o integralnich rovnicich, vyuzival Schwarzovy
metody. Vénoval se rovnéz algebie, teorii potencidlu a izoperimetrickému problému.
Pattil k tém matematiktim, kteri do teorie Hilbertovych prostorti vnesli geometrické
predstavy a geometrickou terminologii; funkce, resp. posloupnosti chapal jako body
(resp. vektory) prostoru nekoneéné dimenze. Jeho price z let 1907 a 1908 mély
velky vyznam pro rozvoj funkcionalni analyzy (ortogonaliza¢ni proces, linedrni ope-
ratory a funkcionaly, prostory nekonecné dimenze, prostory funkci integrovatelnych
v lebesgueovském smyslu atd.).

Ortogonaliza¢ni (pFesnéji Feceno ortonormalizacéni) proces prezentoval roku 1907
viceméné v dnesni podobé v prvni ¢asti t¥idilné prace Zur Theorie der linearen und
nichtlinearen Integralgleichungen [S1].% Popsal jej ve tfetim paragrafu Ersetzung
linear unabhdngiger Funktionensysteme durch orthogonale. Uvazoval n linedrné
nezavislych spojitych redlnych funkci ¢1(z), @2(x), ..., @n(z) definovanych na
uzavieném intervalu (a,b) a s jejich pomoci vytvofil ortonormélni systém funkci

¥ (z) = _ pi(®) 7

I (1 (y))2dy

_ ga(x)—wx)f" (Z)¢1(z)d2
VI (02() = 1 (0) [ wa2)un (2)d2) dy

on(T) — Zgnl mfbgonz (2)dz
T o)~ S ) 2 e a0

ktery generuje stejny prostor funkci jako vychozi soubor ¢1(x), p2(x), ..., @n(x).

Die Funktionen 11 (x),¥2(x), ..., ¥n(x) bilden ferner ein normiertes und ortho-
gonales Funktionensystem d. h. geniigen den Gleichungen

8 Prvni ¢ast préace [S1] m4 stejny nazev jako Schmidtova disertace z roku 1905, z velké ésti je
jeji mirnou modifikaci.
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b
/wu(z)wu(x)dxzo oder 1,

je nachdem v und p verschieden oder gleich sind. ([S1], str. 443)

V poznamce pod ¢arou Schmidt upozornil na Gramovu praci [G2] z roku 1883,
v niz se myslenka ortogonalizace jiz objevila:

Im wesentlichen dieselben Formeln sind von J. P. Gram in der Abhandlung ,,Ueber
die Entwickelung reeller Functionen in Reihen mittelst der Methode der kleinsten
Quadrate, Crelles Journal Bd. 94, aufgestellt worden. ([S1], str. 442)

V zavéreéné kapitole préce [S1] nazvané Uber die Entwicklung willkiurlicher Fuk-
tionen nach Systemen vorgeschriebener (str. 473-476) uvazoval ortonormalizacni
proces aplikovany na spocetny systém realnych funkei i (x), p2(z), ..., o, (2),... se
spojitymi druhymi derivacemi na uzavieném intervalu (a,b), pro které pro kazdé v
je pu(a) = ¢, (b) = 0. Pfedpokladal, Ze systém funkci ¢ (z), ¢4 (), ... je uzavreny®
(abgeschlossenes), tj. Ze neexistuje nenulova spojita funkce f(z), pro kterou by bylo
f(a) = f(b) =0 a pro kazdé v platila rovnost

Mirné modifikovanym ortogonalizaénim procesem ziskal funkce 1 (z), ¥2(),. ..,

5= ou(@) = 02 (@) [ 0l (2D (2) de
VIT (o) - Sy 1¢ﬂ< ) S ;xz>w;<z>dz)2dy

Pak dokézal, ze pro kazdou funkci g(z) se spojitou derivaci na intervalu (a, b), pro
kterou g(a) = g(b) =0, je

v=o00 b
=Y 0@ [ dWulw .

pfi¢emz tato fada konverguje absolutné a stejnomérné. V nésledujicim paragrafu
tento vysledek zobecnil: nepredpokladal nulovost funkci v bodech a,b. Dospél tak
k tvaham o nekonecénych rozvojich spojitych funkeci.

Roku 1908 popsal Schmidt ortogonaliza¢ni proces daleko abstraktnéji v praci
Uber die Auflésung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten [S2].
Nekomplikoval pfitom ortogonaliza¢ni proces normovanim vektord. V paragrafu
Die Orthogonalisierung (str. 61-62) konstruoval k danym komplexnim funkcim
Aqi(x), As(x), ..., Ap(x) ortogonélni systém funkci (orthogonales Funktionensys-
tem)

9 Tato podminka velice omezuje prostor funkci, na které lze vysledek aplikovat.
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(A2;Ch)
= A —_— - .
CZ(‘T) 2(x) |‘Cl||2 Cl(x)7
(A3;a) (AB;C_Q)
C =A ————=.C ———=. Cs(x),
S(I) 3(m) HCI||2 1(17) H02H2 Q(I)
K (40 C)
o=1 e
a ukazal, ze funkce Ci(z),Ca(z),...,C,(x) generuji stejuy prostor jako funkce
Ai(z), Ax(z),..., An(z) (o nichz tentokrat nepiedpoklddal, Ze jsou linedrné nezs-

vislé). V pozndmce pod ¢arou opét odkazal na Gramovu praci [G2] z roku 1883.
Uvedl rovnéz, ze nenulové funkce C;(z) je mozno normovat a Ze lze vyjit i od
spocetného systému funkei Ay (z), Aa(z), ...

Unsere Rekursionsformeln (20) und die an sie geknipften Schlussfolgerungen
behalten ihre Giiltigkeit, wenn die gegebene Funktionenreihe unendlich ist. Das an-
gegebene Verfahren liefert dann eine orthogonale und normirte Funktionenreihe,
welche mit der gegebenen in dem Sinne linear aequivalent ist, dass jede Funktion
der ersteren Rethe sich linear homogen mit constanten Coefficienten durch eine
endliche Anzahl der Funktionen der zweiten Reihe darstellen ldsst und umgekehrt.

([S2], str. 62)

V nésledujicim paragrafu nazvaném Fin weiteres Kriterium linearer Abhangigkeit
(str. 62-63) Schmidt definoval Gramiv determinant funkci A (z), A2 (), ..., Ap(z)
a dokazal, ze je invariantni vzhledem k linedrnim transformacim, jejichz determinant
je v absolutni hodnoté roven jedné. Termin Gramiv determinant nepouzil, ale opét
se odvolal na Gramovu préci [G2].

Pfevodem odpovidajici Gramovy matice na diagonalni tvar Schmidt odvodil,
7e Gramiv determinant je vzdy nezdporny a ze funkce A;(x),Az(x),...,A,(x)
jsou linearné nezévislé prave tehdy, kdyz je pfislusny Gramutv determinant kladny.

Die Determinante (21) ist also stets reell und nie negativ. Sie ist gleich Null,
wenn die Funktionen Aj(x),As(x),...,A.(x) linear abhdngig sind und grésser
als Null, wenn sie linear unabhdingig sind. ([S2], str. 63)

S ortogonaliza¢nim procesem a Gramovymi determinanty Schmidt pracoval i ve
druhé kapitole Auflosung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten,
ktera pojednéva o homogenni soustavé linearnich rovnic

a1 Z1 + anaZo + -+ @ Zm ... adinf. =0 (n=1,2,... ad inf.)
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a nehomogenni soustavé linearnich rovnic, ktera je zapsana obdobné. Gramovy de-
terminanty vyuzil pfi rozkladu dané funkce na dvé navzajem kolmé slozky, z nichz
jedna lezi v podprostoru generovaném funkcemi Aj(z), Az(z),..., An(z), resp. or-
togonalni bazi By(x), B2(x), ..., Bn(z) (str. 67-68); v pozndmce pod ¢arou znovu
odkézal na Gramovu praci [G2]. Gramovy determinanty vyuzil i v paragrafu
Auflésung der inhomogenen linearen Gleichungen (str. 69-71).

O Schmidtové praci [S1] referoval v ¢asopisu Jahrbuch tiber die Fortschritte der
Mathematik Paul Gustav Stdckel (1862-1919), o jeho praci [S2] Ernst Hellinger
(1883-1950).

Schmidtovy prace [S1] a [S2] jsou psany téméf dnesnim stylem. Ve srovnéni
s Gramovou stati [G2] jsou jasné a srozumitelné.

11 Gerhard Hermann Waldemar Kowalewski

Na Gramovy a Schmidtovy vysledky reagoval Gerhard Kowalewski (1876-1950)°
v prvnim vydani své rozsahlé monografie Finfihrung in die Determinantentheorie
einschlieflich der unendlichen und der Fredholmschen Determinanten [K| z roku
1909. V 15. kapitole nazvané Wronskische und Gramsche Determinanten vénoval
pozornost Gramovym determinantim v souvislosti s linearni zavislosti a nezavislosti
aritmetickych vektoru a spojitych realnych, resp. spojitych komplexnich funkci. Za-
kladni vysledky uvedl v paragrafu Gramsche Kriterium fiir reelle stetige Funktionen
(str. 321-325).

Wir wissen, daff m Wertsysteme

Z11, T12, .-y, Tin
£21, 22, ..., T2n

1)
Tml, Tm?2, ey Tmn

dann und nur dann linear unabhdngig sind, wenn ihre Matriz den Rang m hat. ...

Die reellen Wertsysteme (1) sind dann und nur dann linear unabhdngig, wenn

2
T11, 12, N T1n (xl .731) (1‘1 Ig) . (1‘1 xm)
Io1, I22, e Ton _ (.’EQ 351) (IQ 1‘2) e (IQ Z‘m)
Tmly Tm2, -+ Tmn (Tm 1) (T 22) o (Tm )

10 Kowalewski studoval v Konigsbergu (Kralovec, Kaliningrad), Greifswaldu a Lipsku, kde
roku 1898 promoval a o rok pozdéji se habilitoval. Jako mimoiadny profesor ptusobil od roku 1901
v Greifswaldu a od roku 1904 v Bonnu, jako fadny profesor od roku 1909 na Némecké technice
v Praze, od roku 1912 na Némecké univerzité v Praze, od roku 1920 na technice v Drazdanech
a v letech 1939 az 1945 opét na Némecké univerzité a Némecké technice v Praze. Vénoval se hlavné
teorii transformacnich grup, diferencidlni geometrii, teorii aproximaci a interpolaci, matematické
teorii her a historii matematiky. Je autorem vice nez stovky odbornych ¢asopiseckych praci a vice
nez dvaceti ucebnic, které vychazely opakované a byly hojné vyuzivany na némeckych univerzitach
i technikach.
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positiv ist.!!

Wir wollen diese Determinante die Determinante der inneren Produkte nennen
oder die Gramsche Determinante der Wertsysteme (1).

Die Determinante der inneren Produkte von m reellen Wertsystemen ist also
positiv, solange die Wertsysteme linear unabhdngig sind, und verschwindet, wenn
sie linear abhdngig sind. ...

Die Determinante der inneren Produkte von m reellen stetigen Funktionen

f1($)7 f2(x)’ ce fm(m) (CLSJJSb) (2)

st positiv, solange die Funktionen linear unabhdingig sind, und verschwindet, wenn
sie linear abhdngig sind.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fir die lineare Unabhdngigkeit der
reellen stetigen Funktionen (2) lautet also

(fr f1) (fr f2) . (fr fm)
(f2 f1) (f2 f2) o (f2 fm)

(fm fl) (.fm f2) (fm fm)

Dies ist das Gramsche Kriterium. ([K], str. 321-322)

V dukazu Gramova kritéria Kowalewski vyuzil ortonormalizacni proces a od
funkci fl (13), fQ(x)a Ty fm(l‘) dOSpél k funkcim (pl(x)a @2(1‘)’ teey %n(x):

Setzen wir

. h
e V(L fi)

so wird
(p1 1) =1.

Es laft sich nun A so wdhlen, dafl

(fo+Ap1,01)=(fo 1) +A=0

ist. Man braucht nur
A=—(f2 ¢1)

2u setzen.

fg = fo + A1 kann nicht in dem ganzen Intervall (a,b) verschwinden. Sonst
wdren die Funktionen f linear abhdngig. Fs ist daher

(f2 o) > 0

11 Symbolem na levé strané predchozi rovnosti je minén souéin dvou matic, které maji v ¥fadcich
vektory z1,2,...,Tm, piicemz se nasobi fadky s fadky. Viz [K], str. 66.
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und, wenn wir

setzen,
(p2 p2) =1, (¢2 1) = 0.

Jetzt lassen sich A, p so wdhlen, dafs

(fs+Xp1+pp, o1)=0

und
(fs+Ap1+pp2, p2) =0

wird.

Diese Gleichungen reduzieren sich namlich wegen
(prp) =1, (p192) =0, (2. 92)=1

auf
(f3 901)‘|‘/\:()7 (f3 4,02)—|—M=0.

fg = f3+ A1 + ps kann nicht durchweg Null sein, da die f linear unabhdngig
sind. Daher ist

(fs f3) > 0

und, wenn man R
Pp3 = ,\3 =
(f3 f3)

setzt,
(¢s3 p3) =1, (3 ¢1) = (3 p2) = 0.

So kann man fortfahren. ([K], str. 323-324)

V nésledujicim paragrafu Komponenten einer Funktion in bezug auf m linear
unabhdngige Funktionen (325-326) Kowalewski opét uvazoval vychozi systém funkci
fi(@), fo(x),. .., fm(z) a s nim ekvivalentni sytém ¢ (), p2(x),...,Em(z), ktery
ziskal ortogonaliza¢nim procesem. Dospél k rozkladu funkce F' na dvé navzajem
kolmé slozky, opét vyuzil Gramovy determinanty.

Nehmen wir irgend eine Funktion F, die in (a,b) reell und stetig ist, so lafst
sie sich in zwei Summanden zerlegen, von denen der eine sich linear durch die f
ausdriickt, wihrend der andere zu allen f orthogonal ist ... ([K], str. 325)

V paragrafu Wronskische Determinanten (str. 327-330) uvedl ekvivalentni pod-
minku pro linedrni zavislost funkci, v niz figuruje Wronského determinant, a zduraz-
nil vyhodnost Gramovy metody.
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Die Wronskische ist spezieller als die Gramsche Methode, weil sie sich auf Funk-
tionen bezieht, die eine gewisse Anzahl von Malen differenzierbar sind, wahrend die
Gramsche Methode nur die Stetigkeit fordert. ([K], str. 330)

V paragrafu Gramsches Kriterium fir kompleze stetige Funktionen einer reellen
Verdnderlichen (330-337) Kowalewski pfenesl pfedchozi vysledky na spojité kom-
plexni funkce. Nejprve vsak zavedl jejich skalarni soucin:

Wenn zwei kompleze stetige Funktionen in (a,b) vorliegen, so bezeichnen wir

b
/f(x)ﬁ(x)dx mit (£ 9),

wie wenn f und G reell waren. ([K], str. 330)

Poté zformuloval Gramovo kritérium pro spojité komplexni funkce, definoval
ortogonalitu funkci rovnosti (f §) = 0 a v dikazu Gramova kritéria vyuzil orto-
normaliza¢ni proces.

Pripomnél, ze vychozi funkce f1, fo,..., fin je mozno vyjadfit linedrnimi kombi-
nacemi funkci @1, @2, ..., ©m, které ziskal ortonormalizaénim procesem, a naopak.
V nésledujicim textu se znovu zabyval ortogonélni projekci:

Jede komplexe Funktion F, die in (a,b) stetig ist, laf§t sich in zwei Summanden
zerlegen, von denen der eine eine lineare Kombination der f und der andere zu

allen f orthogonal ist. ([K], str. 333)

Ortogonéalni projekci funkce F vyjadiil Kowalewski linedrni kombinaci funkci
01,92, ,¥Pm, resp. linearni kombinaci funkci fi, fo,..., fin; prislusnymi koefi-
cienty jsou Fourierovy koeficienty, resp. podily dvou determinant (viz Gast 3).
Zduraznil charakteristicky znak ortogonalni projekce:

Sie ist unter den linearen Kombinationen L der f diejenige, welche das Integral

b
(F_L,F_Z):/ (F— L)(F—T)ds

a

zu einem Minimum macht. ([K], str. 335)
Ortogonaliza¢ni proces Kowalewski znovu popsal v paragrafu Orthogonalisierung
linear unabhdngiger Vektoren (str. 423-426), ktery uvedl vétou:

Eine wichtige Rolle in der Schmidtschen Theorie spielt das Orthogonalisierungs-
verfahren, welches wir jetzt darlegen wollen. ([K], str. 423)

Podstatou ortogonalizace je v tomto paragrafu néasledujici ,,indukéni krok“:

Von den n + 1 linear unabhdngigen Vektoren
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seien die n ersten paarweise orthogonal. Es sei also

(u(r) u(s)) =0. (r,s=1,2,...,n; 7 # )

Nach den vorhin gemachten Bemerkung lafit sich die reelle Zahl a, so wdhlen,

daf

u und v+ a, u®

zueinander orthogonal sind, daf$ also
(u(”), v+ ay, u(”)) =0
ist. Bildet man nun den Vektor
v+ au® + au® + -+ apu™,

s0 ist er zu jedem der Vektoren u™ u®) ... u™ orthogonal. ... ([K], str. 423-424)

Kowalewski zdtraznil moznost ortogonalizace pro nekoneénou posloupnost funkci
a poznamenal:

Den Ubergang von dem Vektorensystem v, u® u® . zu 0@ 0@ G
nennt E. Schmidt den Orthogonalisierungsprozef. (K|, str. 424)

P vypocétu koeficienti, které svazuji oba systémy vektori, opét vyuzil Gramovy
determinanty. Ty se ostatné objevuji v jeho monografii na fadé mist.

V bibliografickych poznamkéch Kowalewski pfipomnél Gramovo pojednéni [G2],
Schmidtovu diserta¢ni praci z roku 1905 a ¢lanek [S2] (viz [K], str. 543-544). Po-
zoruhodné je, ze se na fadé mist Kowalewského monografie z roku 1909 objevily
odkazy na Schmidtovy vysledky z let 1905 a 1908.

Pro casopis Bulletin of the American Mathematical Society sepsal podrobnou
recenzi Kowalewského monografie [K] americky matematik Maxime Bécher (1867—
1918), autor zndmé ucebnice Introduction to Higher Algebra z roku 1907. Ve své
dvacetistrankové stati [Bo] vénoval pozornost jak Gramovym determinantim, tak
Kowalewského prezentaci Schmidtovych vysledk. Mimo jiné uvedl:

Chapter XV (17 pages) on Wronskian and Gramian Determinants is one of the
most novel and timely in the book. ([Bo], str. 126)

Karl Otto Emil Lampe (1840-1918) struc¢né referoval o Kowalewského mono-
grafii [K] v ¢asopisu Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik pouze na z4-
kladé Bocherovy recenze.

Kowalewského monografie [K] byla velmi tispésnd. Neptispéla vSak nijak zv1ast
k rychlému rozsifeni poznatkii o Gramovych maticich a determinantech, coz je pre-
kvapivé.
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12 Y. K. Wong

Pfestoze se Gramovy matice a determinanty v souvislosti s ortogonaliza¢nim pro-
cesem a ortogonalni projekci objevily roku 1909 na fadé mist Kowalewského mono-
grafie Einfihrung in die Determinantentheorie ... [K], terminy Gramova matice,
Gramiv determinant a Gramuv-Schmidtiv ortogonalizacni proces se az do poloviny
t¥icatych let pfilis neuzivaly.l?

Tyto pojmy a terminy pomohl rozsifit Y. K. Wong svou praci An applica-
tion of orthogonalization process to the theory of least squares [Wo] publikovanou
roku 1935.

V jeji prvni ¢asti, kterad nese nazev Vectors, Inner Products, and Linear Indepen-
dence (str. 55-57), uved! (z dne$niho pohledu) zcela elementdrni poznatky linedrni
algebry (s¢itani vektorii, ndsobeni vektoru skaldrem, skaldrni soucin, linedrni zavis-
lost a nezévislost atd.), ve druhé ¢asti Gram-Schmidt’s Orthogonalization Process
(str. 57—-61) podal srozumitelny vyklad ortogonaliza¢niho procesu a pfipojil nékolik
jednoduchych duasledkiu. Ve tieti ¢asti Algebraic Derivation of the Normal Equa-
tions (str. 61-64) odvodil zptisob nalezeni pfiblizného feSeni nefesitelné soustavy
linearnich rovnic pomoci Gramovy matice. Ve ¢tvrté casti Matrices and Their Re-
ciprocals (str. 64-66) a v paté Casti Symmetric Matrices of Positive Type (str. 66—
67) vylozil zéklady maticového poctu (definice matice, s¢itdn{ a nasobeni matic,
néasobeni matice skalarem, inverzni matice, adjungovana matice, pozitivné definitni
symetrickd matice). V Sesté ¢asti Gramian matrices (str. 67-69) zavedl pojem
Gramovy matice a ukézal nékteré jejich elementarni vlastnosti (viz dale). V posled-
nich dvou &astech, Gauss Method of Substitution (str. 69-73) a Gauss’s Method
of Substitution and its Relation to Gramian Schmidt’s Orthogonalization Process
(str. 73-75), vyuZzil pfedchozi poznatky k jinému pohledu na Gaussiiv eliminaé¢ni
algoritmus (viz déle).

Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci Wong charakterizoval v nasledujici véte,
samotny ortogonalizacni proces popsal v jejim dikazu. Nejprve zavedl jednodu-
chou symboliku:

we shall adopt the notation A; = (ai1,...,am), Bi = (bi1,...,bin), and
Ci = (City-.-sCin) for i=1,2,...r.

12 Jistymi vyjimkami jsou nasledujici prace: L. Meder: Uber den Zusammenhang zwischen
den Determinanten von Gram und Wronski, Monatshefte fiir Mathematik und Physik 21 (1910),
str. 336—343, D. R. Curtiss: Relations between the Gramian, the Wronskian, and a third determi-
nant connected with the problem of linear independence, Bulletin of the American Mathematical
Society 17 (1911), str. 462-467, K. Ogura: Generalization of Bessel’s and Gram’s inequalities and
the elliptic space of infinitely many dimensions, The Tohoku Mathematical Journal 18 (1920),
str. 1-22, M. Picone: Sul determinante di Gram, Bollettino della Unione matematica Italiana
5(1926), str. 81-84, H. P. Thielman: On the invariance of a generalized Gramian under the
group of linear functional transformations of the third kind, Bulletin of the American Mathemat-
ical Society 39 (1933), str. 342-343, H. P. Thielman: On the invariance of a generalized Gramian
in a Riemannian function space, American Journal of Mathematics 56 (1934), str. 438—-444.
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THEOREM 5. For every set of vectors A1, ..., A,, there exists uniquely a set of
vectors By, ..., B, such that

5.1) (Bi,By) =0 (t# s).

5.2) For every t satisfying the relation 1 <t < r, then A; is a linear combination

of B1,...,B¢; and By is a linear combination of Aq,..., A;.
5.3) By = Ay; and for t > 1, (B,— A;) is a linear combination of By, ..., Bi_1,
and is also a linear combination of Ai,...,A;_1.

5.4) Ift > 1, then (As,By) =0 for every s < t.
5.5) (A¢, By) = (By, By) = (By, At) for every t. ([Wo), str. 57)

Gramovu matici Wong charakterizoval v Sesté casti své prace takto:

THEOREM 13. Let Ay,..., A, be a set of vectors, and let By,..., B, be the
orthogonalized set of vectors. Then the matriz

CAy, o A = | o (6.1)

has the following properties:
13.1) symmetry
13.2) D[¢(A1, ..., Ar)] = n(Bi)n(B2) -+ n(By),"
13.3) positiveness.

A matriz of the form (6.1) is called a Gramian matriz. ([Wo, str. 67)

V dalsi vété Wong dokézal ekvivalenci linearni nezavislosti vektoru Ay, ..., A,
pozitivni definitnosti Gramovy matice téchto vektori a nenulovosti piislusného
Gramova determinantu.

THEOREM 14. The following three assertions are equivalent:
14.1) the set Ay, ..., A, is linearly independent;
14.2) the Gramian matriz (6.1) is properly positive;

14.3) The determinant of the Gramian matriz (6.1) is different from zero.
([Wol, str. 68)

Gramovy matice Wong vyuzil i na dalsich strankach své prace, napfiklad pii
upravach matice soustavy linearnich rovnic na stupiovity tvar pomoci ortogona-
liza¢niho procesu (v podstaté se jednd o QR-rozklad).

Zajimavé je, ze Wong necitoval ani jednu z Gramovych ¢i Schmidtovych praci.
Pritom svym ¢lankem vyrazné prispél k rozsifeni pojmii, ale i termint Gramova ma-
tice, Gramiv determinant a Gramiv-Schmidtuv ortogonalizacni proces. Vyslovné se

13 Symbolem D znaéi determinant, dale je n(X) = (X, X).
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odkazoval na vysledky Davida Hilberta a Eliakima Hastingse Moorea (1862-1932)
a na klasické uéebnice Leonarda Eugena Dicksona (1874-1954), Maxima Béchera,
Dunhama Jacksona (1888-1946) a E. H. Moorea.'4

13 Zavér

Poznamenejme na zavér, Ze jistou ortogonalizaci uvazoval jiz Pierre Simon Lapla-
ce (1749-1827), francouzsky matematik, fyzik a astronom, v prvnim dopliitku prace
Théorie analytique des probabilités [L]. Obdobny postup pouzil i Augustin Louis
Cauchy (1789-1857).

Gramuv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces poutd pozornost i v soucasné dobé,
zejména v souvislosti s teorii nejmensich ¢tverci a s nejriznéjsimi numerickymi
metodami (viz nap¥. [S], [H], [LQ], [LL], [WL], [Dr]). RozliSovan je klasicky a modi-
fikovany Gramuv-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces (viz [F]).

V té ¢i oné podobé se Gramiiv-Schmidttv ortogonaliza¢ni proces vyskytuje prak-
ticky ve vS8ech ucebnicich linearni algebry a patfi k zdkladnim poznatktm této dis-
cipliny. Gramova matice a Gramiv determinant se objevuji spiSe ve specialnich
partiich vétsich monografii.

Ortogonaliza¢ni proces je v némeckych, ale i jinjch uéebnicich oznacovan vétsi-
nou jen jako Schmidtiiv,!® v uéebnicich vydanych v Sovétském svazu pouze jako
ortogonaliza¢ni proces (beze jmen).16 V udebnicich psanych anglicky, italsky apod.
je vétsinou uvadén jako ortogonalizaéni proces Gramtv-Schmidtav.!”

14 1. E. Dickson: Modern Algebraic Theories, Chicago, 1926, L. E. Dickson: First Course in
the Theory of Equations, University of Michigan Library, 1922, M. Bocher: Introduction to higher
algebra, New York, 1907, D. Jackson: The Theory of Approximation, AMS, 1930, E. H. Moore:
Vectors, Matrices, and Quaternions, Class lectures by R. W. Barnard, 1925-1926.

15 Vig naptiklad H. Boseck: FEinfihrung in die Theorie der linearen Vektorriume, VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1965 (viz str. 223), M. Koecher: Lineare Algebra und
analytische Geometrie, Springer, Berlin, 1983 (viz str. 157), I. Satake: Linear Algebra, Dekker,
New York, 1975 (viz str. 115), L. Bican: Linedrni algebra, SNTL, Praha, 1979 (viz str. 185).

16 Viz napiiklad I. M. Gelfand: Linejnaja algebra, 3. vydani, Nauka, Moskva, 1966 (viz str. 39),
Cesky preklad: Nakladatelstvi CSAV, Praha, 1953 (viz str. 28), A. G. Kuros: Kurs vysiej algebry,
7. vydani, GIFML, Moskva, 1962 (viz str. 213-214), V. A. I'in, E. G. Poznjak: Linejnaja algebra,
Nauka, Moskva, 1974, (viz str. 93), A. N. Rublev: Linejnaja algebra, VysSaja skola, Moskva, 1968,
(viz str. 315).

17 Viz napiiklad D. S. Watkins: Fundamentals of Matriz Computations, J. Wiley & Sons,
Hoboken, New Jersey, 2010 (viz str. 223), H. Paley, P. M. Weichsel: Elements of Abstract and
Linear ALgebra, Holt, Rinehart and Winston, Inc., New York, Chicago, San Francisco, Atlanta,
Dallas, Montreal, Toronto, London, Sydney, 1972 (viz str. 466), T. S. Blyth, E. F. Robertson:
Linear Algebra, Chapman and Hall, London, 1986 (viz str. 75), C. W. Curtis: Linear Algebra. An
Introductory Approach, Springer, New York, 1974, 1984 (viz str. 124), L. Smith: Linear Algebra,
Springer, New York, 1978 (viz str. 230), G. Accascina, V. Villani: Algebra lineare, ETS Pisa,
1980 (viz str. 206), S. Mac Lane, G. Birkhoff: Algebra, Alfa, Bratislava, 1973, 1974 (viz str. 451),
G. Birkhoff, S. Mac Lane: Prehl’ad modernej algebry, Alfa, SNTL, Bratislava, Praha, 1979 (viz
str. 199). Pfipomenme vSak i némeckou uc¢ebnici W. Klingenberg: Lineare Algebra und Geometrie,
Springer, Berlin, 1984 (viz str. 106), a ¢eskou uéebnici L. Motl, M. Zahradnik: Péstujeme linedrni
algebru, UK, Karolinum, 2003 (viz str. 65).
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»»AKREDITACE*“ MATEMATIKY PRED 77 LETY

MARTINA BECVAROVA

Abstract: The paper briefly outlines key moments from the history of Faculty of Science of
German University in Prague, especially from the history of its Mathematical Institute. It pays
attention in historical, political and professional content to personal and professional fates of
individual mathematicians who spent longer or shorter part of their active lives at the German
University in Prague. It recalls the level of teaching mathematics from 1920 until 1939, i.e. in
the period of the biggest bloom and boom of German mathematical community in Prague.
The main goal of this paper is to give a short analysis of the preserved document titled
Richtlinien fiir das Studium der Mathematik als Lehrfach an Mittelschulen (1938) and to
introduce some remarks for thought.

1 Prirodovédecka fakulta Némecké univerzity v Praze — stru¢ny uvod

Od pocitku 20. stoleti se stile vice ukazovalo, Ze filozofické fakulty, na nichz se do-
sud vyucCovaly a studovaly matematika a pfirodni védy, jiZ neddvaji dostate¢ny prostor
pro jejich dal§i rozvoj a prestdvaji poskytovat odpovidajici vzdé&lavani budoucim stfedo-
Skolskym profesortim. Vzhledem k vyvoji evropskych univerzit a védeckych instituci
bylo nutno vzniklou situaci urychlené fesit i u nas. Proto jiz na pocatku 20. stoleti poda-
vali ¢eSti i némecti pfirodovédci z univerzit v Praze ndvrhy na vytvoreni samostatné pii-
rodovédecké fakulty. Jeji zaloZeni vSak oddalila prvni svétova vélka. Teprve po vzniku
Ceskoslovenské republiky probéhla nové jednani, ktera vyustila v zakonné vladni nafi-
zeni €. 392 Sb. ze dne 24. ¢ervna 1920, jimzZ byla od Skolniho roku 1920/1921 zaloZena
samostatna Prirodovédecka fakulta University Karlovy a samostatnd Naturwissenschaft-
liche Fakultdt der Deutschen Universitdt in Prag [Ptirodovédecka fakulta Némecké uni-
verzity v Praze]. Jejich hlavnim tkolem bylo pfipravovat stiedoskolské profesory mate-
matiky, pfirodnich véd a farmaceuty.

Ve dvacatych a tricatych letech 20. stoleti byla Némeckd univerzita v Praze relativné
malou, nicméné vyznamnou védecko-pedagogickou instituci ve stfedni Evropé. Po roce
1920 sice doslo k nezanedbatelnému nartistu poctu jejich studentil, soucasné vSak nastala
zména Vv jejich zdjmu o zaméfeni studia. Zatimco pied rokem 1918 prevazovali pravnici,
po roce 1920 zacali hrat rozhodujici dlohu medici. Tento trend mohl souviset s jistym
omezenim uplatnéni némecky mluvicich absolventl v ¢eskoslovenské statni spraveé. Také
pocty studentl na filozofické a piirodovédecké fakulté nardstaly jen pozvolna, nebot’ se
jiz déale nerozSifovala rozsahla sit némeckych stfednich $kol, ktera byla budovéana od
druhé poloviny 19. stoleti, a tudiZ nepfibyval pocet systemizovanych mist stiedoSkol-
skych profesorti. Vyhled na dobrou kariéru poskytoval predevsim podnikatelsky sektor,
prumyslova vyroba, soukroma 1ékafska a farmaceuticka praxe.

Némecka univerzita v Praze zacala ve dvacatych letech 20. stoleti pfitahovat némecky
mluvici studenty, ktefi dfive mifili do Berlina, DraZd’an, Vidné¢ a Budapesti. Jednim
z divodli mohlo byt i to, Ze diplomy z némeckych, rakouskych ¢i mad’arskych univerzit
bylo nutno nostrifikovat, ptipadné doplnit dal§imi ¢eskoslovenskymi statnimi zkouskami,
pokud jejich nositel chtél ziskat v Ceskoslovensku misto ve stitni sluzbd. Diky demo-
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kratické, multikulturni a naboZensky tolerantni atmosféfe mezivalecné Prahy se Némecka
univerzita stala pritazlivou také pro studenty Zidovského vyznani a demokratického
smysleni z Litvy, LotySska, Ukrajiny, Mad’arska, Polska a pozd¢ji i Némecka. Jeji popu-
laritu zptsobovaly i pomérné nizké Skolni poplatky, nizsi Zivotni ndklady v Praze, jeji
dobra dopravni piistupnost a zejména vehlas nekterych profesort (napt. L. Berwald,
R. Carnap, C. I. Cori, Ph. Frank, H. Hirsch, H. Kelsen, A. Kirpal, A. Lampa, K. Lowner,
A. Naegle, G. A. Pick, E. G. Pringsheim, E.Schneeweis, L. Spiegel, F. Spina,
K. M. Swoboda, M. Winternitz, W. Wostry).

Ani Némecké univerzit€ v Praze se nevyhnuly naciondlni, ndboZenské, hospodarské
a socidlni problémy, které vyvolavala nastupujici hospodarskd krize, silici faSismus
a mistni rozpory mezi liberdlnimi a socidlnédemokratickymi skupinami (podporovanymi
i némecky mluvicimi multikulturnimi a Zidovskymi kruhy) a naciondlnimi a antisemit-
skymi skupinami. Pfes rizné excesy se antisemitismus na Némecké univerzité¢ v Praze
prosazoval pomaleji neZ na jinych fiSsko-némeckych a rakouskych univerzitich. Ve tii-
catych letech vsak zacaly i mezi prazskymi studenty a profesory vyraznéji silit sympatie
k nacismu. Presto se diky podpofe ceskoslovenské vlady podafilo na nékterd fadné
uprazdnéna profesorskd mista jmenovat odborniky vyhnané z rasovych ¢i politickych
divodt z Némecka. AZ do Mnichova praZsti profesofi zidovského vyznani nemuseli uni-
verzitu opoustét, nebot’ si zde uchovavali rozhodujici vétSinu liberdlné a demokraticky
smySslejici pedagogové.

Na pocatku zimniho semestru 1938/1939 muselo vedeni univerzity fesit otdzku, jak
,.naloZit“ s vyucujicimi a studenty Zidovského piivodu. V prosinci 1938 profesorsky sbor sta-
novil pravidlo upravujici zkousky; Zidovsti vyucujici mohli zkouSet pouze Zidovské studenty,
arijsti pouze arijské, pokud to dovolovalo obsazent stolice, resp. oboru. Situace se vSak béhem
jara 1939 nadile zhorSovala, nebot’ v Ceskoslovenské spolecnosti i na Némecké univerzité
narustaly faSizujici a protiZidovské tendence. Pod silnym natlakem némecké politiky a propa-
gandy vldda tehdy jesté samostatného Ceskoslovenska piijala dne 21. ledna 1939 zvl4stni
usneseni O prislusnicich Zidovskych ve stdtnich sluZbdch omezujici jejich zaméstnavani. Dne
27. ledna 1939 vydala nafizeni o pobytu imigrantli — vSechny takové osoby mély opustit nase
uzemi ve 1hité jednoho az Sesti mésicii. TéhoZ dne rozhodla, Ze vSichni vyucujici Zidovského
puvodu prestanou vykondvat stitni sluzbu. Dne 10. tnora 1939 vyhldésila upravujici nafizeni
o prozkoumani statniho obcanstvi imigranti a soucasné vydala pokyn, aby ufady zjistily
vSechny své zaméstnance Zidovského plivodu. Starsi zaméstnanci méli byt urychlené penzio-
novani, zameéstnanci sttedniho véku méli byt posldni na dovolenou s cekatelnym a mladsi
propusténi. Ze zameéstnancti zidovského ptivodu mohli ve statnich sluzbach zustat jen ti nepo-
stradatelni, ale i oni museli byt pieloZeni na mista, kde nebudou pfichazet do kontaktu s ve-
fejnosti. Némecka univerzita v Praze otdzku vylouceni Zidovskych kolegt vytesila velmi ini-
ciativn€, samostatné a razantn€, nebot’ na pocatku brezna 1939 vyloucila ze svych fad vsech-
ny pedagogy Zidovského pvodu.

Dne 2. srpna 1939 se Némecka univerzita v Praze stala rozhodnutim A. Hitlera ne-
dilnou soucasti fisskych némeckych vysokych $kol a vyuka na ni probihala podle fis-
skych zakoni a pravidel aZ do kvétna roku 1945."

10 20. a 30. letech 20. stoleti na Némecké univerzité v Praze viz napt. J. Havranek, Z. Pousta (red.): Dé&jiny
Univerzity Karlovy 1V. 1918—1990, Univerzita Karlova, Karolinum, Praha, 1998.
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2 Personalni obsazeni vyuky matematiky

Pti vzniku Ptirodovédecké fakulty Némecké univerzity v Praze presli na tzv. ,,ma-
tematickou sekci“? z Filozofické fakulty matematici, astronomové a geofyzici. Prvnim
fadnym profesorem matematiky se stal Georg Alexander Pick (1859—-1942), ktery na uni-
verzité prednésel jiz od roku 1883. Pozici prvniho profesora matematiky zastdval az do
v matematické analyze a geometrii.> Misto druhého profesora nebylo obsazeno, nebot’
Gerhard Hermann Waldemar Kowalewski (1876-1950) kratce pted vznikem Piirodové-
decké fakulty odeSel na drazd’anskou techniku.® Na Piirodovédeckou fakultu presli také
soukromi docenti a asistenti (L. Berwald a A. Winternitz), pfevedeny sem byly veSkeré
matematické pfednasky, seminafe a prosemindfe a matematicka knihovna.

V zimnim semestru Skolnitho roku 1919/1920 zahijil svoji pedagogickou €innost
na Némecké univerzité v Praze Ludwig Berwald (1883-1942), ktery na ni byl roku 1922
jmenovan mimofddnym a roku 1927 fadnym profesorem matematiky. PredndSel aZ do
roku 1939, kdy byl z rasovych divodi svého mista zbaven.” Pracoval zejména v dife-
rencidlni geometrii, jen n€kolik jeho praci se tyka jinych disciplin, vétSinou algebraic-
kych a analytickych problémti.

Od pocitku tretiho desetileti 20. stolet{ nartistal pocet studentli matematiky, zvySoval
se pocet vybérovych prednasek, seminafd a proseminail a rozSifovala se jejich tematicka
pestrost. Na univerzité pasobili 2 fadni profesofi matematiky, 1 az 2 mimofradni profe-
sofi, 1 aZ 2 soukrom{ docenti, 1 asistent a 2 sily zaptjc¢ené z Némecké techniky v Praze
na smluvni vyuku deskriptivni geometrie a aplikované matematiky. Ve tficatych letech se
zvysil i podet asistenti® a docentt’.

Po Pickové penzionovani se roku 1930 stal mimofadnym profesorem matematiky
Karl Lowner (1893—-1968), absolvent praZzské némecké univerzity. O Etyfi roky pozdé&ji
byl jmenovan fadnym profesorem. Prednasel do roku 1939, kdy byl pro svij Zidovsky

% Na Piirodovédecké fakultd Némecké univerzity v Praze byly pfednasky rozdéleny do Sesti zdkladnich sekef:
1. Matematika, astronomie a geofyzika, II. Fyzika a chemie, III. Mineralogie a geologie, VI. Botanika a zoologie,
V. Geografie a VI. Pifrodni filozofie.

* G. A. Pick byl dne 13. &ervence 1942 transportem AAq pod &islem 824 poslan do ghetta v Terezing. Transport
AAq tvofilo celkem 1 000 protektoritnich ob¢anti Zidovského pivodu, z nichZ se konce véalky doZzilo pouze
51 osob. G. A. Pick zemiel v Tereziné jiz dne 26. Cervence 1942 v nedozitych tfiaosmdesati letech.

4 G. H. W. Kowalewski se roku 1909 stal fadnym profesorem matematiky na Némecké technice v Praze, v roce
1912 presel jako fadny profesor na Némeckou univerzitu v Praze, kde setrval do roku 1920. Podruhé se na N¢-
meckou univerzitu, resp. Némeckou techniku v Praze vratil na podzim roku 1939 a vyuc¢oval na nich az do kvét-
na 1945. G. H. W. Kowalewski byl ¢lenem NSDAP, v kvétnu 1945 byl v Praze zat¢en a vySetfovan, ziskal vSak
dobrozdani némeckych zidovskych védci, ruskych a francouzskych matematikii a nakonec byl propustén. V zai{
roku 1946 odesel do Némecka a az do roku 1950 pfednasel v Regensburgu (Rezno) a Mnichové. Vice viz [4].

> Dne 26. ijna 1941 se L. Berwald musel jako &islo 2793/816 dostavit k Veletrznimu paléci a nastoupit do tieti-
ho transportu C, kterym bylo z Prahy deportovdno 1 000 osob do ghetta v L.odZi. Zahynul zde ve véku padesati
deviti let dne 20. dubna 1942. Vice viz [4].

© 0 vyvoji poétu asistentil viz informace v dal3{ &4sti tohoto piispévku, viz téz [4].

7 Soukromymi docenty se ve tiicatych letech 20. stoleti stali H. Lowig, O. Varga, M. Pinl a E. Lammel. H. Lo-
wig zahdjil vybérové predndsky od letniho semestru 1934/1935, O. Varga od zimniho semestru 1937/1938,
M. Pinl od letnfho semestru 1937/1938 a E. Lammel od zimniho semestru 1938/1939. Vice viz [4].
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pivod zbaven mista.® V letech 1917 a7 1939 uveiejnil nékolik inspirativnich praci
z geometrické teorie funkci, teorie monoténnich maticovych funkci, teorie miry na Hil-
bertovych prostorech a aplikaci matematiky v hydrodynamice.

Od roku 1914 azZ do roku 1934 zastdval misto asistenta Matematického ustavu Fi-
lozofické, resp. Piirodovédecké fakulty Némecké univerzity Arthur Winternitz (1893—
1961), ktery byl po opakovanych snahich profesorského sboru jmenovan mimotfadnym
bezplatnym profesorem matematiky teprve roku 1931 (byl mu vSak ponechan asistentsky
plat). Od zimniho semestru 1934/1935 zah4jil kariéru mimotfadného profesora, kterou
vak ukongil nastup nacistd.’

Roku 1931 prijal misto mimofadného profesora na Némecké univerzité¢ v Praze
Rudolf Carnap (1891-1970), vyznamny logik, znalec filozofie a pfirodnich véd. Od zim-
niho semestru 1931/1932 do zimniho semestru 1935/1936 vypisoval vybérové pirednasky
o logice, systému véd, teorii poznani, vztahu filozofie a ptirodnich véd, d€jinach filozofie
a filozofickych zdkladech aritmetiky a geometrie.'’

Ve dvacatych a tficatych letech 20. stoleti ptisobili na Némecké univerzité v Praze ta-
ké pedagogové z Némecké techniky. Vybérové prednasky z matematické analyzy, variac-
niho poctu a aplikované matematiky konal fadny profesor Paul Georg Funk (1886—1969).
V lednu roku 1939 mu bylo piednaseni zakazano, nebot’ byl Zidovského pavodu.'' Za-
kladni kurzovni pfedndsky z deskriptivni geometrie vedl fadny profesor Karl Mack
(1882-1943);'? od letniho semestru 1936/1937 vyuku vzhledem k Mackovu $patnému
zdravotnimu stavu suploval jeho asistent Walter Frohlich (1902-1942). Rozhodnutim
profesorského sboru a Ministerstva Skolstvi a ndrodni osvéty ji oficidlné prevzal od zim-
niho sle3mestru 1938/1939. V lednu roku 1939 byl vsak pro sviyj Zidovsky ptivod zbaven
mista.

8 K. Lownerovi se v jnu 1939 podafilo emigrovat do USA. V letech 1939 a7 1944 ugil na univerzité
v Louisville, v letech 1944 az 1945 pusobil na Brown University v Providence, v letech 1945 az 1951 na Syra-
cuse University a v letech 1951 az 1963 na Stanford University. Vice viz [4].

%V lednu roku 1939 byla Winternitzova pedagogicka Ginnost zastavena, protoZe byl Zidovského piivodu. Na jate
roku 1939 ziskal britsky cestovni pas, nebot’ mél ¢eskoslovenské i britské obcanstvi. Vystéhoval se do Velké
Britdnie a od podzimu roku 1939 zacal vyu€ovat na univerzité¢ v Oxfordu. Vice viz [4].

' Rudolf Carnap byl oficidlng a7 do zimniho semestru 1938/1939 ¥adnym &lenem profesorského sboru Ptirodo-
védecké fakulty Némecké univerzity v Praze, a¢ od letniho semestru 1935/1936 byl na studijnim pobytu, resp.
studijni dovolené v USA. V zimé roku 1938 se rozhodl jiz do Evropy nevracet, ziistal v USA, kde ziskal misto
profesora filozofie na univerzité v Chicagu. V padesitych a Sedesatych letech ptisobil na Princetonu a na Univer-
sity of California v Los Angeles. Vice viz [4].

""'P. G. Funk byl dne 4. tinora 1945 transportem AE2 pod &slem 682 deportovan do ghetta v Terezing, kde se
dockal osvobozeni. V roce 1945 odeSel do Rakouska. V letech 1945 az 1957 prednaSel na videiiské technice
a univerzité. Zabyval se pfedev§im variacnim poc¢tem, afinni geometrii, diferencidlni geometrii ve velkém, Min-
kowskiho geometrii, teorii kontinua, kvantovou mechanikou a aplikacemi matematiky ve fyzice a technické
praxi. Vice viz [4].

12 K. Mack spojil s Prahou celou svou odbornou kariéru, od roku 1916 az do roku 1943 piednasel jako mimo-
fadny, resp. faddny profesor deskriptivni geometrie na Némecké technice v Praze. Od roku 1917, po vice nez
tficetiletych snahach profesorit matematiky, se deskriptivni geometrie stala fadnym univerzitnim pfedmétem, ne
vSak plnohodnotnym, nebot’ pro ni nebylo systemizovano misto fddného ani mimotadného profesora. Jeji pravi-
delnou vyuku zajistoval pravé K. Mack, ,smluvné najimany* pedagog z techniky. Poznamenejme, Ze K. Mack
byl ¢lenem NSDAP. Vice viz [4].

5 W. Frohlich byl dne 21. fijna 1941 deportovan transportem B jako &islo 976 do ghetta v LodZi, kde dne
29. listopadu 1942 zahynul. Vice viz [4].
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Pripomenime, Ze od letnitho semestru 1934/1935 zahijil na Pifirodovédecké fakulté
Némecké univerzity v Praze vybérové prednasky Heinrich Lowig (1904-1995), sou-
kromy docent matematiky. Z rasovych diivodil jako Zidovsky miSenec 1. stupné byl ve
Skolnim roce 1938/1939 svého prava ,,venia docendi* zbaven.'* Od letnitho semestru
1937/1938 byl soukromym docentem matematiky Maximilian Pinl (1897-1978), ktery
musel roku 1939 jako politicky nespolehlivy své misto opustit. ">

V zimé roku 1939 na matematické sekci Prirodovédecké fakulty Némecké univerzity
v Praze zistali pouze mladi a nepiili§ zkuSeni matematici Otto Varga (1909-1969)'°
a Ernst Lammel (1908—1961),17 oba na pozici asistentti a soukromych docenti, a Alfred
Eduard Rossler (1903-2),'® asistent Némecké techniky, ktery se teprve habilitoval
a narychlo byl povéfen vyukou deskriptivni a projektivni geometrie. Matematicky vy-

' H. Lowig byl od roku 1939 do roku 1943 bez fadného mista, v roce 1944 byl totdlné nasazen v kovopri-
myslu. V zaff roku 1944 byl deportovan do némeckych tdborti nucenych praci. V letech 1945 aZ 1948 nemohl
v Ceskoslovensku sehnat Zidnou préci odpovidajici jeho kvalifikaci, nebot’ byl podle tehdejsich zdkonti povaZo-
véan za nespolehlivého ob¢ana némecké narodnosti. V roce 1948 se mu podafilo emigrovat do Tasménie, kde
ziskal misto profesora matematiky na univerzité v Hobartu. V roce 1957 odesel do kanadské Alberty, kde obdr-
Zel misto profesora matematiky na univerzit¢ v Edmontonu. Vénoval se zejména matematické analyze (dife-
renéni rovnice), funkciondlni analyze (teorie dimenze) a obecné algebie (teorie grup a svazl). Vice viz [4].
'> M. Pinl byl na jate roku 1939 zat¢en Gestapem a krétce véznén. Byl jednim z mala némeckych matematiki,
ktefi se vefejné rozesli s nacistickou ideologif, patfil mezi zastance védecké spoluprice Némcii a Cechit. V letech
1939 az 1944 se musel podilet na vyzkumu dynamiky plyni, konstrukci raketovych motora a fizeni leteckého
provozu. Zil a pracoval v Braunschweigu (Brunswick) pod stalym policejnim dozorem; byl vlastné totdlng nasa-
zen. V 1ét¢ roku 1944 se vritil do Prahy, kterou opustil ve spéchu v kvétnu 1945 kratce pied piichodem Rudé
armady a odeSel do Némecka. V roce 1946 ziskal misto docenta matematiky na univerzité v Koliné nad Rynem
a o dva roky pozdé&ji i misto fadného profesora. V letech 1949 az 1954 prednasel jako hostujici profesor na uni-
verzité v Dacca (Pdkistdn). V letech 1954 aZ 1962 vyucoval na univerzit¢ v Kolin€ nad Rynem a absolvoval
nékolik pobytl v USA (Atlanta) a SSSR (Moskva). Od roku 1962 do roku 1967 pracoval jako hostujici profesor
na univerzit¢ v Miinsteru. Zabyval se diferencidlni geometrii, parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi, teorif rela-
L1v1ty a dynamikou plynt. Vice viz [4].

© 0. Varga se v listopadu 1937 po tisp&&ném habilitaénim fizeni stal soukromym docentem matematiky na P¥i-
rodovédecké fakult¢ Némecké univerzity v Praze. V letech 1937 az 1941 na ni konal zakladni i vybérové mate-
matické prednasky. V roce 1940 byl podle fiSskych zdkond jmenovan fadnym docentem a pfidélen na Pri-
rodovédeckou fakultu Némecké univerzity v Praze. V 1ét€ roku 1941 se odstéhoval do Popradu, na podzim téhoz
roku odesel do Kolozsvaru, kde obdrZel misto na univerzité. Roku 1942 piesel na univerzitu do Debrecenu, kde
pusobil jako fadny profesor aZ do konce svého Zivota. Vénoval se zejména diferencidlni geometrii a matematické
analyze. Vice viz [4].
7 E. Lammel pracoval na Némecké technice v Praze od roku 1928 do roku 1929 jako demonstrator fyziky, od
roku 1929 do roku 1930 jako pomocny asistent matematiky a od roku 1931 do roku 1940 jako fadny asistent
matematiky. Roku 1938 se habilitoval na Némecké technice v Praze a kratce nato i na Némecké univerzité
v Praze. Od roku 1939 do roku 1940 byl asistentem a soukromym docentem na Némecké technice v Praze, kde
suploval témér veSkerou vyuku na katedfe ,,Lehrstuhl fiir Mathematik II.“, kterd se uvolnila po Funkové nuce-
ném odchodu. Soucasné¢ v letech 1939 az 1940 jako soukromy docent vypomadhal s pfednaSkami a seminafi na
Némecké univerzité v Praze. V 1ét€ roku 1940 byl jmenovan docentem na obou prazskych némeckych vysokych
Skoldch a roku 1943 byl ustanoven mimofddnym profesorem matematiky na Némecké technice v Praze.
V kvétnu 1945 opustil Prahu a v 1ét€ roku 1945 odesel do Jizni Ameriky. Roku 1950 obdrzel misto profesora na
univerzit¢ v Tucumanu (Argentina), kde se stal uzndvanym matematikem. Vénoval se zejména matematické
analyze. Poznamenejme, Ze E. Lammel byl ¢lenem NSDAP. Vice viz [4].
'8 A. E. Rossler se roku 1938 habilitoval na Némecké technice v Praze a o rok pozdgji i na Némecké univerzits
v Praze. Od roku 1939 pisobil jako docent na Némecké technice v Praze a na Némecké univerzité v Praze, kde
prednaSel deskriptivni a projektivni geometrii. V roce 1945 odeSel do Némecka a na technice v Cichach ziskal
profesuru matematiky. Vénoval se zejména deskriptivni, projektivni, afinni a diferencidlni geometrii. Pozname-
nejme, Ze A. E. Rossler byl clenem NSDAP. Vice viz [4].
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zkum, bé€Zna vyuka i vychova doktorandu, spolkové aktivity, formdalni i neformalni spo-
leenské styky byly takika paralyzovény. '’

3 Vyuka matematiky

Ve dvacitych letech se v tiletém, ve tiicatych letech v &tyfletém cyklu® konaly za-
kladni kurzovni prednasky, které pokryvaly matematickou analyzu (diferencialni
a integralni pocet, komplexni funkce komplexni proménné, obycejné i parcidlni diferen-
cidlni rovnice, variacni pocet), geometrii (deskriptivni, projektivni, analytickd, diferen-
cialni, integrélni, afinni a neeukleidovska), algebru (zaklady aritmetiky a algebry, trans-
formace, algebraické rovnice) a teorii gisel.?! Z ndzva prednasek vyplyva, Ze pomérné
mald pozornost byla pravdépodobné vénovdna moderni algebfe, logice, teorii mnoZin
a topologii. Zcela stranou viak ztstdvala vyuka pravdépodobnosti a statistiky.**

Na pocatku dvacatych let se primérny pocet studentli zapisujicich si ,,velké kurzovni
matematické prednasky‘ pohyboval mezi 40 aZ 50, postupné nartstal az na 60. Neni pro-
to pfekvapujici, Ze profesorsky sbor usiloval o zfizeni tfeti profesury, oddéleni pfedniSek
pro chemiky a pfeneseni ¢asti ,,povinné vyuky* na mladé soukromé docenty. Tyto snahy
se podafilo realizovat ve druhé poloviné tficatych let, kdy se pocet studentii matematiky
na ,,velkych kurzovnich piednaskach“ pohyboval mezi 23 az 86 studenty,” v priméru
jich bylo 70. Ke konci tficatych let vlivem oddéleni ,.elementarnich* kurzt a kurzt pro
chemiky se pocet student na ,,velkych pfednaskach* ustélil kolem 45.

Neméné zajimavym vyvojem prosla vyuka semindit a proseminaiti. Ve dvacatych le-
tech si je zapisovalo 11 az 33 studentii, v praméru kolem 15.** Seminéi (resp. semi-
narni/prosemindrni cviceni) byl kondn v jedné nebo ve dvou paralelnich skupinéch,
znichZ jedna byla uréena pro kandidaty ucitelstvi a zacateCniky, druhd pro pokrocilé
a talentované studenty, ktefi se seznamovali i s principy védecké price a tvorbou odbor-
nych &lankd.” Ve tiicatych letech si seminaf a proseminéi zapisovalo 9 aZ 31 student,*®
v priméru kolem 20. Soucasné doslo k jasnému oddéleni a pfesnému vymezeni obsahu
a cile seminafe a proseminafe a k jednozna¢nému principu jejich obsazovéini vyucujicimi.
Ve vedeni semindfe a prosemindfe se ve dvouletém cyklu stfidali f4dni profesofi L. Ber-
wald a K. Lowner. Cilem prosemindfe bylo procvi€it a upevnit matematické znalosti

kandidatt ucitelstvi. Cilem seminafe bylo prohloubit a rozsifit znalosti studentd nad ra-
mec ,,zédkladnitho* studia, sezndmit je s novymi matematickymi vysledky a pfipravit je na

O historii persondlniho obsazeni vyuky matematiky na N&mecké univerzité v Praze, Zivotnich osudech
v §ir§im dobovém kontextu a matematickém dile jednotlivych profesori, docentl, asistentd a vybranych dokto-
randu viz [4].

% O proménich zdkladni délky univerzitniho studia viz M. Be&vétova: Zkousky ucitelské zpiisobilosti (pred
nemeckou zkusebni komisi), in J. Be¢var, M. Be¢vatova: 35. mezindrodni konference Historie matematiky, Velké
Mezirici, 22. aZ 26. 8. 2014, Praha, Matfyzpress, 2014, 273 stran, strankovy rozsah 99-112.

2! Uplny seznam matematickych prednasek, seminéfii a proseminafd konanych na Némecké univerzitd v Praze
v letech 1882 aZ 1945 je uveden v [4].

2 Na Némecké univerzité v Praze nebyly tyto obory vyucovany, byly viak prednaeny na technice. Vice viz [3].
3 Nejméng (23) jich bylo zapsino v letnim semestru 1933/1934 na piednésce Differential- und Integralrech-
nung II. (L. Berwald), nejvice (86) v zimnim semestru 1932/1933 na ptedndSce Elemente der Zahlentheorie
(L. Berwald).

* Nejméné (11) jich bylo zapsno v zimnim a letnim semestru 1920/1921 a v zimnim semestru 1925/1926, nej-
vice (33) v zimnim semestru 1922/1923.

» Nejasné formélni rozd&leni skupin nebylo mozno upfesnit ani studiem katalogd poslucha&i. Jediné vyjimky
byly v zimnim a letnim semestru $kolntho roku 1923/1924 a 1924/1925.

% Nejméné (9) jich bylo zapsano v letnim semestru 1936/1937, nejvice (31) v zimnim semestru 1934/1935.
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védeckou praci. Seminafe tedy podstatné vice odrdZely odborné zajmy jednotlivych pe-
dagogt.”’

Zcela samostatnou kapitolou bylo studium deskriptivni geometrie.”® Ve dvacatych le-
tech si ji zapisovalo 7 a7 26 studentd,” v praméru asi 16. Ve tiicatych letech si ji vybiralo
15 a7 49 student,” v praméru kolem 39. Poznamenejme, Ze si ji zapisovali jednak stu-
denti matematiky, jednak studenti mineralogie, geodézie a chemie.

Ani v naSich, ani v zahrani¢nich archivech se nepodafilo dohledat Zadné materialy,
které by poskytovaly bliZsi informace o ndplni jednotlivych prazskych matematickych
prednaskovych kurzi. V seznamech piednasek [2] nebyly uvadény zadné anotace Ci cha-
rakteristiky obsahu predmétii. Neexistovaly Z4dné povinné sylaby a u&ebnice,” seznamy
zékladni a rozsifujici literatury, soupisy feSenych ¢i nefeSenych piikladt, vzorové pro-
vérky, soubory zkuSebnich otdzek apod. V zapisech profesorského sboru nejsou pozna-
mendny Zadné tdaje ani u ndvrhd novych predméti, ani u vybérovych prednasek. Od-
bornd, obsahovi a pedagogicka uroven vyuky byla plné v kompetenci jednotlivych profe-
sort a docenttl, resp. ,,odbornych sekci*“ fakulty. Nebyla vytvofena Zadna ,,nadfizena“
komise, ktera by posuzovala kvalifikaci pedagogt (profesorii ¢i docentd podle poctu je-

7 Ve dvaciétych letech 20. stoleti feditel semindte dostdval na nakup pomticek, literatury a b&Znou ¢innost semi-
néfe statni ro¢ni dotaci ve vysi 1200,— K¢&. Vedoucimu semindfe a prosemindie nilezela pravidelnd ro¢ni od-
ména. S vyukou, resp. opravovdnim semindrnich praci vypomadhal jeden asistent, ktery byl obvykle jmenovan na
dva Skolnf roky. V letech 1920 aZ 1934 zastdval misto fddného asistenta matematického dstavu A. Winternitz,
ktery byl od roku 1921 soukromym docentem, od roku 1931 ,,neplacenym® mimofadnym profesorem a teprve od
roku 1934 fadné honorovanym mimofddnym profesorem. V letech 1930 a 1931 L. Berwald a K. Lowner s ohle-
dem na pocet posluchacu, ktefi si zapisovali semindf a proseminaf, zZadali o vytvofeni nového placeného mista
~pomocného védeckého asistenta”, které mél zastdvat student vysSich roénikll nebo ,,doktorand”. Po opakova-
nych urgencich a zdiivodnénich profesorského sboru bylo misto ziizeno od Skolniho roku 1931/1932. V letech
1931 aZ 1934 je zastdval H. Lowig, v letech 1934 aZ 1935 O. Dobsch a v letech 1935 az 1938 O. Varga. Pozna-
menejme, Ze v roce 1934 H. Lowig po odchodu A. Winternitze na misto mimofadného profesora pozadal o misto
fadného asistenta, rozhodnutim Ministerstva $kolstvi a narodni osvéty je vSak neziskal, a¢ byl doporucen profe-
sorskym sborem. Zda se, Ze misto asistenta ztstalo neobsazeno a jeho praci pievzal pomocny asistent, nebot’ dne
9. prosince 1937 profesorsky sbor navrhl, aby O. Varga byl ustanoven na misto bezplatného asistenta matema-
tického dstavu a byl mu ponechdn ptvodni plat pomocného asistenta. Vice viz [3] a [4].

2V letech 1920 a7 1939 byl zakladnimi dvousemestralnimi tithodinovymi predné¥kami z deskriptivni geometrie
povéiovan K. Mack, profesor Némecké techniky v Praze. Od letnitho semestru 1936/1937 jeho vyuku suploval
jeho asistent W. Frohlich. V letech 1920/1921 az 1930/1931 byly ptednasky vypisovany pod nazvem Kurs fiir
geometrisches Zeichnen und darstellende Geometrie, od roku 1931/1932 pod nazvem Kurs fiir darstellende und
projektive Geometrie. Je pravdépodobné, Ze se jejich obsah viceméné neménil.

% Nejméné (7) jich bylo zapsano v letnim semestru 1925/1926, nejvice (26) v zimnim semestru 1920/1921.

% Nejméné (15) jich bylo zapséno v letnim semestru 1930/1931, nejvice (49) v zimnim semestru 1932/1933.

3! Pocty studentii byly vyhledany v katalozich posluchadti. Zahrnuti viak byli jen i, kteff si Fadn& vyuku zapsali
a zaplatili Skolni poplatky, tj. ti, kteff meli pravo skladat zkousky a ziskat vysvédceni, resp. potvrzeni o absol-
vovani vyuky. Ti, kteff zapis zrusSili (pfeskrtnutim perem, modrou nebo ¢ervenou ,,ifedni pastelkou*) nebo neza-
platili $kolné, nebyli do souhrnu zapo¢itani. Pokud by byli zahrnuti, pocty mohly byt piiblizn¢ o 5 az 10 vyssi.
Poznamenejme, Ze studenti si mohli zapisovat libovolné pfednasky, seminéie a cviceni, a to v libovolném potadi
a kombinaci. Mohli vsak absolvovat bud’ pfednasku se cvi¢enim, nebo pouze pfednasku, nebo jen cviceni. Tyto
Jemné rozdily nebyly ve statistice zohlednény; v zépisech je totiZ nelze odlisit. Studenti, ktefi si zapisovali
v daném semestru alespon jednu matematickou piedndsku nebo seminaf, tvofili obvykle 20 aZ 25 procent viech
piirodovédet, nebot’ patiilo k dobrému nepsanému zvyku, Ze fyzici, ale i astronomové, geografové, geologové,
chemici a biologové absolvovali alespon dva semestry zakladnich matematickych kurzd, resp. specidlnich kurzt
pro piirodovédce ¢i chemiky. Vlastni matematickd komunita piili§ velkd nebyla, méla obvykle kolem 40 studen-
t, z nichZ hlubsimu studiu matematiky (budouci stiedoskolsti a vysokoskolsti ucitelé) se vénovalo maximalné
10 az 15 posluchact. Vice viz [2] a [4].

*2 Povinnd naplit prednéasek, resp. uZivani schvalenych uebnic bylo na univerzitich v rakouské monarchii zru-
Seno roku 1848.
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jich publikaci, zahrani¢nich pobytii apod.), kontrolovala ndpli a obsah prednasek, se-
znamy zakladni ¢i rozsifujici literatury, pribéh zkousek apod., vyjadiovala se k mate-
ridlnimu, prostorovému ¢i technickému vybaveni pracovisté. Kontrolni mechanismy byly
v rukou univerzity, fakulty, resp. komisi tvofenych cleny profesorského sboru. Zpochyb-
néni pravomoci a akademickych svobod byla velmi citlivou zéleZitosti a profesorsky sbor
na né oteviené nelibé reagoval. Vyse uvedené kontroly (dnes zcela béZné) nebyly viibec
myslitelné; zda se, Ze trady ani nenapadly (alespon v ,,matematické sekci* se o nich ne-
podatilo dohledat Zadné doklady).

4 Prepis dokumentu

Pfi studiu zapist ze zasedani profesorského sboru Pfirodovédecké fakulty Némecké
univerzity v Praze v letech 1920/1921 az 1938/1939 se podafilo nalézt ojedinély doku-
ment, ktery objasiiuje ,,studijni” plan a povinnosti kandidati ucitelstvi matematiky na
stfednich Skoldch. Jednd se o nepodepsany materidl nazvany Richtlinien fiir das Studium
der Mathematik als Lehrfach an Mittelschulen, ktery byl sepsdn dne 27. ledna 1938 jako
reakce profesorského sboru, resp. profesorti matematiky na dopis Ministerstva Skolstvi
a ndrodni osvéty pozadujici specifikaci studijnich podminek a povinnosti a obsahu zkou-
Sek v souvislosti s piipravovanou $kolskou reformou.’® Profesofi matematiky Z4dosti mi-
nisterstva vyhovéli. Rozhodné vSak nelze fici, Ze by tak ¢inili ochotné a aktivng.** Teh-
dejsi ,,akreditace* celé vyuky univerzitni matematiky meéla dvé a Ctvrt strany (strojopis
zkriceného formétu A4). V nasledujicich fadcich uvedeme tipIné znéni dokumentu:™

Der mathematische Vorlesungsplan gibt dem Horer die Moglichkeit, sich innerhalb
seiner ersten vier Studiensemester die fiir die erste Staatspriifung erforderlichen Kennt-
nisse anzueignen und innerhalb von sieben Studiensemestern die Kenntnisse zu erwerben,
welche in der zweiten Staatspriifung verlangt werden.

Zu den einfiihrenden Vorlesungen werden in der Regel Uebungen abgehalten. Es
kann den Studierenden nicht dringend genug geraten werden, sich rege und aktiv an die-
sen zu beteiligen, da die rein aufnehmende Titigkeit des Besuchs einer Vorlesung nicht
hinreicht, um den darin behandelten Gegenstand sich voll zu eigen zu machen.

Neben den Vorlesungen, welche alle Studierenden der Mathematik horen sollen, wer-
den fiir fortgeschrittenere Horer Sondervorlesungen gehalten, welche dem Horer die
Moglichkeit geben, sich in Spezialgebieten, fiir welche er besonderes Interesse hat, tiefer
gehende Kenntnisse anzueignen. In der Regel wird das Thema der fiir die zweite Staats-

By zapisu profesorského sboru ze dne 27. ledna 1938 je uvedeno: Anldsslich der kiinftigen Neuauflage der
Sammlungen der Ges. u. Verordn. fiir die Universitdt und fiir die Priifungsordnung fiir Lehramt an Mittelschulen
werden eine Reihe von Abdnderungsvorschligen seitens des Dekanates und der Mitglieder des Kollegiums vor-
gelegt. ([11, Protokoll der I1I. Sitzung des Professorenkollegiums der Naturwissenschaftlichen Fakultdt am Don-
nerstag den 27. Jinner 1938 ..., str. 1)

Reforma nebyla uvedena v Zivot v dasledku nacistické okupace Ceskoslovenska.

* V [1] se dochovaly podobné dokumenty tykajici se piipravy stfedoskolskych profesorii fyziky — matematiky
(2 strany formdtu A4; vypracovdny byly fyziky) a fyziky — chemie (2 strany formdtu A4; vypracovany byly
fyziky a chemiky). Obsahuji doporuc¢eny prubéh studia (8 semestrti), tj. seznam piednasek, seminait, prosemina-
0 a laboratornich cvi¢eni. Naprosto samoziejmou soucasti aprobace fyzika — chemie byl pozadavek studia za-
kladu diferencidlniho a integrdlniho poctu (v rozsahu alespon 2 semestrt).

* Srovnejme citovany dokument se sou¢asnymi akreditacemi jednotlivych studijnich obori, fakult a vysokych
skol, které obnaseji stohy materiali o vySce nékolika desitek centimetru.
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priifung bestimmten Hausarbeit einer von dem Studierenden gehiorten Spezialvorlesung
entnommen.

Die Studierenden werden nachdriicklich auch auf die mathematischen Sondervorle-
sungen an der Deutschen Technischen Hochschule in Prag aufmerksam gemacht, welche
insbesondere Fragen der angewandten Mathematik sowie der Geometrie behandeln.

1. Staatspriifung.

In den ersten zwei Studiensemestern ist eine Vorlesung iiber Differential- und Integ-
ralrechnung zu horen, innerhalb der vier ersten Studiensemester einfiihrende Vorlesun-
gen iiber Algebra und analytische Geometrie. Die Mathematikstudierenden, welche nicht
darstellende Geometrie als zweites Hauptfach haben, besuchen den viersemestrigen Uni-
versitdtskursus iiber darstellende Geometrie und projektive Geometrie. Alle genannten
Vorlesungen setzen nur die Kenntnis der Mittelschullehrstoffs voraus.

An die Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung schliesst sich ein zwei-
semestriges Proseminar an, dessen erfolgreicher Besuch Voraussetzung fiir die Zulas-
sung zur ersten Staatspriifung ist. Die Aufnahme in das Proseminar erfolgt auf Grund
einer Priifung, welche eine griindliche Kenntnis der Differential- und Integralrechnung
erweisen soll. Den Studierenden, welche darstellende Geometrie als zweites Hauptfach
haben und ihre ersten vier Studiensemester and der Briinner Technischen Hochschule
verbracht haben, kann der Besuch des Proseminars erlassen werden, falls sie ein Zeugnis
tiber den erfolgreichen Besuch von mathematischen Uebungen beibringen. Dieses muss
den ausdriicklichen Vermerk tragen, dass es einem Proseminarzeugnisse gleichwertig ist.

2. Staatspriifung.

Anschliessend an die Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung wird ein
drei- bis vier-semestriger Kurs iiber Analysis gehalten, der die Aufgabe hat, den Studie-
renden einen allgemeinen Ueberblick iiber die verschiedenen von der Infinitesimalrech-
nung abzweigenden analytischen Disziplinen insbesondere die Theorie der Differential-
gleichungen, die fiir die Anwendungen besonders wichtigen Kapitel der Theorie der reel-
len Funktionen, Theorie der Funktionen einer komplexen Verdnderlichen (Funktio-
nentheorie), sowie die Variationsrechnung geben.

Zur Einfithrung in die Geometrie ist je eine Vorlesung iiber Differentialgeometrie, ii-
ber die Grundlagen der Geometrie sowie iiber die Nicht-Euklidische Geometrie zu horen.

Ausserdem ist der Besuch einer Vorlesung iiber Zahlentheorie und einer iiber hohere
Algebra erforderlich.

Voraussetzung fiir die Ablegung der zweiten Staatspriifung ist der erfolgreiche Besuch
eines mathematischen Seminars in zwei Semestern. Die Aufnahme erfolgt auf Grund des
erfolgreichen Besuchs eines Proseminars oder eines gleichwertigen Zeugnisses der
Briinner Technischen Hochschule.*®

% Dokument pfilozeny do slozky Sitzungsprotokoll im Studienjahr 1937/1938 (viz [1]).

121



Prvni Ctyfi odstavce popisuji délku studia, organizaci statnich zkousSek a pravidlo pro
zapocitani studia na technice. Dalsi dva odstavce specifikuji poZadavky k prvni statni

zkouSce a velmi neurcité naznacuji rozsah pozadovanych znalosti. Posledni ¢tyfi odstav-
ce prinaseji obdobné informace o druhé statni zkousce.

Prag,den 27,Januar 1938, ‘

Richtlinien fiir das Studium der Mathemetik

als Lehrfach an Mittelschulent

Der mathematische Vorlesungeplan gibt dem Hirer die Viglichkeit,
eich innerhald seiner srstem vier Studieasemester die fiir 1ie erste
Staatspriifung erforderlichen Henntnisce anzusignen und innerhalb von
gieben Stuiiensemestern die ¥enntnisce zu erwerben,welche in der zwei-
ten Stastepriifung verlsngt werden,

7u den einfiihrenden Vorlesungen werden in dexr Regel Uebungen ab-
gehalten,®s kann den Studierenden nicht dringend gemug geraten werden,
gich rege und aktiv an diesen zu beteiligen,da die rein aufnehmende Td-
tigkeit des Besuchs einer Vorlesung nicht hinreicht,um den darin behan-
delten Gegenstend <ich voll zu eigen zu machon.

¥eben den Vorlesungen,welche alle Studierenden der Mathematik hi=-
ren sollen,verden Tir :m'tgeac}u‘ittenere_ Hirer Sondervorlesungen gehalten,
welche dem Horer die Miglichkeit gehan,‘fifl Spezinlgebieten, fiir welche er
besonderes Interesse hat,tiefer gehemde Fenninisse anzueignen, In der Re-
gel wird das Thema der fiir die zweite Staatspriifung bestimmten Hausarbeit
einer von dem Studierenden gehirtem Spezialvorlesung sntnommen,

Die Studierenden werden nacdrlicklich auch suf die mathematischen

Sondervorlesungen an der Deutschen Technischen Hochschule in i'rag sufmerk-

sam gemacht,welche insbesondere Pragen der angewandten Mathematik sowie
deyr Geometrie behandeln,

e
1.8taatspriifung. fQ

In den ersten zwel Studiensemestern ist eine Vorlassung iiber “iffergnl
el

tial-und Integralrechnung zu hitren,innerhalb der vier ersten Studiensemesiep

Prvni stranka dokumentu Richtlinien fiir das Studium der Mathematik als Lehrfach an
Mittelschulen (1938)
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5 Par slov zavérem

Prvni i druha ceskoslovenska republika si véazila kvalitnich a odborné¢ fundovanych
vysokoskolskych pedagogti bez ohledu na jejich narodnost, vyznani, socidlni pivod ¢i
politickou prislusnost. Profesorska jmenovaci fizeni nebyla jednoduchd, mista byla obsa-
zovana na zéakladé konkurzu, v némZ byla hodnocena odborna droven uchazecu, jejich
dosavadni v&decké vysledky, pedagogické a organizaéni schopnosti a zkusenosti.”” Neni
divu, Ze profesorsky post byl spojen s relativné dobrym platem a zna¢nou spolecenskou

prestizi.

Deékanét, rektorat, ministerstvo a stitni sprava nezatéZovaly profesory zbyte¢nou ad-
ministrativou, a¢ stiZnosti na jeji nariist nalezneme prakticky ve vSech dobach v zapisech
ze zasedani profesorského sboru, dopisech ministerstvu, osobnich vzpominkéach a pamé-
tech. Davaly pedagogickému sboru diivéru a ponechdvaly mu téméf naprostou svobodu
ve vyuce (co, jak, kdy, v jakém rozsahu a podle ¢eho vyucovat, zda a jakym zpisobem
zveiejiiovat studijni materidly a poZadavky k dil¢im ¢i statnim zkouSkam). To vSak roz-
hodné neznamena, Ze by piiprava napiiklad budoucich stfedoskolskych profesori mate-
matiky ¢i matematikli nebyla kvalitni. D4 se fici, Ze opak je pravdou, jak ukazuji domaci
i klauzurni prace, protokoly o ustnich zkouskach ucitelské zpUsobilosti, resp. protokoly
o doktorskych zkouskach a vlastni doktorské prace.™

Zcela samoziejma byla svoboda védeckého badani a plisobeni na studenty, dokto-
randy i asistenty.” Vyzkum (alespoii v matematice) nebyl v tehdejii dobé svazovan na-
vratnosti vynaloZenych finan¢nich prostfedkti, aplikovatelnosti vysledkt, védecko-vy-
zkumnymi plany, tematickymi okruhy grantovych agentur, vyzkumnymi zidméry a pro-
jekty jednotlivych instituci. Pfesto (anebo prdv€ proto) na matematické sekci Piirodove-
decké fakulty Némecké univerzity v Praze probihala badéani velmi tspésné.

Mira této svobody nebyla jiz nikdy po roce 1939. Nesouviselo to jen s valeCnymi uda-
lostmi a néaslednymi politickymi pfevraty, ale pravdépodobné s celkovou proménou nasi
spoleénosti (vSeobecny narust nediveéry a kontroly, bujeni administrativy a jejiho aparatu,
likvidace Zidovské komunity za vilky, odsun némecké komunity z povile¢ného Cesko-
slovenska, rozbiti témé&f vSech struktur eskoslovenské spole¢nosti po roce 1948, zména
pohledu spole¢nosti na vysokoskolské pedagogy, resp. ucitele viibec, nardstajici masifi-
kace vyssiho vzdelavani a s ni spojeny pfirozeny a nutny Upadek vzdé€lanosti, tibytek sku-
teénych odborné zdatnych a moraln€ pevnych pedagogit).

*7 Konkurz byl vicestupiiovy — zprava konkurzni komise tvofené nejméné tiemi zvolenymi ¢leny profesorského
sboru, hlasovani celého profesorského sboru (vyzadovalo se obvykle 2/3 kladnych hlast), vybér tzv. terna (troji-
§tho kandidata prezidentovi a nasledné prezidentské jmenovani. Podobné naro¢né bylo i habilita¢ni fizent, které
pfindselo post soukromého docenta, neposkytovalo vSak ,definitivu* a dostate¢né hmotné zajisténi. O néco
snadnéjsi bylo konkurzni fizeni na misto asistenta, kterého si vybiral piislusny profesor, jeho volbu doporucoval
profesorsky sbor a schvalovalo ministerstvo (provétovalo odbornost na zédkladé hodnoceni profesorského sboru,
od poloviny 30. letech prosetiovalo i loajalitu k Ceskoslovensku a zji§tovalo piipadnou aktivitu ve fasistickych
stranach).

* Vice viz [4], kde jsou samostatné kapitoly o doktoratech z matematiky z let 1882 aZ 1945, resp. o zkouskach
ucitelské zpusobilosti z matematiky v kombinaci s jingm aproba¢nim predmétem, které se konaly pfed némec-
kou zkuSebni komisi v letech 1882 az 1945.

¥ Pevné formulovany byly jen poZadavky na minimlni délku studia, poZadavky k prvni a druhé stétni zkousce
(u matematiky byl stanoven jen vSeobecny ramec zakladnich znalosti studenti).
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KRUHOVA INVERZE V NEWTONOVE OPTICE

PAVEL BOHAC

Abstract: The foundation of the modern circular geometry is widely connected with the
famous Swiss geometer Jakob Steiner, who allegedly discovered the circle inversion
around 1824, although it has not been mentioned in his published works. In this paper we
show that practically the same planar mapping has been used more than hundred years
before Steiner as seen in the Opticks by Isaac Newton.

1 Uvod

Zobrazeni kruhové inverze, jakozto zakladni kdmen kruhové geometrie, predstavuje
jeden z nejcennéjsich nastrojii planimetrie viibec. Neni vSak zcela jednoduché, a snad ani
mozné, dopatrat se jednoznacné odpovédi na otdzku, komu soudobd geometrie vdéci
za jeji objev. Prvopocatky kruhové inverze lze vypatrat uz v dile starofeckého geometra
a astronoma Apollénia z Pergy (cca 262 pf. n. 1. aZ cca 190 pf. n. 1.)." Jeho price viak
upadla v zapomnéni, vétSina publikaci (napft. [1], [2], [3]) tak v této souvislosti zmifiuje
az jméno slavného Svycarského geometra Jakoba Steinera (1796—-1863), ktery mél kruho-
vou inverzi objevit kolem roku 1824. Ackoliv v jeho uvefejnénych textech neni toto
zobrazeni explicitné uvedeno, zda se byt bez pochyby, Ze princip kruhové inverze znal
a vyuZzival pfi objevovani a dokazovani rozli¢nych vysledkt projektivni geometrie ([2]).
Mnohé prameny (napt. [2] i [3]) ovSem druhym dechem dodévaji, Ze kruhovou inverzi
objevilo nezavisle na sobé vice geometril, napt. Germinal Pierre Dandelin (1794-1847),
Giusto Bellavitis (1803—1880), Luigi Cremona (1830-1903) i jini.

V tomto ¢lanku si neklademe za cil vnést svétlo do otdzky prvotniho autorstvi objevu
kruhové inverze. Namisto toho ukdZeme, Ze prakticky totoZné zobrazeni bylo jesté
pied svym znovuzrozenim v 19. stoleti vyuZivdno v geometrické optice, kde dodnes se-
hrava kliovou roli pfi vysvétleni funkce i té€ch nejjednodussich optickych pfistroji, acko-
liv patrné Zadna béZné dostupnd publikace, kam aZ znalost autora sah4, na tuto skutecnost
neupozoriuje. Nase tvrzeni o vyuZiti kruhové inverze doloZime v ¢ésti 4 ceskym piekla-
dem pasidze z Newtonovy Optiky, ve které je dotycné zobrazeni elegantné popséno.

2 Kruhova inverze

Uved’'me nejprve moderni definici kruhové inver- g
ze na rozsirené (Mobiove) roving, tedy roviné dopl- -
néné o jeden nevlastni bod Py, ([1]). Uvazujme jeden i
(vlastni) bod S roviny a libovolné redlné ¢islo r > 0. { s A
Zobrazeni, které bodu S pfifadi nevlastni bod P,, a :
naopak nevlastnimu bodu P, bod S a které kazdy
bod A roviny rizny od S i P, zobrazi na bod A’

polopiimky SA tak, Ze plati

e

Obr. 1: Zobrazeni bodu A kruhovou inverzi

ISA| - |SA'| =12, ey

se nazyva kruhova inverze se stfedem S a koeficientem 7.

! Konika [KuZelose¢ky], Kniha Sestd, Tvrzeni 13 a 14.
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Na obr. 1 je naznaéen béZny postup konstrukce bodu A’ pro zndmou polohu bodu A
pri kruhové inverzi se sttedem S a koeficientem r > 0, jenz hraje roli poloméru samo-
druzné kruznice & se stfedem S.> Spravnost nastindného postupu lze ove&fit vyuZitim
Eukleidovy véty o odvésné ST trojihelniku SAT, piipadné piimo pomoci podobnosti
vyznaéenych trojuhelniktt SAT, STA’', podle které

Isal _ IsT]
IST] — |SA'|

neboli |SA| - |SA'| = |ST|? = r?.

Dodejme, Ze takto zavedené bijektivni zobrazeni zfejmé prevadi vnitiek samodruzné
kruZnice na jeji vnéjSek a naopak. Méné¢ trividlni, avSak z4sadni vlastnosti kruhové inver-
ze je, ze kruznice a piimky (tzv. zobecnéné kruZnice) zobrazuje opét na kruznice a pfim-
ky”, jedn4 se tak o specialni ptipad kruhového zobrazeni.

3 Kruhova inverze v optice

Za jednu ze zdkladnich a snad nejznaméjSich rovnic klasické geometrické optiky lze
povazovat tzv. zobrazovaci rovnici kulového zrcadla, piipadné tenké cocky, téZ Descarte-
sovu €1 Gaussovu (zobrazovaci) rovnici, obvykle psanou v podobé

11,1 . aa
i += neboli f= parpr 2)
V naSem ¢&lénku ji budeme uvaZovat pro duté ku- = |. /
lové zrcadlo (obr. 2), kdy totiZ pravé v uvedeném o
tvaru (v redlné situaci pouze pfibliZné€) udava zavis- T )
lost mezi vzdalenosti a > 0 zobrazovaného (bodo- ~

vého) ptredmétu A od vrcholu V zrcadla umisténého V| 7. F A
na optickou osu o pred zrcadlem s obrazovou vzda-
lenosti a’ jeho obrazu A’ pii zndmé ohniskové
vzdélenosti f ohniska F od vrcholu V. Vzdile-
nost a’ je kladnd pro (skute¢ny, tedy reéln}’l4) obraz
vznikly pred zrcadlem a zdporna pro (mysleny, ne- Obr. 2: Optické zobrazeni bodu A dutym kulo-
redlny, zdé4nlivy) obraz vznikly za zrcadlem. Ohnij- ‘Y™ #cadlem

skovéa vzdalenost f je polovinou poloméru ¢ > 0 kulové plochy tvofici odrazivy povrch
zrcadla, tedy f = g, viz napf. [4].

Na obr. 2 je nastinéna obvykla paprskovd konstrukce zobrazeni bodového predmétu A
dutym kulovym zrcadlem, jejiZ pfesny popis ani spravnost zde nebudeme ovéfovat (oboji
1ze nalézt napt. v [5]). Za povS§imnuti snad stoji, Ze konstruk¢ni roli od daného kulového
zrcadla (na rozdil od béZného Skolského postupu) piejima pfimka z, pro niZ se pak vysle-
dek tidi praveé rovnicemi (2).

Souvislost rovnic (2) se zavedenou kruhovou inverzi pochopime, kdyzZ je upravime
do podoby, jeZ se v soucasnych ucebnicich optiky uvadi jen zcela vyjimecné.

2 Dopliime, 7e body A a A’ vystupuji v definici kruhové inverze symetricky, je proto lhostejné, ktery z nich
povaZzujeme za obraz a ktery za vzor pii daném zobrazeni. Tuto vlastnost ma kazdé zobrazeni, které sloZeno
samo se sebou dava identitu a které pak nazyvame involutorni.

* Na pifmku se zobrazi jeding zobecn&na kruznice prochazejici sttedem S.

*Tj. takovy, ktery je mozné zobrazit na stinitko.
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Oznaéme d = |a — f| ad’ = |a’ — f| (nenulové a kone¢né) vzdalenosti vzoru A a ob-
razu A" od ohniska F zrcadla v tomto pofadi a po&itejme’

d-d'=(a—f) (@ —f)=ad —af —a'f +fZ,
odkud dosazenim za soudin aa’ ze druhé rovnice uvedené v (2) dostaneme
d-d=f(a+a)—fla+a)+f? tedy kone&né d-d =f>2. 3)

Posledni rovnice byva v literatufe uvadéna jako Newtonova (ohniskova) zobrazovact rov-
nice (kulového zrcadla, resp. tenké ¢ocky). Porovnanim s rovnici (1) se ukazuje, Ze zo-
brazeni kulovym zrcadlem (resp. model zobrazeni dany rovnicemi (2)) realizuje kruho-
vou inverzi (ve sttedovém fezu doty¢né sféry) se stiedem v ohnisku F zrcadla a koefici-
entem rovnym ohniskové vzdalenosti f zrcadla (tudiZ odpovidajici samodruzna kruznice
mé dvakrat mensi polomér nez je polomér ¢ zrcadla). Uvédomme si, Ze zobrazeni neko-
neéné vzdaleného bodu do ohniska a naopak lze chépat jako limitni disledek jak rov-
nic (2), tak i ekvivalentni rovnice (3). Jedinym rozdilem optického zobrazeni a kruhové
inverze tak je, Ze zobrazované objekty se pochopitelné umistuji vZdy pted zrcadlo.

4 Kruhova inverze v Newtonové Optice

Rovnice (3) nese jméno proslulého anglického fyzika, matematika a filosofa Isaaca
Newtona (1643-1727), jednoho ze dvou tvircd kalkulu, jenZ je mnohymi povaZovan
za nejvetsiho fyzika, jaky kdy zil. Isaac Newton za svého Zivota publikoval dvé zcela
zasadni védecké prace, prvni jsou slavné Philosophice Naturalis Principia Mathema-
tica [Matematické zaklady ptirodni filosofie] (1687) psané latinsky a druhou potom
Opticks [Optika] (1704) ([6]) publikovana nejprve anglicky. Pravé druhd zminéna
monografie obsahuje ve své tvodni ¢asti i pozoruhodnou slovni formulaci zobrazo-
vaci rovnice (3) jako soucast komentafe k Sestému axiomu. Tuto formulaci nyni uve-
deme v doslovném ceském prekladu. M4 podobu nasledujici véty:

Necht ACB je odrazivy povrch libovolné sféry,
jejimz stfedem je E. Rozpulte libovolny jeji polomér
(feknéme EC) bodem T, a pokud na tomto polomém6
po téZe strané vuci bodu T vezmete body Q a g, tak, Ze
TQ, TE a Tq jsou spojité umérmné’ a bod Q je ohniskem®
dopadajicich paprskti, bod g musi byt ohniskem téch
odrazenych (obr. 3).

PN e 1ixi 9

Klicovy vztah spojité ufnervr?ost/z Jlstych i VehC}l’l Obr. 3: K Newtonové slovni formulaci

bychom dnes popsali tak, Ze tfi délky vyjmenovanych rovnice pro zobrazeni dutym kulovym
zrcadlem

> Obé &isla a — f i a’ — f jsou bud’ soudasné kladn4, nebo zdporn4, jak bude ziejmé z postupu vypodtu soudi-
nud - d'. Lze v ném tedy absolutni hodnoty nahradit kulatymi zdvorkami. Tato skute¢nost rovnéZ znadi, Ze zob-
razovany pfedmét A i jeho obraz A" se vZdy nachézeji na téZe stran€ od ohniska F dutého kulového zrcadla.

© Zde ve vyznamu pifmky prochézejici stiedem dotyéné sféry.

7'V origindle ,,continual Proportionals*.

EAY origindle pouZité ,,focus* vSak neodkazuje na ohnisko zrcadla, jimZ je zde bod T. Vyznam terminu podle vy-
kladu, ktery pieloZené pasaZi predchazi, odpovida bodu, z n€hoZ se paprsky rozbihaji, zdroj resp. vzor, ptipadné
se k nému sbihaji, a je proto mozné zde pozorovat ostry, fokusovany, obraz.

® S konceptem spojité imérnych veli¢in se lze mimo Eukleidovy Stoicheia [Zaklady] setkat jen vzacné.
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usecek tvori v uvedeném poradi tfi po sob¢€ jdouci Cleny jisté geometrické posloupnosti,
jinymi slovy, ze délka prostfedni dseCky TE je rovna geometrickému prameéru délek
usecek TQ a Tq, tedy

ITE| = ITQ| - |Tql neboli (f* SITE> = |TQ| - ITql.

coZ je diive zminénd Newtonova zobrazovaci rovnice. Dodejme, Ze pfiloZeny obrdzek je
vcelku podobny tomu, jakym i Newton ilustroval svij text. V nasi verzi je vSak na rozdil
od origindlu vyznacena nejen standardni paprskova konstrukce, ale i ,,tecnova“ konstruk-
ce obrazu pti kruhové inverzi. Takto doplnény obrdzek dava tusit, Ze obé konstrukce ve-
dou ke stejnému vysledku.

S Zavér

V tomto ¢lanku jsme prokazali, Ze historie zobrazeni kruhové inverze je jeSté o néco
spletit&jsi, neZ napovida citovana literatura. Nic se vS§ak neméni na tom, Ze pocatky mo-
derni kruhové geometrie spadaji do prvni poloviny 19. stoleti, nebot’ zobrazeni pouZivané
v optice, byt takika totozné s kruhovou inverzi, slouzi tam ke zcela jinému a veskrze
fyzikalnimu dcelu. I pfesto se autor tohoto piispévku domniva, Ze by si vySetfovand sou-

vislost elementdrni geometrické optiky se zdkladnim zobrazenim kruhové geometrie za-
slouzila nejen v ucebnicich pfinejmensim poznidmku pod carou.
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METODA WSPOLRZEDNYCH W GEOMETRII
RZUTOWE]

DANUTA CIESIELSKA, ZDZISEAW POGODA

Abstract: First, we briefly present the most important facts about the history of
projective geometry and its analytical methods. Then we analyse the contents of some
polish textbooks published in the XIX century for the use of projective methods. We pay
special attention to the lithographed textbooks by F. Mertens (see [10]) and W. Zajacz-
kowski (see [14], [15]).

1 Wprowadzenie

Geometria rzutowa jako samodzielna dziedzina naukowa wykrystalizowata si¢ w pierw-
szej potowie XIX wieku. Jednak pierwsze twierdzenia, ktére mozna zaliczy¢ do geometrii
rzutowej pojawity si¢ juz w starozytnosci. W znanym dziele Pappusa Synagoge z IV wieku
naszej ery znajdujemy twierdzenie — nazwane p6zniej jego imieniem — ktore stato si¢ jednym
z fundamentalnych faktéw geometrii rzutowej. Nie ma precyzyjnych informacji o wczes-
niejszych twierdzeniach podobnego typu, cho¢ starozytni Grecy interesowali si¢ teoria
perspektywy i optyka. Praktycznie wszystkie informacje na ten temat pochodza z drugiej reki;
nie zachowaty si¢ zadne Zrédla dotyczace teorii perspektywy czy optyki z tamtych czaséw.
Komentatorzy twierdza jednak, ze Euklides i Apoloniusz interesowali si¢ tymi problemami.
Trzeba bylo czeka¢ tysiac lat, aby zaczgto si¢ dokladniej przygladac teorii perspektywy, ktéra
zainteresowali sig artySci. Pierwszy z poprawna perspektywa fresk wykonal okoto 1420 roku
Filippo Brunelleschi (1377-1446), a pierwsze teoretyczne podstawy opisal Leon Battista
Alberti (1404-1472) w dziele Della pittura z 1436 roku (por. [1]). Istotny wktad mieli takze
Albrecht Diirer (1471-1528) i Leonardo da Vinci. Ten ostatni jest autorem pierwszego
rysunku anamorficznego, czyli, co stato si¢ jasne znacznie pozniej, wykorzystania rzutowania
og6lniejszego niz perspektywa. Artysta, ktory dat formalne podstawy teorii anamorfizméw,
byt Jean Francois Niceron (1613-1646). Jego La Perspective Curieuse (por. [11]) opubli-
kowana w 1638 roku byta pierwsza ksiazka, w ktérej poruszono temat tworzenia obrazéw
anamorficznych. Rok pézniej ukazuje si¢ Brouillon project d'une atteinte aux événements des
rencontres d'un cone avec un plan Girarda Desarguesa (1591-1661) (por. [1]), gdzie
znajdujemy juz elementy geometrii rzutowej z fundamentalnym twierdzeniem noszacym dzi§
jego imig¢. Desargues rozwaza punkty w nieskonczonosci i prosta w nieskonczonosci, cho¢
niektory historycy uwazaja, ze prosta w nieskonczonosci pojawia si¢ znacznie pozniej,
dopiero w 1822 roku formalnie wprowadzona przez Ponceleta. Desargues jest pierwszym,
ktory traktuje parabolg, hiperbole i elips¢ jako obrazy tego samego obiektu w przek-
sztatceniach nazywanych obecnie rzutowymi; rozréznia je w zalezno$ci od liczby punktéw
w nieskonczonosci. Nalezy zwrdci¢ uwagg, ze idea punktu w nieskonczonosci pojawia sig
u Keplera (1571-1630) w rozprawie z 1604 roku Astronomiae pars optica. (por. [1]). Dzieto
to ma w tytule Ad Vitellionem paralipomena, quibus astronomiae pars optica traditur, czyli
Dopetnienia do Witelona. Kepler wyraznie darzyl szacunkiem Witelona (1230-1280),
jednego z pierwszych matematykéw zwiazanych z Polska, ktéry wyraznie zaznaczyt sig
w europejskiej nauce jako autor dzieta Perspectivorum libri decem. Kepler i Desargues
zaktadali, ze proste réwnolegte maja wspdlny punkt w nieskonczonosci, a proste w takiej
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sytuacji przypominaja okrg¢gi — z obu stron zmierzaja do tego samego punktu w nieskon-
czonos$ci. Do obu uczonych dotaczyt Blaise Pascal, ktéry w 1640 roku rozpowszechnit plakat
z twierdzeniem o sze$ciokacie wpisanym w stozkowa. Essay pour les coniques zostal wydru-
kowany w 50 egzemplarzach i miat by¢ rozdany zainteresowanym uczonym.

Pod koniec trzydziestych lat XVII wieku matematycy francuscy René Descartes oraz
Pierre de Fermat niezaleznie zaproponowali zastosowanie metod analitycznych do opisu
obiektow algebraicznych. Ich rozwazania dotyczyly przede wszystkim tych krzywych,
ktore zyskaty zapis algebraiczny. Metoda ta przyczynita si¢ do ogromnego postgpu w ba-
daniu krzywych, a na szczegdlna uwage zastuguja tu wyniki Isaaca Newtona oraz Leon-
harda Eulera. Zastosowanie metody do opisu fizycznych i mechanicznych zagadnien daty
podstawy rachunku rézniczkowego i catkowego. Metoda analityczna zaczgla szybko
odnosi¢ sukcesy; metody rzutowe nie zyskaly uznania. Trzeba byto czekac¢ blisko 200 lat,
aby przypomniano sobie o wynikach matematykéw siedemnastowiecznych. Niemate zas-
tugi miat Gaspard Monge (1746-1818), ale tak naprawd¢ geometri¢ rzutowa rozwijali
jego uczniowie: Victor Poncelet (1788-1867), Charles Brianchon (1783—-1864), Michel
Chasles (1793-1880), Joseph Gergonne (1771-1859), Lazare Carnot (1753-1823). Dota-
czyli do nich August Ferdinand Mobius (1790-1868) i Julius Pliicker (1801-1868), kt6-
rzy wprowadzili do geometrii rzutowej metode analityczna oraz Karl Georg Christian
von Staudt (1798-1867). Mobius, ktérego nazwisko kojarzone jest przede wszystkim
z jednostronna wstega, jest autorem wielu oryginalnych prac i ksiazek. Do najstynniej-
szych nalezy Der barycentrische Calciil (1827). Mozna tam znalez¢ migdzy innymi
wspétrzedne barycentryczne i wspétrzedne jednorodne. To dzigki metodzie wspotrzed-
nych krzywe algebraiczne zostaly opisane za pomocg jednorodnego wielomianu. Julius
Pliicker zaproponowat podobne rozwiazanie do opisu potozenia prostych w przestrzeni.
Karl von Staudt w dziele Geometrie der Lage (1847) zaprezentowal pierwsza aksjoma-
tyke geometrii rzutowej, tam rowniez po raz pierwszy zostata uzyta metoda czworokata
zupetnego do uzyskania punktu harmonicznego z danymi trzema wspdétliniowymi punk-
tami. Staudt zauwazyt takze, ze uzyskana w ten sposdb konfiguracja punktéw i prostych
jest niezmiennikiem przeksztatcen rzutowych.

Wprowadzone wspotrzedne oraz znane juz metody obliczania wyznacznikéw pozwo-
lity na skuteczne zastosowanie metod algebraicznych zaréwno w opisie obiektéw geo-
metrii rzutowej, jak i dowodzenia twierdzen. W szczegdlnosci twierdzenie Bézouta
o liczbie punktéw wspdlnych dwoéch krzywych zyskato przejrzysta forme¢ w wersji rzu-
towej. Przeniesienie probleméw zwiazanych z obiektami opisanymi rOwnaniami alge-
braicznymi z przestrzeni afinicznej do rzutowej, dokonane przez wprowadzenie wspot-
rz¢dnych jednorodnych, znakomicie upraszcza wiele problemow klasyfikacyjnych.

2 Polskie akcenty

2.1 Krakow i Mertens

Matematycy polscy nie prowadzili intensywnych badan w zakresie geometrii rzu-
towej. W XIX wieku nie powstaty oryginalne prace z tej dziedziny. Tematyka rzutowa
pojawia si¢ przede wszystkim w podrgcznikach oraz litografowanych notatkach z wykta-
dow zwykle zatytutowanych ‘geometria analityczna’. Na uwage zasluguja tu opracowa-
nia wyktadéw Franciszka Mertensa (1847-1927) — o wyktadzie wspomniano w pracy [3].
Mertens kojarzony jest gtownie z analiza i analityczng teorig liczb. Pracujac jednak na
Uniwersytecie Jagiellonskim w latach 1865-1884 prowadzil ré6znorodne wyktady w tym
wyktad z geometrii analitycznej. Wyklady te zostaly opublikowane w wersji litogra-
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ficznej w 1882 roku'; w notatkach brak informaciji o jakichkolwiek zrédtach, z ktérych
korzystal Mertens. Napisane sa jasnym zwigztym jezykiem i z punktu widzenia mate-
matyka pierwszej dekady XXI wieku sa klasyczne z pewnymi akcentami nowoczesno-
$ci. Natomiast w czasach, w ktérych powstaty, nalezaly do bardzo nowoczesnych.
Elementy geometrii rzutowej pojawiaja si¢ juz w rozdziale czwartymi praktycznie sa
obecne do konca, czyli do rozdziatu XII witacznie. Oto tytulty rozdziatéw z Wyktadow
Mertensa: I Geometrya analit: w ptaszczyznie, 11 O wyznacznikach i ich zastosowaniu do
rozwiqzania m réwnan z n niewiadomymi, Il Linie algebraiczne pierwszego rzedu,
IV Zastosowania geometryczne — Podziat harmoniczny,
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Rysunek 1 Podzial harmoniczny (czwérka harmoniczna punktéw)
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Rysunek 2 Czworobok zupelny

! Notatki pochodza z Biblioteki c. k. Seminarium Matematycznego w Krakowie, podrecznik nosi numer Bib-
lioteki Instytutu Matematyki UJ 216/234.

131



V O wtasnosciach projektywnych utworéw zasadniczych jednego rozmiaru,
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Rysunek 3 Twierdzenie Pappusa

L.
NS e e e

S e
MM%W# i
7}»,4‘3;&74 ;%/eaé’s W,ﬂ
/ﬁ‘f e Lidhryon A
41‘79 @/4?« ﬂw?ej”g? i
///-) #, &L ¢ & # & =O

Rysunek 4 Klasyfikacja utworéw inwolutywnych

VI O kolinearnem powinowactwie dwdoch systemow ptaskich, VII Powinowactwo
odwrotne dwoch systemow ptaskich; system biegunowy ptaski, VIII Formy kwadratowe,
IX Jeszcze kilka stow o systemie biegunowym ptaskim, X Roztrzqsnienie najogélniejszego
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zrownania drugiego rzedu, jako zrownania, elipsy, hiperboli, lub paraboli, X1 O niek-
torych wlasnosci krzywych drugiego rzedu, XI1 Utwory powstate przez przeciecie dwdoch
wiqzek projektywnych nieperspektywnych, i przez wzajemne rzucenie na siebie dwdoch
szeregow punktowych projektywnych nieperspektywnych. — Szereg punktowy drugiego
rzedu. — Wiqzka promieniowa drugiego rzedu.
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Rysunek 5 Twierdzenia Pascala, wersje
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Rysunek 7 Twierdzenie Pascala I1

Mertens dowodzi, uzywajac metody wspétrzednych oraz wykonujac obliczenia od-
powiednich wyznacznikéw, wszystkie standardowe twierdzenia geometrii rzutowej i, jak
widac¢ z opisu tytutéw rozdziatéw, wyktad ma charakter rzutowy.

2.2  Lwéw i Zajaczkowski

Wyktad Wtadystawa Zajaczkowskiego z geometrii analitycznej oraz sporzadzone na
jego podstawie notatki zostaly opisane w pracy [2]. Teraz postaramy si¢ poréwnac¢ wy-
ktad ten z opisanym powyzej wyktadem Mertensa. Na pierwszy rzut oka w notatkach do
wyktadu Wtadystawa Zajaczkowskiego (por. [14] i [15]) metody rzutowe nie sq wyeks-
ponowane. Wezytujac si¢ jednak w tekst” dostrzegamy réwniez wplyw geometrii rzuto-
wej. Zobaczmy, jak wygladaja tytuty poszczegdlnych rozdziatéw czgsci pierwszej pod-
r¢eznika: 1 Wspotrzedne punktu, 11 Miejsce geometryczne rownania. Rownanie miejsca

% Notatki wydano w formie dwéch zeszytéw. Dostgpne nam zeszyty pochodzg ze zbioréw Wiady-
stawa Kretkowskiego i nosza numery K 963/1 oraz K 963/11.
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geometrycznego. 1II O plaszczyznie i o linii prostej na ptaszczyznie. IV O plaszczyznie
(Ciqg dalszy).

Rysunek 8 Twierdzenie Desarguesa, fragment

15, Oduter ELkadech Mwﬂruw , el bo;
Auwrdeh Wﬁmw e 430, B8, OA, @.4 Ll LN
I/pwm%%/"% o Tk MM &p@/){‘f M/M%WW@
Yoot Bj, oo 0d }vrodﬁ 4g%4emmnﬁ

’ f;'wa
,{Lg/w : iJ f;;‘}& AN JJJJ, ee /ﬂzmtya, %?Jﬁu#m

Aok 741'0, fa=o, ﬁa-d
: AQWWM‘W’&;
e, Ao 6,64 AN
5 fhvumeg» fﬁhfgfaﬂ
a J/,+f/,,ng/,, =0

1;%,,%”

Rysunek 9 Twierdzenie Desarguesa

V O punkcie. Réwnanie punktu.
IX O srednicach sprzezonych krzywych rzedu drugiego.
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Rysunek 10 Osie potegowe i $rodki jednokladnosci

X Rownania krzywych rzedu drugiego we wspotrzednych trojkatnych.
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Rysunek 11 Twierdzenie Brianchona

136



Rysunek 12 Twierdzenie Brianchona — fragment
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Rysunek 13 Zasada dwoistosci
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VI O linii prostej. Rownania linii prostej. VII O liniach krzywych rzedu drugiego.
VI O stycznych linii krzywych rzedu 2.

il

fet
)\
T\

w

F47

Rysunek 14 Biegun i biegunowa

XI O powierzchniach rzedu drugiego. X1 O inszych wlasnosciach powierzchni rzedu
drugiego.

Gdy zaglebimy si¢ w poszczegdlne rozdziaty, zauwazymy natychmiast elementy
geometrii rzutowej. I tak w rozdziale czwartym o niewiele méwiacym tytule ,,O ptasz-
czyznie” juz sam podtytut ,,Wspotrzedne czworo$cienne w przestrzeni, a tréjkatne na
ptaszczyznie” wprowadza nas w teori¢ wspoétrzgdnych jednorodnych, ktére sa juz kon-
sekwentnie wykorzystywane dalej. W rozdziale piatym pojawia si¢ zasada dwoistosci.
W rozdziale 6smym spotykamy pojgcie bieguna i biegunowej. W wykladzie znajdujemy
wszystkie klasyczne twierdzenia geometrii rzutowej. Kazdy rozdziat kofczy si¢ ¢wicze-
niami, czego nie ma u Mertensa. Cz¢$¢ druga wyktadu Zajaczkowskiego poswigcona jest
teorii krzywych algebraicznych W dwdch rozdziatach autor przedstawia rézne wilasnosci
krzywych algebraicznych oraz ich zastosowania, migdzy innymi do konstrukcji geomet-
rycznych. Warto zwrdéci¢ uwage na fakt opublikowania przez Zajaczkowskiego w 1884
roku w Warszawie ksiazek: zatytulowanej Gieometryja analityczna (por. [16]), majacej
Scislty zwiazek z prowadzonymi przez niego wykladami oraz Zasady algebry wyzszéj
(por. [13]), w ktére réwniez stosowane sa metody wspétrzednych rzutowych.

3 Uwagi koncowe

Pierwszy podrgcznik z geometrii rzutowej w jezyku polskim pojawit si¢ 1902 roku (por.
[9]). Byla to Geometrya rzutowa tworéw pierwiastkowych Alfonsa Lewenberga. Nie ma
w nim jednak metod analitycznych. Autor przedstawia wyklad geometrii syntetyczne;j.
Metody analityczne geometrii rzutowej znajdujemy w podrgcznikach geometrii anali-
tycznej. ChcieliSmy zwroci¢ uwage na fakt, iz metody rzutowe byty obecne w polskich
podrgcznikach, zanim pojawil si¢ podrgcznik po$wigcony specjalnie geometrii rzutowe;.
Czytelnik miat okazj¢ zapoznac¢ si¢ z podstawowymi faktami tej dziedziny w ujgciu prze-
de wszystkim analitycznym. Wyktad Mertensa ma charakter zdecydowanie rzutowy. Za-
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jaczkowski sporo miejsca poswigca krzywym algebraicznym, a druga cz¢s¢ wyktadu do-
tyczy geometrii przestrzennej. W niniejszym artykule nie mozna bylo, ze wzgledu na
ograniczenia ilo§ciowe, dokonaé petnej i drobiazgowej analizy podr¢cznikéw pod katem
wykorzystania analitycznych metod rzutowych. Bardziej szczegétowa analiza, réwniez
innych podrgcznikow, zostanie przedstawiona w kolejnych opracowaniach.
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TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI A MRA VNI
ZALEZITOSTI DLE JAKOBA BERNOULLIHO

HELENA DURNOVA

Abstract: Jacob Bernoulli’s Ars Conjectandi (1713) is a key work in the history of pro-
bability theory. This contribution points out some aspects of the fourth part of his book,
which is devoted to applications of probability theory that Bernoulli had explained in the
previous three sections.

1 Uvodem: nékteré price o historii teorie pravdépodobnosti

Vétsinou se uvadi, Ze teorie pravdépodobnosti se zrodila na zdkladé vymény dopisti mezi
Blaisem Pascalem (1623-1662) a Pierrem de Fermatem (1607/ 1608—1665).1 Timto obdobim
zacina také klasickd kniha o historii teorie pravdépodobnosti z pera Isaaca Todhuntera (viz
[8]) z roku 1865. O rozsiteni a prohloubeni Todhunterova dila se pomérné nedavno zaslouZil
dansky matematik Anders Hald (viz [4]), ktery podotyka, Ze prvni pozndmky, které nam svym
stylem piipominaji dne$ni teorii pravdépodobnosti, se zaCaly objevovat v dilech italskych ma-
tematikt jiz béhem 15. a 16. stoleti a tykaly se predevs$im tlohy o rozdé€leni sizky mezi hrace
hazardni hry v ptipad¢€, Ze partie z n¢jakého divodu nemohly byt dohrany. Tomuto problému
se vénovali Luca Pacioli (1445-1517), Niccolo Fontana (1499-1557), zvany Tartaglia, a Ge-
ro-lamo Cardano (1501-1576). Posledné jmenovany stravil hazardnimi hrami nezanedbatelné
mnozstvi ¢asu a pravé od né&j pochazi nasledujici citat, ktery ukazuje, Ze k otdzkdm mravnim
nem¢la teorie pravdépodobnosti nikdy daleko:

Zdkladnim principem veskerych hazardnich her je jednodusSe rovnost podminek, coZ se ty-
kd napriklad protihrdacu, penéz, situace, krabice s kostkami a samotnych kostek. Pokud se
v nejaké mire odchylite od rovnosti ve prospéch protihrdci, jste posetily, pokud ve prospéch
sviij, jste nespravedlivy. ([4], str. 33)

Ulohami o rozd&leni sdzky se pied Jakobem Bernoullim zabyvali zejména jiz zmin&ni
Blaise Pascal a Pierre de Fermat, a také Christiaan Huygens (1629-1695) v knize De ratioci-
niis in ludo aleae (O vypoctech v hazardni hi'e) publikované roku 1657 (viz [6]). Bernoulli

dosavadni poznatky ve své knize shrnul a navic ve Ctvrté casti svého dila, které je vénovan
tento kratky piispévek, nabidl zpasob, jak je prakticky aplikovat.

2 Jakob Bernoulli (1654-1705): struény Zivotopis®

Jakob Bernoulli spolu se svym mlad$im bratrem Johanem (1667—-1748) patii k prvni
generaci matematikdl z rodu Bernoulliti. Znamé jsou zejména jeho vysledky v oblasti ma-
tematické analyzy a spolu s bratrem Johanem je povaZovdn za zakladatele variacniho

' Podle presvédcivého vykladu némeckého historika matematiky Klause Barnera (viz [2]) se Fermat narodil v ro-
ce 1607 nebo 1608. Vice informaci v¢etné odkazi na ¢etné Barnerovy publikace na toto téma, najdou Ctenati
také v némecké verzi Wikipedie (heslo Pierre de Fermat). Vzhledem k tomu, Ze pro tento ¢lanek neni Fermatovo
datum narozeni podstatné, blizsi informace zde neuvadim, podobn¢ jako neuvadim zdroje pro v§eobecné znamé
tdaje o letech narozeni jednotlivych matematikd.

2V této &dsti Gerpdm zejména z poznamek k némeckému vydani Ars Conjectandi z roku 1899 (viz [1]).
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poctu. Diky svym védeckym tspéchiim, z nichZ v tomto pfispévku pfipomeneme jeho
dilo v teorii pravdépodobnosti, se v roce 1699 stal ¢lenem patizské Akademie véd.

Jakob Bernoulli se zacal otdzkami z teorie pravdépodobnosti zabyvat jiz v letech 1679
az 1685, pfiCemz vydani Ars Conjectandi bylo ozndmeno v Histoire del’Académie des
sciences de Paris v roce 1705 a v Journal de Scavans v roce 1706 (viz [1, str. 141]). Dilo
vSak ztistalo nevydano celych osm let po smrti autora, nebot’ jak Jakobiv bratr Johan, tak
jeho synovec Nikolas se k vydani dila neméli. Nikolas se odvolaval na své dosud nevelké
zkuSenosti a z toho plynouci nedostate¢nou erudici, kterou by k vydéani takového dila po-
tteboval. Navic sdm vydal prici, v niZ ukdzal vyuZiti poctu pravdépodobnosti v otdzkich
prava. Nakonec se vSak v roce 1713 odhodlal téméf dokoncené dilo svého stryce vydat.

3 Ars Conjectandi — Uméni odhadu (1713)

Ian Hacking (viz [3]) tvrdi, Ze ndzev dila Jakoba Bernoulliho zfejm¢ odkazuje na stars{ di-
lo o logice, Ars Cogitandi. Podle jeho interpretace je zjevné, Ze uméni odhadu (ars con-
Jectandi) nastupuje tam, kde uméni myslet (ars cogitandi) konci (viz [3, str. 145]). Bernoulli-
ho Ars Conjectandi je rozdéleno na pét Casti, z nichZ posledni je prilohou k vykladu piedcho-
zich ¢tyt kapitol. Prvni ¢ast obsahuje komentovany vyklad dila Christiaana Huygense a do
cestiny ji z latiny prelozil Karel Macak (viz [6]). Sestivd z Huygensovych tvrzeni a Ber-
noulliho poznamek, které tvoii pfibliZzné tfetinu této Casti spisku. Jejim tématem je predevsim
otazka déleni sazky pii nedokoncenych partiich hazardnich her. Druhy dil Bernoulliho dila
zpracovala ve své diplomové praci Pavla Klusackova (viz [5]). Z dnes$niho hlediska je pozoru-
hodné, Ze obsahuje kombinatorické kategorie permutace, kombinace a variace jak s opakova-
nim i bez opakovani bez vétsich odchylek od dnesni klasifikace, a¢ jsou uvedeny pod jinymi
nazvy. Ve tfetim dile Bernoulli ukazuje pouZiti vzorct z dilu pfedchoziho na piikladech riz-
nych hazardnich her. Tyto priklady na sebe ¢astecné navazuji a problém piedstavuje pravé po-
uZiti riznych her, jejich? pravidla jsou dne$nimu b&Znému &tenati malo znamd. Ctvrty dil je
vénovan uziti diive vyloZené teorie a podrobngji se mu vénuji v samostatném oddile. Relativ-
n¢ samostatnou piilohu k Ars Conjectandi predstavuje pomérné dlouhy dopis piiteli, jehoZ
délka odpovida délce ¢tvrté kapitoly a v némz se Bernoulli zabyva vyuzitim teorie pravdépo-
dobnosti pfi tenise.

3.1 Ars Conjectandi, dil 4: uziti vyloZené teorie

Cely néazev tohoto dilu zni UZiti diive vyloZené nauky ve vztazich obcanskych, mrav-
nich a hospoddrskych. Je rozdé€len do péti kapitol:

I Uvodni poznamky o jistot&, pravdépodobnosti, nutnosti a ndhodnosti v&ci [jevi].

II.  Jistota a domnénka. Uméni odhadu. Duvody pro dikaz domnénky. Nékteré k tomu
prislusné véty.

III. Ruzné druhy dokazovani; odhad jejich vahy pro vypocet pravdépodobnosti jevil.

IV. O dvou zptisobech, jimiZ Ize urcit pocet piipadi. Co se da odvodit od zptisobu, jimZ
bylo pozorovani vedeno. Hlavni problémy s tim spojené a dal$i zaleZitosti.

V. Reseni pfedchoziho problému.

Vyznamny podil zaujima v této &asti filosoficky rozbor situace. Ctvrta &ast Ars Con-
Jjectandi zaCind rozborem vyznamu pojmu souvisejicich s pravdépodobnosti. Zde najde-
me Bernoulliho definici pravdépodobnosti: ,,Pravdépodobnost je stupen jistoty a lisi se od
uplné jistoty tak, jako se ¢ast 1isi od celku.” (viz téz [7], str. 133) Pritom ze dvou jevu je
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pravdépodobng&jii ten, jehoZ pravd&podobnost je uréena vétsim dilem jistoty.” Jako mozné
Ize podle Bernoulliho oznacit takové jevy, jejichZz pravdépodobnost je (fe€eno dneSnim
slovnikem) nenulova.

Mordlné jisté jsou dle Bernoulliho takové jevy, jejichZ pravdépodobnost se bliZi jisto-
t&, zatimco jako mordlné nemoZné oznacujeme ty jevy, jejichZ pravdépodobnost je rovna
tomu, co jevu mordlné jistému chybi do jistoty, tedy napiiklad: je-li moralné jisty jev, je-
hoZ pravdépodobnost je 0,999, pak jako mordln€ nemozny oznacujeme jev, jehoZ pravde-
podobnost je 0,001. Volbu ¢isla 0,999, potazmo 0,001, Bernoulli nezdtivodiuje.

U jevii nutnych lze rozlisit vice druhti. Nutnost jejich nastoupeni miZe byt fyzikalni
(hoteni, zatméni Mésice), hypoteticka (jako diisledek né¢jakého jevu musi nastat jiny), ¢i
dohodnutd (pokud se hric¢i dohodnou, Ze padne-li jednomu z nich Sestka, vyhrdva, pak
musi vyhrét, pokud mu Sestka padne).

Nahodné je to, co nemusi byt dnes ani v budoucnu a co nemuselo byt ani v minulosti.
V tomto smyslu, podotyka Bernoulli, neni po¢asi ndhodné, nebot’ zavisi na déjich v atmo-
sféte. Z tohoto pohledu neni pocasi o nic vice ndhodné neZ to, zda nastane ¢i nenastane
zatméni Mésice. Je tedy vidét, Ze to, co se ndm jako ndhodné jevi, ve skutecnosti viibec
ndhodné neni.

Stésti a smuila, to jsou podle Bernoulliho pojmy, které vyjadiuji to dobré nebo $patné,
co se ndm stane, ale pouze v urcitych pfipadech. O S§tésti hovofime v ptipadé, Ze je vyso-
ce nepravdépodobné, Ze se nam stane dobra véc, zatimco o smtile mluvime, je-li vysoce
nepravdépodobné, Ze se ndm stane Spatnd véc.

Ve druhé kapitole tohoto dilu Bernoulli vysvétluje, kdy a jak 1ze pravdépodobnost ur-
¢it. Zejména nelze urcit pravdépodobnost jevil, o nichz s jistotou vime, zda nastanou ¢i
nenastanou. Bernoulli uvadi jako piiklad zatméni Mésice: neni moZné, aby astronom fekl,
Ze béhem néjakého uplikku béhem roku nastane ¢i nenastane zatméni, protoZe vi (a tedy
nedomnivé se), béhem kterého uplitkku k zatméni Mésice dojde. K urceni pravdépodob-
nosti pak nestaci jen jeden zptisob diikazu; navic musime vzit v Gvahu nejen ty skutec-
nosti, které hovoii ve prospéch nasi domnénky, nybrz také skutecnosti, které hovoii proti
nasi domnénce. K dtikazu vSeobecnych véci 1ze pouZit v§eobecné diivody, avsak k vyslo-
veni domnénky o individualnich skutecnostech je potfeba predloZit diivody individudlni.
U véci pochybnych a nejistych je pak potieba pockat, aZ se vice rozjasni. Nékdy vsak,
fikd Bernoulli, je tfeba konat; tehdy vybirame to, co je vhodnéjsi a bezpecné;jsi.

V této souvislosti je zajimavé sledovat, jak se Bernoulli vyrovnava s pojmem pravdé-
podobnosti. Je tfeba mit na paméti, ze pravé Ars Conjectandi je jednim z prvnich pokust
pravdépodobnost exaktné popsat. Proto také uvadi Bernoulli priklady ze Zivota: miZeme-
li si vybrat, zda vyskocime z hotficiho domu ze stfechy domu ¢i z okna v prvnim patfe, co
si vybereme? Jak podotyka Bernoulli, ani jedno neni bez rizika, ale vyskok z prvniho pat-
ra se jevi na prvni pohled jako vyhodnéjsi. Neni tedy prekvapujici, Ze dale Bernoulli
v souvislosti s vypocty pravdépodobnosti varuje pied precenovanim jednotlivych vlivi.

* Zde Bernoulli podotyka, 7e jako pravddpodobné v b&Zné fedi oznadujeme jevy, jejichZ pravddpodobnost je
vyrazn¢ vétSi neZ jedna polovina, zatimco jako nepravdépodobné oznacujeme ty jevy, jejichZ pravdépodobnost
je naopak vyrazné mensi nez jedna polovina.
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Podle Bernoulliho je navic dileZité si uvédomit, Ze lidské ¢iny nelze hodnotit pouze
podle dspésnosti, nebot’ to, co se jevilo jako posetilé, miZe vyustit v ispéch a naopak.

Ve tieti kapitole Bernoulli rozebira mozné zptisoby dokazovéni, a to na zaklad¢ slov-
niho rozboru konkrétnich situaci. Zac¢ina také propojovat vahu jednotlivych ditkazt a cet-
nost jejich vyskytu s celkovou pravdé€podobnosti. V tom pokracuje také v kapitole Ctvrté
a paté, ¢imZ se dostavd k formulaci zdkona velkych ¢isel, ktery byl klicovy k tomu, aby
bylo mozné dat vysledky cetnych pozorovani do souvislosti s o¢ekdvanou pravdépodob-
nosti.

4 Zavér

Klasicka prace Jakoba Bernoulliho, historie matematiky pomédha pii vyuce osvétlit
nékteré zakladni pojmy a pftispiva k jejich lepSimu pochopeni. Ctvrta ¢ast Bernoulliho
Ars Conjectandi umoZni dneSnimu ¢tenafi nahlédnout do tvah o povaze pravdépodob-

nosti a snad i osvétlit, v ¢em se uvazovani v ostatnich oblastech matematiky 1is$i od uva-
Zovani v teorii pravdépodobnosti.

Literatura

[1] Bernoulli J.: Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ars Conjectandi), Wilhelm Englemann,
Leipzig, 1899.

[2] Barner K.: Das Leben Fermats, In: Michael Toepell (ed.): Mathematik im Wandel 4,
Franzbecker, Hildesheim, 2009, str. 101-114.

[3] Hacking 1.: The Emergence of Probability, Cambridge University Press, Cambridge,
1975.

[4] Hald A.: A History of Probability and Statistics and Their Applications before 1750,
John Wiley and Sons, Hoboken, NJ, 2003.

[5] Klusackova P.: Pocdtky kombinatoriky v dile J. Bernoulliho Ars Conjectandi (diplomo-
va prace, vedouci Pavel Sisma), Pfirodovédecka fakulta MU, Brno, 2003.

[6] Macédk K.: Pocdtky teorie pravdépodobnosti, Prometheus, Praha, 1997.

[71 Saxl L: Filosofické interpretace pravdépodobnosti, In: Jindfich Becvar, Eduard Fuchs
(ed.): Matematika v promendch veku. II1., Vyzkumné centrum pro déjiny védy, Praha,
2004. str. 132-155.

[8] Todhunter I.: A History of Mathematical Theory of Probability from the Time of Pascal
to that of Laplace, MacMillan and Co., Cambridge and London, 1865.

Adresa

Mgr. Helena Durnova, Ph.D.
Katedra matematiky
Pedagogicka fakulta
Masarykova univerzita v Brné
Poriéi 31

603 00 Brno

e-mail: hdurnova @ped.muni.cz

144



FERMATOVA METODA MAXIM A MINIM

ANNA KALOUSOVA

Abstract: In the 17th century, the problems related to differential and integral calculus (such
as properties of the tangent and the center of gravity, or the rectification and quadrature of
curve) were studied by the then leading mathematicians. They used some methods that
preceeded the methods of Newton and Leibniz. One of the most important mathematicians of
that epoch, Pierre de Fermat, is considered to be a co-founder of analytic geometry,
differential and integral calculus, number theory and probability theory. In this paper, we
describe Fermat's method of maxima and minima.

1 Uvod

V 17. stoleti se mnoho velkych matematikli zajimalo o tlohy, které dnes feSime uZi-
tim diferencidlniho a integralniho poctu, jako je tfeba konstrukce te¢ny ke kiivce, hledani
apod. UZzivali metody, z nichZ mnohé uz dnes nezname, ale které byly dtlezité pravé pro
vytvoreni diferencidlniho a integralniho poctu.

Pierre de Fermat patfil k nejvétsim matematikiim této doby, i kdyZ vystudoval pravo
a ne matematiku. Ta pro né&j byla jen zdbavou. Presto vytvafel nebo spoluvytvatel fadu
novych matematickych oborti (analytickd geometrie, teorie pravdépodobnosti, teorie ¢i-
sel, ...). Metodu maxim a minim pouZival nejen k nalezeni maxim ¢i minim algebraic-

Vv y

kého konoidu a k hledanf inflexnich bodi kfivky.

2 Pierre de Fermat

2.1 Zivot

Pierre de Fermat se narodil v Beaumont-de-Lomagne (département Tarn-et-Garonne),
jeho otcem byl Dominique Fermat, zamoZny obchodnik s kiiZzemi. TotoZnost matky stej-
né jako presné datum narozeni Pierra de Fermata nezndme. Dominique Fermat byl totiz
dvakrat Zenat, nejprve s Frangoise Cazeneuve (alespon do roku 1603), poté s Claire de
Long (oZenil se ptfed rokem 1607), a v obou manzelstvich se narodili synové pokiténi
Pierre. Jeden z nich (pravdépodobné ten starsi) v détském veku zemfel.

Fermat studoval pravo v Toulouse, potom v Orléans, kde v roce 1631 ziskal titul ba-
kalare obcanského prava. Mezitim Zil urCity ¢as v Bordeaux, kde se stykal s védci a prav-
niky z okruhu Jeana d’Espagneta, presidenta Parlement de Bordeaux a pritele Frangoise
Viéta, a jeho syna Etienna, s nimZ ho pojil zdjem o matematiku. Seznimil se zde také
s matematikem Jeanem de Beaugrandem. V roce 1631 se usadil v Toulouse, kde si koupil
ufad soudniho rady; od té doby se psal de Fermat. V tomtéZ roce se oZenil se svou vzda-
lenou sestienici Louisou de Long, méli 7 déti. V zaméstnani proSel obvyklym postupem,
pusobil nejprve v obcanskopravnim senatu, poté ve vySetfovacim, trestnim a nakonec byl
jmenovan do velkého senatu (Grande Chambre). V roce 1642 se stal také ¢lenem edikto-
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vého senatu (Chambre de I'Edit") sidliciho v Castres. Tii dny pied smrti zde vynesl po-
sledni rozsudek. Zemftel 12. ledna 1655.

2.2 Védecka prace

Fermat byl velmi vzd&lany, ovladal Sest jazykd (francouzstinu, okcitdnstinu?, §panél-
Stinu, italStinu, latinu a fectinu), psal latinské basné€, zajimal se o filologii, o fyziku
a hlavné miloval matematiku. Je zndmy predevSim diky své Velké (n€kdy nazyvané
Posledni) vere, jejiz dikaz trapil matematiky né€kolik stoleti. Diky své profesi byl finan¢-
n¢ dostatecné€ zajist€n, matematika byla zdbavou, které se vénoval ve volnych chvilich.
Své vysledky témét nikdy nepublikoval, psal je jen jako pozndmky na okraji strdnek
knih, které ¢etl, nebo v dopisech vyznamnym matematikiim (Marin Mersenne, Gilles Per-
sonne de Roberval, Jean de Beaugrand, Etienne Pascal, pozdéji i Blaise Pascal, René
Descartes, Pierre de Carcavi, John Wallis, Christiaan Huygens, ...), ve kterych je nabadal,
aby vyfesili problém, jehoZ feSeni on uz znal. O jeho matematickém vzdélani nejsou
zpravy, béhem svého pobytu v Bordeaux vsak urcité do hloubky studoval dilo Francoise
Vieta (1540-1603).

Po Fermatové smrti vydal roku 1670 jeho syn Samuel Diophantovu Aritmetiku
doplnénou otcovymi pozndmkami a v roce 1679 sérii ¢lankl a vybér z korespondence
pod nazvem Varia opera mathematica. V roce 1843 bylo rozhodnuto, Ze budou vykou-
peny vSechny Fermatovy rukopisy, které se podaii dohledat, a bude vydano kompletni
Fermatovo dilo. Ale i to se zkomplikovalo, nékteré ziskané rukopisy byly prodany sou-
kromym sbératelim. Nakonec se v roce 1881 Paul Tannery a Charles Henry pustili do
vyhledavani Fermatovych rukopist; ty, které se jim podafilo shromazdit, vydali v letech
1891-1912. V tfetim dile pfipojili i pfeklady latinsky psanych Fermatovych dél do fran-
couzstiny.

Oblast Fermatovych matematickych zajmi byla velmi Siroka. Velky vliv na néj mél
Francgois Viete, od néhoZ ptrevzal nejen znaceni, ale také myslenku, Ze 1ze pomoci algebry
fesit problémy z geometrie. V roce 1636, kdyZ se pokousel rekonstruovat ztraceny Apo-
lloniGv spis Plane loci, vytvoril systém analytické geometrie podobny tomu, ktery
predstavil René Descartes (1596—1650) v Geometrii vydané v roce 1637. V roce 1654 se
na Fermata obratil Blaise Pascal (1623—1662) s problémem, jak rozdélit vyhru mezi hra-
¢e, kdyZ hra musela byt pfed¢asné ukoncena. Diskusi o tomto problému poloZili zdklady
teorii pravdépodobnosti. Fermat se zabyval také teorif ¢isel, ale v této oblasti zistal ve
svém zkoumani osamocen. Pro jeho soucasniky toto téma nebylo zajimavé. MozZna pravée
proto jsou dnes s Fermatovym jménem spojeny pravé pojmy z teorie Cisel (Fermatova
¢isla, Malda Fermatova véta, Velka Fermatova véta, ...). Nemohl opominout ani velké
téma oné doby, tedy otdzky souvisejici s diferencidlnim poctem, k jejichZ feSeni pouzival
metodu maxim a minim.

' Tyto sendty existovaly ve Francii v 17. stoleti. Sestdvaly ze stejného po&tu katolikii a reformovanych. Jejich
dkolem bylo dbat na dodrzovani prav hugenotd, kterd jim zarucoval Edikt nantsky (vydany roku 1598
Jindfichem IV.). Chambres de I'Edit byly zruieny v roce 1669 Ludvikem XIV.

? Okcitanstina (francouzsky occitan, resp. langue d’oc) je romdnsky jazyk pouZivany v jiZni Francii a ptilehlych
tizemich ve Spané&lsku, Monaku a Italii. Ve stfedovku se v jizni Francii pouZivalo slovo oc pro vyjadieni ano,
zatimco ve Francii severni se pouZivalo slovo oil (pozd¢ji se zménilo na dnes pouZivané oui). Z toho pochizelo
oznaceni téchto jazyki langue d’oc, resp. langue d’oil. Okcitanie (tedy oblast, ve které se hovofilo okcitansky)
byla k francouzskému kréalovstvi pfipojena ve 13. stoleti po kiiZové vypravé proti albigenskym (katarim). Dnes
se jeden z regiont na jihu Francie jmenuje Languedoc-Roussillon.
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3 Metoda maxim a minim

3.1 Predstaveni metody

Fermat ve [2] vysvétluje svou metodu takto: Necht' a je néjakd neznamd, kterd ma
jednu, dvé ¢i tfi dimense. Vyjadii se mnoZstvi v a (dnes bychom fekli, Ze mdme funkci
proménné a), které maximalizujeme nebo minimalizujeme pomoci vyrazi, které mohou
byt libovolného stupné. Nahradime proménnou a vyrazem a + e (nefik4, jestli je e kladné
nebo zdporné), dosadime a ziskany vyraz prohldsime za adekvdlni pfedchozimu. Fermat
nevysvétluje, co tento pojem znamend, jen se odvoldva na Diofanta, ktery jej také pouZil.
VétsSinou se interpretuje jako docasnd rovnost. Dnes bychom pravdépodobné fekli, Ze se
rovnaji limity téchto vyrazii pro e jdouci k nule. Z obou stran (adekvality) odstranime
spole¢né vyrazy. VSechny vyrazy na obou stranich (adekvality) ted’ obsahuji e v riznych
mocninich. Vydé¢lime je e nebo mocninou e tak, aby se v n€kterych vyrazech uZ e nevy-
skytovalo. Odstranime ty vyrazy, které stile jesté obsahuji e. ReSenim posledni rovnice
ziskame hodnotu neznamé a, ktera dava maximum nebo minimum.

Nasleduje piiklad. Necht je pfimka (minéno tsecka) AC rozdélena v bodé E tak, aby
soudin | AE |X|EC| byl maximalni. PoloZme |AC |=b a oznalme a délku jedné z &ésti.
Délka druhé pak bude b —a a soucin obou ¢asti, jehoZ maximum hledame, bude ba — a’.
, . , Necht’ je nyni délka prvni Césti rovna a+e, délka
A E C druhé potom bude b—a—e a soulin obou &asti

ba—a* +be—2ae—e*. To musi byt adekvalni pfedchozimu (tj. ba —a”). KdyZ odstranime
spoleéné vyrazy (tedy ba—a’), mame be adekvélni 2ae+e’. Po vydéleni e ziskime b
adekvalni 2a +e. Odstranime e a vyjde b adekvalni 2a. Soucin bude maximalni, jestlize

b i .y . o
a =§. Fermat na z4vér dodavé, Ze nelze najit obecngjii metodu®. Podobnym zptisobem
hled4 v [4] bod B na tseéce AC takovy, Ze je maximdlni soucin |ABJ x|BC|.

3.2 Nalezeni te¢ny ke kiivce

Fermat pouZivda metodu maxim a minim téZ k nalezeni tecen k riznym kfivkam. V [2]
popisuje postup, jak nalézt tecnu k parabole. Podobnym zpisobem konstruuje také te¢nu
k elipse v [4] a ke kisoidé, Nikomédove konchoidé a cykloidé v [6].

PopiSeme zde konstrukci tecny k parabole. Mé&me parabolu s vrcholem D, na ni
bod B, kterym vedeme te¢nu. Ta necht’ protina osu paraboly v bod¢ E. Z bodu B spustime
kolmici k ose paraboly, prusec¢ik ozna¢ime C. Na tsecce BE zvolime v blizkém okoli
bodu B libovoln&* bod 0, z n¢j opét spustime kolmici k ose paraboly, prisecik s osou

ozna¢ime I. Z definice paraboly je ziejmé, Ze |CD|=|BC[. ProtoZe bod O lezi vn&

2
paraboly, ziejmé plati | DI |<|OI [, a tedy % > % Z podobnosti trojihelniki BCE

* Il est impossible de donner une méthode plus générale. Podobna vyjadieni najdeme u Fermata Gastéji. To je
mozn4 jeden z divodi, pro¢ Descartes pozdéji napsal: Monsieur Fermat est Gascon, moi pas. (Pan Fermat je
Gaskonéc, ja ne.) Oznacenim Gaskonéc chtél vyjadrit, Ze Fermat je chvastoun.

* Fermat piSe: Si l’on prend sur la droite BE un point quelconque O ... Neklade tedy podminku na blizkost bod
B a O ani na polohu bodu O na usecce BE. Pokud by bod O leZel na opa¢né polopiimce, tivahy by byly podobné,
jen bychom museli poloZit |CI| = — e. PoZadavek na blizkost bod B a OFermat mléky predpoklada.
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BC| _|CE} .

a OIE plyne, Ze || o ||2 = || = ||2 , a dosazenim do pifedchozi nerovnosti ziskdme
D E[

u>|C |2 . Polozme |CD|=d, |CE|=a a |CI|=e.Potom |DI|=d—e, |IE|=a-e
|DI| |IE|

B . akdyZz dosadime do pfedchozi nerovnice, je

d a .

> . Obé¢ strany nerovnice vy-

d-e a’ +eé" —2ae Y Y

nasobime spole¢nym jmenovatelem a ziskdme

da’ +de’ —2dae >da® —a’e. Nyni polozime

c | D E

ob€ strany nerovnosti sob& adekvdlni, odstra-
nime spole¢né vyrazy (tedy da?) a vydélime e.
Ziskdme de+a’ adekvélni 2da. Odstranime
vyraz s e (tedy de) a zbude nam a” =2da, ne-
boli a =2d (ptipad, Ze a =0, Fermat ani nezminuje). Vzdalenost priseciku te¢ny s osou
paraboly (bod E) od bodu C je tedy dvojndsobkem vzdalenosti bodu C od vrcholu
paraboly D. Te¢na k parabole je ur¢ena bodem dotyku B a bodem E.

3.3 Dalsi pouziti metody maxim a minim

V [3] Fermat pouZivd metodu maxim a minim k nalezeni t¢ZiSt€ parabolického
konoidu. V [5] hledd kuZel s maximdlnim povrchem, ktery je vepsany do dané koule.
Podobnou tlohu, totiZ nalezeni vilce s maximélnim povrchem, ktery je vepsany do dané
koule, te$i v [7]. V [6] pouzivd tuto metodu k ur€eni inflexnitho bodu (podle Fermata
bodu, kde se ,,méni Zakfiveni”s) kiivky. Tvrdi, Ze tecna k dané kiivce v tomto bod¢ svirda
se svislou osou (kartézského soufadného systému, v obvyklém znaceni je to osa y)
nejmens$i thel ze vSech teen vedenych body nad, resp. pod inflexnim bodem® (tedy
v jistém okoli inflexnitho bodu). Toto je zfejm& pravda (pro diferencovatelné funkce),
kdyz se rostouci funkce v inflexnim bod€ méni (s rostoucim x) z konvexni na konkavni,
resp. kdyZ se klesajici funkce v tomto bodé¢ méni z konkdvni na konvexni. Pfikladem
miZe byt funkce y=sinx. V opa¢ném piipadé (napf. y =x’) je naopak (pokud uva-
Zujeme ostry uhel) tento dhel maximalni. Fermat sim ukazuje jen zpusob hledani
inflexniho bodu u klesajici funkce, kterd se méni z konkdvni na konvexni. Uvadi, Ze
nepopisuje viechny piipady, jenom ukazuje zpiisob hledéni inflexniho bodu.’

4 Spory kolem metody maxim a minim

KdyZ byla v roce 1637 vydana Descartesova Geometrie, vyjadril Fermat tdiv nad tim,
Ze v ni neni nic o metodé maxim a minim. Ozndmil bez dikkazu pravidlo pro fesSeni
problému touto metodou (viz [2]). Descartes byl zasaZen na citlivém misté. Uplatnil
Fermatovo pravidlo na hledani nejdelsi usecky ze vSech, které vedou z pevné zvoleného
bodu do bodu na kiivce v ¢asti, ktera je konvexni vzhledem k tomu pevnému bodu,
a dostal absurdni vysledek. Z toho vyvodil, Ze Fermatova metoda je nepiesnd. Fermata se

% Fermat piSe: Soit la courbe AHFG dont la courbure change par exemple au point H ...

® A pokratuje: Menez la tangente HB, l'ordonnée HC; l'angle HBC sera le minimum entre tous ceux que la
tangente fait avec l'axe ACD, qu'elle soit au-dessous ou au-desus du point H, comme il est facile de le
démontrer.

7 Nous ne poursuivons pas tous les cas, nous indiquons seulement le mode de recherche, les formes des courbes
variant indéfiniment.
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zastal Roberval, ktery odpovedél, Ze se nejednd o maximum ve smyslu, jak je pouziva
Fermat. Vzplanula vélka slov, ve které mél své zastance jak Fermat, tak Descartes. Spor
pozdéji popsal napt. Jean-Marie Duhamel (1797-1872) v [1].

Fermat na Descartesovy vyhrady reagoval tim, Ze znovu (a pfesnéji) popsal svou me-
todu v [8]. Tentokrat nepouzivd pojem adekvality a piSe, Ze na metodu, jak hledat mini-
mum a maximum, pfiSel pii studiu Viétova dila. Minima a maxima jsou totiZ jedine¢na®
(v nésledujicim smyslu). Necht’ (spojitd) funkce f nabyva v bod¢ a svého maxima M.
Rovnice f(x)=M ma v urcitém okoli bodu a jediné feSeni, totiZ a. Pro hodnotu Z
,,0 malo*“ mensi neZ M je rovnice f(x)=Z,dvojznacnd*“ (ambigué), nebot’ existuji body
b<a a c<a, ve kterych f(b)= f(c)=Z.

Nasleduje ptiklad uvedeny v 3.1. Jak rozdélit dsecku AC v bodé E tak, aby soucin

| AE | x| EC | byl maximéalni? Pfipomefime, Ze jsme poloZili | AC|=b a | AE |=a, soudin
2

je tedy ba—a’. Maximum je rovno vy a nastava pro a =% KdyZ chceme tsecku AC

2
rozdélit v bod€ E tak, aby soucin byl roven kladnému Z, které je mensi nez R dosta-

vame na useCce AC dva rizné body, které spliuji tuto podminku. Ozna¢me a, resp. e
vzdalenosti téchto bodii od bodu A. Plati, Ze ba—a* =Z =be—¢€’, tedy ba—be=a"—é’,

apo vydéleni a—e ziskdme b=a+e (pfipomenme, Ze a # e ). Zvolime-li hodnotu vétsi
. o5 b ‘e o PRy
neZ Z (ale mensi nez 7), budou se ¢isla a a e liSit méné neZ v pfedchozim piipadé. Cim

vetsi bude hodnota soucinu, tim mensi bude rozdil a —e, aZ pro maximum bude nulovy
. . e b
(protoZe maximum je jedinecné), tedy a =e = 5"

V dal§fm piikladu hleddme na dseéce AC bod E tak, aby souéin |AE [ x|EC| byl
maximélni. PoloZime-li |AE |=a, |AC |=b, maximalizujeme vyraz a’(b—a)=a’b—a’.
Podobné jako v pfedchozim piipad¢ plati, Ze pro hodnotu mensi, nez je ta maximalni,
existuji na tseéce AC dva body, ve kterych je a’b—a’ rovno této hodnoté. Vzdalenosti
téchto bodli od bodu A zase oznaéime a a e. Plati a’b—-a’=e’b-e’, a tedy
a’b—-e’b=a’—e’. Po vydéleni a—e ziskime ab+eb=a’ +ae+ ¢’ . PoloZime a =e (ma-
ximum je jedineéné) a ziskdme 2ba = 3a*, neboli 2b=3a.

ProtoZe a i e jsou nezndmé hodnoty, nic nebrdni tomu, abychom vzdélenost druhého
bodu od A oznaCili a+e namisto e, tim bude rozdil vzdalenosti (kterym je tfeba délit)
roven e. Vie je ukdzino na piikladu maximalizace vyrazu b’a—a’. Pro kladné &islo
mensi, neZ je maximum, existuji &sla @ a a+e, pro které je vyraz b’a-a’ (Iépe
b’x—x*) roven tomuto &islu. Platf tedy, ze b’a+b’e—a’—e’ —3a’e—3ae’ =b’a—a’. Od-
stranénim stejnych vyrazii (b°a —a’) z obou stran rovnosti ziskime b’e = e’ + 3a’e + 3ae’ .
Kazdy ¢len nyni obsahuje néjakou mocninu ¢isla e. Timto ¢islem vydélime obé strany
rovnosti. Mame b* = e* +3a” + 3ae . Abychom nasli maximum (které je jedineéné), polo-

8 . .. . . . . . PN
Les maxima et minima sont en effet uniques et singuliers, comme le dit Pappus et comme le savaient déja les
anciens, ...

149



#ime e=0. Ziskdme b’ =3a”, odkud miZzeme vyjadiit a. Tfm je vlastné zdiivodnén po-
stup popisovany diive. Navic neni tfeba pouZivat trochu nejasny a pochyby vzbuzujici
pojem adekvality.

5 Zavér

I v pozd¢jsi dobé si nektefi matematici kladli otazku, jak moc si Fermat uvédomoval,
co vlastné jeho metoda znamend. Jeho postup se ndpadné podoba tomu, co pouzivame
dnes. Staci si predstavit, Ze vSude napiSeme limitu pro e jdouci k nule. Nekteti dospéli
k nazoru, Ze Fermat vynalezl diferencialni pocet dfive nez Newton a Leibniz, jini usou-
dili, Ze tak daleko Fermat nedospél. Tato metoda vsak jisté pfisp€la k rozvoji dvah o ne-
konecné malych veliinach, tvah, které k vytvoreni diferencidlniho poctu vedly.
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MIKULAS KUSANSKY A KVADRATURA
KRUHU

LIBOR KOUDELA

Abstract: Nicholas of Cusa often used mathematics to approach rationally the domain of
transcendental principles. He also wrote several purely mathematical works devoted
mostly to the solution of the old-standing problem of quadrature of the circle in terms of
the doctrine of coincidentia oppositorum (coincidence of opposites). His attempts to
square the circle were criticized by Regiomontanus, who used thorough numerical
calculations to disprove Cusanus’ results. The Regiomontanus-Cusanus controversy
illustrates a profound change in mathematical thought of the late Middle Ages.

1 Uvod

V roce 1533 vysla v Norimberku kniha De triangulis omnimodis [5], ktera predstavuje
meznik v historii trigonometrie. Jeji autor Johannes Miiller z Konigsbergu (1436-1476),
znaméjsi pozdéji jako Regiomontanus, ji napsal jiZ v roce 1464. Norimberské vydani pti-
pravil némecky polyhistor Johannes Schoner (1477—-1547), ktery k uvedené knize ptipojil
obsdhly dodatek tvofeny nékterymi dal$imi spisy z Regiomontanovy pozustalosti. Tento
apendix tvori Ctyfi krat${ matematické spisy Mikulase Kusanského (1401-1464) a jejich
kritika sepsand Regiomontanem, kterd sestivd z nékolika oddélenych casti liSicich se
formou.

Mikuld§ Kusansky ve svych filosoficko-teologickych dilech pouZival matematické
predstavy jako prostiedek vyS$§iho poznani. Intelektudlni imaginace a meditace o pro-
méneé geometrickych objektl v nekone¢nu umoziuji podle Kusana piekondvat omezeni
svéta vnimaného smysly. S tim je spojena predstava splyvani protikladl (coincidentia
oppositorum), pteklenovani rozdilu mezi jevy, jeZ jsou na materidlni drovni neslucitelné.
Typickym ptikladem je meditace o proméné oblouku kruZnice v pfimku (tedy minima-
lizace kiivosti) pfi neomezeném zvétSovani poloméru, popisovand v prvnim Kusdnové
vyznamném filosofickém spise De docta ignorantia z roku 1440.

Kusanus je rovnéz autorem nékolika ¢isté¢ matematickych spisti, vénovanych prevazné
pokusiim o vyfeSeni kvadratury kruhu aplikovanim vyse uvedenych myslenek.' Tyto spi-
sy byly napsdny v obdobi 1445-1459. N¢které z nich se dostaly do rukou Georga von
Peuerbacha (1423-1461), vyznamného videnského matematika a astronoma, od néhoz
presly do vlastnictvi jeho Zdka Regiomontana. Ten, patrné na Peuerbachovu Zadost, poz-
degji vénoval znacné usili ovéfeni platnosti Kusanovych zavéra [6, str. 76]. V relativné
kratkém obdobi na pfelomu Cervna a Cervence 1464 je podrobil dikladnému rozboru,
jehoZz zavéry pak byly spolu s Kusdnovymi texty pfipojeny k Schonerovu vydani Regio-
montanova stéZejniho dila De triangulis omnimodis.

! Némecky pieklad Kusinovych matematickych spisii s komentdtem J. E. Hofmanna vySel roku 1952 (viz [4]).
V ceské literatufe vénoval Kusdnovu matematickému dilu pozornost Jifi Fiala, ktery se v ¢lanku [3] zabyval
Kusanovym piistupem k feSeni kvadratury kruhu v $ir§im kontextu.
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Priloha obsahuje nasledujici Kusanovy texty: Quadratura circuli (str. 5-9, napsana
patrné v obdobi 1451-52), Dialogus de circuli quadratura (str. 10-12, z roku 1457, ma
formu dialogu mezi MikuldSem Kusanskym a Paolem Toscanellim), k nému je pfiloZena
Toscanelliho odpovéd Magister Paulus ad Nicolaum Cusanum Cardinalem (str. 13—14),
po niZ nasleduje Kusdnova reakce Declaratio rectilineationis curvae (str. 14—15) a nako-
nec nedatované De una recti curvique mensura (str. 16-21, napsané zfejmé 1457).

2 Kusanovy pokusy o provedeni kvadratury kruhu

2.1 Arkufikace usecky v Quadratura circuli

JiZ od starovéku bylo znamo, Ze sestrojit Ctverec, ktery ma stejny obsah jako dany
kruh (tedy provést kvadraturu kruhu), znamena totéZ jako sestrojit usecku, kterd ma
stejnou délku jako dand kruZnice (tedy kruZnici rektifikovat). V prvnim z uvedenych
spisti popisuje Kusanus tdlohu, ktera je v jistém smyslu obracend k problému rektifikace:
jde o nalezeni kruZnice, jeZ ma stejnou délku jako dana dsecka (Cantor [1, str. 192]
nazyva takovou ulohu arkufikaci Gsecky).

H H_ T §
o) U=5 _
P
¢/ I G KD 5
X Iz
F
o F VR
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4 B

Obr. 1. Konstrukce kruZnice stejné délky, jako ma dand tseCka AB

Zéakladni mysSlenka spociva v tom, Ze kruh a trojihelnik tvofi v jistém smyslu
extrémy. UvaZujeme-li posloupnost pravidelnych n-thelnikll se stejnym obvodem, stoji
trojuhelnik na jejim pocatku (n = 3), zatimco kruh chdpany jako mnohouhelnik s neko-
necnym poctem vrcholll na jejim konci. Rozdil polomérti opsané a vepsané kruZnice je
v piipadé¢ trojihelniku nejvétsi a soucet nejmensi; v pripadé kruhu obé€ kruznice splyvaji
a rozdil jejich polomért je roven nule, zatimco jejich soucet je nejvétsi. V Kusanové po-
jeti se limitni pfechod od pravidelného n-thelnika k izoperimetrickému kruhu realizuje
jednoduchou geometrickou konstrukei.

Sestrojime rovnostranny trojuhelnik CDE, jehoZ obvod bude rovny délce dané usecky
AB (obr. 1).> Na tisetce CD vyzna&ime body I a K tak, aby |IK| = (1/4) |AB| a aby tisecky

? Pouzivam vé&tiinou stejné znadeni bodi, jaké je v pivodnim textu, pouze mald pismena nahrazuji v souladu se
sou¢asnymi konvencemi velkymi. K odlisnému znaceni se uchyluji tehdy, kdyZ jsou v piivodnim textu duplicitni
symboly nebo jsou body oznacovany dvojicemi pismen.
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CD a IK mély spoleény stied. Usecka IK necht je stranou &tverce IKML. KruZnice opsana
tomuto ¢tverci bude mit polomér NO a kruzZnice vepsana polomér NG. KruzZnice vepsana
trojuhelniku CDE bude mit polomér FG a kruznice opsana polomér FH, pticemZ bod G
bude stiedem tseCky FH. Body F, G, H, které jsou zopakovéany na obr. 1 vpravo, vedeme
kolmice na tseCku FH. Sestrojime tseCku 7V a na ni body P a U tak, aby usecky TV
a FH byly rovnobéZné, aby body T, V leZely na sestrojenych kolmicich a aby délka VP
byla rovna polomeéru kruZnice vepsané ctverci (¢i jinému pravidelnému n-thelniku)
adélka VU poloméru kruznice opsané.

Z bodu G vedeme (polo)piimku prochazejici bodem P a z bodu H (polo)piimku
prochézejici bodem Ui jejich prusecik oznacime Q. Bodem Q vedeme rovnobézné s FH
usecku SR, jejiz stied je Z, ptiCemz S lezi na HT a R na FV. KruzZnice se sttedem R pro-
chazejici bodem Q pak bude mit podle Kusana délku rovnou délce dané dsecky AB.

Oznacime-li polomér kruznice vepsané a kruznice opsané pravidelnému n-tihelniku

symboly r,, resp. R, , a polomér hledaného izoperimetrického kruhu r, spociva hlavni
nesndz Kusanova postupu v predpokladu, Ze

r—r, _ r, — 7'3

R, —r B R, -, '

Pro n =4, coz odpovida vyse uvedené konstrukci, vychazi hodnota 7 = 3,15149; s rostou-
cim n by se vysledek vice bliZil skute¢né hodnoté&.

2.2 Rektifikace kruznice v Dialogus de circuli quadratura

V textu Dialogus de circuli quadratura je vyklad metody kvadratury kruhu
prezentovdn ve form¢ dialogu mezi kardindlem sv. Petra MikuldSem [Kusdnskym],
biskupem brixenskym, a Paolem [Toscanellim], 1€kafem florentskym. V textu je rozve-
dena metoda popsand ve starSim Kusdnové spise De mathematicis complementis; na

Paolovu Zadost o bliz§i vysvétleni kvadratury kruhu pfind$i Mikuld§ nasledujici kon-
strukci.

J M
/
b A B |F N
A B
L

Obr. 2. Rektifikace kruznice BCDE

Kolem bodu A opiSeme kruZnici prochézejici body B, C, D, E, pti¢emZ tsecky BD
a CE jsou navzdjem kolmé. Sestrojime dale tétivu BC a kolem bodu A opiSeme dal§i
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kruZnici, jejiZ primér je roven souctu poloméru prvni kruZnice a délky tétivy BC, tedy
|FG| = |AB| + |BC|. Druhé kruZnici vepi§eme rovnostranny trojuhelnik IKL. Mikulas tvrdi,
Ze obvod trojihelnika IKL je roven délce kruZznice BCDE.

Podle Hofmanna [4, str. 240] neni dialog uplnou fikci, ale reflektuje skutecné na-
mitky, které proti uvedenému feSeni vznesl Toscanelli. V textu Mikuld$§ zfejmé¢ naznacuje
dtikaz pomoci reductio ad absurdum, kdyz tvrdi, Ze nahradime-li bod C bodem N leZicim
pod nim (obr. 2 vpravo), dostaneme hodnotu mensi neZ hledany primér, zatimco bod M
lezici nad bodem C vede na hodnotu vétsi, takZe abychom dostali primér vétsi kruZnice,
musime k AB pripojit skutecné tétivu BC, coZ vsak, jak dokizal pozd¢€ji Regiomontanus,
neodpovida skutecnosti.

3 Regiomontanova kritika

Regiomontanova reakce na Kusdnovy postupy md castecné rovnéZ formu dialogu,
ktery se odehrava mezi Aristofilem, Zdkem a stoupencem Kusanovym, a Kritiem, jeho
ucitelem. Aristofilos v ivodu dialogu pfinasi nadSen¢ zpravu o vyfeSeni prastarého prob-
Iému kvadratury kruhu. Chvili nechdva Kritia hadat, komu se podafilo dlohu vyfesit.
Posléze Aristofilos prozrazuje, Ze jde o Mikulase Kusanského, a popisuje vyse uvedenou

Kusanovu metodu (viz obr. 2).

Kritias si nejprve vyjasiiuje provedeni celé konstrukce. Je-li dan kruh BCDE a jeho
BC‘2 = 2|AB‘2 (podle Pythagorovy véty;

Kritias/Regiomontanus odkazuje na jeji znéni v tvrzeni 47 prvni knihy Eukleidovych
Zakladi).

polomér AB, pak je zndma i tétiva BC,* nebot

Tim je urcen i primér veétsi kruznice FJGL, ktera je opsdna trojihelniku /KL. RovnéZz
JI = (4/3)|IL]". (Kritias na tomto mist&
demonstruje svou pocetni zb&hlost: Vezmeme-li t&tivu 1J, kterd je stranou pravidelného
Sestitihelnika vepsaného vétsi kruZnici, je podle tvrzeni 15 &tvrté knihy Zdkladii ziejmé
2| =JL| a odtud |[JL)" =4J|". Uhel ZLIJ je pravy, takze |1J]" +|IL]" =|JL)". Je tedy
" =3 a |U| +|IL]" =|JL|" = @/3)|IL]".) Vezmeme-li pak tsecku, jejiz délka je
rovna trojnasobku délky tsecky /L, budeme mit, plati-li Kusantiv zavér, dsecku rovnou
délce kruznice BCDE. Zname-li délku obvodu kruhu, je snadné piejit ke ctverci stejného
obsahu: nejprve na zdkladé tvrzeni I Archimédovy knihy Méreni kruhu sestrojime
pravouhly trojihelnik s jednou odvésnou rovnou obvodu kruhu a druhou rovnou jeho

poloméru. Pomoci tvrzeni 14 druhé knihy Zdkladii pak snadno pfeménime tento troj-
uhelnik na ¢tverec a kvadratura kruhu bude dokoncena.

jeho strana IL je tim pidem zndma, nebot’

Pak vSak dialog dospé&je k zdsadni otdzce, zda Kusdnovo tvrzeni je pravdivé. Kritias
se nejprve zdrdahd dat jasnou odpoveéd’, uznava vyjimecnost Kusanovy osobnosti a jeho
hluboké znalosti filosofie. Aristofilos pfipousti, Ze ani on sdm nevi, jak uvedené tvrzeni
dokazat. Kritias poté pristupuje k vysvétleni, jak je mozZné pii oveéfovani platnosti
postupovat nejen v tomto, ale i v dalSich podobnych ptfipadech. Jeho postup je zaloZen na
numerickém ovéfeni a opird se o tvrzeni III spisu Méfeni kruhu, které stanovuje meze pro

* Regiomontanty dialog je doplnén novym obrazkem s odlignym znagenim. Zde zachovavam zna&eni z obr. 2,
nebot’ popsana metoda je stejna jako v Kusdnové textu.
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< . N 10 1 - P < .
pomér obvodu kruhu a jeho priiméru na 3— a 3—. Stejné meze plati pro pomér poloviny
71 7

obvodu a poloméru. Zvolime-li |JAB| = 497 (jednotek délky), bude délka pllkruZnice vé&tsi
nez 1561 a celd kruZnice bude mit délku vétsi nez 3122.

Nynf je ‘AB‘Z =247009 a |BC‘2 =494018 . Toto &islo neni druhou mocninou Z4dného
pfirozeného ¢&isla, spokojime se proto s tim, Ze |BC| < 703. Pak je |AB| + |BC| < 1200,
a tedy ‘JL‘Z =1440000. Odebereme-li z této hodnoty jeji jednu Ctvrtinu, dostaneme odhad

druhé mocniny strany IL, tj. |IL|2 =1080000 a |IL| < 1040. Obvod uvazovaného rovno-

stranného trojihelnika tedy nemuze byt vétsi nez 3 x 1040 =3120. AvSak kruznice
BCDE, jak bylo feceno, je delsi neZ 3122, a nenf tedy rovna obvodu trojihelniku /KL.

Aristofilos jen vahavé pfipousti platnost Kritiovy argumentace, nechce véfit, Ze by se
osobnost Kusdnova formatu mohla mylit.

Aristofilos: Troufds si tedy popirat tento [Kusanv] zdver?
Kritias: Vpravdeé netroufam, spise citim povinnost.

Na tomto misté Kritias sviij vlastni podil snizuje a do popfedi stavi autoritu starych.

Kritias: ... Zddni stari geometri a aritmetikové, jejich? jsem ja novodobym mluvcim,
nevyslovuji takovy druh zdveri. A tedy ne mné, ale jim prisud’ to, co nazves treba
nelitostnou debatou nad cizi myslenkou, anebo treba sladkym pdtrdnim po jakékoli
pravdeé. [5, str. 27]

Po dialogu nasleduje text, ktery tvoii teoreticky zaklad Regiomontanova postupu. Jde
o tfinict Uvodnich tvrzeni (preambulae), které maji samostatny vyznam. Jedendct z nich
se tyka vlastnosti veli¢in ur¢enych pomoci mezi (ptikladem jsou Archimédovy meze pro
pomér obvodu kruhu a jeho priméru). Dvanactd preambula uvadi zasadni koncepéni
vychodisko:

Prichdzejice bliZe k prvotnimu predmétu naseho zkoumdni, tvrdime jisté, Ze kruZnice
Jje stejného druhu jako kaZdad jind linie, a mezi Zddnymi liniemi, at’ primymi ¢i rizné
zakrivenymi, nent specifického rozdilu. [5, str. 37]

Regiomontanus opirda své presvédCeni o kinematické pojeti. Linie je generovéna
pohybem bodu, jehoZ dridha muZe byt piima nebo zakf#ivend. Stejné tak plocha je
generovdna pohybem linie a téleso pohybem plochy. V komentéfi k moZnosti porovnavat
délky se Regiomontanus dovolava jednak Archiméda, ktery na riznych mistech svého
dila porovnava délky usecek a obloukil, a jednak Ptolemaia (s odkazem na Alma-
gest VI, 7). Ma-li se vibec hovofit o poméru dvou veli¢in (jako je obvod a pramér
kruhu), musi jit o veli¢iny stejného druhu. Jako pivodce pievladajiciho presvédeeni
0 nemoznosti porovndvat rovné a kfivé linie uvadi Regiomontanus Aristotela (s odkazem
na Kategorie*) a jeho skepsi k moznosti provést kvadraturu kruhu. Avsak tato nemoZnost
podle Regiomontana nikterak nevyplyva z toho, Ze by rovné a kiivé ¢ary byly rizného
druhu.

* O kvadratufe kruhu pojednavé &ast VII, 7b.
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Posledni (tfinacté) tvrzeni této ¢asti textu opakuje meze poméru obvodu kruhu k jeho
priméru stanovené Archimédem. Regiomontantiv komentaf obsahuje obhajobu nume-
rické metody a opravnénosti porovnavat délky dseéek pomoci ¢iselnych pomérd. Z toho,
Ze pomér ani jeho povahu (souméfitelnost ¢i nesouméfitelnost délek) nezname, nemu-
Zeme vyvozovat, Ze pomér vubec neexistuje. K jeho vyjadieni miZzeme pouZivat dvojice
mezi, coZ lze aplikovat obecné. Regiomontanus zde predjima budouci pristup k feseni
problému rektifikace i dal§ich problémi i analytické zkoumdni geometrickych tloh.
Zbyvajici ¢ast textu je pak vénovana dikladnému numerickému ovéfovani dalsich Kusa-
novych vysledkd, vychazejicimu z vyse uvedenych principu.

4 Zavér

Presvédceni o nemozZnosti porovndvat délky rovnych a zaktivenych linif, jehoZ kotfeny
nachdzel Regiomontanus u Aristotela, pfetrvdvalo v matematice do jisté miry aZ do
17. stoleti, kdy byly provedeny prvni tispésné rektifikace. Historie kvadratury kruhu v ob-
dobi, které ndsledovalo, je pfedevs$im historii postupného zpiesiioviani numerickych apro-
ximacf ¢isla 7z, pfi némz duleZitou roli hralo uziti konvergentnich ¢iselnych fad. Kusantv
imaginativni pfistup k feSeni geometrickych dloh obsahuje prvky, které jsou matematice
cizi. Regiomontanus usiluje o o€iSténi matematiky, o ndvrat k jasnosti staroveéké geo-
metrie, a je v tomto smyslu skutenym dédicem antické matematiky. De Bernart

[2, str. 66] v této souvislosti vyzdvihuje Regiomontantiv rigorézni piistup a jeho pevné
me-todologické ukotveni.
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BENOIT MANDELBROT A JEHO FRAKTALNA
GEOMETRIA

KATARINA MESZAROSOVA

Abstract: In the 70's of the 20th century Benoit Mandelbrot presented his new view on the
world. Mandelbrot's unusual ability of geometrical imagination has allowed him to solve
mathematical problems with a non-traditional geometric approach. He has formulated the
basics of the fractal geometry. The fast development of the computer industry has immedi-
ately allowed the dynamic breakthrough in the fractal geometry, especially its large applica-
tions in the different areas of science, technology and arts.

1 Uvod

Z ¢oho pramenila tzasnd Mandelbrotova schopnost’ vidiet’ v réznorodych oblastiach
spolo¢né rysy a zakonitosti, ktoré nikto iny nevidel a ¢akali na svoje znovuzrodenie tak-
mer celé storo¢ie? V tomto ¢lanku zameriame nasu pozornost’ na korene, z ktorych vyras-
tala osobnost’ Benoita Mandelbrota. Spomenieme najddleZitejSie osobnosti a okolnosti,
ktoré formovali jeho nezvycajni tvorivost, z ktorej Cerpal v celom svojom plodnom
vedeckom Zivote. Hlavnym zdrojom informacii bude Mandelbrotova autobiografia Frak-
talista. Rebelem ve vede [1] (The Fractalist. Memoir of a Scientific Maverick). Benoit
Mandelbrot zomrel v roku 2010 tesne pred poslednou reviziou autobiografie. Knihu
vydala jeho manZelka Aliette Mandelbrotova v roku 2012.

2 Benoit B. Mandelbrot: Fraktalista. Rebelem ve véde

Oznacenie rebel nosim s hrdostou. Zil som ako individualista a ako individualista
zamyslam aj zomriet. Rebelantom som zacal byt vo chvili, ked’ som sa stal dospelym. Na
osamelii drahu ma nasmerovalo moje rozhodnutie v mladosti. ([1], str. 93)

MoZe geometria splnit to, ¢o slubuje grécky koren tohto slova — pravdivo merat’ celii
Zem so vietkou jej nespiitanou prirodou? ([1], str. 9) Tato otdzka bola mottom Mandel-
brotovej mnohoro¢nej price na prvej tedrii drsnosti, ktord sa neskor stala jednou zo
zloZiek krasy. ([1], str. 9) Dnes mdZeme povedat, Ze odpoved’ je ano aje skryta
v Mandelbrotovom celoZivotnom diele, ktoré nazval fraktdlna geometria.

2.1 Detstvo v Pol'sku

Benoit B. Mandelbrot sa narodil 20. 11. 1924 vo VarSave. V jeho rodine, ktorad
pochédzala z Litvy, sa mieSali Zidovské a ruské tradicie. VicSina dedicného majetku
mojich predkov pozostdvala zo zbierky velmi ohmatanych knih. Nasou rodinnou tradiciou
bolo nedbat na hmotny majetok a uctievat’ namiesto toho diela mysli. ([1], str. 19) Benoit
Mandelbrot vyrastal v prostredi, ktoré sa dalo oznalit' za pribytok matematiky. Na
rodinnej veceri vo VarSave vroku 1930 boli aj vyznamni matematici: Arnaud Denjoy
a Paul Montel. Cestnym hostom na rodinnej veceri bol Jacques Hadamard, pravde-
podobne najvicsi francizsky matematik tej doby. ([1], str. 23) Benoit ho povaZoval za
svojho duchovného praotca. Benoitov otec bol od svojho brata Szolema o 16 rokov starsi.
Aby pomohol svojim sdrodencom, musel opustit’ §tidid a ist do ucenia. Obetavo Zivil
rodinu r6znym obchodovanim, ale jeho nenaplnenou tiZbou bolo stat’ sa vynalezcom, no
ziskal len jeden patent. Benoitova matka bola zubarka, spomina na tiu: V dobe ked’ sa este
anestézia bezne nepouZivala, bola zubdrova povest najviac zdvisla na rychlosti trhania
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zubov a ja sa dobre pamdtam na matkinu silni pravacku a vypracovany biceps. ([1],
str. 28)

Stryc Loterman vyucoval Benoita Mandelbrota doma, aZ kym nenastipil do 3. ro¢nika
v 8kole. Benoit spomina: Mat ldskavého ucitela bolo bdjecné, ale strykova neskiisenost
spolu s absenciou akejkolvek organizdcie a vyucovacich metéd ma poznamenali na cely
Zivot. Pohrdal mechanickym ucenim, dokonca aj abecedou a ndsobilkou, oboje mi do
dnes robia problémy. Rozprdval mi pribehy z antiky a cvicil moj mozog k nezdvislosti
a tvorivosti. Neustdle sme hrali Sach. Jeho domdcnost, rovnako ako otcova, bola plnd
mdp, ja som ich Studoval a zapamdtdval som si ich. Kto vie, moZno mi Sach a mapy
vypestovali intuiciu, ktord sa neskor, ked uz som bol vedcom, stala mojim najdéleZitejsim
ndstrojom. Strycove vyucovanie bolo prvou fazou mdjho zvldstneho vzdeldvania, ktoré
katastrofy 20. storocia postrkovali sem a tam a vyvoldvali striedanie krdtkych normdl-
nych obdobi s obdobiami chaosu. ... Medzery v mojom vzdeldvani nastastie neboli nako-
niec také osudné, ako by sa dalo ocakdvat. ([1], str. 39)

Vo svojich spomienkach Mandelbrot Casto podrobne opisuje aj politickid a hos-
podarsku atmosféru, spomina: Moji raciondlni a rdzni rodicia pozorne sledovali udalosti
v Nemecku a v Rusku a dospeli k ndzoru, Ze nase vyhliadky v Pol'sku sii chmiirne. Polsko
nebola zem, ktorii moji rodicia chceli pre svojich synov. ([1], str. 46 a 48) Benoit mal
o rok mladSieho brata Ledna. Benoitov stryko Szolem bol uzndvanym matematikom vo
Francizsku. V roku 1931 nasledoval Benoitov otec Szolema do PariZa a o 5 rokov za nim
priSla aj jeho rodina. Nikto neovplyvnil Zivotni a vedeckd drdhu Benoita Mandelbrota
tak vyznamne ako jeho stryko Szolem. Po emigracii Mandelbrotovcov do Francizska sa
Benoitova matka musela vzdat’ svojej zubarskej praxe.

2.2 Mladost’ vo Franciizsku

Po prichode do Franciuzska nastipili Benoit aj Leén do miestnej zakladnej
chlapcenskej Skoly. Neskor studoval Benoit na pariZskom lyceu a v Case vojny na lyceu
v Tulle, kde sa Mandelbrotovci skryvali kvoli bezpecnosti. Mandelbrot na toto obdobie
spomina: DéleZitejSia ako Skola bola pre mia kniznica. Ako neformdlna kniZnica sliZilo
tieZ katolicke knihkupectvo. ... Do ruky sa mi dostalo aj niekolko zastaranych knih
o matematike. V kaZdej z nich Ziarilo mnoZstvo ilustrdcii roznych geometrickych tvarov,
¢o neskorsie ucebnice z principu vynechavali. Z tychto starych knih som si v hlave zosta-
vil celii plejddu tvarov, ¢o mi potom nesmierne pomohlo v zime roku 1944, ked som sa
pripravoval na velmi tazké skiisky z matematiky na Lyceé du Parc v Lyone. ([1], str. 70)

VysSsia strednd Skola college (Studenti medzi 12 a 18 rokom) koncila bakalarskou
skiskou, ktora bola formdlne prijimacou skiSkou do univerzitného systému. Benoit
Mandelbrot ju absolvoval ako prvy v histérii Skoly s vyznamenanim — summa cum laude.
Jeden z dosledkov mojej brilantne zloZenej skuSky priSiel okamZite a jednoznacne: zvysila
sa naSa Sanca na preZitie. Bolo to nové eso v ruke a zdleZalo len na tom, ako nam pomdze
v zapadnutom Tulle. ([1], str. 71)

Pocas okupécie v rokoch 1940-42 bol Zivot Mandelbrotovcov stile nebezpecne;jsi.
Vicsina Zidovskych rodin v Tulle sa drzala pospolu, ale Mandelbrotovci, verni inStinktu
konat’ ind¢ ako ostatni, sa rozhodli, Ze bude najlepSie sa rozdelit: synovia pdjdu spolu
arodic¢ia inam. V tom Case sa objavil ¢lovek ,,Anjel*, pravdepodobne rabin, ktorého
Benoitov otec presved€oval, aby pomohol jeho starSiemu synovi, lebo je vel'mi nadany.
Benoit a Leén sa ukryvali ako u¢ni u ndstrojara v Périgueux v blizkosti Tulle. Neskor
nasli dto¢isko v Lyceé du Parc v Lyone. Tam vyucoval profesor matematiky pan Coisard.
Benoit spomina: Na tabulu vidy napisal vel'mi dlhii iilohu, formulovanii jazykom algebry
alebo analytickej geometrie, zostavenu tak, aby na jej rieSenie boli potrebné absurdne
zloZité vypocty. Moj vniitorny hlas ti ilohu preformuloval do jazyka geometrie. Opieral
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som sa o zastarané ucebnice v ktorych bolo vidy ovela viac obrdzkov ako v knihdch si-
casnych. V nich som sa zozndmil s rozsiahlym siiborom velmi Specializovanych geo-
metrickych titvarov vSetkého druhu. Dokdzal som ich okamZite rozpoznat, aj vtedy ked sa
obliekali do analytického hdvu, ktory bol cudzi tak mne ako aj, myslim, ich vlastnej
podstate. Zacal som vidy rychlym ndcrtkom. ... PoZadovand algebra sa dala vidy doplnit
neskor. Beznddejne tazké problémy integrdlneho poctu sa tak dali redukovat na zndme
tvary, vdaka ktorym bolo rieSenie jednoduché. ([1], str. 82) Bolo to v zime roku 1944
ked’ Benoit Mandelbrot stretdva lasku svojho rozumu — geometriu. Zistil, Ze jeho talent
mysliet’ prostrednictvom geometrickych tvarov je prenikavy a spol'ahlivy. V roku 1973 sa
Mandelbrot stretol so svojim byvalym profesorom Coisardom a on mu prezradil, ako sa
marne snazil po ve€eroch a vikendoch vyhladat’ takd udlohu, ktord sa nedd na pockanie
»geometrizovat™. Nepodarilo sa mu to.

Odkial’ sa vo mne také nadanie vzalo? Nedajii sa oddelit gény od vychovy, ale urcité
ndznaky existuju. Szolem Zil dvojaky Zivot — matematika vo vSedny den a maliara v ne-
delu. Ja mieSsam matematiku a vytvarné umenie kaZdy den. Moj talent pre tvary dozrel
vdaka vSetkym komplikdcidm, ktoré poznamenali moje detstvo a mladost, a keby som sa
vtedy naucil rutinne zaobchddzat so vzorcami, mohlo by to mdj dar poskodit. ... Doba
stravend na lyceu v Lyone mala na moj Zivot mimoriadne hlboky a trvaly vplyv. ([1],
str. 83—84)

Na jesent roku 1944 prestipil Mandelbrot na Lyceé Luis-le-Grand v Parizi, aby sa
pripravil na prijimacie skisky na Ecole Normale Supérieure a na Ecole Polytechnique.
Obidve prijimacie skiSky boli vimyselne velmi tazké, aby priemer nad 16 bodov z 20
obvykle zvlddol len ten najlepsi. Vtedy sa hovorilo, Ze rekord ustanovil okolo roku 1885
Jacques Hadamard, dedkov najviZenejsi host na pamditnej rodinnej veceri vo VarSave
a moj duchovny vzor. ([1], str. 97) Mandelbrot dosiahol na prijimacich skagkach na Ecole
Polytechnique 19,75 bodu. Ucitel’ matematiky z lycea sa ho pytal, ako sa mu podarilo tak
rychlo vypocitat’ trojny integral. Mandelbtot odpovedal: Videl som, Ze je to objem gule.
Najprv sa ale musia zmenit' dané stiradnice na iné, ako to podla mia naznacovala
vntitornd geometria tilohy. ([1], str. 97) Benoit Mandelbrot prospel na obidvoch §kolach
amusel sa rozhodnit. Vybral si Ecole Polytechnique, kde bol dlho jednym z méla
zahrani¢nych Studentov. Byt zahranicnym Studentom, ktory sa nemusel biflovat, mi
ohromne vyhovovalo. Vdaka tomu som ziskal skvelé vzdelanie v ramci SirSieho ucebného
programu matematickych vied, rozhodne to bolo viac ako som potreboval v dalsej fize
mojho Zivota, v postaveni postgradudlneho Studenta na kalifornskom Caltechu. ([1],
str. 118)

Medzi uéitelmi matematiky na Ecole Polytechnique boli aj Gaston Julia a Paul Lévy.
Obaja Mandelbrota silne ovplyvnili. Ked’ som zavddzal pojmy Juliova mnoZina a Lévyho
proces vyvoldvalo to len prdzdne pohlady, dnes sa vSak pri Stidiu fraktdlov pouZivaji
dennodenne. ([1], str. 119) V roku 1917 Gaston Julia vydal pricu Mémoire sur [’ite-
ration des fonctions rationnelles. Bourbakiho §kola povaZovala knihu za prili§ konkrétnu
akvoli tomu bolo jeho dielo tridsat’ rokov prehliadané. StbeZzne s Gastonom Juliom
skimal iterdcie racionalnych funkcii aj Pierre Fatou. Viedy by som si nedokdzal pred-
stavit, Ze o 30 rokov neskor prdve tento odbor vzkriesim novymi otdzkami, ktoré v nom
prebudia iskru a zaistia mu zasliZenii slavu. ([1], str. 120) Mandelbrot ich nie len vzkrie-
sil, ale genidlne odhalil ich krasu.

2.3 Stddium v USA

V roku 1947 profesor aplikovanej matematiky Roger Brard navrhol Mandelbrotovi,
aby sa zaoberal mechanikou tekutin a aby iSiel na Caltech v Pasadene (predmesti Los
Angeles) Studovat’ k Theodorovi von Karmanovi. Kdrmdn bol kiizelnik, ktory presne
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vedel, ako ndjst takii matematiku, ktord by zvlddla vysoki mieru zloZitosti. ([1], str. 122)
Ked' prisiel Mandelbrot na Caltech, ¢akalo ho sklamanie, Kdrman externe posobil
v PariZi. Problematika turbulentného pridenia za¢inala odhalovat’ svoju komplikovanost’.
K vyskumu dynamiky tekutin neskor prispela teéria chaosu, vd’aka nej sa Mandelbrot
k tomuto odboru neskodr vratil, aby mu pomohol vyvinit koncept takzvanych multifrak-
talov. Prednasky zo Statistickej fyziky a termodynamiky viedol Richard Chase Tolman.
Mandelbrot o fiom piSe: Moznost ziskat' vedomosti od skiiseného majstra ovplyvnila moju
prdcu po vicsinu dalSieho Zivota a obohatila moju diplomovii prdcu. ([1], str. 127) Téma
diplomovej prace sa tykala tedrie vrtule, zaddval ju Frank E. Marble. Na Caltechu chcel
Mandelbrot robit’ aj doktorat u Paca Axela Lagerstroma, ale po navsteve Karmana sa ich
vzt'ah natol’ko zhorsil, Ze Caltech opustil bez doktoratu.

2.4 Spit vo Francizsku. Dizerta¢na praca.

V roku 1950 ako mlady Student matematiky hl'adal Benoit Mandelbrot vhodnd tému
pre doktorsku dizertaciu na Parizskej univerzite (Sorbonne). Szolem navrhol Benoitovi,
aby si ako tému dizertaCnej prace zobral Juliovu a Fatouovu tedriu, ktorej sa dnes hovori
kvadratickd dynamika. SnaZil som sa zo vSetkych sil, ale rychlo som to vzdal. Vyrovnat sa
s kvadratickou dynamikou sa mi podarilo aZ po tridsiatich rokoch rozvaZovania, a objavil
som v nej najznamejsi symbol — Mandelbrotovu mnoZinu. ([1], str. 149) Dizertacna praca
Mandelbrota mala nakoniec dve Casti. Prvd sa tykala vSeobecného zakona frekvencie
vyskytu slov, ktory objavil lingvista G. K. Zipf. Druhd cCast’ sa tykala Statistickej
termodynamiky. Mandelbrot spomina: V roku 1952 sa na takiito kombindciu pozeralo
ako na nieco neuvdzene vystredné, navySe prvd cast pojedndvala o predmete, ktory este
neexistoval a pritom mojim hlavnym cielom bolo vysvetlit Zipfov zdkon. ([1], str. 150)
V tom case boli Stipendia pre postgradualnych Studentov skromné, a tak zacal Benoit
Mandelbrot pracovat’ pre Philips Elektronics. Poradil mu to otec, ktory coskoro na to
(v roku 1951) zomrel na rakovinu.

2.5 Postdoktorandské turné

Postdoktoradské turné zacinal Mandelbrot na MIT v Cambridgi. Potom pokracoval
uJohna von Neumanna na IAS v Princetone (1953-1954). Nie je mozné vymenovat’
vSetky velké osobnosti, ktoré Mandelbrota ovplyvnili. V jeho autobiografii, ktord ma 319
stran, je priblizne 112 mien osobnosti, vedcov, politikov, kolegov. O mnohych Mandel-
brot hovori s vel’kou dctou, vd’akou alebo laskou. V roku 1954 sa vracia do PariZa a tam
spozndva svoju manzelku Aliette. Nasledovalo velké Zenevské turné a v roku 1957
nespokojny a netrpezlivy rebelant zacina ,,skutony* pracovny Zivot vysokoSkolského
ucitela v Lille a PariZi. Ten vSak trval len do roku 1958, ked prijal miesto u IBM
Reasech v USA.

V tomto obdobi zacina plodna fiza Mandelbrotovho Zivota, v ktorej ho ¢akali naj-
vicSie zazraky objavovania fraktidlov. Benoit Mandelbrot pracoval v IBM 35 rokov
a zaroven podsobil na Yale a Harvarde.

3 Mandelbrotova fraktalna geometria

Uz v 19. storo¢i sa matematici zacali zaoberat’ vel'mi c¢lenitymi tdtvarmi. Vznikali
konStrukcie ,,podivnych® dtvarov, ako napriklad v roku 1883 Cantorovo diskontinum, 1890
Peanova krivka, 1904 Kochova krivka, 1918 Juliove mnoZiny. Tieto konStrukcie boli
niektorymi matematikmi prijimané s odporom, boli povazované za patologické a nazyvané
matematické ,,monstrd“. Ale Mandelbrot odhalil ich tajomstvo aukdzal, Ze logika viedla
matematikov bliZSie ku skutocnosti, neZ sami tusili. Matematické ,,mon$tra“ si vlastne limity
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postupnosti mnozin, ktoré sa vyznaCuji opakovanim toho istého vzoru v stile menSom
meritku (v kontraktivnom zobrazeni). Tato vlastnost nazyvand samopodobnost’ (selfsimi-
larity) je jednym z ustrednych pojmov fraktdlnej geometrie. Neskdr za pomoci pocitacovej
grafiky Mandelbrot ukazal, Ze price starSich matematikov st zdrojom novych revoluénych
pristupov a najkrajSich fraktdlov, aké dnes poznidme. Ich krdsa je synergiou krésy, ktoru
modZeme vidiet, akrasy, ktord pocitime pri pochopeni podstaty nekonec¢ného iteracného
procesu ich generovania.

NajdodleZitejSou charakteristikou fraktdlov je ich fraktdlna dimenzia. Fraktdl je mnoZina,
ktorej Hausdorffova dimenzia je ostro vicSia ako jej dimenzia topologicka. [5] (Felix
Hausdorff, 1868-1942). Pojem fractal vytvoril Mandelbrot z latinského slova fractus. Preto je
Casto nie celkom spravne zamiehany za pojem ,,zlomkovy“. Fraktdlna dimenzia nemusi byt
necelociselnd. Medzi fraktdlmi si aj mnoZiny s celoCiselnou dimenziou. A prive tie su
najzaujimavejSie. Napriklad rovinné krivky ako Peanova krivka, alebo Mandelbrotova
mnoZina majud fraktdlnu dimenziu 2.

Problematika dimenzie v praxi skryva eSte jednu zaujimavost. Body, priamky, roviny,
usecky, krivky, rovinné utvary (napr. Stvorec, trojuholnik) a priestorové objekty, telesa (napr.
kocka, gul'a) pouzivame len ako geometrické modely, aproximujice skuto¢né objekty s vic-
Sou alebo mensou presnostou. Mandelbrot vo svojej knihe Fraktdly: Tvar, ndhoda a dimen-
ze [2] hovori o fyzikdlnej dimenzii, ktord md pragmaticky a teda subjektivny zdklad. Je vecou
stupna rozliSenia. Ako priklad Mandelbrot uvadza klbko niti o priemere 10 cm. Nif md
priemer 1 mm. Pri stupni rozliSenia 10 m je klbko bod dimenzie nula. Pri stupni rozliSenia
10 cm je to gula sdimenziou 3. Pri stupni rozliSenia 10 mm je to mnoZina niti, teda
Jednorozmerny utvar. Pri stupni rozliSenia 0,1 mm sa kaZdad nit stdva valcom, takZe zacne byt
opdt trojrozmernd. Pri rozliSeni 0,01 mm sa kaZdy valec rozpadne na vidkna a vSetko sa stane
zase jednorozmernym. A na velmi nizkej tirovni sa klbko stane siiborom bodovych atémov
a vsetko sa stane opdt nularozmernym. A tak dalej, hodnota dimenzie neprestane skdkat. Jej
Ciselnd hodnota zavisi na vztahu medzi objektom a jeho pozorovatelom. ([2], str. 18)

Mandelbrot skompletizoval svoje dovtedajSie vedecké vysledky pomerne v pokrocilom
veku. AZ vroku 1975 vydal knihu Les Objects fractals: Forme, hasard et dimension.
Mandelbrotovu mnoZinu objavil aZz vo svojich 55 rokoch. V roku 1982 vydal svoju najslav-
nejsiu knihu The Fractal Geometry of Nature.

3.1 Fraktalna dimenzia krajinnych prvkov

Moj otec bol blazon do mdp. Naucil som sa od neho citat' v mapdch skor ako som vedel
¢itat' a pisat. Jednym z najiiZasnejsich rysov fraktdlov je, Ze ndm umoznuji napodobniovat
prirodu. ([1], str. 220) Mandelbrot si v§imol, Ze aj v prirode si mnohé tvary viac menej
invariantné voci zmene meritka.

Krajina chdpana ako komplexny systém je predmetom zdujmu roznych vedeckych oblasti
a zdujmovych skupin. Terminologickd jasnost a presnost’ je nevyhnutnou podmienkou inter-
disciplindrnej spoluprdce. Charakter reliéfu je rozhodujici pri typizdcii krajiny, vytvdra
zdkladnii tvdrnost krajiny, na ktori sa viaZu ostatné prvky a javy. ([3], str. 113) Fraktidlna
dimenzia umoziiuje kvantifikovat’ a porovnavat’ Clenitost’ rdznych kriviek ¢i drsnost’ r6znych
ploch. V pripade presne samopodobnych (strictly self-similar) mnoZin mdZeme fraktilnu
dimenziu vypocitat’ pomocou vzorca, ale krajinné prvky vyskytujice sa v prirode byvaju iba
Statisticky samopodobné (aj to vicsinou len v troch trovniach réznych kontrakcif). Ako urcit
fraktdlnu dimenziu pre Struktiiru, ktord nie je ani samopodobnd a nie je ani ,,slusnou*
krivkou, naopak je ,,divokda”? V praxi je velmi casto pouZivand v takychto pripadoch mriez-
kovd (box-counting) metoda. [5] Skimany ttvar pokryvame vhodnym pokrytim, v zdvislosti
od jeho topologickej dimenzie. Tvar boxov byva najcastejSie Stvorec alebo kocka. Nasledne
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sCitame pocet boxov potrebnych na pokrytie skimaného ttvaru. V druhom kroku postup
zopakujeme, pricom zmensime vel'kost’ boxov.

Urcenie fraktdlnej dimenzie terénu je vhodnym doplnkom (kvantifikdciou) zauZivanej
typologickej klasifikdcie krajiny. ([3], str. 121, obr. €. 1.)
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Obrazok €. 1: Typoldgia krajiny doplnend o fraktdlnu dimenziu D = 2,37. [4]
4 Zaver

Keby sme do mapy zakreslili Zivotni put Benoita Mandelbrota a zohl'adnili by sme
vSetky oblasti vedy, techniky a umenia, do ktorych zasiahla fraktdlna geometria, vysledna
krivka by mala vysoku fraktdlnu dimenziu.
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ZOBECNENE LIMITY

IvAN NETUKA

Abstract: This note deals with generalizations of the classical notion of a limit
to (some) divergent sequences of real numbers. The method of arithmetic means
provides an example of such an extension of the traditional definition. More gene-
rally, for an infinite matrix A, the so-called A-limitable sequences are introduced,
and the Toeplitz-Silverman theorem is recalled as a sample result concerning matrix
transformations of sequences.

Another type of generalized limit is the Banach limit, which arises from the
Hahn-Banach theorem. Sequences on which all Banach limits coincide are called al-
most convergent sequences. This notion, introduced by G. G. Lorentz, continues to
be a subject of active investigation today. The relationship between almost conver-
gent sequences and special matrix transformations is also discussed. The exposition
is accompanied by comments on the historical development of the subject, basic
references to the results discussed, and key sources for the extensive mathematical
field of summability theory. Finally, the unusual life story of G. G. Lorentz is briefly
summarized.

1. Konvergentni posloupnosti

Nejprve pripomenme jednu z prvnich definic ze zdkladi matematické analyzy.
Rikéme, Ze posloupnost {z,} realnych &isel je konvergentni, jestlize existuje &islo
s s touto vlastnosti: pro kazdé € > 0 existuje k € N takové, ze pro kazdé n € N,
n > k, plati

|z, —s] <e.

Cislo s je uréeno jednoznacéné. Nazyva se limita posloupnosti {z,} a uziva se
pro ni oznaceni s = lim,,_. x,. Posloupnost, kterd neni konvergentni, se nazyva
divergentni. Kazda konvergentni posloupnost je zfejmé omezena a limita posloup-
nosti s nezdpornymi ¢leny je nezapornd. Jestlize vSechny ¢leny posloupnosti {z,,}
jsou rovny 1, potom lim,, ., £, = 1. Limita je invariantni vi¢i posuvu. Podrobnéji:
jestlize pro posloupnost z = {z,,} definujeme

S {z1,xa,...} — {x2,23,...}:= Sz,
potom se limity posloupnosti Sz a = rovnaji. Tedy limita posloupnosti nezavisi na
kone¢né mnoha ¢lenech. Snadno se dokaze, Ze limita sou¢tu dvou konvergentnich

posloupnosti je rovna souctu limit a limita nasobku konvergentni posloupnosti je
rovna nasobku limity.

Oznacme m linearni prostor vSech omezenych posloupnosti redlnych cisel a ¢
linedrni podprostor vSech konvergentnich posloupnosti. Potom ma zobrazeni

l:z+— lim x,, z={x,}¢€c,

n—oo
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tyto vlastnosti:

e [ je linearni funkcional, tj.
l(ax + by) = al(z) + bl(y), =,y €c, a,beR,

e [ je nezdporny funkciondl, tj. I(x) > 0 pro kazdé = = {x,,} € c takové, Ze
T, >0,neN,
e [(Sz) =1(x) pro kazdé x € ¢,
o [(z)=1proxz={1,1,...}.
Ziejmé ¢ # m, napt. posloupnost {1,0,1,0,...} ¢ c.

2. Metoda aritmetickych praméra

Pro posloupnost {x, } redlnych ¢isel definujeme posloupnost aritmetickych pri-
mért rovnosti

1 n
Yn = Eij, n € N.
j=1

Neni tézké dokdzat toto tvrzeni:' Je-li {x,} konvergentni posloupnost, potom je
{yn} konvergentni posloupnost a lim,_,oo ¥ = limy,_,o0 T, Pokud je posloupnost
{yn} konvergentni, pak se posloupnost {z,} nazyva (C,1)-limitovatelnd?® a ¢&islo
lim,, 00 Yn, 0znacované jako (C, 1)-lim,,_,« =, se nazyva (C, 1)-limita posloupnosti

I Tvrzeni je spojovano se jménem A.-L. Cauchyho (1821); viz [79], str. 72. Regularizujici vlast-
nost aritmetickych pruméra se uplatnila pii vySetfovani specidlnich fad u G. Leibnize (1713),
D. Bernoulliho (1777), J. I. Raabeho (1836) a G. Frobenia (1880). Metoda aritmetickych pri-
méru umoznuje prifadit ,limitu® i nékterym divergentnim posloupnostem nebo, pokud pracujeme
s Castednymi souéty, ,soucet nékterym divergentnim fadam. Teorie limitovacich metod (u fad:
séitacich metod) ma dlouhou historii; viz napt. [21], [27], [32], [36], [62], [79], [80], [86]. V mo-
nografii [86] zaujima seznam literatury (sdzeny husté petitem) 106 stran. V MathSciNet je pod
heslem divergent series uvedeno 9132 polozek, heslo Banach limit poskytuje 218 polozek a almost
convergence 286 polozek (viz odst. 4 a 6).

2 Oznaceni (C,1) souvisi se jménem E. Cesara. V roce 1890 publikoval praci o souéinu fad
a zobecnénou limitu zaloZenou na aritmetickych primérech definoval explicitné. (Uvazoval i ite-
rované aritmetické priméry, pak se mluvi o metodé (C,«).) Cesarovy limitovaci metody jsou
studovany zevrubné napf. v [6], [14], [27], [45], [83], [86]. V zakladech matematické analyzy se
metoda cesarovskych pruméra vyskytuje alesponn ve dvou souvislostech. Dokazuje se tato véta:
Necht 30° | an je konvergentni fada se soucétem a, Y..2; bn je konvergetni fada se souctem b
a necht Y | cn je Cauchyiv soucin téchto fad. Potom posloupnost {sn} cdsteénych soucti fady
Yoo 1 en je (C,1)-limitovatelnd a plati (C,1)-limy oo Sn = ab; viz [80], str. 496. Prominentni
postaveni (C, 1)-metody mezi limitovacimi metodami souvisi s Fourierovymi fadami. V roce 1876
sestrojil P. Du Bois-Reymond spojitou 27-periodickou funkci, jejiz Fourierova fada diverguje ale-
spon v jednom bodé. V roce 1904 dokazal L. Fejér, ze pro kazdou spojitou 27-periodickou funkci f
a kazdy bod z € R je posloupnost {sn(z)} ¢asteénych souctt Fourierovy fady funkce f v bodé z
(C, 1)-limitovatelna a (C, 1)-limp— oo sn(z) = f(x). Odtud plyne: pokud Fourierova fada funkce f
v bodé x konverguje, pak ma ,spravny“ soucet f(z).
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Jestlize = = {1,0,1,0,...}, pak y2p, = %, yop_1 = 527, n € N, tedy plati

(C,1)-limy,— 00 Ty, = limy— 00 Y, = %, pfitom posloupnost {z,} je divergentni.

Na mnoziné €2 posloupnosti sestavajicich z 0 a 1 1ze pfirozenym zptisobem defino-
vat pravdépodobnost a na zakladé zakona velkych ¢isel odvodit,? Ze skoro viechny
posloupnosti z Q (tj. vSechny az na mnozinu pravdépodobnosti 0) jsou (C,1)-limi-
tovatelné k (C, 1)-limité 1.

Pfechod od {x,,} k {y,} si lze pfedstavit jako maticovou transformaci:

Y1 1, 0, O, 1
Y2 14 0 0 ... T2
Ys | = %7 %a %7 0, 0, : T3 (1)
y.4 %7 %7 i? i’ 07 0) AR x4

3. Maticové limitovaci metody

Necht A = (a;x)?%—; je nekonecnd matice redlnych ¢isel a necht = = {z,} je
posloupnost realnych ¢isel. Definujeme

Aj(z) = ajry, (2)
k=1

pokud fada konverguje. Rikame, ze posloupnost z = {x,,} je A-konvergentni, jestlize
fada v (2) konverguje pro kazdé j € N a posloupnost {A,(x)} je konvergentni (nékdy
se Tika, Ze posloupnost z je A-limitovatelnd).* Cislo lim;_,oc A;j(x) se nazyva A-li-
mita posloupnosti x a znaci A-lim,, . z,.

Matice A = (a; k)j‘?okzl se nazyva requldrni matice, jestlize zachovava konvergenci
a zachovava limitu, tedy jestlize kazd4d konvergentni posloupnost {z,} je A-kon-
vergentni a A-lim,, .., = lim, .o .

Véta. Matice A je requldrni matice, prdavé kdyz®

3 Vysledek je dokazan v [12].

4 Cesarova metoda je prototypem maticovych limitovacich metod. Casto se mluviva o séitacich
metodéch (summability methods), nebot historicky vzato slouZily vét§inou jako néstroj k pfifazo-
vani ,souctu“ divergentnim fadam. S¢itaci metodou se tak samoziejmé rozumi limitovaci metoda
aplikovand na ¢astecné soucty rady. Oznaéme cy mnozinu vsSech A-limitovatelnych posloupnosti
(obor konvergence matice A). A. Wilansky v [83] na str. 3 uvadi: By a historical accident sequences
in cp are called A-summable instead of more reasonable A-limitable. V literatufe je vysSetfovano
velké mnozstvi riznych limitovacich metod (maticovych i jiného typu); viz napf. [6], [7], (8], [14],
[24], [27], [45], [54], [57], [58], [60], [75], [86]. Napf. v monografii [86] lze nalézt na str. 307-308
seznam 98 metod.

5 Véta pochazi od L. L. Silvermana a O. Toeplitze z roku 1911. Je povazovana za pocatek obecné
teorie A-limitovacich metod. Do té doby se matematici soustiedovali na konkrétni, specialni matice
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o sup {30, Jajul  j € N} < o0,
o pro kaZdé k € N plati lim;_, ajr = 0,
[ ] hm]_,oo 220:1 ik = 1.
S pfikladem reguldrni matice jsme se jiz setkali u metody aritmetickych prameéru.

Pro regularni matici A tedy A-limita pfedstavuje zobecnénou limitu, ktera mize
existovat pro urcité divergentni posloupnosti.

Nabizi se prirozend otazka: jsou vSechny omezené posloupnosti A-limitovatelné
pro vhodnou regularni matici A? Odpovéd je negativni:® je-li A reguldrni matice,
potom existuje posloupnost x se cleny 0 nebo 1 takovd, Ze x neni A-konvergentni.
V tomto smyslu je regularni maticova limitovaci metoda vhodna pro nékteré, ale
ne vSechny, omezené posloupnosti.

4. Banachova limita

Na prvni pohled se miize zdat pozoruhodné, ze existuje zobecnéni klasické li-
mity zndmé pro prostor ¢ konvergentnich posloupnosti pfifazujici ,limitu“ kazdée
posloupnosti z prostoru m omezenych posloupnosti s redlnymi cleny.

Necht L : m — R je zobrazeni s témito vlastnostmi:

e [ je linearni funkcional,

e [ je nezdporny funkciondl,

e L je invariantni viéi posuvu, tj. L(Sz) = L(z) pro kazdé = € m,
e L(z)=1proxz={1,1,1,...}.

Funkcional L se nazyva Banachova limita.” Uvedené podminky predstavuji pfi-
rozené pozadavky, které by pojem zobecnéné limity mél splnovat. P¥itom podminka

A= (a]-k);?f’kzl. Pivodni dikaz uziva prostiedky elementarni analyzy (nékdy se mluvi o metodach
yhard analysis“) a neni snadny. Za uréity senzacni prulom se povazuje elegantni dikaz, ktery
S. Banach zafadil do monografie 3], str. 90. Je zaloZzen na metodach funkcionalni analyzy (nékdy
se mluvi o metodich ,soft analysis“); dikaz lze nalézt nap¥. v [49], str. 96. Banachuv pfistup
odstartoval Siroce rozvinuty program uziti metod funkcionélni analyzy v problematice limitovacich
metod; viz napf. [5], [6], [24], [34], [41], [42], [45], [65], [81], [82], [83].

6 Vysledek pochazi od H. Steinhause z roku 1909. Steinhaustiv diikaz je uveden v [14]. Ele-
gantni dtikaz zaloZzeny na vlastnostech spojitosti funkci 1. Baireovy t¥idy lze nalézt v [11]; viz
[49], str. 96. V [55] je dokdzano, ze pro kazdou reguldrni matici A existuje posloupnost sestava-
jici z 0 a 1 neobsahujici Zadnou trojici za sebou jdoucich 0 nebo za sebou jdoucich 1, ktera neni
A-limitovatelna.

7 Abstraktni analyze se dostalo Sirokého uznani mj. diky FeSeni fady problémi, které pocha-
zeji z klasické matematické analyzy. V monografii [3], str. 29-34, aplikoval S. Banach Hahnovu-
Banachovu vétu na dilkaz existence zobecnéni integralu definovaného pro vSechny omezené realné
funkce, kone¢né aditivni miry definované na vSech podmnozinach R a limity v co pro vSechny ome-
zené funkce definované na [0,00). Jako dusledek dokazal existenci zobecnéné limity pro vSechny
omezené posloupnosti redlnych &isel, pozdéji nazyvané Banachova limita. Nerovnosti (3) byly jiz
dfive dokdzany S. Mazurem; viz [3], str. 34. Poznamenejme, ze pozadavek invariance viéi posuvu
nabizi zobecnéni pro jiné druhy transformaci na posloupnostech; viz napi. [16], [19], [52], [63], [69],
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L(Sx) = L(z), € m, (invariance vi¢i posuvu) ukazuje, Ze na hodnotu L(z) nemd
vliv kone¢ny pocet ¢lenti.

Pripomenme nejprve definici lim inf a lim sup:

liminf z,, := lim inf{x, : n > k},
n— oo k—oo

limsup z,, :== lim sup{z, : n > k}.
n— 00 k—o00

Vs&imnéme si, Ze posloupnost {x,} redlnych &isel je konvergentni, pravé kdyz
liminf, . x, = limsup,,_,., =, a tato spole¢nd hodnota je konecna. Pro posloup-
nost {z,} se pak tato spole¢nd hodnota rovna lim,, e Z,.

Necht L je Banachova limita. DokdZeme, Ze

liminf z, < L(z) < limsupx,, == {z,} €m. (3)

n—oo n—oo

Odtud dostaneme, 7ze L(x) = lim,_,o Z, pro kazdou posloupnost x = {z,} € ¢,
takze Banachova limita je skuteéné zobecnénim klasického pojmu limity.

Dokézeme prvni nerovnost v (3). Nejprve dokdzeme nerovnost
inf{z, :n e N} < L(z), z={x,}€m. (4)
Pro € > 0 zvolime j € N takové, ze
inf{z, :n e N} <z; <inf{z, :neN}+e.
Potom x,, + ¢ — x; > 0 pro vSechna n € N, tudiz
L(z)+¢e > x; > inf{z, : n € N}.
Odtud plyne (4). Protoze L je invariantni viéi posuvu, plati pro kazdé k € N
inf{z, :n >k} < L(x),
takze

liminf 2, < L(x).

n—oo

Podobné se dokédze druhd nerovnost z (3).

Vidime, ze kazda Banachova limita je nezaporné linearni rozsifeni funkcionalu
l:x— lim,_, . x, z podprostoru ¢ na prostor m, které je invariantni vii¢i posuvu.

Stojime pied dvéma dilezitymi otdzkami:

e existuje Banachova limita?

e je Banachova limita uréena jednoznacné?

[70], [76]. Banachova limita je intenzivné studovanym tématem az do dne$nich dnt; namatkou
uvedme [1], [22], [26], [33], [53], [71], [76], [77], [84], [85]. Cetné vysledky z pohledu geometrie Ba-
nachovych prostort (zejména tykajici se extremalnich bodu konvexni mnoziny v§ech Banachovych
limit) lze nalézt napt. v [2], [56], [71], [72], [76], [78]. Matematiky dlouhodobé zajima4, jak souvisi
Banachova limita s maticovymi limitovacimi metodami. Viz napt. [15], [20], [22], [45], [54], [68],
[73], [84].
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Urdité se vSechny Banachovy limity shoduji na posloupnosti z = {1,0,1,...}.
Plati totiz 1 = L(z 4+ Sz) = L(z) + L(Sz) = 2L(z), tudiz L(z) =  pro kazdou Ba-
nachovu limitu L. Obecnéji, jak ukdZzeme v odst. 6, pro kazdou (C, 1)-konvergentni
posloupnost = {x,,} a kazdou Banachovu limitu L plati L(z) = (C, 1)-lim,, 00 @

Patrné stoji za zminku, pro¢ jsme v odst. 1 nezduraznili, ze pro konvergentni
posloupnosti je limita sou¢inu rovna souc¢inu limit. Analogie totiZz neplati pro zddnou
Banachovu limitu L. Je-li napt. z = {1,0,1,0,...} ay = {0,1,0,1,...}, pak plati
1 = L(z) = L(Sz) = L(y), tudiz L(z) - L(y) = + a L(z - y) = L(0) = 0. Pozadovat

na prirozeném zobecnéni limity multiplikativitu mozné neni.

5. Existence Banachovy limity

Problém existence Banachovy limity spociva v diikazu existence rozsireni linear-
niho funkcionalu

l:z— lim z,, z={z,} €c
n—oo

na linearni funkcional L definovany na celém prostoru m, pfi¢emz rozsifeni ma byt
nezaporné a invariantni vii¢i posuvu.

~7y ’

Klicem® k takovému rozsifeni je

Hahnova-Banachova véta.? Necht X je linedrni prostor nad R ap: X — R
je funkciondl splriugici

p(z +y) < p(x) +py), plar) = ap(z), v,y € X, a > 0. (5)

Necht Y je linedrni podprostor prostoru X a f :Y — R je linedrni funkciondl,
pronéjiz f <pnay.

Potom existuje linedrni funkciondl F' : X — R takovy, Ze Fly = f a F < p na
X. Plati —p(—z) < F(z) <p(z), v € X.

Pro dalsi iivahy se nam bude hodit tento

8 Tradi¢né se existence Banachovy limity dokazuje pomoci Hahnovy-Banachovy véty. Existuji
vsak i jiné pfistupy, zalozené napt. na Tichonovové vété o kompaktnosti topologického soucinu ¢i na
pojmu slabé* kompaktnosti; rizné dikazy lze nalézt v 1], [5], [16], [43], [77]. Metody nestandardni
analyzy byly pfi zkouméni existence zobecnéné limity uplatnény v [64]. Méli bychom poznamenat,
ze dukazy existence se v té ¢i jiné formé opiraji o axiom vybéru a v tomto smyslu je Banachova
limita zcela vzdalena jakémukoli ,konstruktivnimu® pristupu.

9 Hahnova-Banachova véta je pilifem linearni funkcionalni analyzy. Historicky je cesta k této
vété slozita a je zejména spojena se jmény F. Riesze, E. Hellyho, H. Hahna a S. Banacha. Dokonale
ilustruje, jak abstraktni matematické vysledky vyrustaji z podhoubi studia konkrétnich problému.
Zde se omezime pouze na odkazy na zakladni prace, které se historii i riznym aspektim Hahnovy-
Banachovy véty vénuji; viz [9], [10], [17], [23], [28], [29], [31], [32], str. 403, [36], str. 1090, [44],
[46], [47], [48], [50], [61], [67], [74]. V monografii [61], str. 40, A. Pietsch napsal k opomijené roli
E. Hellyho na cesté za vétou v literatufe spojovanou jen se jmény Hahna a Banacha toto: In
recognition of Helly’s merits it would be fair to speak of the Helly-Hahn-Banach theorem. But,
I am afraid that this proposal comes too late. As an ersatz, let us pause for standing ovation.
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Dodatek.!? Necht 29 € X \ Y. Definujme
a= sup{f(y) —p(y—z0):y €Y},
B= inf{p(y+mzo)— f(y):y€Y}.
Potom « < 3 a pro kazdé v € [a, 5] existuje linedrni funkciondl F': X — R takovy,
ze Fly = f, F <pna X a F(xg) = 7.

Pro dtikaz existence Banachovy limity budeme Hahnovu-Banachovu vétu apliko-
vat v situaci X =m, Y =¢, f =1 (limita) a

1
p:leimsupE(m1+--~+xn),x:{xn}Em. (6)

n—oo

Jestlize x = {z,,} € ¢, je

1
l(z) = lim x, = lim —(x1+--~+xn):p(x).

n—oo n—oo M,
Z vlastnosti lim sup plyne, ze p splituje (5).
Necht L : m — R je linearni funkcional takovy, ze L. = a L < p na m. Potom

—p(—z) < L(z) < p(x), € m.
Je-li x = {z,} € m, x,, > 0 pro vSechna n € N, pak
—p(—2) = linnliogf%(xl +etan) 20,
tudiz L(x) > 0. Pro kazdé x € m je

L(z) - L(82) = L(x — S2) < plx — Sz) = limsup = (21 — ns1) = 0.,

n—oo T

neboli L(z) < L(Sz). Protoze
~L(z) = L(~2) < L(S(~a)) = —L(S2),
plati L(z) > L(Sx), tudiz L(Sz) = L(z).
Zaroven jsme ukézali, Ze existuje Banachova limita L takova, Ze

L(z) = (C,1)- nlLIr;O Tn, (7

pro kazdou (C, 1)-konvergentni posloupnost.

Zatim vSak neni zfejmé, zda rovnost (7) plati pro vSechny Banachovy limity.
Dostavame se tak k zasadni otéazce: na kterjch posloupnostech hodnoty vsech Ba-
nachovych limit splyvaji?

Jesté jedna poznamka. S ohledem na nerovnosti (3) by se zdélo, Ze by stacilo
zvolit jako ,kontrolni“ funkciondl p :  — limsup,,_, . Zn, © = {z,} € m. Takovy
funkciondl spliiuje podminky (5) a tedy Hahnovu-Banachovu vétu lze aplikovat.
Selhal by vsak dtkaz invariance vici posuvu.

10 pPodstatna ¢ast dikazu véty i dodatku je uvedena v odst. 8.
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6. Skoro konvergentni posloupnosti

Volba ,kontrolniho“ funkciondlu p z (6) dava existenci Banachovy limity, ale
nefikd nic o vSech Banachovych limitach. Budeme proto uvazovat jiny ,kontrolni“

funkciondl.!! Pro z = {z,} € m definujeme
1>
q(z) := inf{ lim sup % Zxr_7.+n} ,
kde infimum se bere pfes viechna k € Na ri,...,7, € N. Potom!?

q(z) < limsupz,,,

n—oo

q(z +y) <q(x) +q(y), qlaz) = aq(z), z,y € m, a > 0.

Pomoci dodatku k Hahnové-Banachové vété se dokaze, ze pro kazdou Banachovu
limitu L plati —¢(—z) < L(z) < ¢(z), x € m. Nyni se Hahnova-Banachova véta
aplikuje na X =m, Y = ¢, f = (limita) a p = ¢ a dokaZe se, ze kazdé rozsifeni
funkcionélu [ s ,kontrolou® ¢ spliuje pozadavky z definice Banachovy limity.

Vyjadieni ,kontroly“ ¢ lze zjednodusit,'® plati totiz
1 k+n
q(z) = nILn;o {supg Z xz;: k€ N}.
j=k+1

Odtud plyne nésledujici vysledek.

Véta.l* Necht x = {x,} € m, s € R. Potom hodnoty viech Banachovych limit
na x splyvaji a rovnaji se s, prave kdyz

1
lim — (l‘kJrl + -+ (EkJrn) =S (8)

n—oo N,

stejnomerné vzhledem ke k € N.

Podrobnéji: ke kazdému € > 0 existuje » € N takové, ze pro vSechna n > r
a vsechna k € N plati

1
‘E($k+1+"‘+1’k+n) —S‘ <e.

11 Funkcional tohoto typu pochazi od S. Banacha; viz [3], str. 30.

12 podrobnosti k ditkazu vlastnosti funkcionalu ¢ lze nalézt napf. v [24], str. 64—68. V literatute
se pro dikaz existence Banachovy limity uZivaji i jiné funkcionély; viz nap¥. [45], str. 39, [73], [77],
[86], str. 12.

13 Toto prehlednéjsi vyjadieni funkcionalu ¢ je odvozeno v [76].

14 Vysledek pochézi od G. G. Lorentze jesté z doby jeho pobytu v Leningradu; viz [37]. Z&-
sadni vyznam pro studium skoro konvergentnich posloupnosti ma Lorentzova prace [38]. Podrobné
hodnoceni Lorentzova pfinosu k limitovacim metodam lze nalézt v pfispévku ,,G. G. Lorentz and
the theory of summability* uvefejnéném v [40], str. 41-57. Dalsi informace lze nalézt v p¥ispévku
»My autobiography* (G. G. Lorentz) zahrnutém do [40], str. xvii-xxv. Viz také [39], [51].
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Omezené posloupnosti, na nichz hodnoty vsech Banachovych limit splyvaji, se
nazyvaji skoro konvergentni posloupnosti.'® Linedrni prostor vsech skoro konver-
gentnich posloupnosti se znaéi ¢. Z (8) je ihned vidét, ze napf. posloupnost

{1,00,111,0000, 11111, ...}

neni skoro konvergentni. Mame tedy ¢ C ¢ C m a ¢ # ¢ # m. Je zndmo, Ze C je
neseparabilni uzavieny podprostor prostoru m, ktery je invariantni vici posuvu,
tj. pro x € ¢ je Sz € ¢. VSimnéme si, ze kazda skoro konvergentni posloupnost je
(C, 1)-limitovatelna.

Z pohledu teorie pravdépodobnosti (viz zévér odst. 2) skoro zadnéa posloupnost
sestavajici z 0 a 1 neni skoro konvergentni.'® Z tohoto hlediska neni, narozdil od
(C,1)-limitovaci metody, pojem zobecnéné limity zaloZeny na ,skoro konvergenci¢
efektivni.

7. Banachova limita a maticové limitovaci metody

Na skoro konvergentnich posloupnostech se (podle definice) hodnoty vSech Ba-
nachovych limit rovnaji. Pro = {z,} € ¢ definujeme f-lim,,_, x, jako L(x) pro
libovolnou Banachovu limitu L.

Nyni nas zajima souvislost pojmu skoro konvergentni posloupnosti s maticovymi
limitovacimi metodami.

Pro matici A oznatme c, mnozinu vSech omezenych posloupnosti, které jsou
A-limitovatelné (cs se nazyva obor A-konvergence). MiZzeme se ptét, zda existuje
regularni matice A takovd, Ze ¢ = cp a zda f-lim, .o 2, = A-lim, .. x,. Odpo-
véd je negativni. Dokonce se vi,!” Ze ¢ neni prinikem oborti konvergence zadného
spocetného systému regularnich matic.

V této souvislosti je zajimava tato otazka: jak vypadaji matice A, pro néz je
kazda skoro konvergentni posloupnost A-limitovatelna?

Budeme fikat, Ze matice A = (a;x)7%—, je silné requldrni,'® jestlize plati ¢ C cy.

15 Torentztv ptivodni termin byl ,,absolutné konvergentni posloupnost*; viz [37]. Termin ,skoro
konvergentni“ (almost convergent) pochazi z Lorentzovy prukopnické prace [38]. Podrobny vyklad
o C je obsazen v [45], str. 42-46. Skoro konvergentnim posloupnostem se dostalo pozornosti ze
strany Fady matematikt. Viz nap¥. [35], [45], [84], [85], kde lze nalézt dalsi odkazy.

16 Vysledek je dokazan v [12].

17 Toto jsou vysledky z [38]. Tamtéz jsou vySetfovany vztahy maticovych limitovacich me-
tod a skoro konvergentnich posloupnosti. Je mj. dokdzana inkluze ¢ C cp pro vSechny konkrétni
yrozumné“ maticové metody (napf. (C, a), Eulerova metoda).

18 Tento pojem zavedl G. G. Lorentz v [38]. Studium skoro konvergentnich posloupnosti a silné
regularnich matice je pfedmétem matematického badani do soudasnosti; viz napt. [5], [25], [45],
str. 50-54, [84], [85].
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Véta.'? Reguldrni matice A = (ajk)szl je silné requldrni, prdveé kdyz

fm D lajk —ajrnl =0, 9)
k=1

Pokud plati rovnost (9), je f-lim,_,o0 n = A-lim,, o x, pro kaZdou posloupnost
x={z,} €C.

Napf. matice z (1) pro (C, 1)-limitovatelné posloupnosti je silné reguldrni matice,
nebot

- 1
E lajr — ajet1] = =, j €N,
k=1 J
tudiz plati (9). Poznamenejme, Ze existuji?’ reguldrni matice A, pro néz cy C ¢,
tedy vSechny skoro konvergentni posloupnosti nejsou A-limitovatelné.
Pro charakterizaci ¢ pomoci maticovych limitovacich metod je dulezité nasledu-
jici tvrzeni?! (pozitivni matice znamena, Ze jeji prvky jsou nezaporné).

Lemma. Necht x = {z,} € m. Potom existuji pozitivni silné reguldrni matice
Ay, As takové, Ze

sup {L(z) : L Banachova limita} = A;- lim z,,,

inf{L(x) : L Banachova limita} = Ao- lim =z, .

Na zékladé tohoto lemmatu lze dokdzat nasledujici vysledek.

Véta.?? Necht © = {x,} € m a s € R. Potom f-lim, .. x, = s, prdvé kdyz
A-lim,, o x, = s pro kaZdou pozitivni silné requldrni matici. Jinak receno,

c= ﬂ {ca : A porzitivni silné reguldrni matice} .

19 Véta predstavuje jeden ze stézejnich vysledki prace [38].

f-lim, které pochazi od P. Durana z roku 1972). Z [38] citujeme: In spite of the fact that the
method F contains certain regular matriz method ... it is fairly weak. We shall show that it
is contained in every ,reasonable“ matrix method. Almost convergence is a generalization of
ordinary convergence. From this point of view the method F' seems to be rather akin to the ordinary
convergence than to commonly used matriz methods. We shall therefore designate methods which
sum all almost convergent sequences as strongly reqular.

21 Vysledek pochazi z prace [18].

22 Charakteristika je dokézana v [18], kde lze nalézt dalsi ptibuzné vysledky.

172



8. K dukazu Hahnovy-Banachovy véty

Budeme uzivat znaceni z odst. 5. Prvni krok v dikazu Hahnovy-Banachovy véty
spoCiva, (pro xo ¢ Y) v rozsifeni linedrniho funkciondlu f z Y na linedrni obal
Y = Lin(Y U{zo}). Kazdy prvek z Y lze jednoznad¢né vyjadrit v tvaru y + axg, kde
yeY aaecR.

Pro kazdé dva body y1,y2 € Y plati podle (5)

fQn) + fy2) = fFlyr +y2) < plyr +y2) < p(yr — wo) + p(zo +y2)

neboli
Jw1) —p(y1 — 20) < p(y2 +x0) — f(¥2), y1,92 €Y.

Polozime-li
a:=sup{f(y) —ply —20) :y €Y},

B :=inf{p(y +x0) — f(y) :y €Y},
plati a < 3. Zvolme v € [a, 3]. Potom

f)—v<fly) —a<ply—=x0), yeY, (10)

fW)+v<fly)+B<ply+z), yeY. (11)

Definujme

fly+azo) = fly) +ay,yeY,aeR.

Potom f: fnaY, f(xo) = v a zfejmé fvje linearni funkcional na Y. Je-li @ > 0,
pak z (10) dostavame (dosadime y/a za y)

(1/a)f(y) = < p(y/a — zo)
a z (11) dostavame (dosadime y/a za y)
(1/a)f(y) +~ < p(y/a+xo).
Vidime, Ze pro kazdé a > 0 a kazdé y € Y je
fy) =@y < p(y — awxo)

fy) +ay < ply + axo) .
Odtud plyne pro kazdé y € Y a kazdé a € R

fly +axo) = f(y) + ay < p(y + axo) .

(pro a > 0 jsme uvazovali a = a, pro a < 0, jsme uvazovali a = —a).
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Jei Y = X , je f kyzené rozsiteni. Pokud Y # X, muzeme uvedenym postu-
pem zkonstruovat dalsi rozsifeni a mohlo by se zdat, Ze vysledny funkciondl F' lze
ziskat matematickou indukci. Pro obecné ,velky“ prostor X to mozné neni a je
tteba uzit néktery z mocnych mnozinové-teoretickych nastroj,?® jako jsou (podle
osobni preference) napf. transfinitni indukce, Zornovo lemma ¢i Hausdorffav princip
maximality.

Poznamenejme, Ze pokud X je normovany linedrni prostornaRa f:Y — R je
spojity linearni funkciondl, potom existuje spojity linearni funkciondl F' : X — R
takovy, ze Fly = f a |[|F|| = ||f||.** To plyne z nasi algebraické verze Hahnovy-
Banachovy véty, pokud se definuje

p(x) = |[fI] - [J«]], = € X

9. G. G. Lorentz (1910-2006)

G. G. Lorentz sehral dilezitou roli v rozvoji matematické analyzy 20. stoleti.
Zasahl takika do vSech jejich oblasti. Jmenujme napf. prostory funkci, redlnou,
funkcionalni a numerickou analyzu, teorii aproximace, interpola¢ni metody, s¢ita-
telnost.

Jeho Zivotni draha?® odrézi hoika obdobi d&jin 20. stoleti. Je svédectvim o ne-
zdolnosti lidského ducha, o vnitini sile, odvaze i charakterové integrité.

Georg (Jurij) Rudolfovi¢ Lorenc se narodil v Sankt Petérburgu v roce 1910. Jeho
otec?® mél némecké kofeny, matka pochézela z rozvétvené ruské rodiny lechtického
puvodu. V roce 1913 se rodina pfestéhovala do Armaviru na Severnim Kavkazu.
Revolu¢ni doba a obc¢anské valka zietelné poznamenaly taméjsi zivot. V letech 1919
az 1922 se rodina uchylila na statek pobliz Soci, pozdéji se prestéhovala do Thilisi.
Tam Georg nejprve navstévoval ruskou skolu, v letech 1924 az 1926 studoval na
némecké stiedni skole, kde si osvojil vynikajici znalost néméiny (doma se mluvilo
rusky). V roce 1926 se stal posluchacem tbiliské techniky, po dvou letech pfesel na
Mechanicko-matematickou fakultu Leningradské univerzity.2” Tam ptsobili mate-
matici zvuénych jmén a navzdory mocenskym zdsahtim matematickd aroven byla

23 Viz napt. [3], str. 29, [13], str. 82, [30], str. 212, [66], str. 56. Ekvivalence axiomu vybéru,
Hausdorffova principu maximality, Zornova lemmatu a véty o dobrém usporadani je dokazana
v [30], str. 14. V [3] se uvazuji vyhradné linedrni prostory nad télesem realnych ¢isel. Zobecnéni
Hahnovy-Banachovy véty pro pfipad linearnich prostorti nad télesem komplexnich ¢isel se obvykle
piipisuje H. F. Bohenblustovi, A. Sobczykovi a G. S. Sukhomlinovi; viz [66], str. 375. Priorita
prazského matematika H. Lowiga je Siroce opomijena; viz [4].

24 Pt¥ipomenime definici normy funkcionélu: ||f|| := sup {|f(z)| : = € X, ||=|| < 1}.

25 Zde se soustfedime jen na zivotni osudy. Informace jsme &erpali zejména z [40], [51], [59].
Hodnoceni matematického dila je zachyceno napt. v [39], [40], [61] a [59].
nedaleko Sankt Petérburgu, kde pracoval, z verejnych sluzeb musel odejit a ptisobil v kavkazské
oblasti, kde vétsina zeleznic byla v soukromych rukou.

27 Podrobna zprava o situaci fakulty je v p¥ispévku G. G. Lorentz: A Report on the University
of Leningrad; viz [40], str. 3—16.
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velice dobra. Direktivni fizeni vSak neptalo ¢isté matematice, patrny byl povinny
diraz na aplikace. Napiiklad teorie realnych funkci byla povazovana za reakcionar-
skou disciplinu, komplexni funkce za progresivni. Kdyz G. R. Lorenc?® v roce 1931
ukon¢il studium, z 26 absolventid bylo jen 6 matematikt, ostatni studovali praktic-
téji orientovanou mechaniku. V letech 1930 az 1933 nastaly zlé casy. Matematické
spolecnosti v Leningradé i Moskvé byly rozpustény, vynikajici osobnosti byly nahra-
zeny politicky oddanymi osobami. Lorenc se nemohl stat aspirantem,?? ziskal misto
asistenta na univerzité a pozdéji také na pedagogickém institutu. Uvazek 20 hodin
tydné neposkytoval pfili§ casu na védeckou ¢innost. Lorenc nemél skolitele, do sepi-
sovani kandidétské prace®? se vrhl bez vedeni. V roce 1936 ziskal védeckou hodnost
kandidata véd3! na zdkladé prace o Bernsteinovych polynomech. V témze roce byl
jmenovan docentem a na obou leningradskych skolach ptsobil do roku 1942. V se-
minafich se vzdélaval v topologii a funkcionalni analyze, publikoval nékolik praci
z klasické analyzy vénovanych specidlnim polynomim a scitatelnosti. Na konci tfi-
catych let zacal pracovat na ucebnici funkcionalni analyzy, kterou vSak v dtsledku
tizivych udéalosti nikdy nedokondil.

V roce 1937 byl Lorenctv otec v Thilisi zatéen na zdkladé falesného obvinéni
a odsouzen k osmi letim vézeni. O rok pozdéji zahynul v gulagu. Mimoradné kruté
Casy pro Lorence nastaly v letech 1941 az 1942 v dobé blokaddy Leningradu. Unik-
nout z Némci oblezeného mésta bylo krajné nesnadné, Zivotni podminky ve mésté
byly kritické. Lorenc a jeho Zena se nakonec s nékolika kolegy vydali v dubnu 1942
pres stale jesté zamrzlé LadoZské jezero a po tydny trvajici anabazi se dostali do
Kislovodsku na Severnim Kavkazu. V srpnu 1942 sovétskd armada bez boje opus-
tila Kislovodsk. Némecti okupanti zaregistrovali Lorence a jeho Zenu jako etnické
Némce. Obrat ve valecné situaci po bitvé u Stalingradu znamenal Gstup némeckych
vojsk a Lorencovi opustili v pocetné skupiné uprchliki v lednu 1943 Kislovodsk.
Po strastiplné cesté se dostali do uprchlického tabora v polské Toruni. Lorenc kon-
taktoval profesora K. Knoppa z univerzity v Tiibingenu a zaslal mu do ¢asopisu
Mathematische Zeitschrift dva ¢lanky. Profesori K. Knopp a W. Siiss méli zasluhu
na tom, ze se Lorenc, jeho Zena a syn dostali v roce 1944 do Tiibingenu, nastésti
do oblasti vzdalené sovétskému dosahu a vlivu.

V Tiibingenu ziskal doktorat z matematiky a habilitoval se, spolupracoval s né-
meckym matematikem E. Kamkem. Po vélce vSak francouzské okupacni autority,
kterym pripadla sprava zoény, do niz patfil i Tiibingen, pohlizely na Lorence jako na
nezadouciho cizince, pravdépodobné sovétského obcana a tudiz mu hrozilo, ze bude
deportovan zpét do rodné vlasti. Proto se v roce 1946, zatim bez rodiny,>? premis-
til do americké okupacéni zény. V Heidelbergu mu americky distojnik z Gfadu pro

28 V obavé z mozného prozrazeni jeho leningradské identity se od roku 1946 psal jako Georg
Gunter Lorentz (pozdé&ji uzival G. G. Lorentz).

29 Dnes bychom fekli, ze nebyl pfijat na Ph.D. studium.

30 Zhruba odpovida Ph.D. disertaci.

31 P§iblizné lze srovnat s akademickym titulem Ph.D.

32 Zatimco syn Rudolf se narodil ,na cestd“ z Ruska do Némecka, jeho ¢tyii sestry (Mary,
Irene, Olga a Katherine) se narodily v Tiibingenu.
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uprchliky vydal dokument jako ob&anovi bez statni piislusnosti.>®> G. G. Lorentz
pusobil jako docent t¥i semestry ve Frankfurtu, ¢asto se vSak vracel do Tiibingenu.
Do roku 1948 publikoval dvacitku praci.

Blizkost sovétské okupacni zény a situace povaleného Némecka pfimély Loren-
tzovu rodinu k tvahdm o emigraci. Roku 1949 G. G. Lorentz pfijal stipendium od
Lady Davis Foundation a pfesidlil s rodinou do kanadského Toronta. Na tamé;jsi
univerzité za¢inal sice jako asistent (instructor), mohl se v8ak vénovat matematice,
i kdyz za cenu velmi skromnych podminek pro celou rodinu. V roce 1953 ziskal
misto profesora na Wayne State University v Detroitu v USA. V letech 1958 az
1968 pusobil na Syracuse University. Posledni akademicky post pfijal na University
of Texas v Austinu, kde setrval az do svého penzionovani v roce 1980. Matematiku
ani pak neopustil. V letech 1980 az 1993 publikoval t¥icitku praci.3*

G. G. Lorentz je autorem ¢i spoluautorem Sesti monografii a 130 védeckych
¢lankt. Byl védcem vynikajicich kvalit, fada z jeho sedmnéacti Ph.D. studentt zis-
kala mezindrodni reputaci. Ovlivnil vyrazné vyvoj a sméfovani matematiky v mi-
nulém stoleti. Jeho ,tfi Zivoty* (Rusko/Sovétsky svaz, Némecko, Kanada/USA)
poskytuji nevSedni pfibéh. Smutny pribéh, nastésti s dobrym koncem.
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4. Soit {£,) une suite bornée quelconque. Definissons dans
l'intervalle (0, + oo) la fonction x (s) par la convention: x (s) = &
pour n—1< s<n et n=1,2,... La fonction x(s) appartient

donc i I'ensemble E, envisagé dans 3. En posant Lim &, = Lim x (s),
o o S—yoa

oii Lim x (s) conserve le sens adopté dans 3, on a le théoréme:
n—rea :

A toute suite bornée {,} on peut faire correspondre un nombre
Lim &, de facon que les conditions suivantes (ol {£.} et {1.} sont
N—»oo

des suites bornées arbitraires et a et b sont des nombres) soient
remplies:

1) Lim(a&,-+ b1,) =aLimé,+ b Lim n,,

R—yeo n—yeo n—yco

9) Limé, >0, si &> 0 pour tout n=1,2, ...,

n—y=e

3) Lim En-}-l = Lim Erz,
n-yco n—oa

4 Lim1=1.
n—ca

Les conditions 1)—4) impliquent que la fonctionnelle Lim &,
n—yoo

ainsi définie est comprise toujours entre lim &, et lim &, Par

Ry s

conséquent, pour toute suite convergente cette fonctionnelle
coincide avec la limite (au sens ordinaire) de la suite').

1) Cf 8. Mazur, O metodach sumowalno$ci, Ksigga Pamiatkowa I Pol-
skiego Zjazdu Matematycznego (en polonais), Supplément aux Annales de la Soc.
Polonaise de Math. (1929), p. 102 — 107, voir p. 103.

S. Banach: Théorie des opérations linéaires, [3], str. 34
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A CONTRIBUTION TO THE THEORY OF DIVERGENT
SEQUENCES."

By

G. G. LORENTZ

in TUBINGEN.

In this paper we define and examine a new method of summation which
assigns a general limit Lim z, to certain bounded sequences x = {x,}. This
method is analogous to the mean values which are used in the theory of almost
periodic functions, furthermore it is narrowly connected with the limits of S.
Baxacu.® The sequences which are summable by this method F we shall call
almost convergent. In spite of the faet that our method contains certain classes
of matrix methods (for bounded sequences) it is not strong (§ 3). Its most remark-
able property is that most of the commonly used matrix methods contain the me-
thod F' (§ 5). In spite of this Fis equivalent to none of the matrix methods (§ 7).
In § 6 we shall examine a certain class of matrix methods and compare them
with the method F.?

§ 1. Different Definitions of the Method F.

Let M be the entity of all bounded sequences of real numbers x = {x,)}.
M is a Banach space, if we there define the linear operations in a natural
manner and the norm of an element = {x.} by

Izl = sup |a|.

Then evidently the set € of all convergent sequences is a linear subspace of M.
8. Banach proved the existence of certain functions of the element x = {a,} in

! Some preliminary results have been published in Zapiski Univ. Leningrad, Math. Ser.
12, 30—41 (1941).
? Cf. BANACH, Théorie des opérations linéaires, Warszawa 1932, p. 33—34.

G. G. Lorentz: A contribution to the theory of divergent sequences, [38], str. 167
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PODIVNA TVAR GEOMETRIE
U JANA CARAMUELA Z LOBKOVIC

MIROSLAVA OTAVOVA

Abstract: Juan Caramuel Lobkowitz (1606-1682) contributed to development of
mathematics especially by formal construction of combinatorics and numeration systems.
In his work Mathesis biceps (1667) Caramuel solves philosophical issues of nature of
mathematical disciplines as well and tries to establish their axiomatic foundations. He
brings simultaneously the wide scale of surprising practical applications.

1 Zména paradigmatu v 17. stoleti

Evropa 17. stoleti nebyla prostorem idylickym. Vnitini rozpory kiest'anské civilizace
a krize spoleCenskych instituci neschopnych fesSit nahromadéné problémy vyustily do
vleklych boja tficetileté valky. Védomi nutnosti zvlddnout situaci spojovalo vsechny
velké osobnosti té doby (viz [7]) a projevovalo se nejen v oblasti politické, ale i filo-
sofické. Predpoklad provdzanosti svéta vyZadoval celostni pfistup, a tedy nalezeni
universalniho néstroje uchopeni skute¢nosti, ktery by byl zpasobily ji objektivné popsat,
raciondlnim zptisobem formulovat a feSit vzniklé otazky.

Je ziejmé, Ze této ambici mohly dostit jen formalni discipliny, a proto bylo tfeba
oprostit védecké poznani od dosavadnich metafyzickych principti ve prospéch matema-
tiky a vytvorit novy adekvéatni jazyk védy. Zkoumani jazyka mélo v evropském prostoru
jiz dlouhou tradici, péstovalo se na universitich v podob¢ spekulativni gramatiky jiz od
13. stoleti. Vkladem barokniho obdobi pak byla inspirace stfedovékou hebrejskou kaba-
lou (viz [5]), jeZ ve své podstaté nese myslenku paralelismu jazyka a stvofeného universa
a oteviela tehdy cestu k tvorb& umélého jazyka.

Matematika se stivd onim hledanym svornikem, zarukou universality a pravdivosti
poznani a prebird vlastné roli, kterou v pfedchozim obdobi hréla teologie. Jeji nové kon-
stituované odvétvi, kombinatorika, pak koresponduje s principem kompozicionality, z né-
hoZ novoveéka véda vychazi. VSechny zminéné aspekty lze ilustrovat na dile Jana Cara-
muela z Lobkovic a naopak, Caramuelovu nezvykle Sirokému pojeti matematiky nelze
porozumé&t mimo kontext doby.

2 Matematika a jazyk u Jana Caramuela z Lobkovic

Jan Caramuel z Lobkovic byl typickym kosmopolitnim intelektudlem barokni doby.
Narodil se v Madridu roku 1606 do rodiny s ¢eskymi kofeny (po matce byl Lobkovic),
studoval filosofii a teologii na slavnych Spanélskych universitich v Alcale a Salamance,
doktorét teologie ziskal v nizozemské Lovani. JiZ jako student vstoupil do cistercidckého
fadu, své nadani a védeckou erudici proto uplatiioval i v cirkevni sféfe. Upozornil na sebe
vyjime€nou schopnosti logické argumentace také v politicky choulostivych otdzkach
a stal se opatem v némeckém Disibodenbergu. Brzy nasledovalo pozvani cisafe Ferdi-
nanda III., ktery vyuZil Caramuelova diplomatického umu pfi dojednéni mirové smlouvy
na Vestfalském kongresu. V Praze pak stravil Caramuel celou dekddu jako generdlni vi-
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kar prazského arcibiskupa kardindla Harracha. V roce 1657 byl papezZem ustanoven jako
biskup Satrijsko-Campagneské diecéze v jizni Italii. Caramueliiv hrob dodnes najdeme
v katedrale v jeho poslednim ptisobisti ve Vigevanu.

Obr. 1: Kombinatoricka analyza vztah mezi thly trojihelnika

Caramuel vSak nebyl jen cirkevnim hodnostafem. Matematické nadani se u néj proje-
vovalo jiZz v détském véku a podporoval je jeho otec, ktery pred odchodem do Spanélska
byl na prazském dvofe Rudolfa II. cisafskym matematikem. Zdjem o matematiku u Ca-
ramuela provazela fascinace Zidovskou kabalou, jeZ byla tolerovdna a do jisté miry pés-
tovédna v Alcale. Kabalisticky pohled na svét formoval jeho vlastni mySleni a umozioval
mu nachazet nové souvislosti a analogie i v dalSich odliSnych kontextech. K tomu pfistu-
povalo vynikajici Caramuelovo jazykové vybaveni. Kromé& obvyklych narodnich jazykt
zemdi, kde Zil, a latiny s fectinou, b&Znych u vzdélanct té doby, znal hebrejstinu, arabstinu
a ¢inStinu (viz [6]). To mu poskytovalo dostatek srovndvactho materidlu, aby mohl
studovat jazyk jako abstraktni strukturu prostfedky matematiky.
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Prvnim Caramuelovym pfispévkem k problematice umélych jazykd byla jesteé v dobé
studif v Lovani komentovand edice renesan¢niho textu Steganographiae [1] z indexu za-
kazanych knih, kterou tim rehabilitoval v o¢ich soucasnikti a interpretoval jako teorii §if-
rovani. V prub¢hu prazského plsobeni vydal rozsdhly spis Theologia rationalis [2],
v némz v kapitole Grammatica audax (Odvazna mluvnice) pfedstavuje sviij metafyzicky
dialekt, um¢ly jazyk obohaceny novymi slovy, kterd generuje postupnym vkladanim riz-
nych samohlasek do stejného zdkladu, a formalni definici jim pak pfifazuje vyznamy.
Kombinatorické metody Caramuela provazeji po celou dobu jeho intelektudlni prace.
Rozviji je postupné podle potieb zvoleného tématu, pfesvédéeni o jejich relevanci a obec-
nosti je pro né¢j evidentnim zdkladem poznatelnosti svéta.

3 Speculatio a Praxis

Systematicky vyklad kombinatoriky (viz [7]) je obsaZen aZ v Caramuelové soubor-
ném matematickém spisu Mathesis biceps vetus et nova [3] a Mathesis nova [4], jejz
vydal jako biskup ve své vlastni tiskarné v Campanii v roce 1667, resp. 1669. Jde o ency-
klopedické dilo, thrnem vice neZ 1700 stran foliového forméatu. Klicem k pochopeni
autorova zaméru je nazev — Nauka stard a novd o dvou hlavdch. Vagni slovo nauka
naznacCuje velmi Siroké pojeti matematiky. KaZzdy pojem je prezentovan v historickych
souvislostech, autor propojuje staré a nové, uvadi citace literatury k tématu. Adjektivum
biceps je alegorickym vyjadfenim nédroku, kterému mé matematika dostat — byt univer-
salnim nastrojem poznéani jakéhokoli jevu ve svété. Odpovéd v podobé krasné rytiny
nabizi titulni list. Onémi dvéma hlavami matematiky jsou Speculatio a Praxis, v dneSnim
jazyce Teorie a Aplikace. Oba aspekty se skute¢né vzajemné dopliuji v celém textu.

Obr. 2: Kombinatoricky ditkaz spravnosti aristotelské nauky o Zivlech

Kapitola vénovana geometrii napt. zacina filosofickymi otdzkami o povaze zdkladnich
pojmi jako jsou bod, kfivka, plocha, t€leso. Caramuel zna nazory presokratikd, referuje
o aporiich Zéndna Elejského tak, jak jsou zachovany v citaci Aristotela ve Fyzice, a pak
sam predklada své argumenty a definice. Je pfiznacné, Ze se tak d&je v odstavci nazva-
ném De notitiis Speculativis, quae requiruntur ante praxim. Aby se vyhnul paradoxiim
kontinua a mohl budovat konsistentni teorii (dneSni terminologif fe¢eno, ocekdva splnéni
axiomu aditivity miry), bod (punctum geometricum) definuje jako initium quantitatis,
které je indivisibile, tj. nema ¢asti, a nema délku (longitudo). Ktivka (linea) se proto ne-
sklada z jednotlivych bodu, ale je fluxus puncti, plynutim bodu a ma délku. Odli$ny statut
vSak maji bod (punctum practicum), ktivka atd. v geodézii, kterd je protéjSkem teoretické
geometrie na drovni Praxis.
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Ve druhém svazku Mathesis nova ziskdva Caramuel po vybudovini kombinatoric-
kych pojmi nové prostiedky pro studium geometrie. Uved’'me tabulku (viz obr. 1), ktera
prehledné zachycuje zkoumani vztahti mezi vnitfnimi thly trojihelnika. Rozli§ime-li tfi
zékladni moZnosti — dhel ostry, pravy a tupy, tabulka obsahuje 27 variaci 3. tfidy s opa-
kovanim. Ve 2., resp. 3. sloupci najdeme vyhodnoceni logického soudu, kdy ze znalosti
thlu A ¢inime zavér o B, resp. ze znalosti A, B usuzujeme na C.

Stejny piistup voli Caramuel i v situaci, kdy postuluje, Ze matematickymi argumenty
dokédze spravnost Aristotelovy nauky o Ctyfech elementech neboli Zivlech. Pripomene
nejdiive Zivlovou nauku presokratika Empedoklea z 5. stoleti pf. Kr. o 4 kotfenech, pak
srovnava Aristotelovu reduktivni koncepci 4 prvku latkové povahy (vzduch, oheni, voda,
zeme) s pozdéjsim ucenim o kvintesenci (aithér). Rozhodnuti o spravném poctu prvka
opét pfinese princip kompozicionality a kombinatorika. Prvky vznikaji jako kombinace
(4. dvojice) 4 primdrnich kvalit (teplé, studené, vlhké, suché). Pocet kombinaci 2. tfidy ze
4 prvklu je 6 (viz obr. 2), tj. tyto kombinace jsou myslitelné (intelligibile). Prvni
a posledni jsou vSak nemoZné in re. Na této aplikaci kombinatoriky ve filosofii je vSak
nejvic piekvapivé jeji zafazeni do kapitoly Geometria specialis.
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TIBOR NEUBRUNN A SLOVENSKA SKOLA TEORIE MIERY

BELOSLAV RIECAN

Abstract: This paper contains core ideas of Tibor Neubrunn’s works on measure
theory. These publications and his extensive pedagogical and reviewal work became
one of pillars of Slovak school of measure theory. In the end we present one of
remarkable results of this school — Sipo$ integral.

Uvod

Préce z tedrie miery a integralu patria medzi prvé vedecké ¢lanky Tibora Neu-
brunna. Je to dost pochopitelné, ked vezmeme do tivahy, Ze v r. 1950 vysla prelomovéa
monografia Paula R. Halmosa, Measure theory. Ale uz v r. 1952 vysiel jej rusky pre-
klad, ktory nam bol vseobecne dostupny. Stal sa okrem iného zakladom prednasky
Ladislava Misika pre tretiakov na vtedajsej Prirodovedeckej fakulte UK v skolskom
roku 1955/56. Prof. Misik prednésal na Univerzite Komenského ako externista, ked
kmetiovo posobil na Strojnickej fakulte Slovenskej vysokej koly technickej (SVST).
Ked si Univerzita Komenského zrusila externistov, premiestnili sme sa na cele s Ti-
borom na SVST na v tom ¢ase vzniknuvsi Misikov seminar z tedérie miery. Tento
sa pravidelne konal v kniZnici Stefana Schwarza. Zucastiiovali sa ho popri Tibo-
rovi a Siestich vysokogkoldkoch z PF UK aj pracovnici SVST na éele s legendarnou
trojicou Ladislav Misik, Igor Kluvanek, Marko Svec.

1. Konstrukcia miery

Konstrukcia miery z objemu je velmi populdrna, pravdepodobne po Halmoso-
vej expozicii v spominanej monografii. Objem je tam definovany ako nezdporna
funkcia na systéme vSetkych kompaktnych mnozin. Druhou motivaciou je systém
kompaktnych intervalov na realnej osi. To je problematika zaujimavé tak z hladiska
vedeckého (napr. tedria pravdepodobnosti) ako aj z hladiska didaktického.

Tibor Neubrunn vo svojej praci [4] zaujal stanovisko abstraktné. Jeho objem je
definovany na danom systéme podmnozin abstraktného priestoru. Svoje vysledky
prezentoval potom v trochu rozsirenej forme v monografidch [12], [13] a [14].

Dané je teda mnozina X. Objemom budeme rozumief nezdpornu funkciu
A€ —[0,00),
kde & je systém podmnozin mnoziny X uzavrety k zjednoteniam, t.j.
A Bef = AUBEE,

a obsahujtci prdzdnu mnoZinu (). Pritom predpokladdme, Ze
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ECF = \ZE)<\F),
MEUF) <\E) + \F),
ENF=0 = MNEUF)=XE)+\F).

V Neubrunnovej tedrii je dand dvojica systémov (A, V) podmnozin mnoziny X
spliiajica nasledujtce podmienky:

i)peAnV,
(i) A, A€ A = AUA €A,
Vo€V (n=12,...) = U, VaeV,
(ili) Aec A, Vi,V €V, AC ViUV,
— existuju Ay, A2 € A, Ay, C Vi, Ay C Vo, A= A1 U A,
(iv)Ae A, ACUZ Vi, VieV (i=1,2,...)
— AcCU._,V: pre nejaké n,

(VVAecA VeV — VnA eV,
(Vi)AcA VeV = VNnAcdA

Prikladom takej dvojice je systém A vSetkych kompaktnych, resp. systém V
vSetkych otvorenych podmnozin daného Hausdorffovho topologického priestoru X.
Hlavny vysledok ¢lanku je nasledujica veta.

Veta 1.1. Existuje miera i na o(AUYV), ktoré je rozsirenim objemu A : A — R.
Pritom
A(F) = sup{u(ENF); E€o(A)},

i je zGZenim na o(A) vonkajSej miery p*,
pw*(E) =inf{\*(V); ECV eV},
M(V) =sup{\(A); V D Ae A}
Dosledok 1.2. Nech X je Hausdorffov topologicky priestor, A je systém vsetkych

kompaktnych mnozin, A je objem na A. Potom p : 0(A) — R je reguldrna Borelova
miera.

Pritom regulérnost znamena

n(A) = inf{u(U); U € V} = sup{n(C); C € A}.

Reguldrnostou sa zaobera aj praca [2]. Tu sa uvazuje miera p : (X,S) — [0, 00)

a miera v(f) = / fdu, kde f >0 a X je topologicky priestor.
E
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Veta 1.3. Ak
w(E) =sup{p(C); E D C, C kompaktna},

tak aj
v(E) =sup{v(C); E D C, C kompaktna}.

Podmienka v(E) = fE fdp stvisi s pojmom absolitnej spojitosti miery v vzhla-

dom na mieru p (oznacenie v << ), t.j. s implikdciou u(E) = 0 = v(E) = 0).
V ¢lanku [11] sa vyuziva pojem (CCC) (countable chain condition).

Definicia 1.4. Funkcia v : S — [0, 00] spliia podmienku (CCC), ak neexistuje
nespodéitatelny systém £ C S navzajom disjunktnych mnozin taky, ze

v(E)>0, Ecé.
Veta 1.5. Nech (X, S, 1) je priestor so - koneénou mierou y spliiajicou podmienku

(CCCQC). Potom miera v : S — [0, 0] je absolutne spojita vzhladom na p vtedy a len
vtedy, ked existuje takd meratelnd funkcia f, Ze

v(E) = / fau
E
pre vsetky E € S.

Veta 1.6. Nech (X, S, 1) je priestor so o-kone¢nou mierou. Nech v : § — [0, o0]
splita podmienku (CCC). Potom v << pu vtedy a len vtedy, ked existuje taka
meratelné funkcia f na X, Ze

v(E) = /E fdu

pre vsetky E € S.

2. Idealy

Slovo ideal ma svoju symboliku. Ale v nasej tedrii ma aj matematicky vyznam.
Mimochodom T. Neubrunn ho poévodne nepouzival (pozri [7]), hovoril o systéme
nulovych mnozin.

Definicia 2.1. Nech (X,S) je meratelny priestor, N' C S. Systém N nazveme
idedlom, ak

(i) E,FeEN = EUFeWN,

(i) FEeEN, FeES, FCE = FEeN.
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Ideal N sa nazyva o-idedlom, ak plati
(iii) E, e N (n=1,2,...) = U, E,eN.

Aj v tomto vSeobecnejSom tvare sa uplatiiuje vlastnost (CCC). V [7] je dokdzané
0.i. nasledujtce tvrdenie.

Veta 2.2. Nech (X,S) je meratelny priestor, M C S je o-idedl a systém S \ M
neobsahuje nespocitatelne vela navzajom disjunktnych mnozin, M* C S je o-idedl,
ktory nie je sucastou systému M. Potom existuje takd mnozina A € S\ M, Ze
AeM*a

ECX\A FEeM* = EeM.

Pravdaze, tvrdenia uvedeného typu sa daji bezprostredne aplikovaf na tvrdenia
z tedrie miery.

Veta 2.3. Nech (X,S,m) je priestor s uplnou mierou (t.j. £ € S, m(F) = 0,
F C E = F € 8). Nech m* je miera na S, ktora nie je absolutne spojita podla m.
Potom existuje A € S,m*(A) =0,m(4) >0a

ECX\A m*(E)=0 = m(EF)=0.

Je pozoruhodné, 7e niektoré tvrdenia z [7] sa daji pouzif v tedrii P. R. Halmosa
a L. J. Savagea aplikujucej Radonovu-Nikodymovu vetu v tedrii postacujucich sta-
tistik.

Dalsie vysledky transformujtce tvrdenia teérie miery do teérie mnozin st v mo-
nografidch [12], [13] a [14]. Pre jednoduchost predpokladajme, ze X € S. Vezmime
napr. Lebesgueovu vetu, ktord pracuje s dvoma mierami pu, v : § — [0, 00|, z ktorych
jedna je kone¢nd. Potom existuji také miery vy,v5 : S — [0, 00|, Ze

vV =1r1 + Vg,

pricom vy << p a vo L p, (t.j. existuji také A, B € S, 72e X = AUB, ANB =1
a u(ENA)=wvy(ENB) pre vsetky E € S).

Definicia 2.4. Nech M, N C S st o-idedly. Hovorime, ze M, N st singuldrne
(piseme M L N), ak existuju také A, B, ze
X=AUB, AnNB=10

ENnAeM, ENBeN

190



pre vsetky E € S.

Absolttnu spojitost mier mozno sformulovat inkliziou o-idedlov N' € M. Ak

totiz u, v si miery,
N ={A€S; u(4) =0}
M={AeS;v(A) =0}

9’
potom v << p prave vtedy, ked N C M.

Veta 2.5. Nech (X, S) je meratelny priestor, M, N C S st o-ideély, pricom

M\ N splia (CCQ),
t.j. neobsahuje nespocitatelne vela navzajom disjunktnych prvkov. Potom existuje
takd mnozina F' € M, ze pre o-idedly

le{EES;EﬂFEM}, N2={EES;E\F€M}

plati
NicM, Nyl M.

Klasickt Lebesgueovu vetu dostaneme pomocou vyssie uvedenych volieb o-idealov
N, M a definicii
n(E)=v(ENF), wn(E)=v(E\F).

3. Malé mnoziny

Myslienka nahradit mnoZiny nulovej miery danym o-idedlom sa ukézala byt uzi-
to¢nou, a preto aj popularnou. Ale nezahffia ond ,e-ovi vojnu®“. Vieme, ze v kon-
vergenénych otazkach potrebujeme vedief, kedy mé nejakd mnozina ,mal(“ mieru,
teda kedy je mala.

Definicia 3.1. Nech (X, S) je meratelny priestor a (NV,,)S2 ; je postupnost systémov
mnozin NV,, C S (n = 1,2, ...). Budeme hovorit, Ze (N,,)52; je systém malych mnoZin
na S (strufne maly systém), ak st splnené nasledujiice podmienky:

H)DeN, pren=1,2,..,
(ii) pre kazdé n existuje takd postupnost (k;) prirodzenych ¢isel, ze

U E, e N,,, ak E; € Nj,, pre i = 1,2, ...,

i=1

(iii) ak E € N,,,F C E,F € S, tak F € N,,,
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(iv) Ny D Npi1pren=1,2, ...,
(v) ak E€ Ny, F €(,0_; Nim, tak EUF € N,,.

Priklad 3.2. Nech m : & — [0,00) je miera, N;, = {E € S; m(E) < }. Potom
(N2)S2, je systém malych mnozin.

Je priznacné, ze Tibor Neubrunn sa zasadil za tedriu systémov malych mnozin
hned po jej vzniku. Jeho oblibenou témou bola absolitna spojitost.

Ak p,v st miery na S, tak v << p, ak
Ve>036>0:FeS,uE)<d=v(F)<e.

Tento pojem mozno transformovat do malych systémov.

Definicia 3.3. Nech (N,,)52,, (M,,)52; st malé systémy. PiSeme

n=1»
(M) <<e Mp)2,, ak Vn Im: M, CN,.
Priklad 3.4. Nech p, v: S — [0,00) s miery,

.an{EeS;ME%<%} A&z{EeS;WE%<l}

n
Potom (V)22 <<. (M,,)22, znamena, ze
1 1
Vn dm: u(F) < — = v(E) < —.
m n
Inak formulované

Ve>036>0:u(E)<d=v(F)<e.

Veta 3.5. Nech (NV,,)52, (M,,)22 st malé systémy. Potom

n=1>

(Nn)'rolozl << (Mn)?zozl = m Nn D m Mn

n=1 n=1
Opacna implikdcia plati pre tzv. spojity systém (V)22 .
Definicia 3.6. Maly systém (N,,)22; je polospojity zhora, ak

(Bi €8, B; \( B, 3io, Bi ¢ Ni,) = B¢ [N

n=1
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Pojem spojitého malého systému odpoveda pojmu funkcie polospojitej zhora:
B;\\B = pu(B;)\,0.

A skutoc¢ne plati (pozri [10]

):
Veta 3.7. Nech (V,,)22 1, (M,,)52; st malé systémy na S, pricom (NV,,)22, je po-
lospojity zhora. Potom

Wy << (M2, = (A5 () Ma

n=1 n=1

Videli sme, ze zatial ¢o nulové mnoZiny moézu byt definované jednoznacne, pojem
mnoziny ,malej“ miery ma fuzzy charakter. Je zaujimavé, ze pojem fuzzy mnoziny
a pojem mnoziny malej miery (opisany matematicky tzv. malymi systémami) boli
zavedené nezavisle na sebe a temer sticasne. Hoci axiomatické systémy st v oboch
tedriach dost rozne, pojem malého systému moZze byt sktimany z hladiska fuzzy
mnozin.

4. Submiery

Submiery sa k ndm dostali najprv prostrednictvom préc I. Dobrakova (pozri [1]).
Aj ked tedriu submier mozno budovat na vSeobecnejSich Strukttrach, ostaneme
v klasickom ponimani.

Definicia 4.1. Nech S je o-algebra podmnozin mnoziny X. Funkcia m : S — R je
submiera, ak spliia nasledujtice podmienky:

1. m(@) =0,
2. ak A C |J; Ai, tak m(A4) < = m(4;),
3. ak A; \( 0, tak lim;_, ., m(4;) = 0.

Definicia 4.2. Postupnost (N,,)52; a submiera m : & — R sa ekvivalentné, ak
plati

(i)Ve>0 Ine N: Ae N, = m(A) <e,
({i)Vne N Fe>0:m(A) <e= AeEN,.

V [14] je dokazané nasledujice tvrdenie.

Veta 4.3. K lubovolnej submiere m : S — R existuje maly systém (N;,)22 ; ekviva-
lentny s tou submierou. A naopak, k lubovolnému malému systému (N;,)2 ; existuje

submiera m : S — R s nim ekvivalentna.
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Logickym vytstenim slovenskej $koly tedrie integralu je Siposov integral ([15],
[16], [17]), ktory skonstruoval Neubrunnov ziak Jan Sipos. Tento integral bol po-
uzity v Kahnemannovej a Tverského ekonomickej koncepcii, za ktora bol Kahne-
mann odmeneny Nobelovou cenou. Pritom Siposov integrél je uréitou alternativou
Choquetovho integralu. Pravdaze, vznikli nezévisle na sebe a SipoSov integral ma
svoje symetrické osobitosti.

Odteraz budeme predpokladaft, Ze je dany priestor (X, S), kde S je o-algebra.
Definicia 4.4. Funkcia p : S — R je kapacita, ak

(i) (@) =0,

(i) A C B —> u(A) < u(B).

Definicia 4.5. Nezapornd funkcia f : X — [0,00) je integrovatelnd v zmysle
Choqueta, ak existuje

© [ rau= [ (0,0t

A teraz uvedieme Siposovu konstrukciu. Nech F je kone¢nd mnoZina realnych
Cisel,
F= {bk; bk*l; ceey b17 bO» ag, @1, .- an}a
pricom
b, <bp_1 < - <bi<bg=0=qap<a; < <ap,

a nech f : X — R je meratelna funkcia. Nech F je systém vSetkych takjch mno-
zin F'. PoloZme

Sr(f) =X (ai — ai—1)p(Ai) + Biq (bi — bi—1)p(By),

kde
A ={zeX;f(x)>a;}, i=01,..n,
Bj={z e X;f(z)<b;}, j=01, ..k

Definicia 4.6. Funkcia f : X — R je integrovatelna v zmysle Siposa, ak existuje

(5) [ s = Jimy Se().

Pravdaze, ak je funkcia f nezdporna, tak je integrovatelna v zmysle Siposa vtedy
a len vtedy, ked je integrovatelna v zmysle Choqueta.
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Zaver

Prof. RNDr. Tibor Neubrunn, DrSc. (2. 8. 1929 az 21. 11. 1990), posobil na
Univerzite Komenského 37 rokov (1953-1990) s jednoro¢nymi preruseniami na Uni-
verzite v Bagdade 1967/68 a na Univerzite v St. Salvadore v Brazilii 1972/73. Hoci
vynikal jemnou povahou, a to tak ako uditel, ako aj ako vedecky pracovnik, ostala
po nom vyraznad vedecka stopa. Stalo sa to v troch smeroch: prvym bola tedria
miery, druhym tedria redlnych funkcii, tretim tedria kvantovych struktur.

Predlozena prace je prvym pokusom o zhodnotenie vedeckého prinosu Tibora
Neubrunna v oblasti tedrii miery a jej aplikacii. Ale je tu aj pedagogicky odkaz,
ktorého pozoruhodnym vysledkom je SipoSov integral.
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HANS SCHNEIDER (1927-2014)

MARTINA STEPANOVA

Abstract: Hans Schneider, leading linear algebraist of the 20th century, who was one of
the founders of the International Linear Algebra Society and the editor-in-chief of the
prestigious journal Linear Algebra and Its Applications, died in 2014.

1 Zivotni osudy

1.1 Z Rakouska ptes Ceskoslovensko a Polsko do Nizozemi'

Hans Schneider se narodil 24. ledna 1927 ve Vidni jako jediné dit¢ dvou zubait. Za-
timco jeho matka Isabella Schneider (1897-1967), rozena Saphir, pochdzela rovnéz
z Vidn¢, otec Hugo Schneider (1897-1967) se narodil v slezském pohrani¢nim meésté
Karvina a do Vidné odesel za gymnazidlnim studiem. Rodice se vzali v roce 1922, kdy
oba ukoncili sva studia zubniho 1ékafstvi. Otec si poté ve Vidni oteviel dspéSnou sou-
kromou stomatologickou praxi, matka pracovala pro méstské dentdlni centrum oSetfujici
Skolnfi déti.

Rodic¢e Hanse Schneidera se nehlésili k Zzadnému ndboZenstvi, podle nacistickych ra-
sovych zakoni viak byli povaZovani za Zidy. Z tohoto diivodu byl poklidny Zivot rodiny
nendvratné pietrZzen v bfeznu 1938 anSlusem Rakouska nacistickym Némeckem. Tou do-
bou zbyvaly rodin€ posledni tfi mésice spolecného pobytu ve Vidni. V prvnich tydnech
od anexe se zddlo, Ze béZné denni ¢innosti tehdy jedenéctiletého Hanse se prechodem pod
nacistickou nadvladu pfili§ nezméni. Otec Hugo se zpocatku neobdval ani o svou profesni
drahu. Védel sice, Ze ztrati nékteré své nezidovské pacienty, ale soucasné véril, Ze do
svého registru ziska nékteré pacienty Zidovské, kteti dosud navstévovali zubafe neZidov-
ského, a bude tak i nadile provozovat svou praxi. V nasledujicich tfech mésicich vSak
pochopil, jak moc se mylil. Jednoho dne mu totiZ mlady muZ v uniformé& SA sd¢lil, Ze je
také zubar a Ze od té chvile patii jedna ze dvou Schneiderovych ordinaci jemu. Hugo
Schneider si velmi rychle uvédomil, Ze pro Zidy jiZ neni v Rakousku bezpeé&no, a piesto-
Ze byl, dle pozdéjSich vzpominek syna Hanse, velmi opatrnym ¢lovékem, rozhodl se pro
riskantni uték rodiny ze zemé. Problém nebyl s opusténim Rakouska, obtizné bylo nalézt
zemi, kterd by je piijala. V ¢ervnu 1938 rodina odjela vlakem do Ceskoslovenska, kam
vstoupila ilegdlné po podplaceni ¢eského pohrani¢nika, a pobyvala u jednoho z otcovych
bratrii v Karviné, otcove rodisti. Ze tif pivodné hmotné i spoleensky dobte postavenych
lidi se tak velmi rychle stali uprchlici, lidé bez jakychkoliv nadé€ji do budoucnosti a bez
spolecenského uznani.

Na konci zaii 1938 byla podepsdana Mnichovska dohoda, na jejimZ zaklad€ bylo mésto
Karvina pfipojeno k Polsku. Trojice se tak ocitla ilegalné v dal$i zemi. Je§té pfedtim se
rodice rozhodli, s védomim, Ze své jediné dité jiZ mozna nikdy neuvidi, zajistit pro Hanse
misto na kvakerské internatni $kole zaloZené pro déti némeckych a rakouskych uprchlikd

! Informace z paragraft 1.1 a 1.2 byly pievazn& pievzaty z publikovanych vzpominek Hanse Schneidera, které
byly nazvany March 1938-August 1940: A Personal History of My Family During 30 Turbulent Months [2]
a sepsany kolem roku 2000.

197



v nizozemském Eerde. S cilem ziskat pro Hanse povoleni ke vstupu do Nizozemi
a k dochdzce na zminénou Skolu, psala jeho matka prosebné dopisy adresované do rukou
Jacoba Costera-Lucase, ¢lena nizozemského vyboru pro pomoc zahrani¢énim détem. Hans
Schneider o téchto dopisech takika cely Zivot nevédél, n€které z nich se k nému dostaly,
az kdyZ mu bylo téméf osmdesat let. Citujme titrzky z téchto dopist (Hans Schneider je
prelozil z némciny do anglictiny, viz [2]).

Dear Mrs. Coster, please don’t be angry I ask you to speed up the matter. Our situa-
tion here is so uncertain that I hardly know whether an acceptance that occurs only after
a few weeks would still find us here. We are here completely depend on our relatives who
themselves do not know how their situation will develop in the next few weeks. That is
why we would be so glad to know that our child has reached safety.

Should this matter be delayed for some time despite our kind efforts then it would help
us greatly if you knew of a Dutch family in Poland (in Warsaw or elsewhere) who would
be ready to keep Hansl until his departure.

[24. fijna 1938, Karvind, Polsko]

We received an order to leave this country within 48 hours. This order was then
changed; we may stay until November 9. It would be our great good fortune if the matter
of Hansl were settled by then. ... We are infinitely grateful to you for your efforts and
I wish I could prove this to you some day.

[29. f{jna 1938]

First of all my heartfelt thanks. I can hardly express in words how happy and grateful
we are that Hansl has been granted an entry permit ... Hansl was intensely looking for-
ward to his getting out of here and it must have been a big disappointment to him ...

[9. listopadu 1938]

Hans Schneider musel odjet kvili ziskani viza do Var§avy a poté se mél piesunout do
Holandska, aniZ by vstoupil na tizemi Némecka. Znamenalo to odletét nejdiive z VarSavy
do Prahy a odtud pfimym letem do Amsterdamu. Letadlo do Prahy vSak kvtli nepfizni
pocasi nevzlétlo a odlet dalSim spojem by znamenal desetidenni ¢ekani na nasledujici let
do Amsterdamu, coZ v8ak nebylo moZné, protoZe Zadny hotel by neubytoval osobu bez
dokladt. Bylo tedy nutné nalézt zptsob, jak poseckat ve VarSavé. Hugo Schneider, jenz
svého syna ve VarSavé doprovézel, proto oslovil prvniho seriézné vypadajictho muze,
kterého potkal na ulici, a poprosil ho o pomoc. Ten je poslal na némecké velvyslanectvi,
kde mohl Hans docasné pobyvat s jednou némeckou rodinou. Pozd¢ji se ukazalo, Ze muz,
ktery je na ambasadu odkazal, byl polsky policista pracujici pro resort povéieny deportaci
ilegdlnich cizincti. Hans Schneider s odstupem nékolika desetileti vyjadril nazor, Ze obé
instituce byly ve skutec¢nosti protinacisticky zaméteny.

1.2 Shledani v Britanii
Z Varsavy do Amsterdamu odletél Hans pravdépodobné 17. listopadu 1938. Rodice

Nastésti se jiz ponékolikaté ocitli v blizkosti lidi nejednajicich dle oficidlnich reguli.
Mistni policie jim umoznila béhem nasledujicich ¢tyfiadvaceti hodin uprchnout do pol-
ského vnitrozemi, kde Zili se vzdalenymi piibuznymi a ¢ekali na jakdkoliv viza — at’ brit-
skd nebo americka. V dubnu roku 1939 byl Hugo Schneider zatazen mezi Ctyficet ra-
kouskych zubatt, kterym byl umoznén vstup do Britanie. Z Polska odjeli na lodi
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a prvnich nékolik mésict Zili v Londyné. Vzhledem k tlaku uprchlickych organizaci na
rozptyleni uteCencti do ostatnich ¢asti zemé¢ se Schneiderovi odstéhovali do Edinburghu.
Mezitim Hans opustil Nizozemi a 11. srpna 1939 rovné€z vstoupil na britské dzemi. Pouhé
tfi tydny pred vypuknutim druhé svétové valky, po takika roce osaméni, se setkal s rodici
pravé v Edinburghu.

Preziti vSech c¢lenti rodiny a jejich opétovné shledani ve Skotsku povaZoval Hans
Schneider s odstupem let za $tastnou souhru nékolika ndhod a také odvahy jeho otce
podstoupit nejisty tt€k z Rakouska. Jak uvedl, v kritickém obdobf let 1938 a 1939 si jako
dité nepfipoustél, Ze by se s rodici jiZ nikdy nevid€l. Na druhé strané si dodate¢né uvé-
domil, Ze jeho rodice jist¢ museli byt takovou mySlenkou neustdle prondsledovani.
O udélostech pred rokem 1939 se v rodiné jiZ nikdy nemluvilo. Kolem roku 2000 Hans
Schneider napsal (viz [2]):

I used to remark “I was born in Edinburgh at the age of 12", a joke with serious con-
tent. Until I reached my late sixties, I claimed that I had no recollection whatsoever of the
first eleven years of my life — and believed it; my prenatal existence was hard to admit
and remains shadowy in spite of a conscious effort to recapture it.

Podotknéme jesté, Ze rodina, u niZ pobyval Hans s rodi¢i v Karviné, takové Stésti
neméla. Bratr Huga Schneidera se spolu s manZelkou a malym synem stali obétmi
holokaustu.

BohuZel ani Stastné shleddni v Edinburghu nebylo definitivni $tastnou te¢kou za
mésici plnymi strachu, nebylo zac¢atkem nového spole¢ného Zivota. Hugo Schneider, jenz
musel sloZit nové zkouSky ze stomatologie, aby mohl opé&t vykondvat svou profesi, byl
oznacen britskym soudem za prislusnika neprdtelského statu (“friendly enemy alien”),
stejné jako vSichni ostatni némecti a rakouSti muZi-uprchlici Zijici v Edinburghu.
Uspéchy postupujiciho Némecka byly totiZ Gasto pipisovany némeckym vyzvédadtim,
ddajné pifestrojenym za uprchliky. V roce 1940 byl Hugo Schneider internovan na Isle of
Man. Isabella Schneider, kterd se jiZ nesnaZila vratit ke kariéfe zubni lékaiky, musela
opustit Edinburgh a spolu s tfemi ¢i ¢tyfmi dal§Simi Zenami obdobného osudu bydlela
v jediném pokoji ve mésté Glasgow. Tehdy tfinictilety Hans mohl vzhledem ke svému
veku (pod Sestnact let) zlistat v Edinburghu. Pobyval pfitom u jedné svobodné Zeny, ktera
pfijala do domacnosti nekolik rakouskych a mad’arskych déti, které pfijely na britské
ostrovy bez rodi¢i. Hans navitévoval, aniZ by zpo&itku umél jediné slovo anglicky,’
George Watson’s Boy’s College, jednu z nejlepsich edinburskych skol, a studium se stalo
hlavni naplni jeho Zivota. B€hem kratké doby se stal nejlepsim studentem matematiky ve
tfidé a do konce Zivota byl vdéény za kvalitni vzdélani, které se mu tehdy dostalo.

Z internace byl Hugo Schneider propustén diky své prospésné profesi mezi prvnimi,
ato v srpnu 1940. Néasledné si v Edinburghu vybudoval ordinaci, a tak kone¢né zacal
spole¢ny zZivot rodiny Schneiderti v Britanii. Edinburgh se pozd¢ji stal pro oba Hansovy
rodi¢e mistem jejich skonu. Tak jako se oba narodili ve stejném roce (1897), tak také
téhoz roku (1967) zemfeli.

I na sklonku Zivota Hans Schneider stdle pocitoval vdek Britanii za jeji odhodlani
bojovat proti Hitlerovi. Ve svych vzpominkach o prozité valce napsal (viz [2]):

? Poznamenejme, 7e Hans Schneider nikdy neumél gesky.
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For a teenager, this was an exciting time; though I was an avid leader of newspapers,
I did not realize the full horror of it until the war was over.

1.3 Povaletna léta v Evropé

Po absolvovani stfedni S§koly se Hans Schneider pfihlasil k vysokoskolskému studiu
na University of Edinburgh, které ukonCil s vyznamendnim roku 1948. Jesté¢ pred
absolutoriem se 6. ledna 1948, ve svych dvaceti letech, oZenil s Miriam Wieck
(nar. 1925) a v témzZe roce se jim narodilo prvni dité, dcera Barbara Anne (vice informaci
0 Zen¢ Miriam, o slavné hudebni rodin€, z niZ pochazi, a o détech manzeli Schneidero-
vych viz samostatna pasaz nize).

Hans Schneider zacal nejprve pracovat pro edinburskou Royal Observatory, odkud
byl v8ak v roce 1950, tj. béhem prvnich dvou let, propustén poté, co rozbil novy, Spicko-
vy pristroj. Po této zkuSenosti se navratil ke studiu matematiky na University of Edin-
burgh, kde mu byl Skolitelem béhem doktorského studia Alexander Craig Aitken (1895—
1967), spoluautor jedné z prvnich monografif o teorii matic.> Aitkenovo vedeni disertani
prace vsak bylo vicemén¢ formalni, protoZe se dvojice témét nestykala. Hans Schneider
pri riznych prileZitostech rad opakoval, Ze dostal od svého Skolitele v podstaté jen jednu
radu, a to v podobé¢ stru¢né odpovédi na vzneseny odborny dotaz: “Read Frobenius!”
Byla to pouhd dvé slova, ktera vSak velkou mérou ovlivnila odborné smérovani Hanse
Schneidera v jeho celém profesnim Zivoté, ktery byl zasvécen linearni algebie (vice
viz dale). Vedle Aitkena byl Schneider, dle svych slov, v pocatcich své kariéry nejvice
ovlivnén Helmutem Wielandtem (1910-1986), Aleksandrem Markovicem Ostrovskim
(1893-1986), Alstonem Scottem Householderem (1904—-1993) a nejvice ze vSech Olgou
Taussky-Todd (1904-1993), rodackou z Olomouce.

Hans Schneider byl béhem doktorského studia pod ¢asovym tlakem, ktery vyplyval
z ocekavaného narozeni dal§tho potomka. Disertacni praci Matrices with non-negative
elements tak napsal za pouhych osmnact mésict. Po jeji obhajobé v roce 1952 ziskal mis-
to na Queen’s University of Belfast v Severnim Irsku. S vyjimkou ro¢niho ptisobeni na
Washington State University zde zlstal aZ do roku 1959, kdy se rodina, tehdy jiZ s tfemi
détmi ve véku jedenact, devét a sedm let, prest€éhovala do zamofi.

1.4  Unipversity of Wisconsin v Madisonu

Po jedenacti letech (1927-1938) prozitych v poklidu v Rakousku, po nékolika
bouilivych mésicich stravenych postupné v Ceskoslovensku, Polsku a Nizozemi ttékem
pred Hitlerem a po dvaceti letech (1939-1959) sbirani Zivotnich zkuSenosti ve Spojeném
kralovstvi, se novym domovem Hanse Schneidera staly Spojené staty americké,
konkrétng mésto Madison ve staté Wisconsin.* Prozrad’me jiZ nyni, 7e nové akademické
pusobisté na University of Wisconsin bylo sou¢asné Schneiderovym trvalym pracovi§tém
poslednim. Na univerzit€ postupné pulsobil v roli odborného asistenta (1959-1961),
docenta (1961-1965) a profesora (1965—1988).5 Nasledné byl titulovan James Joseph
Sylvester Professor (1988—-1993) a po oficidlnim ,,odchodu do diichodu“® v roce 1993
James Joseph Sylvester Emeritus Professor.

3 Turnbull H. W, Aitken A. C.: An Introduction to the Theory of Canonical Matrices, Blackie&Son, Ltd., Lon-
don, Glasgow, Bombay, 1932; dalsi vydani: 1945, 1948, 1950, 1952; reprint: Dover, New York, 1961, 2005.

* Jako svou stétni ptislugnost uvadél Hans Schneider USA a UK.

3V druhé poloving Sedesétych let zastaval dva roky pozici vedouciho katedry matematiky.

® Na univerzité v Madisonu vyuéoval jesté na podzim roku 1998, se $kolou ziistal pevné spjat az do smrti.
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Hans chose the name of Sylvester for his named professorship, because of Sylvester’s
immense contributions to matrix theory, invariant theory, and algebra in general. As you
know Sylvester is one of the principal originators, possibly the principal originator,
of linear algebra and it was he who introduced the word “matrix” in the mathematical
literature and it is the word “matrix” that is on Hans’ Wisconsin license plate.

(viz [4], str. 3-16)

Na prelomu jara a 1éta roku 2014, s védomim bliZici se smrti, Hans Schneider napsal
ana své webové strance vystavil sviij vlastni nekrolog nazvany Last Words of Hans
Schneider [3]. V ném spravné odhadl ptibliZznou dobu svého skonu, v misté¢ nezndmého
presného data imrti ponechal tfi tecky:

This obituary was written by Hans, who is terminally ill but still alive, as of May 31,
2014.

Hans Schneider, a research mathematician who devoted much of his academic life to
the revival of the classical field of linear algebra (aka matrix theory), died on ... aged 87.

Hans Schneider zemfel na nasledky rakoviny jicnu dne 28. fijna 2014, tfi mésice pred
svymi osmaosmdesatymi narozeninami.

2 Rodinné zazemi, zajmy

2.1 Manzelka Miriam

ManZelka Miriam se narodila roku 1925 v némeckém Konigsbergu do slavné hudebni
rodiny. Jeji rodice, Hedwig (rozend Hulisch) a Kurt Wieck, byli zakladatelé populdrniho
hudebniho t&lesa Konigsberger Streichquartett. Protoze Hedwig Wieck byla Zidovka,
postihl Miriam podobny osud jako jejtho budouciho manZela. V roce 1939 byla jednim
z ptiblizné tisice déti, které byly zachranény diky humanitdrni pomoci zvané Kin-
dertransport. Wieckovi ziskali volné misto na téchto transportech déti ve vlacich ¢i na
lodich do Britanie pouze pro jediné dité. Ze svych dvou déti vybrali radéji star$i Miriam
neZ mlad$iho Michaela, nebot’ védéli, Ze ,,adoptivni* rodiny z finanénich ddvodt (niZsi
vydaje na vzdelani) radé€ji pfijmou dévcitko neZ chlapce. Miriam odjela v 1ét€ roku 1939.
Ve Skotsku se poznala s Hansem Schneiderem. Pracovala jako houslistka, hrdla v Hallé
Orchestra pod slavnym dirigentem Johnem Barbirollim (1899-1970). Ve své hudebni
kariéfe pokracovala i po odchodu do zamofi, stala se ¢lenkou Madison Symphony Or-
chestra a vénovala se rovné€Z vyuce hry na housle. Jeji bratr Michael (nar. 1928) pfeZzil
pobyt v koncentra¢nim tabofe. Stal se zndmym némeckym houslistou (koncertni mistr
v Stuttgarter Kammerorchester). V roce 1989 publikoval vzpominkovou knihu Zeugnis
vom Untergang Konigsbergs, kterd byla preloZena do rustiny a anglictiny (A Childhood
under Hitler and Stalin: Memoirs of a “Certified Jew”) a stala se bestsellerem.

2.2 Déti Barbara Anne, Peter John, Michael Hugo

Ve své matematicko-hudebné zalozené rodin€ vychovali Miriam a Hans Schneiderovi
tfi déti. Nejstar$i Barbara Anne (nar. 1948) §la ve své profesi nejdiive ve §lépéjich matky,
profesionalné hrala na housle v Calgary Philharmonic Orchestra, pozdéji se vydala na

7K ,,mrazivému* odhadu vlastni smrti je§té dodejme jednu citaci z nekrologu [3]: The 19th meeting of the Soci-
ety will take place [was held] in Korea in August 2014.
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drahu védeckou, pracovala na Faculty of Communication and Culture na University of
Calgary (studium mezilidské komunikace, schizofrenie apod.). Zajimavé je, Ze rovnéz
jeji manZel Daryl Caswell zvl4dl propojit dvé profese. Vystudoval inZenyrstvi a hudbu,
coz ho pfirozené nasmérovalo k problematice akustiky. Pisobil na Faculty of Engineer-
ing na University of Calgary a zéaroven hral v Calgary Philharmonic Orchestra ¢i Red
Deer Symphony Orchestra (hra na roh). Jejich détmi jsou David a Daniel.

Peter John (nar. 1950), druhé dit€¢ Schneiderovych, se stal filmovym a divadelnim
producentem. Byl vedoucim potradatelem Olympic Arts Festival konaného pii olympij-
skych hrach v Los Angeles (1984). Zndm je pifedevS§im jako prvni prezident spole¢nosti
Walt Disney Feature Animation, pod jeho vedenim vznikla fada celovec¢ernich animova-
nych filmd ovéncenych cenami (Oscar, Zlaty glébus). S jeho jménem jsou spjaty napii-
klad filmy Mala morska vila, Krdska a zvire, Aladin ¢i Lvi krdl. Pozdéji zaloZil vlastni
produkéni spole¢nost a podilel se naptfiklad na realizaci filmu Sestra v akci s Whoopi
Goldberg v hlavni roli. S manZelkou Hope vychoval Peter déti Hannah a Rebeccu.

Nejmladsi Michael Hugo (nar. 1952) se stal matematikem, nékolik ¢lanka sepsal i se
svym otcem. S Zenou Laurie maji dvé hudebné€ nadané déti, Carson Rose a Kurta.

2.3 Zajmy

Vedle matematiky uvedl Hans Schneider mezi svymi z4jmy predev§im hudbu (operu),
cestovani a také prochdzky pfi dplitku naboso po Lanikai Beach.

3 Akademicka draha

3.1 Cesta k linearni algebie

Jak jiz bylo feceno, odborné zamétreni Hanse Schneidera bylo ovlivnéno jeho Skolite-
lem Aitkenem a ,;rozkazem‘ Cist praice Georga Ferdinanda Frobenia (1849-1917). Pod-
statnou roli pro rozhodnuti vénovat se naplno linedrni algebfe sehrila piithoda z doby, kdy
se Hans Schneider uchdzel o misto na univerzit¢ ve Wisconsinu. Tou dobou mistni uni-
verzitu navstivil jeden slavny rusky algebraik, ktery, jak se Hans Schneider dozvédél,
fekl jednomu z ¢lend pfijimaci komise, Ze znalost linearni algebry je ocekavéana od kaz-
dého matematika, ale neni to disciplina k vyzkumu. Hans Schneider byl pfesto na misto
védeckého pracovnika pfijat a tato historka ho ovlivnila natolik, Ze se odhodlal vénovat
své usili ,,obhajobé¢* v té dobé nepfilis velebené linearni algebry. Jeho netdinavna ¢innost
v oboru mu vynesla dokonce prezdivku Mr. Linear Algebra.

Jesteé dodejme, Ze University of Wisconsin byla (a i ve tietim tisicileti stile je) Skolou
s vyznamnou tradici v linearni algebfe. Mezi duleZité osobnosti oboru pusobici na
univerzité patiil napiiklad Cyrus Colton MacDuffee (1895-1961).

3.2 Celozivotni oddanost linearni algebie

Hans Schneider napsal okolo sto sedmdesati odbornych praci, a to s ptiblizné osmde-
sati spoluautory.® Posledni &lanek publikoval pouze nékolik mé&sict pfed smrti. Jméno
Hanse Schneidera je neodmyslitelné spjato predevsim s Perronovou-Frobeniovou teorii
pro nezaporné matice. Schneiderovy teoretické znalosti v tomto oboru poskytly zaklady

8 Seznam vétsiny praci véetné jejich skent (¢i skend tvodnich stranek) je dostupny z [1]. Poznamenejme jeste,
Ze mezi Schneiderovymi spoluautory figuruje ¢esky matematik Miroslav Fiedler.
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pro vybudovéni systému vyhleddvani internetovych stranek pomoci celosvétové znamého
Googlu. O svém vztahu k uvedené teorii proslovil roku 1997 predndsku Why I love
Perron-Frobenius, jejiz jednotlivé ¢asti se nazyvaji napiiklad Why I fell in love, Why will
P-F live 200 years? ¢i Why I stayed married to Perron-Frobenius.” Jeho dali odborné
zaméfeni vystihl kolega Richard A. Brualdi témito slovy (viz [4], str. 4):

The different areas of linear algebra to which he has made fundamental contributions
are almost too numerous to mention: nonnegative matrices, M-matrices, norms, numeri-
cal ranges, combinatorial and graph-theoretic matrix theory,w Jordan and spectral the-
ory, inertia and stability theory, matrix scalings, cone preserving maps, matrix polytopes,
etc. This is phenomenal record. At times, Hans strayed and thought he was a ring theorist
or a semi-group theorist, but he got back on track before long.

Celosvétoveé zndma je Schneiderova editorskd ¢innost. V roce 1972 pievzal od Alana
Hoffmana (nar. 1924) pozici hlavniho editora ¢asopisu Linear Algebra and Its Applica-
tions. V uvedeném roce vychdzel casopis po Ctyfi roky a skomiral. KdyZ Hans Schneider
po dlouhych ¢tyficeti letech (roku 2012) z funkce odchdzel, jednalo se jiZz o celosvétoveé
uzndvané, impaktované periodikum nejvyssi kvality, které kazdoro¢né piijimalo okolo
1200 piispévki a publikovalo pfiblizné¢ 5000 stran. Hans Schneider byl rovnéz editorem
Casopistt Linear and Multilinear Algebra, The Electronic Journal of Linear Algebra,
SIAM Journal Algebraic and Discrete Methods a sebranych praci Helmuta Wielandta.

V roce 1987 zalozil spolu s né¢kolika kolegy mezindrodni spole¢nost Matrix Group, ze
které se o tfi roky pozdéji etablovala zndmd International Linear Algebra Society (ILAS).
Dnes ma spolecenstvi pfiblizn¢ ctyfi sta ¢leni ve vice neZ dvaceti zemich svéta
a publikuje dva Casopisy.

Pospolitost linearnich algebraikii po celém svété podporoval Hans Schneider i svymi
Castymi cestami mimo tzemi USA. Jeho profese jej zavedla napiiklad do Atén, Bad Kis-
singenu, Dunedinu, Haify, Chemnitzu, Lisabonu, Moskvy, Oxfordu, Rotterdamu, Sang—
haje, Toronta, Valencie ¢i rodné Vidné€. Kromé& vySe uvedeného pobytu na Washington
State University byl na dlouhodobych stdZich na mnoha dalSich univerzitich po celém
svété, jmenujme alesponl Israel Institute of Technology ve mésté Haifa, Universitdt
Wiirzburg a University of Toronto.

Jak sam ptiznal, vyuka zdkladnich kurzi pro vysokoskolské studenty ho pfilis
nenapliovala. O to vice se vénoval svym doktorandiim, kterych odvedl (vSechny na
University of Wisconsin) v letech 1963 aZ 2000 celkem sedmndct."!

Od roku 1993 je nepravidelné (priblizné jednou za tfi roky) udélovano ocenéni Hans
Schneider Prize za mimotradné vysledky v linedrni algebie, resp. za celoZivotni piinos
této discipling. Jednim ze ti{ lauredtt ceny z roku 1993 byl ¢esky matematik Miroslav
Fiedler (nar. 1926).

% Vice viz http://www.math.wisc.edu/hans/talks.html.

' Hans Schneider se (pfedeviim s Danielem Hershkowitzem) v rdmci této problematiky vénoval studiu souvis-
losti mezi urcitymi posloupnostmi zavedenymi v teorii grafii a tzv. Weyrovou charakteristikou definovanou feci
teorie matic v osmdesatych letech 19. stoleti ceskym matematikem Eduardem Weyrem (1852-1903).

! Seznam jejich jmen a nazvi disertadnich praci viz http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=8295.
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4 Ohlédnuti za vlastnim Zivotem

Misto zavéru citujme slova, kterd Hans Schneider dopsal ke svym vzpominkdm [2]
v Cervnu 2014:

I am writing this coda as I am sitting on the porch of our beautiful home as my life is end-
ing for I have terminal cancer. I've had a good life with a loving wife of 66 years and three
children we can be proud of. Thinking of the turbulent years described above, I strongly re-
Jject the term “holocaust survivor” as applied to me. It’s an insult to those millions who were
murdered and to the millions who died fighting Hitler’s tyranny. It is a word properly applied
to a person who suffered deportation and the horrors of the camps and yet survived. Call me
a person who escaped the holocaust if you wish. The same applies to my wife Miriam who
was born in Koenigsberg and left Germany on a Kinderstransport in July 1939.

Finally, my deepest regret is that I failed to tell my parents how much I owe them.
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BOLZANOVA MATEMATICKA VYLEPSENI

JAN ZEMAN

Abstract: In this text we mention some of the improvements of Euclid's Elements, that
Bernard Bolzano proposed in his book On the mathematical method. We introduce
briefly his personality and connect his vision of geometry without figures to the mathe-
matics at the end of the 19" century.

1 Uvod

Bolzanova stat’ O matematické metode [1] byla vydana v ¢eském piekladu Marty Vla-
sdkové v roce 2012. Preklad vychazel z némeckého vydani Jana Berga Von der mathe-
matischen Lehrart. Sou€asti svazku je studie pfekladatelky, tykajici se hlavné zasazeni
Bolzanova dila do dé&jin logiky, diky které kniha dobfe rozSifuje také souCasnou ceskou
literaturu, vénujici se Bolzanovskému vyzkumu.

Bolzano zacal psat tento sviij text kolem roku 1833 jako tvod k zamySlenému roz-
sahlému spisu O velicindch (Grissenlehre), ktery ale nikdy nedokoncil. Nejprve v tomto
dvodu shrnul sviij logicky systém, znamy z jeho Veédoslovi, poté ho pouzil k prokazani
moZznych zlepSeni metody, ktera je uZita v Eukleidovych Zdkladech [2]. V této praci by-
chom néktera jeho vylepSeni chtéli pfedstavit a nahlédnout tendence, které Bolzano v ma-
tematice odhalil a které propukly naplno na konci 19. stoleti.

2 Kontext

Nejprve stru¢né predstavme osobnost Bernarda Bolzana (1781-1848), vyznamného
prazského matematika, filosofa a teologa (podrobnéji viz [3, str. 11nn]). Narodil se do ro-
diny Bernarda Pompeia Bolzana, pivodem z Itilie, a Marie Cecilie, rozené Maurerové,
z prazské némecké rodiny; némcina byla také jeho matefskym jazykem. Od mladi byl
chatrného zdravi, coz vyrazné€ ovlivnilo jeho Zivotni osudy.

V roce 1796 Bernard Bolzano nastoupil na prazskou univerzitu. Nejprve absolvoval
povinné tiileté studium filosofie, béhem néhoz se jiZ projevilo jeho matematické nadani,
vénoval se i fyzice ¢i astronomii. V souvislosti s vychovou své mladsi sestry, ktera mu
vSak brzy zemfela, se téZ zajimal o pedagogiku. Pfed definitivnim rozhodnutim pro stu-
dium teologie vénoval jesté jeden akademicky rok dalsimu vzdélavani ve vyS$i matema-
tice, ale také ve filosofii, fyzice a chemii. Poté nastoupil na teologii, kterou dokon¢il v ro-
ce 1804. Ve stejném roce ziskal na univerzité misto ucitele naboZenstvi, k némuz se
pojila povinnost promlouvat kazdy tyden k akademické mladeZi. Tyto jeho tzv. exhorty
(z nichz cast vysla tiskem) se staly hojné navstévovanymi a univerzitni prostory nestacily
pro posluchace. Jeho véhlas jako duchovniho kazatele dosahl i daleko za hranice Prahy
na ¢esky venkov.

JelikoZ Bolzano neucil podle predepsané ucebnice, byl z mista propustén a nemohl
publikovat ani se Gc¢astnit univerzitniho Zivota. V té dobé mu téZ zemfel bratr Petr Eduard
a z puvodné dvanacti¢lenné rodiny zbyl jen on a bratr Jan. Bernard Bolzano se presunul
z Prahy do Téchobuzi, kde napsal sva nejvétsi dila, Védoslovi, Paradoxy nekonecna
a Athanasii, a kde také zacal psat svij spis O velic¢indch véetné jeho tvodu O matema-
tické metode. Své posledni dny pak prozil v domé svého bratra v Celetné ulici, kde ma
dnes pamétni desku.
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3 O matematické metodé

3.1 Logicky systém

Uved'me nyni stru¢né ptehled né€kolika zdkladnich termint, které ndm budou slouzit
k naznaceni pouZité metody vystavby logiky.

Vétou o sobé (objektivni vétou) Bolzano rozumi nikoli vétu gramatickou, ale jeji
smysl, ktery musi byt bud’ pravdivy nebo nepravdivy. Pravda o sobé je pravdivad véta
o sob&. Myslend véta (subjektivni véta) je pak uchopenim véty o sobé v rozumu myslici
bytosti. Predstava o sobé je Cast véty o sob€, kterd sama nenf vétou o sobg, tj. kterd nema
pravdivostni hodnotu. Pfedstava miZe byt bud’ jednoduchd, nebo miZe byt sloZend
z dalsich predstav, které tvoii obsah puvodni piedstavy. Napf. piedstava rovnostranny
trojuhelnik (viz [1, str. 25]) obsahuje mj. tyto pfedstavy: rovnost, strana, tii, thel.
Neméné podstatné je, v jakém vzdjemném vztahu tyto podiazené ptredstavy jsou. Ptikla-
dem muze byt predstava ctyfuhelniku se shodnymi stranami a riznymi dhly oproti pfed-
stavé Ctytuhelniku se shodnymi thly a rGznymi stranami, kde obé pfedstavy maji sice
tentyZ obsah, ale jiny vyznam. Predmétem predstavy je to, co je predstavou predstavo-
vano, co pod ni spad4. Napt. predstava (redlny) kofen rovnice x’—1=0 ma4 za predmét
¢islo 1, pfedstava planety slunecni soustavy ma za pfedméty Merkura, Venusi, Zemi,
Mars, Jupitera, Saturna, Urana a Neptuna, které tvoii rozsah predstavy. Predstava vSak
muze byt dle definice i neexistujici (bezprredmétnd), napt. pojem kulaty ctyfihelnik nebo
raciondlni kofen rovnice x*—2=1 (viz [1, str. 27]). Ndzor je takova predstava, ktera je
jednoduché a ma jediny pfedmét. Pojem je potom takova predstava, kterd neni ndzorem.
Cistd pojmovd véta je takova véta, ktera obsahuje pouze pojmy.

Z vyse uvedeného je tedy zfejmé, Ze Bolzano sdm pouZivd pivodné matematické
metody i pro vystavbu logiky. V knize O matematické metodé je v této véci uvedeno jen
to nejzéakladnéjsi. Podrobnéji je logicky systém vybudovan v dile Védoslovi.

3.2 Metodologicka vylepSeni Zdkladii

Bernard Bolzano jiZ v ivodni poznamce potvrzuje kvality Zdkladii a ptiznava hodnotu
systému dukazi. Ty jsou pro konkrétni vétu provedeny vzdy pomoci vét, které jsou do-
kazany diive. Pozitivn€ hodnoti, Ze dlikaz je uveden dasledné po kazdém tvrzeni a Ze tyto
dtikazy nejsou netdplné, ale opravdu rigorézni, prostfednictvim pfivedeni tvrzeni
k evidenci — obstarani ndzoru. V pfipadé geometrie to znamena vétSinou doplnit obrazec
do né&jakého rozsahlejsiho obrazce, ze kterého bude tvrzeni patrné.

Prvni jeho namitkou je, Ze se Eukleides nezabyva dostate¢né dlsledné samotnymi za-
klady geometrie. Pravé u zakladnich pojma védy navrhuje Bolzano nespoléhat se jen na
intuici, ale provadét dusledny pojmovy rozbor, coZ oddéli vyklad pfisné védecky
od vykladu pouze populdrniho. V piipadé geometrie jde o pojmy jako bod, prostor, veli-
¢ina, které mély v ucebnicich jen vagni definici (viz [1, str. 43]). Pfitom ihned piichdzi
s nabizejici se vytkou, pro¢ by vlastné mél ¢lovek objasiiovat, co je vSem beztak jasné,
a odpovidd, Ze krome jasnosti se musi matematika snaZit i o zfetelnost, tedy prokdzani
toho, z kterych dil¢ich pojmu si novy pojem nevédomky skladame.

Napfiklad pii vykladu ctverce se matematik nesmi spokojit jen s konstatovanim, Ze
nakresleny obraz je Ctverec, ale vZdy musi pfivést pojem ke zfetelnosti definici, Ze Ctve-
rec je Ctyfuhelnik, ktery ma vSechny strany stejné¢ dlouhé a vSechny thly shodné. Pokud
toto neni mozné, je nutné se spokojit s objasnénim pojmu. Nabizejicim se prostredkem
k tomu je sepsani vét, ve kterych se dany pojem vyskytuje, pod sebe, ¢imZ bude jeho vy-
znam patrny tak, Ze na jeho misté nemiZe byt myslen Zadny jiny pojem.
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Kromé& povinnosti objasnit kazdy novy pojem Bolzano poZaduje, aby byl objasnén

i kaZzdy novy matematicky znak, ktery pro jejich oznaceni pouZivdme. Jako prfiklad uvadi
m

mocniny a ptd se, co nds opraviluje pouZivat znaky a’,a”",a" (viz [1, str. 41]). Mocnina

¢isla ma prece tpln€ jiny vyznam. Ani ze symbolu +, ktery odpovida slovu plus, nekon-

struuje matematik pojem sc¢itani.

Od pojmii pfechazi Bolzano k analyze dtikazt, které musi vychazet z ¢istych pojmo-
vych pravd. V tomto vSak doporucuje, aby se matematikové vénovali spiSe objevovani,
pokud k diisledné analyze objektivnich souvislosti nejsou pfirozené talentovani. V piipa-
dé Eukleida by to znamenalo prizkum moZnosti, Ze také napf. postulaty moZna stoji na
dalSich tvrzenich, kterd je tfeba dokdzat a kterych mohou byt moZnd i stovky
(viz [1, str. 61]). I postuldty maji byt dokazoviny (tedy mé byt dokdzéno, Ze ostatni véty
dané teorie bez nich nelze vyvodit). Diikaz by mél v piisn¢ védeckém vykladu vychazet
z ¢istych pojmovych pravd.

Tématem, které nasleduje, je spravné poradi pravd. To by mélo spliiovat dvé pravidla
(viz [1, str. 60]):

1. Jednodussi pravda piedchdzi sloZit&jsi.

Moew s

2. Pti stejném stupni sloZitosti objektivngjsi predchéazi konkrétnéjsi.

SloZitost je zde minéna v tom kvantitativhim smyslu, z kolika dal§ich pfedstav
se pravda sklada. Jako ptiklad Bolzano uvadi vétu o obsazich podobnych mnohothelnika
(maji se k sobé jako druhé mocniny jejich stran), kterd by méla byt uvedena pfed toutéz
vétou pouze pro trojihelniky. DalSim pfikladem je binomicka véta (viz [1, str. 60])

(1+x)" =1+ nx+ n(nz_l)x2 + n(n_lg(n_z)f

+...’

na niZ chce Bolzano demonstrovat pripad, kdy véta sice plati pro n redlné i celé, ale véta
pro n celé je jednodussi (v tom smyslu, Ze je sloZzena z méné dalSich vét a pojmi) nez
tataz véta pro n redlné, a proto by méla tato véta pro n celé byt uvedena pred vétou pro n
redlné. Tretim piikladem v této véci je konstrukce rovnostranného trojihelnika. To, Ze
existuje bod C nad dseckou AB, ktery ma od obou bodii A a B stejnou vzdalenost AB (viz
[1, str. 51] a [2, str. 47]), je predpokladem pro to, Ze se dveé kruznice se stiedy v bodech A
a B a polomérem AB v tomto bod¢ C protnou. Nikoliv naopak, jak by se zdalo, Ze bod C
existuje, protoZe se kruznice protly. Vlastnosti prostoru (existence tohoto bodu C) tak
museji ve vykladu predchazet konstrukci.

Bolzano tvrdi, Ze ve spravném potadi se objektivni souvislost mezi pravdami ukdze
Ctendfi naprosto prirozené. Jako piiklad, kdy je objektivni souvislost mezi pravdami
vrozporu s pofadim, v jakém pravdy poznidvdme, uvadi gravitani zdkon. To je Cistd
pojmova pravda, o které se kazdy rozumny ¢lovek zdkonité dozvi na zdkladé zkuSenosti,
totiz poznanim zemské tize (viz [1, str. 35]). Pii vykladu védy, pokud se ma usilovat
o objektivitu, je nutné, aby pravda pravé vyslovovana vyplyvala z pravd diive zmin¢-
nych, nebo aby obsahovala pouze pojmy diive definované. V nékterych pfipadech je toto
spravné usporadani v Zdkladech poruseno.

Bolzano nasledné formuluje hypotézu, Ze ndzor mozna neni v geometrii vilbec nutny
a Ze celou geometrii 1ze vyvodit z axioml pouze pomoci uréité mnoZiny odvozovacich
pravidel (viz [1, str. 56]). Nazor totiZ selhava v kontaktu s nekone¢nem, coz doklada jim
definovana funkce, kterd je na celém intervalu spojita, ale presto nema v Zadném bodé
derivaci. To bylo v matematice jeho doby nepfedstavitelné. Dikazy pomoci evidence
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a ndzoru, které jsou u Eukleida pro geometrii kli¢ové, by tak plnily jen pomocnou funkci.
Vsechny véty urcité teorie by mohly byt odvoditelné z urcité mnoZiny postulati pomoci
nékolika odvozovacich pravidel, logickych operaci. Toto by navic mohlo byt aplikovdno
na jakoukoli jinou védu (viz [1, str. 48]).

Na konci 19. stoleti se poZadavek nové axiomatizace geometrie (a v souvislosti s pa-
radoxy teorie mnoZin i celé matematiky) jevil jiZ jako nutnost. Geometrie mé byt vytvo-
fena pouze na zédklad€ logiky, ndzor téméf nebude potieba, to, co uvidime na papifte, ne-
bude geometricky objekt, ale pouze demonstrace jeho vlastnosti (viz [4, str. 55]). Tento
pfistup umozZni obejit spory a dokdzat vzdjemnou nezdvislost, Uplnost a bezespornost
systému axioml. Po Davidu Hilbertovi (1862—-1943), ktery takto axiomatizoval pfede-
v8§im aritmetiku a geometrii, aplikovali ve dvacatém stoleti jini v&dci stejny mechanismus
i na biologii a genetiku. Bez pfimé ndvaznosti se tak uplatiuji zde zminénd Bolzanova
vylepSeni Eukleidovy axiomaticko-deduktivni metody.

4 Zavér

Geometrie bez nazoru, navrzena Bolzanem, bude aktudlni na konci 19. stoleti. Ma
vSak za nésledek to, pfed ¢im varoval Henri Poincaré (viz [5, str. 31]), Ze dokonalé Cis-
toty dosdhne matematika jen za cenu vzdaleni se od skutec¢nosti. Dle Petra Vopénky jsme
i Bolzana navykli nahliZzet z hlediska vitézstvi matematického formalismu. Byla vSak
mozna i jind vychodiska (viz [6, str. 60]).

V dlouhodobé;jsi perspektivé budeme hledat spojeni matematického formalismu konce
19. stoleti s myslenkami Bernarda Bolzana. Dal§{ moZnosti je prozkoumani divodu, které
k zajmu o Bolzanovu osobnost vedly Martina JaSka, objevitele zminéné nederivovatelné
spojité funkce v Bolzanové pozustalosti.
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