Material k prednasce z linearni algebry — letni semestr

Cilem nasledujicich prikladu je praticky procvicit fadu pojmi, jejich vzajemné vztahy, souvislosti a ukazat
pocetni techniku:

Jedna se zejména o tyto pojmy a vztahy: charakteristickd matice, charakteristicky polynom, miniméalni
polynom, vlastni ¢isla, vlastni vektory, spektrum, stopa, vztah koeficienti charakteristického polynomu
k vychozi matici (stopa, determinant, hlavni subdeterminanty), resp. se spektrem matice, dale Jordaniv
kanonicky tvar, diagonalizovatelnost, vypocet Jordanova kanonického tvaru, vypocet inverzni matice pomoci
minimélniho polynomu, vypocet transformac¢ni matice, pomoci niz se danid matice pfevadi na Jordantv
kanonicky tvar atd.

Priklad 1.

1 2 2
Méjme realnou matici A= 1 2 -1
-1 1 4
A—1 -2 -2
Jeji charakteristickou matici je matice AF — A = -1 A—2 1
1 -1 A—4

Charakteristickym polynomem matice A je polynom

det(A\E — A) = \*> —7TA2 +15)A —9 = (A — 1)(\ — 3)°.
Charakteristicky polynom je rozlozitelny na linearni faktory, matice A mé tedy Jordantv kanonicky tvar.
Spektrum matice A je soubor vSech jejich vlastnich ¢isel (s ohledem na nasobnost): {1,3,3}

Koeficienty charakteristického polynomu lze uréit z matice a souvisi se spektrem (pokud je charakteristicky
polynom uplné rozlozitelny):

—7=(-1) -trA —7=(-1)-(1+3+3)

e (|12 2 -1 12 —(—1)2.(1. . .
15— (1) (‘12+1 G al) =02 (1341-343-3)
—9:(—1)3-detA _9:(—1)3-1~3-3

Matice A je regularni, nebot jeji charakteristicky polynom mé nenulovy absolutni ¢len.

Minimélni polynom matice A musi obsahovat vSechny nerozloZitelné faktory charakteristického polynomu
a musi délit charakteristicky polynom.

Jsou tedy dvé moznosti: (A —1)(A—3), (A—1)(A—3)%

Vzhledem k tomu, Zze matice (A — E)(A — 3F) je nulova (zjisti se vypoctem), je polynom (A — 1)(\ — 3)
anulujicim polynomem matice A, a je to tedy jeji minimalni polynom. Vzhledem k tomu, Ze je minimalni
polynom matice A Gplné rozlozitelny a ma jednoduché kofeny, je matice A diagonalizovatelna. Jejim
Jordanovym kanonickym tvarem je diagonélni matice s vlastnimi ¢isly na diagonale:
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S O =
S W o
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Znéme-li minimalni polynom matice A, mfizeme vypodéitat inverzni matici A=!. Je totiz

0=A%—4A+3E,
odtud vynasobenim inverzni matici mame 0= A —4F + 3A~1, a tedy
3 -2 -2

-(4E—A):%~ -1 2 1
1 -1 0

ATl =

W =



2

Vypocteme vlastni vektory matice A prislusné k vlastnim ¢islim 1, resp. 3. Znamena to vytesSit homogenni
soustavy linedrnich rovnic s matici AE — A pro A = 1, resp. 3. Pro vlastni ¢islo 1, resp. 3 feSime homogenni
soustavu linearnich rovnic s matici

0 -2 -2 2 -2 =2
-1 -1 1], resp. -1 1 1
1 -1 -3 1 -1 -1

Resenimi jsou podprostory prostroru R?, a sice [(2, —1,1)], resp. [(1,1,0),(0,1,—1)].

Méme tedy tii linedrné nezévislé vektory, které tvoii bazi {(2, —1,1),(1,1,0), (0,1, —1)} prostoru R®. Matice
prechodu B od této baze ke kanonické bazi mé ve sloupcich pravé tyto vektory.

1 00 1 -1 -1 1 2 2 2 1 0
Je tedy 0 3 0|=B"1A-B=L1.10 2 2 1 2 -1 -1 1 1
0 0 3 1 -1 -3 -1 1 4 1 0 -1
Priklad 2.
1 -3 4
Méjme opét redlnou matici A=|4 -7 8
6 -7 7
A—1 3 —4
Jeji charakteristickou matici je matice AF — A = —4 A+T -8

—6 7 A=T

Charakteristickym polynomem matice A je polynom

det(A\E — A) = X3 = \2 =5\ -3 = (A +1)%(\ - 3).
Charakteristicky polynom je rozlozitelny na linedrni faktory, matice A mé tedy Jordaniv kanonicky tvar.
Spektrum matice A je soubor vSech jejich vlastnich ¢isel (s ohledem na nasobnost): {—1,—1,3}

Koeficienty charakteristického polynomu lze uréit z matice a souvisi se spektrem (pokud je charakteristicky
polynom uplné rozlozitelny):

-1=(-1)-trA  —1=(=1)-((-1)+(-1)+3)
e i L e L e D B R e R R
—3=(-1)3-detA  —3=(-1)3-(-1)-(-1)-3

Matice A je reguldrni, nebot jeji charakteristicky polynom mé nenulovy absolutni ¢len.

Minimélni polynom matice A musi obsahovat vSechny nerozlozitelné faktory charakteristického polynomu
a musi deélit charakteristicky polynom.

Jsou tedy dvé moznosti: (A+1)(A—3), (A+1)%(A—3).

Vzhledem k tomu, Zze matice (A + E)(A — 3E) neni nulova (zjisti se snadno vypocétem), neni polynom
(A + 1)(A — 3) anulujicim polynomem matice A, minimélni polynom matice A je tedy roven polynomu
charakteristickému. Vzhledem k tomu, Ze je minimalni polynom matice 4, tj. polynom (A+1)%(\—3), Gplné
rozlozitelny, ale nema jednoduché kofeny, neni matice A diagonalizovatelna. Jejim Jordanovym kanonickym
tvarem je matice (s vlastnimi ¢isly matice A na diagonéle)



Znéme-li minimalni polynom matice A, miizeme vypodéitat inverzni matici A~1. Je totiz

0= A%— A% —5A - 3F,

odtud vynasobenim inverzni matici mame 0= A% — A —5FE —3A~!, a tedy

7T -7 4
A—lzé-(AQ—A—5E):1- 20 -17 8
14 -11 5

Vypocéteme vlastni vektory matice A piislusné k vlastnim ¢éislim —1, resp. 3. Znamena to vyfesit homogenni
soustavy linearnich rovnic s matici A\EF— A pro A = —1, resp. 3. Pro vlastni ¢islo —1, resp. 3 fe$ime homogenni
soustavu linearnich rovnic s matici

2 3 4 2 3 -4
—4 6 -8, resp. 4 10 -8
-6 7 -8 -6 7 -4

Resenimi jsou podprostory prostroru R3, a sice [(1,2,1)], resp. [(1,2,2)].

Méme tedy pouze dva linedrné nezévislé vektory, které netvoii bazi prostoru R3. Je tfeba dva nalezené
vektory doplnit dal§im vhodnym vektorem. Pro jednoduché vlastni ¢islo 3 mame jeden vlastni vektor, piSme
v1 = (1,2,2), pro dvojndsobné vlastni ¢islo —1 mame jen jeden vektor, piSme vz = (1,2,1). Hleddme tedy
vektor vq, pro ktery je A - vy = (—1) - vy + v3 (viz druhy sloupec matice J).

Hledame tedy vektor ve jako feSeni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic (A 4+ E) - x = vs. Rozsifend
matice této soustavy je

2 -3 4 | 1
4 -6 8 | 2
6 -7 8 | 1

Resgenim je napt. vektor vy = (—1,1,0). Tim jsme ziskali hledanou bazi {(1,2,2),(-1,1,0),(1,2,1)}.

Matice prechodu B od této baze ke kanonické bazi ma ve sloupcich pravé tyto vektory.

3 0 o0 -1 -1 3 1 -3 4 1 -1 1
Je tedy 0 -1 0]|=B'4-B=3-|-2 1 0|4 -7 8|2 12
0 1 -1 2 2 -3 6 -7 7 2 0 1
Priklad 3.
0 1 0
Méjme opét redlnou matici A= -4 4 0
-2 1 2
A -1 0
Jeji charakteristickou matici je matice AME—A=|[4 X—4 0
2 -1 A—2

Charakteristickym polynomem matice A je polynom

det(A\E — A) = X3 —6A% + 12\ — 8 = (A — 2)3.
Charakteristicky polynom je rozlozitelny na linedrni faktory, matice A ma tedy Jordaniv kanonicky tvar.
Spektrum matice A je soubor vSech jejich vlastnich ¢isel (s ohledem na nasobnost): {2,2,2}

Koeficienty charakteristického polynomu lze uréit z matice a souvisi se spektrem (pokud je charakteristicky
polynom uplné rozlozitelny):

—6=(-1)-trAd —6=(-1)-(2+2+2)



01],]40 00
frd — 2. frd —_ 2. . . .
12=(-1) (‘_4 4‘+‘12’+ 9 2‘) 12=(-1)?%-(2-2+2-2+2-2)
—8=(-1)*-detA  —-8=(-1)*-2-2-2

Matice A je regularni, nebot jeji charakteristicky polynom mé nenulovy absolutni ¢élen.

Minimalni polynom matice A musi obsahovat vSechny nerozlozitelné faktory charakteristického polynomu
a musi délit charakteristicky polynom.

Jsou tedy tii moznosti: A—2, (A—2)%, (A—2)3 (prvni evidentné nepadé v ttvahu, nebot polynom \ — 2
neni anulujici).

Vzhledem k tomu, Ze matice (A—2FE)? je nulova (zjisti se snadno vypoétem), je polynom (A—2)? anulujicim
polynomem matice A, tj. minimalnim polynomem matice A. Je sice plné rozlozitelny, ale nemé jednoduché
kofeny, matice A neni proto diagonalizovatelna.

Zname-li minimalni polynom matice A, miiZzeme vypoéitat inverzni matici A=1. Je totiz

0= A2 —4A + 4F,

odtud vynéasobenim inverzni matici mame 0= A —4F +4A~1, a tedy

4 -1 0
at=tup-a=t (4 00
4 4 \2 1 2

Vypocteme vlastni vektory matice A prislusné k vlastnimu ¢islu 2. Znamena to vyfesit homogenni soustavu
linedrnich rovnic s matici A — A pro A = 2. Re$ime tedy homogenni soustavu linedrnich rovnic s matici

2 -1 0
4 -2 0
2 -1 0

Resenim je podprostor prostoru R?, a sice [(0,0,1), (1,2,0)].
Miame tedy pouze dva linedrné nezavislé vektory, které netvoii bézi prostoru R3.

Pocet linedrné nezévislych vlastnich vektort je roven poétu Jordanovych bunék. Jordanovym kanonickym
tvarem matice A je proto matice

2 00
J=10 2 0
01 2

Je tfeba najit tfeti vektor a pfipojit jej k jiz nalezenym vlastnim vektortim. Pisme v; = (0,0,1) avs = (1,2,0)
a hledejme vektor vq, pro ktery je A -ve = 2 vy + vz (viz druhy sloupec matice J).

Vektor vy je tedy feSenim nehomogenni soustavy linedrnich rovnic (A —2F) - & = vs. Rozsifenou matici této
soustavy je matice

-2 1 0 | 1
-4 2 0 | 2
-2 1 0 | 0

Tato soustava nema feSeni, protoze jsme Spatné zvolili sloupec pravych stran, tj. vektor vs. Neuspéli
bychom ani volbou v = (0,0, 1). Musime zvolit vhodnou linedrni kombinaci nalezenych vlastnich vektori,
které prislusi k vlastnimu ¢islu 2. Uspéjeme s vektorem vs = (1,2,1). Tomu odpovida soustava linedrnich
rovnic



a FeSeni v = (0,1,0). Tim jsme ziskali hledanou bézi {(0,0,1),(0,1,0),(1,2,1)}.

Matice prechodu B od této baze ke kanonické bazi ma ve sloupcich pravé tyto vektory.

2 00 -1 01 0 1 0 0 0 1
Je tedy 0 2 0]=B1A-B=|-2 10 -4 40 0 1 2
0 1 2 1 00 -2 1 2 1 01
Priklad 4.
3 -1 0
Méjme opét redlnou matici A=|6 -3 2
8 —6 5
A—3 1 0
Jeji charakteristickou matici je matice AF — A = —6 A+3 -2
-8 6 A—5H

Charakteristickym polynomem matice A je polynom

det(A\E — A) = X3 =502 £ 9\ — 5= (A — 1)(\? — 4\ + 5).

Charakteristicky polynom neni rozlozitelny v redlném oboru na linearni faktory, matice A tedy nemé nad R
Jordantv kanonicky tvar.

Spektrum matice A nad R je {1}.

Koeficienty charakteristického polynomu lze uré¢it z matice a souvisi se spektrem (pokud je charakteristicky
polynom tplné rozloZitelny):

5= (=1)-trd
e (|3 -1 -3 2] (30
9=0D (‘6—3+—65+85 )
—8=(-1)3-detA

Matice A je reguldrni, nebot jeji charakteristicky polynom mé nenulovy absolutni ¢len.

Minimélni polynom matice A musi obsahovat vSechny nerozloZitelné faktory charakteristického polynomu
a musi délit charakteristicky polynom. Je roven charakteristickému polynomu.

Znéme-li minimalni polynom matice A, mfizeme obdobné jako diive vypodcitat inverzni matici A~1.
Matici A vSak mtizeme chapat jako matici nad polem komplexnich ¢isel C. Pak je charakteristicky polynom
Uplné rozlozitelny na linearni faktory:
det(A\E—A)=A—-1)(A—=-2—-1)(A=2+1i).
Spektrum matice A nad C je {1, 2+ i, 2 — i}. Pomoci vlastnich ¢isel je nyni mozno vyjadiit koeficienty:
—5=(-1)- (1+@2+1i)+(2-1)
9=(-12-(1-2+i)+1-2-i)+2+1i)-(2-1)
—5=(-1%-1-(241i)-(2-1i)
Matice mé Jordantv kanonicky tvar, diagonalni matici
0
J = 2+1 0
0 2-i

S O =

Obdobné jako dfive mizeme vypocitat vlastni vektory matice A pfislusné k jednotlivy vlastnim éislim a
ziskat tak transformacni matici B. Znamend to vyfesit homogenni soustavu linearnich rovnic s matici AE— A
pro A =2, resp. A =2+ i,resp. A =2 — i. V komplexnim oboru je vypocfet méné prijemny.



