Jadro homomorfismu f: V —> W je mnozina vSech vektibmprostoruV, které se zobrazi na
nulovy vektor prostorW. Jinymi slovy je taiplny vzor nulového vektoru prostoid, resp.
Uplny vzor nulového podprostor® prostoruw.
Jadroje podprostorem prostoru V: zobrazuji-li se dva vektory na nulovy vektor, zhije
se na nulovy vektor i jejich soet a roviz jejich nasobky: je-lif(x) =o a fly) = o, je
ziejme (podle vlastnosti homomorfismu)

f(x+y) =f(x) +f(y) =0 + 0=0, fla- ¥ =a-f(x)=a-o0=aqa

Priklad. UvaZzujme endomorfismusprostoru vSech polynains realnymi koeficienty, ktery
kazdému polynomufiffazuje jeho derivaci. Jadrem Kefe podprostor vSech konstantnich
polynomi, neba@ praw takovéto polynomy (konstanty) maji nulovou derivacer f = [1].
Tj. jadro je generovano konstantnim polynomég= 1, dimenze jadra je tedy 1.

Piiklad. Homomorfismusf: R®* — R definovany pirazenim

Xy, 2 — (3x+2y, x-2)
ma jadro Keif = [(2,—3,2)], tj. na nulovy vektor se zobrazi g nasobky vektoru
(2,-3,2), jak zjistimeéeSenim soustavy rovnicx3 2y =0, x—z=0.
[Potrebujeme totiZ najit vSechny vektory, ¥, 2), pro kteréf ((x,y, 2)) = (0,0).]

Jestlize je jadro nulové, tj. Kér= O, fikame téz, Ze jerivialni (jadro jenulovy; tj. trivialni
prostor). Ve vySe uvedenycthiikladech je jadrmetrivialni, tj. nenulove

V prikladu 10.2.(iv) se spojité funkci(t) pritadi funkcew(x) pomoci uéiteho integralu.
Predstavte si pro jednoduchost, Zevi@) = t2 + 2> — t + 1, nyniv(t) ,zintegrujeme®,
dostaneme % + ?/3t3— %t® + t. Nyni utvdime rozdil hodnot, kdy zadosadimex a zat
dosadime nulu (horni a dolni mez integralu) ac¢tatae vysledky. [R dosazeni nuly vyjde
nula.] Dostaneme ¥ +%5x°— ¥x% +x. [Toto byl velmi popularni vyklad.]

Vnoreni podprostordJ prostoruV do prostorlW znamena, Ze vSechny vektory prostdru
zobrazime na ty samé vektory chapané oviem jakonyefrostoruv.

Priklad. UvaZujme prostorV = R® vSech trojic redlnycltisel a jeho podprostdd vSech
trojic s teti slozkou nulovou. VrieniU doV je tedy monomorfismuds: U — V ureny
predpisem f(x,y, 0) = & vy, 0). Poznamenejme, ze nejsoteamy obrazy vektdr (x, y, 2),
kdezje nenulové, nehibzobrazenif je definovano pouze na podprostaiu

Priklad 10.3(iii) miZzeme vynechat Nicméré poznamenavam: Nethje U podprostor
prostoruV. Snadno usoudime, Ze zobrazimiteré vektoruv z V prifadi linearni mnozinu
v+ U, ma vlastnosti homomorfismu, nel&phuje jeho definujici vlastnosti:

fvitv) = +w) + U= W+U)+(ve+U) =1f(vy) +f(v2),
flavy =a-v+U =a-(v+U) = a-f(v).

Linearni mnozinyv + U jsou prvky (tj. vektory) tzvfaktorového prostoru[Tento pojem
jsme vSak vynechali.] Jedna se o epimorfismus prod na faktorovy prostoy/U .



Upiny vzor podprostoru je podprostor. Nectt f: U — V je homomorfismus. Uplnym
vzorem podprostorW prostoruV je mnozinaX vSech vektar prostoruJ, které se zobrazi do
podprostoruW. Musime o¥fit, Ze X je podprostorem prostotd. Owtime tedy definujici
vlastnosti podprostoru (uzganost na saiet a nasobek). Jestlizeq a xp jsou prvky

mnozinyX, lezif(x,) a f(x2) v podprostorWWV. Protoze jeW podprostor, lezi v mnozinX

I jejich sowket, tj. f(xy) + f(x2) je prvkem mnozin). Protoze jef homomorfismus, je
f(xp) +f(x2) = f(xitXx2), a proto x; + X lezi v mnozig X. MnozinaX je tedy uzakena na
iténi. Obdob# se dokaze uzaésnost na nasobeni skalarem.

Obecnd poznamka Mame-li ukit jaddro nebo obraz homomorfismufipadré jakykoli
podprostor, je nejvhodfsi najit réjakou jehobazi. Z toho divodu z nalezené mnoziny
generatar vynechavdme vektory, které jsou zavislé na osthatr bazi se totiz dobe
pracuje, neba@ kazdy vektor uvaZzovaného podprostoru je moZzno digjgjedinym
zpasobemjako linearni kombinaci vektarbaze, jak jiz vime.



