Spaietnost a nespéetnost. Domnivam se, Ze problémy souvisejici s nekodée
generovanymi prostory, nekaimgmi bazemi, formal& nekon€nymi souty atd. souvisi
s nekonénem. Pokusim se3n0 zopakovat a vystiit.

Spa‘etnou mnozinovozumime kazdou mnozirM, na kterou se davzajemné jednoznatné
zobrazit mnoZinaifrozenychcisel, tj. existujeprosté zobrazeni mnoziny vSecHimzenych
¢isel, tj. mnoziny {1, 2, 3, ...Jna mnozinuM. Jinymi slovy: prvky mnozinyM je mozno
indexovatptirozenymicisly, M = {my, mp, mg, ...}. (N¢kdy se pod spgetné mnoziny Zazuji

i koneziné mnoziny.)Nespd@etné mnozinysou ,WtSi“ nez spoetné. Jejich prvk je tak
mnoho, Ze Zadné zobrazeni mnozZifirgzenychcisel na takovouto mnoZinu neexistuje.
VSechny prvky takovéto mnoziny neni mozno index@iabzenymigcisly.

Spaetnymi mnozinami jsou n&pmnozina celycktisel a mnozina racionalniciisel. Nesmi
nas plést laicky pohled, Ze cely¢rsel je vice neZifrozenych a racionalnich je vice nez
celych. Jeieba rozliSovat reladbyt podmnozinowa relacimit stejnou mohutnasMnoZzina
vSech pirozenychcisel jevlastni podmnozinou mnoziny vSech celyéisel, a ta jevlastni
podmnozinou mnoziny vSech racionalni¢isel. Mohutnosti &chto # mnozin jsou vSak
stejné, celd, resp. racionatitla je mozno indexovatipozenymicisly. Mohutnost mnoziny
vSech redlnycktisel je ¥tSi neZz mohutnost mnozinyfipzenych ¢isel, mnozina vSech
realnych cisel je nespd@etna Stejre tak mnozina vSech komplexniatisel: ma stejnou
mohutnost jako mnozina realnyeisel, &koliv je jeji nadmnozinou.

Mohutnost mnoziny vSechipozenych¢isel se oznauje symbolemy, (alef nulg.
Baze a dimenze.

Vynechame-li z nekor@é baze (nekore¢ generovaného) prostory jeden prvek,
dostaneme ajp nekon€nou mnozZinu, ktera je baailastniho podprostoru prostoru.
Vynechame-li dalSi vektor, mame @pekon€nou mnozinu, ktera je bazi jéStmensiho
podprostoru atd. Taktoiieme stale poktavat. Dostavame posloupnost podprostéteré
se stale zmenSuji, maji vSak stale stejnou dimeétiztom nezalezi na tom, zda je vychozi
baze sp&etna nebo nesgetna.

Priklad. UvaZzujme vektorovy prostor vSech polynbs realnymi koeficienty — ziane jej
obvykle R[X]. Jeho bazi je ndfklad nekonéna Epatetnd) mnozina

M ={1, x, %%, x4, ..},

proto ma prostoR[X] dimenzialef nula. [Pfipominam, Ze polynomy jsou linearni kombinace
vektorti bazeM, tj. konetné souty nasobk vektori 1, x, 32, 3G, X, ...]

Odebirejme postugrz mnozinyM jednotlivé prvky — dostavame nek@né mnoziny



Jsou to baze podprostoprostorur[x], které sestavaji z

s polynomi bez absolutnihdlenu,
s polynomi bez absolutniho a linearnilienu,
s polynomi bez absolutniho, linearniho a kvadratickélemu atd.

Dostavame tedy posloupnost podprostpiivodniho prostorR[X], které se stale zmenSuiji,
ale maji stale stejnou dimenzilé€f nula).

V prostorunekon&né generovanémvzdy existujivlastni podprostory, které magtejnou
dimenzi. Toto neriize nastat pro kogaé generovany prostor. Kdyz z jeho baze odebereme
jeden prvek, dostaneme podprostor, ktery ma o ¢kdninensi dimenzi nez vychozi prostor.
Vlastni podprostokoneéné generovanéh@rostoru musi mitnensidimenzi.

V prostoru TV vSech nekon@mych posloupnosti prik tslesa T neumime napsat bazi
Vezmeme-li nekongou (spdéetnou) mnozinu

{(1,0,0,0, ...), (0,1,0,0, ...), (0,0,1,0, ...), (0,0,0,2), ...},

snadno zjistime, Ze je line&rnezavisla, i to, Ze neni bazi prostdfl neba neni mnoZzinou
generatal prostoruT". Uvddomme si, Ze generuje jen velice malo prpkostoruT", pouze
ty, které maji jen kor®é mnoho nenulovych slozek. Pros®Y je obrovsky!

Obrovsky je téz prostor vSechalnych funkciha intervalu 4, b). Obrovsky je i jeho vlastni
podprostor vSeclpojitych funkci. Dimenze obouwthto prostait je nespdetna! Neumime
napsat bazethto prostai. Jejichmalinkym podprostorem je prostor vSech polynigrktery
ma spdetnou bazi, a tedy dimenzi alef nula.

V prostoru nekonmé dimenze je pro pohodiné formalni odvozovani kadovani uzivan
formélre nekonény souet (formalg nekonéna linearni kombinace}-ormalr¢ nekoneny
se nazyva proto, Zefgustavuje saiet nekonéné mnoha vektar; ve skuténosti se jedna
o kone’ny souet, neba’ predpokladame, zekoro vSechny &itané vektory jsou nulove

Diikaz véty 8.13.Dukaz je mozno u zkouSky provést pro kémegenerovany prostor, tj. uzit
symboliku} avi. misto Yav .

Dimenze line&rni mnoziny Dimenzi linearni mnozZing+W rozumime dimenzi podprostoru,
ktery ji urkuje, tj. dimenzi podprostorMV. Toto zavedeni je jen &ita pomicka pro partii
o soustavach linearnich rovnidnozina vSeclieSeni takové soustavy je v obecnéfpauk
prave linearni mnozinouProtoZe se velmiasto hovéi o dimenziteSeni soustavy linearnich
rovnic, zavedl jsem i dimenzi linearni mnoziny jagomocny pojem. Nenirgba nad tim
hloubat, jeiteba ¥dét, co je dimenze vektorového prostoru (a podprogtor

Dimenze vektorového prostoru je pet prvki (mohutnost) jeho libovolné baze. V prostoru
T v8ech matic typunxm nad tlesemT je bazi nagiklad mnoZinan-mmatic, v nichZ je
vzdy pouze jedna jedtka a jinak samé nuly, fpom pro polohu jediky mamen-m
moznosti. Tyto matice jsou evidenthnearré nezavislé a kazda matice typem je jejich
linearni kombinaci. Je to obdoba kanonické bazstproT".

Uvazujme &leso T, které nema charakteristiku 2. Podprostor vSech symetrickycatien
prostoruT"" ma bazi, ktera je twena symetrickymi maticemi dvou typn matic ma na



diagonale jednu jedéku a jinak vSude samé nuly anfii-1) matic ma na souwmych
mistech i aji) jedniky a jinde samé nuly. Celkem tedynfra+1) matic. Ot je jasné, Ze
jsou linearg nezavislé a ze kazda symetricka matice je jejiobarni kombinaci. Obdokn
zjistime, jak vypada béaze podprostoru antisymejdbk matic: A(n—-1) matic ma na
soungrnych mistechiy aji) jednicku a minus jedrku a jinde samé nuly. A tak jsme zjistili
dimenze &chto podprostdr. Vypiste si vSechny maticédahto bazi pran = 2,n=3 an = 4.

Pozor. Jedna-li se @léso charakteristiky 2, je to trochu jinak. Niktad matice, v niz jsou
samé jedriky, je jak symetricka, tak antisymetricka (je taliz — 1).

V ptikladu 8.19(x) je na mnozida R v3ech kladnych realnychisel (chapeme je jako
vektory) definovano &tani. Dale je zavedeno nasobeni @rvknoziny R’ (tedy vektod)
skalary z ¢glesaR. Ok¢ operace nam mohouipadat nezvyklé. Praite, Ze spluji vSechny
axiomy vektoroveho prostoru. Zvykneme-li si na tptadivre definované operace, jéegme,
Ze axiomy plati (fepiSte si je pro tyto podivné operace). Jakmiles skefinicemi &chto
operaci ,smime*, bude jasné, Ze libovairzvoleny vektorv z prostoruR” Ize napsat jako
nasobek pevhdaného vektoru # 1, tj. v = u® . Umime odtud zjistit skalda ? Bazi je tedy
jednoprvkova mnozinau}, kde u je libovolrg zvolenéislo (vektor) zR", které neni rovno 1.
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