Idealy

Uvazujme pro jednoduchost komutativni okruh R s jednotkovym prvkem.

Definice. Idedlem okruhu R budeme rozumét kazdou podmnozinu I okruhu R, kterd je
uzaviena vzhledem ke scitani a kterd ,vydrzi“ nasobeni libovolnym prvkem okruhu R, tj. jsou
splnény nasledujici dva pozadavky:

(i) Va,bel a+bel,
(ii) Vael VreR rael.

Piiklad. V oboru integrity Z celych cisel je idedlem mmnozina vSech nasobki libovolného,
konkrétné zvoleného cisla a € Z. Jednim idedlem je tedy jednoprvkovd mnozina obsahujici nulu
(ndsobky nuly), druhym idedlem je celé Z (ndsobky jednicky, resp. minus jednicky), dal§imi idedly
jsou mnoziny vSech sudjch ¢isel (ndsobky ¢isla 2, resp. —2), vSech ¢isel délitelnych tfemi, resp.
délitelnych ¢tyfmi, resp. délitelnych péti atd. Je evidentni, ze soucet dvou prvka kterékoli z vyse
uvedenych mnozin je opét jejim prvkem a rovnéz nasobek prvku té které mnoziny libovolnym celym
¢islem je opét jejim prvkem (nésobek sudého éisla je sudym éislem, nésobek ¢isla délitelného t¥emi
je opét délitelny tfemi atd.). Jiné idealy obor integrity Z nemé, jak uvidime dale.

Priklad. V oboru integrity T[z] vSech polynomt nad télesem T jsou idedly vSechny mnoziny,
které jsou tvofeny nasobky libovolné zvoleného polynomu f(z). Idedlem je napf. mnozina vSech
néasobkil polynomu z2, resp. mnozina vsech nasobkfi polynomu 3z2 +5x — 5 apod. Snadno se opét
ukaze, Ze jsou splnény poZzadavky (i) a (ii). Jiné idedly obor integrity T'[x] nem4, jak uvidime déle.

Priklad. Jedinymi idedly télesa T je jednoprvkovd mnozina {0} a celd mnozina T'. Pokud by
totiz byla mnozina I idedlem v télese T" a v I existoval né&jaky nenulovy prvek a, musel by v I byt
podle pozadavku (ii) i prvek a=! - a = 1, a nasledné i prvek b-1 = b pro kazdé b € T. Tedy by
bylo I =1T.

Véta. Priunikem libovolného souboru ideald okruhu R je opét ideal.

Dukaz. Provede se Gplné stejné jako ditkaz faktu, Ze prinikem libovolného souboru podprostori
vektorového prostoru je podprostor.

Definice. Idedlem generovanym podmnozinou M okruhu R budeme rozumét prinik vSech
idedali, které mnozinu M obsahuji. Idedl generovany jednim prvkem se nazyva hlavni.

Pfipomenme, Ze definici idedlu generovaného podmnozinou umoznuje predchozi véta. Nasledu-
jici véta je obdobou véty o linearnim obalu podmnoziny vektorového prostoru. Dokéaze se obdobnym
postupem.

Véta. Ideal generovany podmnozinou M okruhu R je roven mnoziné
{27"7;041'; a; € M, r; € R}

Idedl generovany prvkem a € R (tj. hlavni ideél) je tedy roven mnoziné {ra; r € R}.

Definice. Obor integrity se nazyva oborem integrity hlavnich idealu, jestlize je kazdy jeho ideal
hlavni.



Kazdy ideal oboru integrity hlavnich ideald je tedy generovan jednim prvkem.

Vyse uvedené t¥i piiklady Z, T[z], T jsou pfiklady obort integrity hlavnich ideald.
V télese jsou jen dva idedly — jsou generovany nulovym prvkem, resp. jednotkovym prvkem.

To, Ze je obor integrity celych ¢isel oborem integrity hlavnich idedlt (viz néasledujici véta), je
dtsledkem tzv. véty o déleni se zbytkem. Ze stejného diivodu je i obor integrity T[x] polynomi
jedné neuréité oborem integrity hlavnich idedlit (umime délit polynom polynomem, tj. stanovit
podil a zbytek).

Véta. Obor integrity Z celych cisel je oborem integrity hlavnich ideali.

Dukaz. Necht I je ideal oboru integrity Z. Jestlize I obsahuje pouze nulu, je generovan nulou,
a je tedy hlavni. Jestlize I obsahuje néjaky nenulovy prvek, obsahuje i kladny prvek (zaporny
prvek z I staci vynésobit ¢islem —1 a dostaneme kladny prvek z I). Necht je a nejmensi kladny
prvek obsazeny v I. Piedpokladejme, ze b € I je libovoln€ zvoleny prvek. Vydélime jej prvkem a:

b=a-q+r, kde 0<r<a.

Potom jer =b—a-q € I, nebot b,a-q € I. P¥ipad 0 < r vede ke sporu, nebot a je nejmensi
kladné cislo idedlu I. Je tedy r = 0 a kazdy prvek b € I je nasobkem prvku a.

Uplné stejné se dokaze, ze T'[x] je oborem integrity hlavnich ideali. Misto a se zvoli polynom
z I, ktery ma nejmensi stupen ze vSech polynomii v I. Tedy plati nasledujici véta.

Véta. Obor integrity T'[x] polynomi jedné neurcité je oborem integrity hlavnich ideald.

Obtiznéji se ukaze, Ze obor integrity Gaussovych celych ¢isel Z[i] je rovnéz oborem integrity
hlavnich ideald.

V partii o podobnosti matic je tfeba si uvédomit, ze vSechny anulujici polynomy dané matice A
tvori idedl v T[] (soucet anulujicich polynomi i ndsobek anulujictho polynomu jsou opét anulujici
polynomy matice A), zvolit anulujici polynom nejmensiho mozného stupné (s koeficientem 1
u nejvy$$i mocniny ), tj. tzv. minimaln{ polynom matice A, a ukdzat pomoci véty o déleni
polynomu se zbytkem, Ze kazdy anulujici polynom matice A je nésobkem jejiho minimalniho
polynomu.

Poznamka. Pro nekomutativni okruhy, resp. okruhy bez jednotkového prvku je situace
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ideal generovany mnozinou vyjadien komplikovanéji.



